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Аннотация. Рассматриваются только конечные группы. Изучаются формации конечных групп, т. е. классы групп,
замкнутые относительно гомоморфных образов и подпрямых произведений. Ω-расслоенные формации были
построены В. А. Ведерниковым в 1999 году с помощью функциональных методов. В дальнейшем концепция кратной
локальности, введенная в рассмотрение А. Н. Скибой, была использована для определения кратно Ω-расслоенных
формаций. В настоящей статье изучаются максимальные подформации кратно Ω-расслоенных формаций. Получены
свойства функций-спутников таких подформаций, установлены достаточные условия максимальности подформации
исследуемой формации, найдено свойство максимальных кратно Ω-расслоенных подформаций, характеризующее
группы, в нее входящие.
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1. Введение. Рассматриваются только конечные группы. Формацией называется класс групп, за-
мкнутый относительно гомоморфных образов и подпрямых произведений. В. Гащюц в работе [1] для
изучения формаций предложил использовать функциональные методы, с помощью которых им были
построены локальные формации, нашедшие многочисленные применения в теории групп. Развивая
функциональный подход В. Гашюца, Л. А. Шеметков в 1978 году ввел в рассмотрение композиционные
формации [2]. В статье [3] А. Н. Скибой была разработана концепция кратной локальности для формаций,
получившая в дальнейшем интенсивное развитие (см., например, [4]). Позднее А. Н. Скиба и Л. А. Ше-
метков построили кратно 𝜔-локальные формации [5] и кратно 𝔏-композиционные формации [6], где 𝜔 –
непустое множество простых чисел, 𝔏 – непустой класс простых групп. В дальнейшем В. А. Ведерников
построил серию 𝜔-веерных формаций [7], в которую вошли 𝜔-локальные формации как один из видов, и
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серию Ω-расслоенных формаций [8], включающую Ω-композиционные формации как один из видов,
где Ω – непустой класс простых групп. Изучению свойств кратно Ω-расслоенных формаций посвящены
работы Ю. А. Еловиковой, М. М. Сорокиной, Е. Н. Деминой, С. П. Максакова и др. (см., например, [9]–[12]).

К актуальным вопросам современной теории формаций относятся вопросы исследования внутреннего
строения формаций. При поиске ответа на данный вопрос важную роль играют максимальные подфор-
мации исследуемых формаций, их наличие, свойства, внутреннее строение и другие характеристики.
В работе [12] установлено существование максимальных 𝑛-кратно Ω-расслоенных подформаций для
формаций с определенными свойствами, установлена взаимосвязь между максимальным внутрен-
ним Ω-спутником 1-кратно Ω-расслоенной формации и максимальным внутренним Ω-спутником ее
максимальной 1-кратно Ω-расслоенной подформации. Настоящая работа также посвящена решению
ряда вопросов, связанных с исследованием максимальных кратно Ω-расслоенных подформаций кратно
Ω-расслоенных формаций.

Как демонстрируют исследования формаций, построенных с помощью функциональных методов,
свойства таких формаций и их подформаций во многом определяются строением и особенностями
их функций-спутников. Например, в [5, теорема 4] для доказательства модулярности решетки 𝑙𝜔𝑛 всех
𝑛-кратно 𝜔-локальных формаций использовалось строение их 𝜔-локальных 𝑙𝜔

𝑛−1-значных спутников,
т. е. таких 𝜔-локальных спутников, все значения которых являются (𝑛 − 1)-кратно 𝜔-локальными
формациями. В [9, теорема 1] с помощью свойств минимальных Ω𝜑 (𝑛−1) -спутников исследовались
решеточные свойства кратно Ω-расслоенных формаций. В теоремах 1 и 2 настоящей работы проводится
исследование взаимосвязи минимальных функций-спутников кратно Ω-расслоенной формации и ее
максимальной кратно Ω-расслоенной подформации.

При исследовании максимальных подформаций большую роль играют теоремы-признаки, поз-
воляющие ответить на вопрос, является ли заданная подформация формации 𝔉 максимальной в 𝔉.
Например, в [4, лемма 5.1.20 (1)] установлены достаточные условия максимальности 𝜏-замкнутой кратно
локальной подформации 𝜏-замкнутой кратно локальной формации, где 𝜏 – подгрупповой функтор. В
теореме 3 установлены достаточные условия максимальности кратно Ω-расслоенной подформации
кратно Ω-расслоенной формации.

При изучении подформационного строения формаций важную роль играет наличие связи между
группами, принадлежащимирассматриваемойформации, и группами, которые входят в еемаксимальную
подформацию. Например, в [4, теорема 5.1.22] доказано, что для любой разрешимой группы 𝐺 из
неединичной 𝜏-замкнутой локальной формации𝔉 фактор-группа 𝐺/𝐹 (𝐺) принадлежит пересечению
всех максимальных 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно локальных подформаций формации𝔉, где 𝐹 (𝐺) – подгруппа
Фиттинга группы 𝐺 . Развитие данного результата для кратно 𝜔-локальных формаций получено в
[5, теорема 6]. В теореме 4 настоящей работы установлено, что для любой неединичной разрешимой
Ω-группы 𝐺 , принадлежащей кратно Ω-расслоенной формации с направлением 𝜑 , фактор-группа
𝐺/(∩

𝐴∈Ω𝐺𝜑 (𝐴) ) принадлежит пересечению всех максимальных кратно Ω-расслоенных подформаций
заданной формации.

2. Предварительные сведения. Используемые определения и обозначения стандартны (см., на-
пример, [2], [13]). Символ := означает равенство по определению. Запись 𝐻 ≤ 𝐺 (𝐻 < 𝐺 , 𝐻 ⊳𝐺 , 𝐻 · ⊳ 𝐺 ,
𝐻 < · 𝐺) означает, что 𝐻 является подгруппой (соответственно, собственной, нормальной, минимальной
нормальной, максимальной подгруппой) группы 𝐺 ; 1 – единичная группа; через 𝐺 = 𝐴 ⋊ 𝐵 обозначается
полупрямое произведение подгрупп 𝐴 и 𝐵 группы𝐺 , где 𝐴 ⊳𝐺 ; 𝐴 ≀ 𝐵 – регулярное сплетение групп 𝐴 и 𝐵;
𝑍𝑛 – циклическая группа порядка 𝑛; 𝜋 (𝐺) – множество всех простых делителей порядка группы𝐺 ; 𝐹 (𝐺) –
подгруппа Фиттинга группы 𝐺 ; Φ(𝐺) – подгруппа Фраттини группы 𝐺 ; Core𝐺 (𝐻 ) – ядро подгруппы 𝐻 в
группе 𝐺 ; Soc(𝐺) – подгруппа группы 𝐺 , являющаяся произведением всех минимальных нормальных
подгрупп группы 𝐺 . Группа 𝐺 называется примитивной, если в 𝐺 существует максимальная подгруппа
𝑀 (примитиватор) такая, что Core𝐺 (𝑀) = 1. Группа 𝐺 называется монолитической, если она обладает
единственной минимальной нормальной подгруппой (монолитом).

Классом групп называется совокупность групп, содержащая вместе с каждой своей группой и все
группы, ей изоморфные. Через 𝔊 обозначается класс всех конечных групп, 𝔖, 𝔑, 𝔄 – класс всех
разрешимых, нильпотентных, абелевых групп из𝔊 соответственно, 𝔈 – класс всех единичных групп,
ℑ – класс всех простых групп.

Класс групп𝔉 называется замкнутым относительно:
– гомоморфных образов, если из 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝑁 ⊳𝐺 следует 𝐺/𝑁 ∈ 𝔉 (1);
– подпрямых произведений, если 𝐺/𝐴 ∈ 𝔉 и 𝐺/𝐵 ∈ 𝔉 следует 𝐺/(𝐴 ∩ 𝐵) ∈ 𝔉 (2);
– нормальных подгрупп, если из 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝑁 ⊳𝐺 следует 𝑁 ∈ 𝔉 (3);
– произведений нормальных𝔉-подгрупп, если из 𝐺 = 𝐴𝐵, где 𝐴 ⊳𝐺 , 𝐵 ⊳𝐺 , 𝐴, 𝐵 ∈ 𝔉, следует, что 𝐺 ∈ 𝔉 (4).

Класс групп𝔉, удовлетворяющий условиям (1) и (2), называется формацией; класс групп𝔉, удовле-
творяющий условиям (3) и (4), называется классом Фиттинга;𝔉 – формация Фиттинга, если𝔉 является
формацией и классом Фиттинга.
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Наибольшая нормальная подгруппа группы 𝐺 , принадлежащая классу Фиттинга𝔉, обозначается 𝐺𝔉

и называется𝔉-радикалом группы 𝐺 [2, гл. I, п. 1].
Пусть 𝔛 – непустое множество групп. Тогда (𝔛) – класс групп, порожденный множеством 𝔛, т. e.

(𝔛) – пересечение всех классов групп, содержащих 𝔛, в частности, (𝐺) – класс всех групп, изоморфных
группе𝐺 ; form𝔛 – формация, порожденная множеством𝔛;𝐾 (𝐺) – класс всех простых групп, изоморфных
композиционным факторам группы 𝐺 ; 𝐾 (𝔛) = ∪

𝐺∈𝔛 𝐾 (𝐺). Через Ω обозначается непустой подкласс
класса ℑ. Группа 𝐺 называется Ω-группой, если 𝐾 (𝐺) ⊆ Ω [14, с. 126].

Пусть𝔉1,𝔉2 – классы групп. Произведением классов𝔉1 и𝔉2 называется класс групп𝔉1𝔉2 = (𝐺 ∈𝔊 |
существует 𝑁 ◁ 𝐺 , где 𝑁 ∈ 𝔉1, 𝐺/𝑁 ∈ 𝔉2) [13, II, (1.3)].

Для произвольного класса групп 𝔛 ⊆ ℑ будем использовать следующие обозначения:
𝔊

𝔛
:= (𝐺 ∈𝔊 | 𝐾 (𝐺) ⊆ 𝔛); 𝔊

𝔛′ := (𝐺 ∈𝔊 | 𝐾 (𝐺) ∩ 𝔛 = ∅) [14, с. 126].
Пусть 𝐴 ∈ ℑ. Тогда (𝐴)′ = ℑ\(𝐴),𝔊𝐴 :=𝔊(𝐴) , 𝔊𝐴′ :=𝔊(𝐴) ′ , 𝔑𝑝 :=𝔊𝑍𝑝

. Главный фактор 𝐻/𝐿 группы 𝐺

называется главным 𝐴-фактором, если 𝐾 (𝐻/𝐿) ⊆ (𝐴). Через𝔖𝑐𝐴 обозначается класс всех групп, у которых
каждый главный 𝐴-фактор централен; 𝑂Ω (𝐺) :=𝐺𝔊Ω , 𝑂𝐴 (𝐺) :=𝐺𝔊𝐴

, 𝑂𝑝 (𝐺) :=𝑂𝑍𝑝
(𝐺), 𝑂𝐴′,𝐴 (𝐺) :=𝐺𝔊𝐴′𝔊𝐴

,
𝐹𝐴 (𝐺) :=𝐺𝔖𝑐𝐴

[14, с. 126].
Замечание 1. В любой конечной группе 𝐺 , имеющей главные 𝐴-факторы (здесь 𝐴 ∈ ℑ), подгруппа

𝐹𝐴 (𝐺) совпадает с пересечением централизаторов всех главных 𝐴-факторов группы 𝐺 . Если в 𝐺 нет
главных 𝐴-факторов, то полагают 𝐹𝐴 (𝐺) =𝐺 [14, с. 126].

Пусть 𝑓 : Ω ∪ {Ω′} → {формации групп}, где 𝑓 (Ω′) ≠ ∅ (здесь символ Ω′ обозначает элемент из области
определения функции 𝑓 , не принадлежащий Ω), ℎ : ℑ → {формации групп}, 𝜑 : ℑ → {непустые формации
Фиттинга} – функции, принимающие одинаковые значения на изоморфных группах из области
определения, называемые соответственно Ω𝐹 -функцией, 𝐹 -функцией, 𝐹𝑅-функцией [14, определение 1].
Если 𝜓1,𝜓2 – Ω𝐹 -функции (𝐹 -функции, 𝐹𝑅-функции), то полагают 𝜓1 ≤ 𝜓2 тогда и только тогда, когда
𝜓1 (𝑋 ) ⊆ 𝜓2 (𝑋 ) для любого 𝑋 ∈ Ω ∪ {Ω′} (соответственно для любого 𝑋 ∈ ℑ). Если 𝜓1 ≤ 𝜓2 и 𝜓1 ≠ 𝜓2, то
пишут𝜓1 < 𝜓2 [14, замечание 3]. Формация

𝔉 = ( 𝐺 ∈𝔊 | 𝐺/𝑂Ω (𝐺) ∈ 𝑓 (Ω′) и 𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) ∈ 𝑓 (𝐴) для всех 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝐺) )

называется Ω-расслоенной формацией с направлением 𝜑 (коротко, Ω𝜑-расслоенной формацией) с
Ω-спутником 𝑓 и обозначается𝔉 = Ω𝐹 (𝑓 , 𝜑); формация

ℌ = ( 𝐺 ∈𝔊 | 𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) ∈ ℎ(𝐴) для всех 𝐴 ∈ 𝐾 (𝐺) )

называется расслоенной формацией с направлением 𝜑 (коротко, 𝜑-расслоенной формацией) со спутником
ℎ и обозначается ℌ = 𝐹 (ℎ, 𝜑)[14, определение 2].

Ω-спутник 𝑓 Ω-расслоенной формации 𝔉 называется внутренним, если 𝑓 (𝑋 ) ⊆ 𝔉 для любого
𝑋 ∈ Ω ∪ {Ω′} [8].

Ω-расслоенная (расслоенная) формация с направлением 𝜑 называется:
– Ω-свободной (свободной), если 𝜑 = 𝜑0, где 𝜑0 – 𝐹𝑅-функция, имеющая следующее строение 𝜑0 (𝐴) =𝔊𝐴′

для любой группы 𝐴 ∈ ℑ [14, определение 3];
– Ω-биканонической (биканонической), если 𝜑 = 𝜑2, где 𝜑2 – 𝐹𝑅-функция, имеющая следующее строение
𝜑2 (𝐴) = 𝔊𝐴′𝔊𝐴 для любой абелевой группы 𝐴 ∈ ℑ и 𝜑 (𝐴) = 𝔊𝐴′ для любой неабелевой группы 𝐴 ∈ ℑ

[8, определение 2];
– Ω-композиционной (композиционной), если 𝜑 = 𝜑3, где 𝜑3 – 𝐹𝑅-функция, имеющая следующее строение
𝜑3 (𝐴) =𝔖𝑐𝐴 для любой 𝐴 ∈ ℑ [14, определение 4].

Направление 𝜑 Ω-расслоенной (расслоенной) формации называется:
– 𝑟 -направлением, если𝔊𝐴′𝜑 (𝐴) = 𝜑 (𝐴) для любой группы 𝐴 ∈ ℑ [14, определение 6];
– 𝑏𝐴-направлением, где 𝐴 ∈ ℑ, если 𝜑 (𝐴)𝔊𝐴 = 𝜑 (𝐴) [8, определение 1];
– 𝑏-направлением, если 𝜑 (𝐴)𝔊𝐴 = 𝜑 (𝐴) для любой абелевой группы 𝐴 ∈ ℑ [8, определение 1];
– 𝑖1𝑖2 . . . 𝑖𝑘 -направлением, если 𝜑 – 𝑖 𝑗 -направление для любого 𝑗 = 1, 𝑘 [8, определение 1].

Пусть 𝑛 ∈ N ∪ {0}, 𝜑 – 𝐹𝑅-функция. Следуя [4], всякую непустую формацию считают 0-кратно
Ω𝜑-расслоенной (0-кратно 𝜑-расслоенной); при 𝑛 > 0 Ω𝜑-расслоенную (𝜑-расслоенную) формацию 𝔉

называют 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенной (𝑛-кратно 𝜑-расслоенной), если𝔉 обладает хотя бы одним Ω𝜑 (𝑛−1) -
спутником (𝜑 (𝑛−1) -спутником), то есть таким Ω-спутником (спутником), все непустые значения которого
являются (𝑛 − 1)-кратно Ω𝜑-расслоенными ((𝑛 − 1)-кратно 𝜑-расслоенными) формациями. Ω𝜑 (𝑛−1) -
спутники (𝜑 (𝑛−1) -спутники) 𝑛-кратно Ω-свободной (𝑛-кратно свободной), 𝑛-кратно Ω-биканонической
(𝑛-кратно биканонической), 𝑛-кратно Ω-композиционной (𝑛-кратно композиционной) формаций назы-
вают соответственно Ω𝐹𝑟 (𝑛−1) -спутником (𝐹𝑟 (𝑛−1) -спутником), Ω𝐵 (𝑛−1) -спутником (𝐵 (𝑛−1) -спутником),
Ω𝐶 (𝑛−1) -спутником (𝐶 (𝑛−1) -спутником). Через Ω𝐹𝑛 (𝔛, 𝜑) обозначается 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная форма-
ция, порожденная множеством групп 𝔛, т. е. Ω𝐹𝑛 (𝔛, 𝜑) – пересечение всех 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенных
формаций, содержащих 𝔛; в частности, Ω𝐹1 (𝔛, 𝜑) := Ω𝐹 (𝔛, 𝜑) и Ω𝐹0 (𝔛, 𝜑) := form𝔛. Если 𝔛 = {𝐺}, то вме-
сто Ω𝐹𝑛 ({𝐺}, 𝜑) пишут Ω𝐹𝑛 (𝐺,𝜑) [8, с. 56]. Через Ω𝐵𝑛 (𝔛) (𝐵𝑛 (𝔛)), Ω𝐶𝑛 (𝔛) (𝐶𝑛 (𝔛)), 𝐹𝑛 (𝔛, 𝜑) обозначаются
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соответственно 𝑛-кратно Ω-биканоническая (𝑛-кратно биканоническая), 𝑛-кратно Ω-композиционная
(𝑛-кратно композиционная), 𝑛-кратно 𝜑-расслоенная формации, порожденные множеством 𝔛.

Через Ω𝜑𝑛𝐹 (соответственно 𝜑𝑛𝐹 ) обозначим множество всех 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенных (𝑛-кратно
𝜑-расслоенных) формаций.

Замечание 2. Множество Ω𝜑𝑛𝐹 является полной и модулярной решеткой для любого 𝑛 ∈ N ∪ {0} и
любого направления 𝜑 [11, теорема 4 (6)].

Следуя [15], для любых 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенных формаций𝔉1 и𝔉2 полагаем:
𝔉1 ∧Ω𝜑𝑛𝐹

𝔉2 :=𝔉1 ∩𝔉2, 𝔉1 ∨Ω𝜑𝑛𝐹
𝔉2 := Ω𝐹𝑛 (𝔉1 ∪𝔉2, 𝜑).

Аналогично, для𝔉𝑖 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 , 𝑖 ∈ 𝐼 :
∧

Ω𝜑𝑛𝐹
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖 := ∩

𝑖∈𝐼𝔉𝑖 , ∨
Ω𝜑𝑛𝐹

𝑖∈𝐼
𝔉𝑖 := Ω𝐹𝑛 (∪𝑖∈𝐼𝔉𝑖 , 𝜑).

Следуя [4], через 𝔉2/Ω𝜑𝑛𝐹
𝔉1 обозначим множество всех 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенных формаций ℌ,

удовлетворяющих условию𝔉1 ⊆ ℌ ⊆ 𝔉2.
Замечание 3. ПосколькуΩ𝜑𝑛𝐹 является модулярной решеткой, то, согласно [16, теорема 13], для любых

формаций𝔉1,𝔉2 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 следующие интервалы формаций (𝔉1 ∨Ω𝜑𝑛𝐹
𝔉2) /Ω𝜑𝑛𝐹

𝔉2 и𝔉1 /Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉1 ∧Ω𝜑𝑛𝐹

𝔉2)
изоморфны.

Собственная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация 𝔐 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенной формации 𝔉

называется максимальной 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенной подформацией формации𝔉, если для любой 𝑛-кратно
Ω𝜑-расслоенной формации ℌ, удовлетворяющей условию 𝔐 ⊆ ℌ ⊆ 𝔉, имеет место либо 𝔐 = ℌ, либо
ℌ =𝔉 [12, с. 19]. Через Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉) обозначается пересечение всех максимальных 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенных

подформаций формации𝔉.
Замечание 4. 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация 𝔐 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенной формации 𝔉

является максимальной в𝔉 тогда и только тогда, когда множество𝔉/
Ω𝜑𝑛𝐹

𝔐 двухэлементно.
В лемме 1 приведены используемые далее известные результаты теории групп.
Лемма 1.
(1) Пусть𝐾 и𝐻 – группы и𝜓 – гомоморфизм группы𝐾 вAut(𝐻 ). Тогда существует группа𝐺 , содержащая

подгруппы 𝐻 ∗ � 𝐻 и 𝐾∗ � 𝐾 , причем 𝐺 = 𝐻 ∗ ⋊ 𝐾∗ [17, теорема 2.47].
(2) Пусть 𝐺 – разрешимая неединичная примитивная группа и𝑀 – ее примитиватор. Тогда группа 𝐺

имеет единственную минимальную нормальную подгруппу 𝑁 , причем 𝑁 =𝐶𝐺 (𝑁 ) и 𝐶 = 𝑁 ⋊𝑀 [17, теорема
4.42 (1)].

(3) Пусть𝐴 – некоторая группа автоморфизмов 𝑝-группы𝐺 . Если𝐴 действует тождественно на каждом
факторе субнормального 𝐴-допустимого ряда𝐺 =𝐺0 ⊇ 𝐺1 ⊇ ... ⊇ 𝐺𝑡 = 1, 𝑡 > 0, то 𝐴 является 𝑝-группой [2,
лемма 3.10].

(4) Пусть 𝐺 = 𝐴 ≀ 𝐵 = 𝐾𝐵, где 𝐾 =
∏
𝑏∈𝐵 𝐴1

𝑏 – база сплетения 𝐺 и 𝐴1 – первая копия 𝐴 в 𝐾 . Тогда
Soc(𝐺) ⊆ ∏

𝑏∈𝐵 𝑀
𝑏 , где𝑀 = Soc(𝐴1) [4, лемма 3.1.9 (3)].

(5) Φ(𝐺) ≤ 𝐹 (𝐺) для любой группы 𝐺 . В частности, если 𝐺 является неединичной разрешимой группой,
то Φ(𝐺) ≠ 𝐹 (𝐺) [17, лемма 4.21 (1)].

(6) 𝐹 (𝐺/Φ(𝐺)) = 𝐹 (𝐺)/Φ(𝐺) для любой группы 𝐺 [17, лемма 4.21 (2)].
В дальнейшем используются следующие свойства Ω-расслоенных формаций.
Лемма 2.
(1) Пусть 𝐴 ∈ ℑ, 𝔉 – Ω-расслоенная формация с 𝑏𝐴-направлением 𝜑 . Тогда 𝑂𝐴 (𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) ) = 1 для любой

группы 𝐺 [8, лемма 6 (1)].
(2) Пусть𝔉 – Ω-расслоенная формация с Ω-спутником 𝑓 и 𝑏𝑟 -направлением 𝜑 . Тогда 𝔑𝑝 𝑓 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝔉 для

всех 𝑝 таких, что 𝑍𝑝 ∈ Ω [8, следствие 3 (1)].
(3) Пусть 𝑛 ∈ N, 𝜑 – 𝐹𝑅-функция, 𝜑0 ≤ 𝜑 . Если 𝔛 – непустой класс групп, то формация

𝔉 = Ω𝐹𝑛 (𝔛, 𝜑) обладает единственным минимальным Ω𝜑 (𝑛−1) -спутником 𝑓 таким, что
𝑓 (Ω′) = Ω𝐹 (𝑛−1) ((𝐺/𝑂Ω (𝐺) |𝐺 ∈ 𝔛), 𝜑), 𝑓 (𝐴) = ∅, если𝐴 ∈ Ω \𝐾 (𝔛), и 𝑓 (𝐴) = Ω𝐹 (𝑛−1) ((𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) |𝐺 ∈ 𝔛), 𝜑)
для всех 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔛) [10, теорема 2].

(4) Пусть 𝑛 ∈ N, 𝜑 – 𝐹𝑅-функция, 𝜑0 ≤ 𝜑 ,𝔉𝑖 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 и 𝑓𝑖 – минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации𝔉𝑖 ,
𝑖 = 1, 2. Тогда и только тогда𝔉1 ⊆ 𝔉2, когда 𝑓1 ≤ 𝑓2 [10, следствие 2.1].

(5) Пусть 𝑛 ∈ N, 𝜑 – 𝐹𝑅-функция, 𝜑0 ≤ 𝜑 . Если 𝔉𝑖 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 , 𝑖 ∈ 𝐼 , и 𝔉 = ∨
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ), то 𝔉 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹
[18, следствие леммы 3].

(6) Пусть𝔉 – Ω-расслоенная формация с Ω-спутником 𝑓 и 𝑟 -направлением 𝜑 . Если 𝐴 ∈ Ω, 𝐺/𝑂𝐴 (𝐺) ∈ 𝔉

и 𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) ∈ 𝑓 (𝐴), то 𝐺 ∈ 𝔉 [8, лемма 2 (1)].
Замечание 5. Если 𝔉 – 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная формация, то, ввиду равенства 𝔉 = Ω𝐹𝑛 (𝔉, 𝜑), из

леммы 2 (3) следует, что минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации𝔉 является внутренним.
Используя методы доказательств, разработанные в [4] для исследования 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно

локальных формаций, где 𝜏 – подгрупповой функтор, предварительно докажем следующую лемму.
Лемма 3. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝜑 – 𝐹𝑅-функция, 𝜑0 ≤ 𝜑 , 𝐺 – группа,𝔉 = Ω𝐹𝑛 (𝐺,𝜑), ℌ ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 и ℌ ⊂ 𝔉. Тогда ℌ

содержится в некоторой максимальной 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенной подформации формации𝔉.
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Доказательство. Пусть X := { 𝔛 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 | ℌ ⊆ 𝔛 ⊂ 𝔉 }, {𝔛𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } – произвольная цепь в X и𝔇 := ∪
𝑖∈𝐼𝔛𝑖 .

Тогда 𝔇 = ∨
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔛𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) и по лемме 2 (5) 𝔇 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 , причем ℌ ⊆ 𝔇 ⊆ 𝔉. Если 𝔇 = 𝔉, то 𝐺 ∈ 𝔇 и
найдется такое 𝑗 ∈ 𝐼 , что𝐺 ∈ 𝔛 𝑗 и𝔉 = Ω𝐹𝑛 (𝐺,𝜑) ⊆ 𝔛 𝑗 , что противоречит выбору X. Следовательно,𝔇 ⊂ 𝔉

и поэтому𝔇 ∈ X. Тогда, согласно лемме Цорна, в X имеется максимальный элемент𝔐.
Покажем, что𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация в𝔉. Действительно, пусть

𝔐 ⊆ 𝔗 ⊂ 𝔉, где 𝔗 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 . Так как ℌ ⊆ 𝔐, то ℌ ⊆ 𝔗 и поэтому 𝔗 ∈ X. Тогда из 𝔐 ⊆ 𝔗 следует, что
𝔐 = 𝔗. Таким образом,𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация в𝔉, содержащая ℌ.
Лемма доказана.

3. Основные результаты.
3.1. Спутники максимальных подформаций кратно Ω-расслоенных формаций. В следующих

двух теоремах проводится исследование связи между функциями-спутниками кратно Ω-расслоенной
формации и ее максимальной кратно Ω-расслоенной подформации.

В теореме 1 установлены условия, при которых для подходящего простого числа 𝑝 значение 𝑓 (𝑍𝑝 ) ми-
нимального спутника 𝑓 кратно Ω-расслоенной формации𝔉 определяется посредством соответствующего
значения минимального спутника ее максимальной кратно Ω-расслоенной подформации.

Теорема 1. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная формация с минимальным Ω𝜑 (𝑛−1) -спутником 𝑓 ,
𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация формации𝔉 с минимальным Ω𝜑 (𝑛−1) -спутником
𝑚, где 𝜑 – 𝑏𝑟 -направление, удовлетворяющее условию 𝜑 ≤ 𝜑3. Если 𝑝 – такое простое число, что 𝑍𝑝 ∈ Ω,
𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) ≠ ∅,𝐻 – группа минимального порядка из 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) и𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1, то формация 𝑓 (𝑍𝑝 ) имеет
следующее строение

𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) (({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 )), 𝜑).

Доказательство. Пусть 𝑝 – такое просто число, что 𝑍𝑝 ∈ Ω, 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) ≠ ∅, 𝐻 – группа минимального
порядка из 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) и 𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1. Покажем, что 𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) (({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 )), 𝜑).

Предположим, что 𝐻 имеет по крайней мере две различные минимальные нормальные подгруппы
𝑁1 и 𝑁2. Так как класс групп 𝑓 (𝑍𝑝 ) замкнут относительно гомоморфных образов, то 𝐻/𝑁1, 𝐻/𝑁2 ∈ 𝑓 (𝑍𝑝 ).
Отсюда, в силу выбора группы 𝐻 , получаем, что 𝐻/𝑁1, 𝐻/𝑁2 ∈ 𝑚(𝑍𝑝 ). Тогда, ввиду замкнутности класса
групп𝑚(𝑍𝑝 ) относительно подпрямых произведений, имеем𝐻 � 𝐻/(𝑁1∩𝑁2) ∈ 𝑚(𝑍𝑝 ), что противоречит
выбору 𝐻 . Следовательно, группа 𝐻 является монолитической. Пусть 𝑅 – монолит группы 𝐻 . Пусть
𝐺1 := 𝑍𝑝 ≀𝐻 . Тогда, ввиду леммы 1 (4), 𝐺1 =𝑇1 ⋊𝐻 , где 𝑇1 – база сплетения 𝐺1 и 𝑇1 – элементарная абелева
𝑝-группа. Так как 𝑇1 ≠ 1 и 𝑇1 ⊳ 𝐺1, то существует такая подгруппа 𝑇 · ⊳ 𝐺1, что 𝑇 ⊆ 𝑇1. Пусть 𝐺 := 𝑇𝐻 .
Отметим, что 𝐺 =𝑇 ⋊ 𝐻 .

I. Установим, что 𝑇 =𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) =𝑂𝑍𝑝
(𝐺).

Предварительно проверим, что 𝑇1 =𝐶𝐺1 (𝑇1). Пусть 𝐶 :=𝐶𝐺1 (𝑇1). Так как 𝑇1 – абелева группа, то 𝑇1 ⊆ 𝐶 .
Допустим, что 𝑇1 ⊂ 𝐶 . Рассмотрим 𝐶 ∩ 𝐻 := 𝐶1. Покажем, что 𝐶1 ≠ 1. Действительно, если 𝐶1 = 1, то по
модулярному тождеству

𝐶 =𝐺1 ∩𝐶 =𝑇1𝐻 ∩𝐶 =𝑇1 (𝐻 ∩𝐶) =𝑇1.

Получили противоречие. Таким образом, 𝐶1 ≠ 1.
Покажем, что 𝐶1 ⊳𝐺1. Так как 𝐶 ⊳ 𝑁𝐺1 (𝑇1) =𝐺1, то 𝐶 ∩ 𝐻 ⊳ 𝐻 , откуда следует, что 𝐻 ⊆ 𝑁𝐺1 (𝐶1). Далее,

так как
𝐶1 =𝐶𝐺1 (𝑇1) ∩ 𝐻 = {𝑥 ∈ 𝐻 | 𝑥𝑡 = 𝑡𝑥, для любого 𝑡 ∈ 𝑇1},

то для любых 𝑥 ∈ 𝐶1, 𝑡 ∈ 𝑇1 выполняется 𝑥𝑡 = 𝑡𝑥 и поэтому для любого 𝑡 ∈ 𝑇1 имеет место 𝑡𝐶1 =𝐶1𝑡 . Таким
образом, 𝑇1 ⊆ 𝑁𝐺1 (𝐶1). Тем самым установлено, что 𝐺1 = 𝐻𝑇1 ⊆ 𝑁𝐺1 (𝐶1) и, значит, 𝐶1 ⊳𝐺1.

Так как 𝐶1 ⊳ 𝐺1 и 𝐶1 ≠ 1, то существует такая подгруппа 𝐿 · ⊳ 𝐺1, что 𝐿 ⊆ 𝐶1. Покажем, что 𝐿 ⊆ 𝑇1.
Действительно, так как Soc(𝑍𝑝 ) = 𝑍𝑝 , то, ввиду леммы 1 (4), имеем Soc(𝐺1) ⊆ 𝑇1. Таким образом, из
𝐿 ⊆ Soc(𝐺1) получаем 𝐿 ⊆ 𝑇1 и, значит, 𝐿 – 𝑝-группа. Поскольку 𝐿⊳𝐺1 и 𝐿 ⊆ 𝐶1 ⊆ 𝐻 , то 𝐿⊳𝐻 . Следовательно,
𝐿 ⊆ 𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1. Получили противоречие. Тем самым установлено, что 𝑇1 =𝐶𝐺1 (𝑇1).

Покажем, что 𝐶𝐺 (𝑇 ) = 𝑇 . Предварительно установим, что 𝐶𝐺1 (𝑇 ) = 𝑇1. Действительно, так как 𝑇1 –
абелева группа и 𝑇 ⊆ 𝑇1, то справедливо включение 𝑇1 ⊆ 𝐶𝐺1 (𝑇 ). По модулярному тождеству

𝐶𝐺1 (𝑇 ) =𝐺1 ∩𝐶𝐺1 (𝑇 ) =𝑇1𝐻 ∩𝐶𝐺1 (𝑇 ) =𝑇1 (𝐻 ∩𝐶𝐺1 (𝑇 )).

Докажем, что 𝐻 ∩𝐶𝐺1 (𝑇 ) = 1. Допустим, что 𝐻 ∩𝐶𝐺1 (𝑇 ) ≠ 1. Покажем, что 𝑅 ⊆ 𝐶𝐺1 (𝑇 ). Действительно,
ввиду 𝐶𝐺1 (𝑇 ) ⊳ 𝑁𝐺1 (𝑇 ) = 𝐺1, имеем 𝐻 ∩ 𝐶𝐺1 (𝑇 ) ⊳ 𝐻 . Так как 𝑅 – монолит группы 𝐻 , то 𝑅 ⊆ 𝐻 ∩ 𝐶𝐺1 (𝑇 ).
Получаем 𝐶𝑅 (𝑇 ) =𝐶𝐺1 (𝑇 ) ∩ 𝑅 = 𝑅. Таким образом, 𝐶𝑅 (𝑇 ) = 𝑅.

Рассмотрим гомоморфизм 𝛾 : 𝑅 → Aut(𝑇 ). По лемме 1 (1) существует группа 𝐿 =𝑀 ⋊𝑊 , где 𝑀 � 𝑇 ,
𝑊 � 𝑅, т. е. 𝐿 � 𝑇 ⋊ 𝑅. Далее, 𝑅/𝑁 � 𝑅𝛾 , где 𝑁 := Ker(𝛾) и 𝑅𝛾 ≤ Aut(𝑇 ). Пусть 𝐴 := 𝑅𝛾 .

Установим, что 𝐶𝑅/𝑁 (𝑇 ) = 𝑅/𝑁 . Отметим, что

𝐶𝑅/𝑁 (𝑇 ) = {𝑟𝑁 ∈ 𝑅/𝑁 | (𝑟𝑁 )𝑡 = 𝑡 (𝑟𝑁 ) для любого 𝑡 ∈ 𝑇 }.
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Проверим, что 𝑅/𝑁 ⊆ 𝐶𝑅/𝑁 (𝑇 ). Пусть 𝑟𝑁 ∈ 𝑅/𝑁 и 𝑡 – произвольный элемент из 𝑇 . Покажем, что
(𝑟𝑁 )𝑡 ⊆ 𝑡 (𝑟𝑁 ). Пусть 𝑥 ∈ (𝑟𝑁 )𝑡 . Так как 𝐶𝑅 (𝑇 ) = 𝑅 и 𝑁 ⊆ 𝑅, то 𝑥 = 𝑟𝑛1𝑡 = 𝑟𝑡𝑛1 = 𝑡𝑟𝑛1 ∈ 𝑡 (𝑟𝑁 ),
где 𝑛1 ∈ 𝑁 . Поэтому (𝑟𝑁 )𝑡 ⊆ 𝑡 (𝑟𝑁 ). Аналогично рассуждая, получаем 𝑡 (𝑟𝑁 ) ⊆ (𝑟𝑁 )𝑡 . Следовательно,
(𝑟𝑁 )𝑡 = 𝑡 (𝑟𝑁 ) для любого 𝑡 ∈ 𝑇 . Это означает, что 𝑟𝑁 ∈ 𝐶𝑅/𝑁 (𝑇 ) и поэтому 𝑅/𝑁 ⊆ 𝐶𝑅/𝑁 (𝑇 ). Таким образом,
𝐶𝑅/𝑁 (𝑇 ) = 𝑅/𝑁 и, следовательно, группа 𝑅/𝑁 действует тождественно на 𝑇 . Тем самым установлено, что
𝐴 – группа автоморфизмов группы 𝑇 , действующая тождественно на 𝑇 .

Поскольку 𝑇𝛼 =𝑇 для любого 𝛼 ∈ 𝐴, то субнормальный ряд 1 ⊳𝑇 группы 𝑇 является 𝐴-допустимым.
Тогда по лемме 1 (3) 𝐴 – 𝑝-группа и, значит, 𝑅/𝑁 – 𝑝-группа. Так как 𝑅 · ⊳ 𝐻 , то 𝑅 является элементарной
абелевой 𝑝-группой. Поэтому 𝑅 ⊆ 𝑂𝑝 (𝐻 ). Получили противоречие. Следовательно, 𝐻 ∩ 𝐶𝐺1 (𝑇 ) = 1 и
𝐶𝐺1 (𝑇 ) =𝑇1. Тогда по модулярному тождеству

𝐶𝐺 (𝑇 ) =𝐺 ∩𝐶𝐺1 (𝑇 ) =𝐺 ∩𝑇1 =𝑇 (𝐻 ∩𝑇1) =𝑇 .

Таким образом, 𝐶𝐺 (𝑇 ) =𝑇 .
Покажем, что 𝑇 · ⊳ 𝐺 . Допустим, что это не так. Тогда существует такая 𝑋 ⊳ 𝐺 , что 1 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝑇 . Так

как 𝑋 ⊳ 𝐺 , то 𝐻 ⊆ 𝑁𝐺1 (𝑋 ). Поскольку 𝑋 ⊂ 𝑇 ⊆ 𝑇1, то 𝑇1 = 𝐶𝐺1 (𝑇1) ⊆ 𝐶𝐺1 (𝑋 ) ⊆ 𝑁𝐺1 (𝑋 ). Следовательно,
𝐺1 = 𝐻𝑇1 ⊆ 𝑁𝐺1 (𝑋 ) и 𝑋 ⊳ 𝐺1. Тогда из 1 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝑇 следует, что подгруппа 𝑇 не является минимальной
нормальной в𝐺1. Получили противоречие. Таким образом,𝑇 · ⊳𝐺 . Допустим, что существует 𝐾 · ⊳𝐺 такая,
что 𝐾 ≠ 𝑇 . Тогда 𝐾𝑇 ≤ 𝐺 и 𝐾𝑇 = 𝐾 ×𝑇 . Поэтому 𝐾 ⊆ 𝐶𝐺 (𝑇 ) =𝑇 . Получили противоречие. Следовательно,
𝐺 – монолитическая группа с монолитом 𝑇 .

Установим, что 𝐹𝑍𝑝
(𝐺) ⊆ 𝐶𝐺 (𝑇 ). Действительно, так как 𝑇 · ⊳ 𝐺 и 𝑇 – 𝑝-группа, то 𝑇 /1 – главный

𝑝-фактор группы 𝐺 . Тогда по замечанию 1 𝐹𝑍𝑝
(𝐺) ⊆ 𝐶𝐺 (𝑇 /1) =𝐶𝐺 (𝑇 ).

Поскольку 𝜑 является 𝑏-направлением, то 𝜑 (𝑍𝑝 ) = 𝜑 (𝑍𝑝 )𝔑𝑝 . Это означает, что 𝔑𝑝 ⊆ 𝜑 (𝑍𝑝 ) и поэтому
𝑇 ⊆ 𝑂𝑝 (𝐺) ⊆ 𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) . Так как по условию 𝜑 ≤ 𝜑3, то 𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝐺𝜑3 (𝑍𝑝 ) = 𝐹𝑍𝑝

(𝐺).
Таким образом,

𝑇 ⊆ 𝑂𝑝 (𝐺) ⊆ 𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝐹𝑍𝑝
(𝐺) ⊆ 𝐶𝐺 (𝑇 ) =𝑇 .

Следовательно, имеют место равенства

𝑇 =𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) =𝑂𝑍𝑝
(𝐺).

II. Покажем, что𝔉 = Ω𝐹𝑛 ({𝐺} ∪𝔐, 𝜑).
Предварительно установим, что 𝐺 ∉ 𝔐. Допустим, что 𝐺 ∈ 𝔐. Тогда, ввиду 𝑍𝑝 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝐺), по

определению Ω-расслоенной формации имеем𝐺/𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) ∈ 𝑚(𝑍𝑝 ). Отсюда следует, что 𝐻 � 𝐺/𝑇 ∈ 𝑚(𝑍𝑝 ).
Получили противоречие с выбором группы 𝐻 . Следовательно, 𝐺 ∉ 𝔐.

Проверим, что 𝐺 ∈ 𝔉. Так как 𝑓 – минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации 𝔉, то по замечанию 5
𝑓 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝔉. Поскольку 𝜑 – 𝑟 -направление, 𝑍𝑝 ∈ Ω, 𝐺/𝑂𝑍𝑝

(𝐺) � 𝐻 ∈ 𝑓 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝔉, 𝐺/𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) � 𝐻 ∈ 𝑓 (𝑍𝑝 ), то
по лемме 2 (6) имеем 𝐺 ∈ 𝔉.

Так как 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝔐 ⊆ 𝔉, то Ω𝐹𝑛 ({𝐺} ∪𝔐, 𝜑) ⊆ 𝔉. С другой стороны, ввиду того, что 𝐺 ∉ 𝔐, имеем
𝔐 = Ω𝐹𝑛 (𝔐, 𝜑) ⊂ Ω𝐹𝑛 ({𝐺}∪𝔐, 𝜑). Поскольку𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация
формации𝔉, то из𝔐 ⊂ Ω𝐹𝑛 ({𝐺}∪𝔐, 𝜑) ⊆ 𝔉 следует, что Ω𝐹𝑛 ({𝐺}∪𝔐, 𝜑) =𝔉. Тогда, согласно лемме 2 (3),

𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝑀/𝑀𝜑 (𝑍𝑝 ) | 𝑀 ∈ {𝐺} ∪𝔐}, 𝜑) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) } ∪ {𝑀/𝑀𝜑 (𝑍𝑝 ) | 𝑀 ∈ 𝔐}, 𝜑).

Пусть 𝔐1 := {𝑀/𝑀𝜑 (𝑍𝑝 ) | 𝑀 ∈ 𝔐}. Тогда 𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝔐1, 𝜑). Отметим, что по лемме 2 (3)
𝑚(𝑍𝑝 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) (𝔐1, 𝜑). Так как {𝐻 } ∪𝔐1 ⊆ Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 ), 𝜑), то 𝑓 (𝑍𝑝 ) ⊆ Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 ), 𝜑).
С другой стороны, ввиду того, что𝔐1 ⊆ {𝐻 }∪𝔐1 ⊆ 𝑓 (𝑍𝑝 ), следует𝑚(𝑍𝑝 ) ⊆ 𝑓 (𝑍𝑝 ). Поэтому Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻 }∪
𝑚(𝑍𝑝 ), 𝜑) ⊆ 𝑓 (𝑍𝑝 ). Таким образом,

𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 ), 𝜑).

Теорема доказана.
Поскольку 𝜑2 и 𝜑3 – 𝑏𝑟 -направления и 𝜑2 ≤ 𝜑3, то из теоремы 1 вытекают результаты для 𝑛-кратно

Ω-биканонических и 𝑛-кратно Ω-композиционных формаций.
Следствие 1. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝔉 – 𝑛-кратно Ω-биканоническая формация с минимальным Ω𝐵 (𝑛−1) -

спутником 𝑓 ,𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω-биканоническая подформация формации𝔉 с минимальным
Ω𝐵 (𝑛−1) -спутником𝑚. Если𝑝 –такое простое число, что𝑍𝑝 ∈ Ω, 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) ≠ ∅,𝐻 – группаминимального
порядка из 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) и 𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1, то формация 𝑓 (𝑍𝑝 ) имеет следующее строение

𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐵 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 )).

Следствие 2. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝔉 – 𝑛-кратно Ω-композиционная формация с минимальным Ω𝐶 (𝑛−1) -
спутником 𝑓 ,𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω-композиционная подформация формации𝔉 с минимальным
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Ω𝐶 (𝑛−1) -спутником𝑚. Если𝑝 –такое простое число, что𝑍𝑝 ∈ Ω, 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) ≠ ∅,𝐻 – группаминимального
порядка из 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) и 𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1, то формация 𝑓 (𝑍𝑝 ) имеет следующее строение

𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐶 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 )).

В случае, когда Ω = ℑ, из теоремы 1 и следствий 1, 2 получаем соответственно следующие результаты
для 𝑛-кратно 𝜑-расслоенных, 𝑛-кратно биканонических и 𝑛-кратно композиционных формаций.

Следствие 3. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно 𝜑-расслоенная формация с минимальным 𝜑 (𝑛−1) -спутником 𝑓 ,
𝔐 – максимальная 𝑛-кратно 𝜑-расслоенная подформация формации𝔉 с минимальным 𝜑 (𝑛−1) -спутником𝑚,
где𝜑 –𝑏𝑟 -направление, удовлетворяющее условию𝜑 ≤ 𝜑3. Если𝑝 –такое простое число, что 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) ≠ ∅,
𝐻 – группа минимального порядка из 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) и 𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1, то формация 𝑓 (𝑍𝑝 ) имеет следующее
строение

𝑓 (𝑍𝑝 ) = 𝐹 (𝑛−1) (({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 )), 𝜑).
Следствие 4. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно биканоническая формация с минимальным 𝐵 (𝑛−1) -спутником

𝑓 ,𝔐 – максимальная 𝑛-кратно биканоническая подформация формации𝔉 с минимальным 𝐵 (𝑛−1) -спутником
𝑚. Если 𝑝 – такое простое число, что 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) ≠ ∅, 𝐻 – группа минимального порядка из 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 )
и 𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1, то формация 𝑓 (𝑍𝑝 ) имеет следующее строение

𝑓 (𝑍𝑝 ) = 𝐵 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 )).

Следствие 5.Пусть𝑛 ∈ N,𝔉 –𝑛-кратно композиционная формация с минимальным𝐶 (𝑛−1) -спутником 𝑓 ,
𝔐 – максимальная 𝑛-кратно композиционная подформация формации𝔉 с минимальным 𝐶 (𝑛−1) -спутником
𝑚. Если 𝑝 – такое простое число, что 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 ) ≠ ∅, 𝐻 – группа минимального порядка из 𝑓 (𝑍𝑝 )\𝑚(𝑍𝑝 )
и 𝑂𝑝 (𝐻 ) = 1, то формация 𝑓 (𝑍𝑝 ) имеет следующее строение

𝑓 (𝑍𝑝 ) =𝐶 (𝑛−1) ({𝐻 } ∪𝑚(𝑍𝑝 )).

В теореме 2 доказано, что для любой максимальной кратно Ω-расслоенной подформации𝔐 заданной
кратно Ω-расслоенной формации 𝔉 существует такой ее спутник, строение которого определяется
строением минимального спутника формации𝔉.

Теорема 2. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная формация с минимальным Ω𝜑 (𝑛−1) -спутником
𝑓 , 𝜑0 ≤ 𝜑 . Если 𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация формации𝔉, то 𝔐 имеет такой
Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник ℎ, что для некоторого 𝐴 ∈ (Ω ∩ 𝐾 (𝔉)) ∪ {Ω′} формация ℎ(𝐴) является максимальной
(𝑛− 1)-кратно Ω𝜑-расслоенной подформацией формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ ((Ω∩𝐾 (𝔉)) ∪ {Ω′})\(𝐴) имеет
место равенство ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).
Доказательство. Пусть𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация формации𝔉 и𝑚 – ее
минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник. Так как 𝔐 ⊂ 𝔉, то 𝔉\𝔐 ≠ ∅. Пусть 𝐺 ∈ 𝔉\𝔐. Тогда 𝔐 = Ω𝐹𝑛 (𝔐, 𝜑) ⊂
Ω𝐹𝑛 ({𝐺} ∪𝔐, 𝜑) ⊆ 𝔉. Отсюда, с учетом максимальности𝔐 в𝔉, следует, что Ω𝐹𝑛 ({𝐺} ∪𝔐, 𝜑) =𝔉.

Покажем, что𝐾 (𝔉)∩Ω = (𝐾 (𝐺)∪𝐾 (𝔐))∩Ω. Поскольку {𝐺}∪𝔐 ⊆ 𝔉, то (𝐾 (𝐺)∪𝐾 (𝔐))∩Ω ⊆ 𝐾 (𝔉)∩Ω.
Допустим, что (𝐾 (𝐺) ∪ 𝐾 (𝔐)) ∩ Ω ⊂ 𝐾 (𝔉) ∩ Ω. Тогда существует такая группа 𝑋 ∈ 𝐾 (𝔉) ∩ Ω, что
𝑋 ∉ (𝐾 (𝐺) ∪𝐾 (𝔐)) ∩Ω. Это означает, что 𝑋 ∈ Ω\(𝐾 (𝐺) ∪𝐾 (𝔐)) и, в силу леммы 2 (3), 𝑓 (𝑋 ) = ∅. С другой
стороны, поскольку𝔉 = Ω𝐹𝑛 (𝔉, 𝜑), то, по лемме 2 (3) 𝑓 (𝑋 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) ((𝑇 /𝑇𝜑 (𝐴) | 𝑇 ∈ 𝔉), 𝜑) ≠ ∅. Получили
противоречие. Тем самым установлено, что 𝐾 (𝔉) ∩ Ω = (𝐾 (𝐺) ∪ 𝐾 (𝔐)) ∩ Ω и, значит,

𝑓 (𝐴) =

Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐿/𝑂Ω (𝐿) | 𝐿 ∈ {𝐺} ∪𝔐}, 𝜑), если 𝐴 ∈ {Ω′};
Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐿/𝐿𝜑 (𝐴) | 𝐿 ∈ {𝐺} ∪𝔐}, 𝜑), если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔉);
∅, если 𝐴 ∈ Ω \ 𝐾 (𝔉).

Пусть
𝔐Ω := {𝑀/𝑂Ω (𝑀) | 𝑀 ∈ 𝔐};

𝔐𝐴 :=

{
{𝑀/𝑀𝜑 (𝐴) | 𝑀 ∈ 𝔐}, если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔐);
∅, если 𝐴 ∈ (Ω ∩ 𝐾 (𝔉)) \ 𝐾 (𝔐).

Тогда

𝑓 (𝐴) =

Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪𝔐Ω, 𝜑), если 𝐴 ∈ {Ω′};
Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) } ∪𝔐𝐴, 𝜑), если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔉);
∅, если 𝐴 ∈ Ω \ 𝐾 (𝔉).

Отметим, что, в силу леммы 2 (3), минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник𝑚 формации 𝔐 имеет следующее
строение:

𝑚(𝐴) =

Ω𝐹 (𝑛−1) (𝔐Ω, 𝜑), если 𝐴 ∈ {Ω′};
Ω𝐹 (𝑛−1) (𝔐𝐴, 𝜑), если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔐);
∅, если 𝐴 ∈ Ω \ 𝐾 (𝔐).
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Пусть 𝐴 ∈ {Ω′}. Так как {𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪ 𝔐Ω ⊆ Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪ 𝑚(Ω′), 𝜑), то 𝑓 (Ω′)
⊆ Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪ 𝑚(Ω′), 𝜑). С другой стороны, поскольку 𝔐Ω ⊆ {𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪ 𝔐Ω ⊆ 𝑓 (Ω′),
то 𝑚(Ω′) ⊆ 𝑓 (Ω′). Поэтому Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪ 𝑚(Ω′), 𝜑) ⊆ 𝑓 (Ω′). Тем самым установлено, что
𝑓 (Ω′) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪𝑚(Ω′), 𝜑).

Пусть 𝐴 ∈ Ω ∩𝐾 (𝔉). Рассуждая, как и выше, получаем равенство 𝑓 (𝐴) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) } ∪𝑚(𝐴), 𝜑).
Таким образом,

𝑓 (𝐴) =

Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝑂Ω (𝐺)} ∪𝑚(Ω′), 𝜑), если 𝐴 ∈ {Ω′};
Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) } ∪𝑚(𝐴), 𝜑), если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔉);
∅, если 𝐴 ∈ Ω \ 𝐾 (𝔉).

Поскольку 𝔐 ⊂ 𝔉, то по лемме 2 (4) 𝑚 < 𝑓 . Поэтому найдется такой элемент 𝑋 ∈ Ω ∪ {Ω′}, что
𝑚(𝑋 ) ⊂ 𝑓 (𝑋 ). Рассмотрим случай, когда 𝑋 ∈ {Ω′}, т. е.𝑚(Ω′) ⊂ 𝑓 (Ω′). По лемме 3 в 𝑓 (Ω′) существует
такая максимальная (𝑛 − 1)-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация𝔐1, что𝑚(Ω′) ⊆ 𝔐1.

Пусть ℎ – Ω𝐹 -функция такая, что ℎ(Ω′) =𝔐1 и ℎ(𝐴) = 𝑓 (𝐴) для всех 𝐴 ∈ Ω и ℌ := Ω𝐹 (ℎ, 𝜑). Покажем,
что ℌ = 𝔐. Так как ℎ(Ω′) = 𝔐1 ⊂ 𝑓 (Ω′) и ℎ(𝐴) = 𝑓 (𝐴) для всех 𝐴 ∈ Ω, то ℎ ≤ 𝑓 . Тогда по определению
Ω-расслоенной формации ℌ ⊆ 𝔉. Если ℌ =𝔉, то по лемме 2 (4) ℎ1 (Ω′) = 𝑓 (Ω′), где ℎ1 – минимальный
Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации ℌ. С другой стороны, по лемме 2 (3) ℎ1 (Ω′) ⊆ ℎ(Ω′) ⊂ 𝑓 (Ω′). Получили
противоречие. Таким образом, ℌ ⊂ 𝔉. Поскольку𝑚(Ω′) ⊆ 𝔐1 = ℎ(Ω′) и𝑚(𝐴) ⊆ 𝑓 (𝐴) = ℎ(𝐴) для всех
𝐴 ∈ Ω, то 𝑚 ≤ ℎ. Следовательно, 𝔐 ⊆ ℌ. Так как 𝔐 – максимальная (𝑛 − 1)-кратно Ω𝜑-расслоенная
подформация формации𝔉, то𝔐 =ℌ и ℎ – искомый Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации𝔐.

Рассмотрим случай, когда 𝑓 (Ω′) = 𝑚(Ω′). Тогда 𝑋 ∈ Ω и 𝑚(𝑋 ) ⊂ 𝑓 (𝑋 ). Если 𝑋 ∈ Ω\𝐾 (𝔉), то
𝑚(𝑋 ) = ∅ = 𝑓 (𝑋 ), что невозможно. Поэтому 𝑋 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔉). По лемме 3 в 𝑓 (𝑋 ) существует такая
максимальная (𝑛 − 1)-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация 𝔐2, что𝑚(𝑋 ) ⊆ 𝔐2. Пусть 𝑏 – Ω𝐹 -функция
такая, что 𝑏 (Ω′) = 𝑓 (Ω′), 𝑏 (𝑋 ) = 𝔐2 и 𝑏 (𝑌 ) = 𝑓 (𝑌 ) для всех 𝑌 ∈ Ω\(𝑋 ) и 𝔅 := Ω𝐹 (𝑏, 𝜑). Установим,
что 𝔅 = 𝔐. Поскольку 𝔐2 ⊂ 𝑓 (𝑋 ), то 𝑏 ≤ 𝑓 . Следовательно, 𝔅 ⊆ 𝔉. Если 𝔅 = 𝔉, то по лемме 2 (4)
𝑏1 (𝑋 ) = 𝑓 (𝑋 ), где 𝑏1 – минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации 𝔅. C другой стороны, по лемме 2 (3)
𝑏1 (𝑋 ) ⊆ 𝑏 (𝑋 ) ⊂ 𝑓 (𝑋 ). Получили противоречие. Таким образом, 𝔅 ⊂ 𝔉. Поскольку𝑚(Ω′) = 𝑓 (Ω′) = 𝑏 (Ω′),
𝑚(𝑋 ) ⊆ 𝔐2 = 𝑏 (𝑋 ) и𝑚(𝑌 ) ⊆ 𝑓 (𝑌 ) = 𝑏 (𝑌 ) для всех 𝑌 ∈ Ω\(𝑋 ), то𝑚 ≤ 𝑏. Следовательно, 𝔐 ⊆ 𝔅. Так как
𝔐 – максимальная (𝑛 − 1)-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация в𝔉, то𝔐 =𝔅 и, значит, 𝑏 – искомый
Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации𝔐. Теорема доказана.

Поскольку 𝜑0 ≤ 𝜑2 ≤ 𝜑3, то из теоремы 2 вытекают результаты для 𝑛-кратно Ω-свободных, 𝑛-кратно
Ω-биканонических и 𝑛-кратно Ω-композиционных формаций.

Следствие 6. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно Ω-свободная формация с минимальным Ω𝐹𝑟 (𝑛−1) -спутником 𝑓 .
Если 𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω-свободная подформация формации 𝔉, то 𝔐 имеет такой Ω𝐹𝑟 (𝑛−1) -
спутник ℎ, что для некоторого𝐴 ∈ (Ω∩𝐾 (𝔉)) ∪ {Ω′} формация ℎ(𝐴) является максимальной (𝑛−1)-кратно
Ω-свободной подформацией формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ ((Ω ∩ 𝐾 (𝔉)) ∪ {Ω′})\(𝐴) имеет место равенство
ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).

Следствие 7. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝔉 – 𝑛-кратно Ω-биканоническая формация с минимальным Ω𝐵 (𝑛−1) -
спутником 𝑓 . Если 𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω-биканоническая подформация формации𝔉, то 𝔐 имеет
такой Ω𝐵 (𝑛−1) -спутникℎ, что для некоторого𝐴 ∈ (Ω∩𝐾 (𝔉)) ∪{Ω′} формацияℎ(𝐴) является максимальной
(𝑛 − 1)-кратно Ω-биканонической подформацией формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ ((Ω ∩ 𝐾 (𝔉)) ∪ {Ω′})\(𝐴)
имеет место равенство ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).

Следствие 8. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝔉 – 𝑛-кратно Ω-композиционная формация с минимальным Ω𝐶 (𝑛−1) -
спутником 𝑓 . Если 𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω-композиционная подформация формации𝔉, то 𝔐 имеет
такой Ω𝐶 (𝑛−1) -спутникℎ, что для некоторого𝐴 ∈ (Ω∩𝐾 (𝔉)) ∪{Ω′} формацияℎ(𝐴) является максимальной
(𝑛 − 1)-кратно Ω-композиционной подформацией формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ ((Ω ∩ 𝐾 (𝔉)) ∪ {Ω′})\(𝐴)
имеет место равенство ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).

В случае, когда Ω = ℑ, из теоремы 2 и следствий 6–8 получаем следующие результаты для 𝑛-кратно
𝜑-расслоенных, 𝑛-кратно свободных, 𝑛-кратно биканонических и 𝑛-кратно композиционных формаций
соответственно.

Следствие 9. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно 𝜑-расслоенная формация с минимальным 𝜑 (𝑛−1) -спутником
𝑓 , 𝜑0 ≤ 𝜑 . Если𝔐 – максимальная 𝑛-кратно 𝜑-расслоенная подформация формации𝔉, то𝔐 имеет такой
𝜑 (𝑛−1) -спутник ℎ, что для некоторого 𝐴 ∈ 𝐾 (𝔉) формация ℎ(𝐴) является максимальной (𝑛 − 1)-кратно
𝜑-расслоенной подформацией формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ 𝐾 (𝔉)\(𝐴) имеет место равенство ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).

Следствие 10. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно свободная формация с минимальным 𝐹𝑟 (𝑛−1) -спутником 𝑓 .
Если𝔐 – максимальная𝑛-кратно свободная подформация формации𝔉, то𝔐 имееттакой 𝐹𝑟 (𝑛−1) -спутникℎ,
что для некоторого𝐴 ∈ 𝐾 (𝔉) формацияℎ(𝐴) является максимальной (𝑛−1)-кратно свободной подформацией
формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ 𝐾 (𝔉)\(𝐴) имеет место равенство ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).

Следствие 11. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно биканоническая формация с минимальным 𝐵 (𝑛−1) -спутником
𝑓 . Если 𝔐 – максимальная 𝑛-кратно биканоническая подформация формации 𝔉, то 𝔐 имеет такой
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𝐵 (𝑛−1) -спутник ℎ, что для некоторого 𝐴 ∈ 𝐾 (𝔉) формация ℎ(𝐴) является максимальной (𝑛 − 1)-кратно
биканонической подформацией формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ 𝐾 (𝔉)\(𝐴) имеет место равенство ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).

Следствие 12. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно композиционная формация с минимальным𝐶 (𝑛−1) -спутником
𝑓 . Если 𝔐 – максимальная 𝑛-кратно композиционная подформация формации 𝔉, то 𝔐 имеет такой
𝐶 (𝑛−1) -спутник ℎ, что для некоторого 𝐴 ∈ 𝐾 (𝔉) формация ℎ(𝐴) является максимальной (𝑛 − 1)-кратно
композиционной подформацией формации 𝑓 (𝐴), а для всех 𝐵 ∈ 𝐾 (𝔉)\(𝐴) имеет место равенство ℎ(𝐵) = 𝑓 (𝐵).

3.2. Достаточные условия максимальности кратно Ω-расслоенной подформации кратно
Ω-расслоенной формации

Теорема 3. Пусть 𝔉 и 𝔐 – 𝑛-кратно Ω-расслоенные формации с направлением 𝜑 и минимальны-
ми Ω𝜑 (𝑛−1) -спутниками 𝑓 и 𝑚 соответственно. Если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔐), 𝜑 – 𝑏𝐴𝑟 -направление, 𝑓 (Ω′) =

𝑚(Ω′), 𝑓 (𝐵) = 𝑚(𝐵) для любого 𝐵 ∈ Ω\(𝐴), 𝑚(𝐴) ⊂ 𝑓 (𝐴), причем для любой группы 𝐺 ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) с
𝑂𝐴 (𝐺) = 1 выполняется равенство 𝑓 (𝐴) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺} ∪𝑚(𝐴), 𝜑), то 𝔐 является максимальной 𝑛-кратно
Ω𝜑-расслоенной подформацией формации𝔉.
Доказательство. Пусть 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔐), 𝜑 – 𝑏𝐴𝑟 -направление, 𝑓 (Ω′) = 𝑚(Ω′), 𝑓 (𝐵) = 𝑚(𝐵) для любого
𝐵 ∈ Ω\(𝐴), 𝑚(𝐴) ⊂ 𝑓 (𝐴), причем для любой группы 𝐺 ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) с 𝑂𝐴 (𝐺) = 1 выполняется 𝑓 (𝐴) =
Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐺} ∪ 𝑚(𝐴), 𝜑). Тогда 𝑚 < 𝑓 и, значит, по определению Ω-расслоенной формации 𝔐 ⊆ 𝔉.
Допустим, что𝔐 =𝔉. Тогда по лемме 2 (3)𝑚 = 𝑓 , что невозможно. Следовательно,𝔐 ⊂ 𝔉.

Пусть 𝔏 – произвольная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная формация, причем 𝔐 ⊂ 𝔏 ⊆ 𝔉. Покажем, что
𝔏 = 𝔉. Поскольку 𝔐 ⊂ 𝔏, то существует группа 𝐻 ∈ 𝔏\𝔐. Так как 𝐻 ∉ 𝔐, то 𝔐 = Ω𝐹𝑛 (𝔐, 𝜑) ⊂
Ω𝐹𝑛 ({𝐻 } ∪ 𝔐, 𝜑) ⊆ 𝔏. Пусть ℌ := Ω𝐹𝑛 ({𝐻 } ∪ 𝔐, 𝜑), ℎ – минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации ℌ,
𝑙 – минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации 𝔏.

Ввиду того, что 𝔏 ⊆ 𝔉, по лемме 2 (4) имеем 𝑙 ≤ 𝑓 . Так как 𝐻 ∈ 𝔏, то по определению Ω-расслоенной
формации 𝐻/𝐻𝜑 (𝑋 ) ∈ 𝑙 (𝑋 ) ⊆ 𝑓 (𝑋 ) для любого 𝑋 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝐻 ). Если 𝐴 ∈ 𝐾 (𝐻 ), то 𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ∈ 𝑓 (𝐴).
Если 𝐴 ∉ 𝐾 (𝐻 ), то 𝐻 ∈ 𝔊𝐴′ . Поскольку 𝜑 – 𝑟 -направление, то 𝐻 ∈ 𝔊𝐴′ ⊆ 𝔊𝐴′𝜑 (𝐴) = 𝜑 (𝐴). Поэтому
𝐻 = 𝐻𝜑 (𝐴) . Так как 𝐴 ∈ 𝐾 (𝔏) ∩ Ω, то 𝑙 (𝐴) ≠ ∅. Следовательно, 𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) = 1 ∈ 𝑙 (𝐴) ⊆ 𝑓 (𝐴), т. е.
𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ∈ 𝑓 (𝐴). Покажем, что 𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ∉ 𝑚(𝐴). Предположим, что 𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ∈ 𝑚(𝐴). Поскольку для
любого 𝐵 ∈ (Ω ∩ 𝐾 (𝐻 ))\(𝐴) справедливо 𝐻/𝐻𝜑 (𝐵) ∈ 𝑓 (𝐵) =𝑚(𝐵) и 𝐻/𝑂Ω (𝐻 ) ∈ 𝑙 (Ω′) ⊆ 𝑓 (Ω′) =𝑚(Ω′), то
по определению Ω-расслоенной формации 𝐻 ∈ 𝔐, что невозможно. Следовательно, 𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ∉𝑚(𝐴) и,
значит, 𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴).

Поскольку 𝜑 – 𝑏𝐴-направление, то по лемме 2 (1) 𝑂𝐴 (𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ) = 1. Так как 𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) и
𝑂𝐴 (𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) ) = 1, то по условию теоремы справедливо равенство

𝑓 (𝐴) = Ω𝐹𝑛−1 ({𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) } ∪𝑚(𝐴), 𝜑).

Покажем, что 𝑙 (𝐴) = 𝑓 (𝐴). Так как по лемме 2 (4)𝑚 < ℎ ≤ 𝑙 ≤ 𝑓 , с учетом равенств𝑚(Ω′) = 𝑓 (Ω′) и
𝑚(𝐵) = 𝑓 (𝐵) для любого 𝐵 ∈ Ω\(𝐴), имеет место

𝑚(Ω′) = ℎ(Ω′) = 𝑙 (Ω′) = 𝑓 (Ω′);
𝑚(𝐵) = ℎ(𝐵) = 𝑙 (𝐵) = 𝑓 (𝐵) для любого 𝐵 ∈ Ω\(𝐴);

𝑚(𝐴) ⊂ ℎ(𝐴) ⊆ 𝑙 (𝐴) ⊆ 𝑓 (𝐴).

Поскольку ℌ = Ω𝐹𝑛 (ℌ, 𝜑) и ℌ = Ω𝐹𝑛 ({𝐻 } ∪ 𝔐, 𝜑), то, в силу леммы 2 (3), справедливо равенство
𝐾 (ℌ) ∩ Ω = (𝐾 (𝐻 ) ∪ 𝐾 (𝔐)) ∩ Ω. По лемме 2 (3) минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формации ℌ имеет
следующее строение:

ℎ(𝑋 ) =

Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐿/𝑂Ω (𝐿) | 𝐿 ∈ {𝐻 } ∪𝔐}, 𝜑), если 𝑋 ∈ {Ω′};
Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐿/𝐿𝜑 (𝑋 ) | 𝐿 ∈ {𝐻 } ∪𝔐}, 𝜑), если 𝑋 ∈ Ω ∩ 𝐾 (ℌ);
∅, если 𝑋 ∈ Ω \ 𝐾 (ℌ).

Рассуждая как и при доказательстве теоремы 2, нетрудно показать, что

ℎ(𝑋 ) =

Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻/𝑂Ω (𝐻 )} ∪𝑚(Ω′), 𝜑), если 𝑋 ∈ {Ω′};
Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻/𝐻𝜑 (𝑋 ) } ∪𝑚(𝑋 ), 𝜑), если 𝑋 ∈ Ω ∩ 𝐾 (ℌ);
∅, если 𝑋 ∈ Ω \ 𝐾 (ℌ).

Если 𝐴 ∉ 𝐾 (ℌ), то ℎ(𝐴) = ∅ и, значит, 𝑚(𝐴) = ∅ = ℎ(𝐴). Получили противоречие. Следовательно,
𝐴 ∈ Ω∩𝐾 (ℌ) и поэтому ℎ(𝐴) = Ω𝐹 (𝑛−1) ({𝐻/𝐻𝜑 (𝐴) }∪𝑚(𝐴), 𝜑) = 𝑓 (𝐴). Это, ввиду включения ℎ(𝐴) ⊆ 𝑙 (𝐴) ⊆
𝑓 (𝐴), означает равенство 𝑙 (𝐴) = 𝑓 (𝐴). Таким образом, 𝑙 = 𝑓 и по определению Ω-расслоенной формации
𝔏 =𝔉. Тем самым установлено, что𝔐 – максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация формации
𝔉. Теорема доказана.

Поскольку 𝜑2 и 𝜑3 являются 𝑏𝐴-направлениями для любой абелевой группы 𝐴 ∈ ℑ, то из теоремы 3
вытекают результаты для 𝑛-кратно Ω-биканонических и 𝑛-кратно Ω-композиционных формаций.
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Следствие 13. Пусть 𝔉 и 𝔐 – 𝑛-кратно Ω-биканонические формации c минимальными Ω𝐵 (𝑛−1) -
спутниками 𝑓 и 𝑚 соответственно. Если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔐) ∩ 𝔄, 𝑓 (Ω′) = 𝑚(Ω′), 𝑓 (𝐵) = 𝑚(𝐵) для любого
𝐵 ∈ (Ω∩𝔄)\(𝐴),𝑚(𝐴) ⊂ 𝑓 (𝐴), причем для любой группы𝐺 ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) с𝑂𝐴 (𝐺) = 1 выполняется равенство
𝑓 (𝐴) = Ω𝐵 (𝑛−1) ({𝐺} ∪𝑚(𝐴)), то 𝔐 является максимальной 𝑛-кратно Ω-биканонической подформацией
формации𝔉.

Следствие 14. Пусть 𝔉 и 𝔐 – 𝑛-кратно Ω-композиционные формации c минимальными Ω𝐶 (𝑛−1) -
спутниками 𝑓 и 𝑚 соответственно. Если 𝐴 ∈ Ω ∩ 𝐾 (𝔐) ∩ 𝔄, 𝑓 (Ω′) = 𝑚(Ω′), 𝑓 (𝐵) = 𝑚(𝐵) для любого
𝐵 ∈ Ω\(𝐴),𝑚(𝐴) ⊂ 𝑓 (𝐴), причем для любой группы 𝐺 ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) с 𝑂𝐴 (𝐺) = 1 выполняется равенство
𝑓 (𝐴) = Ω𝐶 (𝑛−1) ({𝐺} ∪𝑚(𝐴)), то 𝔐 является максимальной 𝑛-кратно Ω-композиционной подформацией
формации𝔉.

В случае, когда Ω = ℑ, из теоремы 3 и следствий 13, 14 получаем результаты для 𝑛-кратно
𝜑-расслоенных, 𝑛-кратно биканонических и 𝑛-кратно композиционных формаций.

Следствие 15. Пусть 𝔉 и 𝔐 – 𝑛-кратно расслоенные формации c направлением 𝜑 и минимальными
𝜑 (𝑛−1) -спутниками 𝑓 и 𝑚 соответственно. Если 𝐴 ∈ 𝐾 (𝔐), 𝜑 – 𝑏𝐴𝑟 -направление, 𝑓 (𝐵) = 𝑚(𝐵) для
любого 𝐵 ∈ ℑ\(𝐴), 𝑚(𝐴) ⊂ 𝑓 (𝐴), причем для любой группы 𝐺 ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) с 𝑂𝐴 (𝐺) = 1 выполняется
равенство 𝑓 (𝐴) = 𝐹 (𝑛−1) ({𝐺}∪𝑚(𝐴), 𝜑), то𝔐 являетсямаксимальной𝑛-кратно𝜑-расслоенной подформацией
формации𝔉.

Следствие 16. Пусть𝔉 и𝔐 – 𝑛-кратно биканонические формации c минимальными 𝐵 (𝑛−1) -спутниками
𝑓 и𝑚 соответственно. Если 𝐴 ∈ 𝐾 (𝔐) ∩ 𝔄, 𝑓 (𝐵) =𝑚(𝐵) для любого 𝐵 ∈ (ℑ ∩ 𝔄)\(𝐴),𝑚(𝐴) ⊂ 𝑓 (𝐴), причем
для любой группы 𝐺 ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) с 𝑂𝐴 (𝐺) = 1 выполняется равенство 𝑓 (𝐴) = 𝐵 (𝑛−1) ({𝐺} ∪𝑚(𝐴)), то 𝔐
является максимальной 𝑛-кратно биканонической подформацией формации𝔉.

Следствие 17.Пусть𝔉 и𝔐 –𝑛-кратно композиционные формации c минимальными𝐶 (𝑛−1) -спутниками
𝑓 и𝑚 соответственно. Если 𝐴 ∈ 𝐾 (𝔐) ∩ 𝔄, 𝑓 (𝐵) =𝑚(𝐵) для любого 𝐵 ∈ (ℑ ∩ 𝔄)\(𝐴),𝑚(𝐴) ⊂ 𝑓 (𝐴), причем
для любой группы 𝐺 ∈ 𝑓 (𝐴)\𝑚(𝐴) с 𝑂𝐴 (𝐺) = 1 выполняется равенство 𝑓 (𝐴) = 𝐶 (𝑛−1) ({𝐺} ∪𝑚(𝐴)), то 𝔐
является максимальной 𝑛-кратно композиционной подформацией формации𝔉.

3.3. О группах, входящих в максимальные подформации кратно Ω-расслоенных форма-
ций. Установим, что для любой неединичной разрешимой Ω-группы 𝐺 , принадлежащей 𝑛-кратно
Ω-расслоенной формации 𝔉 с направлением 𝜑 , фактор-группа 𝐺/(∩

𝐴∈Ω𝐺𝜑 (𝐴) ) принадлежит пересече-
нию всех максимальных 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенных подформаций формации 𝔉. Используя методы
доказательств, разработанные в [4] для исследования 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно локальных формаций, где
𝜏 – подгрупповой функтор, предварительно докажем следующие две леммы.

Лемма 4. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝜑 – 𝐹𝑅-функция, 𝜑0 ≤ 𝜑 . Если𝔉1,𝔉2 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 и𝔉1 ⊆ 𝔉2, то Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉1) ⊆ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉2).
Доказательство. Пусть 𝔉1,𝔉2 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 и 𝔉1 ⊆ 𝔉2. Предположим, что Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉1) ⊈ Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉2). Тогда в 𝔉2

существует такая максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация𝔐, что Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉1) ⊈ 𝔐. Ввиду
включения Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉1) ⊆ 𝔉1, имеем𝔉1 ⊈ 𝔐. Это означает, что𝔐 ⊂ Ω𝐹𝑛 (𝔉1 ∪𝔐, 𝜑) и, следовательно,

𝔉2 = Ω𝐹𝑛 (𝔉1 ∪𝔐, 𝜑) =𝔉1 ∨Ω𝜑𝑛𝐹
𝔐.

Так как, ввиду замечания 3, 𝔉2 /Ω𝜑𝑛𝐹
𝔐 � 𝔉1/Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉1 ∩𝔐) и по замечанию 4 множество𝔉2 /Ω𝜑𝑛𝐹
𝔐 имеет

лишь два элемента 𝔐 и 𝔉2, то множество 𝔉1/Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉1 ∩𝔐) также является двухэлементным. Тогда по

замечанию 4 формация𝔉1 ∩𝔐 является максимальной 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенной подформацией в𝔉1.
Поэтому Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉1) ⊆ 𝔉1∩𝔐 ⊆ 𝔐. Получили противоречие. Следовательно, Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉1) ⊆ Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉2). Лемма

доказана.
Лемма 5. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝜑 – 𝐹𝑅-функция, являющаяся 𝑏𝑟 -направлением Ω-расслоенной формации, 𝜑 ≤ 𝜑3,

𝐺 – неединичная разрешимая Ω-группа. Тогда 𝐺/𝐹 (𝐺) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(Ω𝐹𝑛 (𝐺,𝜑)).
Доказательство. Пусть 𝐺 – контрпример минимального порядка и 𝔉 := Ω𝐹𝑛 (𝐺,𝜑). Так как 𝐺 ≠ 1, то
𝔉 ≠ 𝔈 и, значит, 1 ∈ Φ

𝑛Ω𝜑 (𝔉). Тогда из 𝐺/𝐹 (𝐺) ∉ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉) следует, что 𝐹 (𝐺) ≠ 𝐺 и, в частности, Φ(𝐺) ≠ 𝐺 .
Предположим, что Φ(𝐺) ≠ 1. Согласно лемме 1 (6), имеем

𝐺/𝐹 (𝐺) � (𝐺/Φ(𝐺))/(𝐹 (𝐺)/Φ(𝐺)) = (𝐺/Φ(𝐺))/𝐹 (𝐺/Φ(𝐺)).

Поскольку 𝐺/Φ(𝐺) – неединичная разрешимая Ω-группа и |𝐺/Φ(𝐺) | < |𝐺 |, то, в силу выбора группы 𝐺 ,
справедливо

(𝐺/Φ(𝐺))/𝐹 (𝐺/Φ(𝐺)) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(Ω𝐹𝑛 (𝐺/Φ(𝐺), 𝜑)).

Из 𝐺 ∈ 𝔉 следует, что 𝐺/Φ(𝐺) ∈ 𝔉 и, значит, Ω𝐹𝑛 (𝐺/Φ(𝐺), 𝜑) ⊆ 𝔉. Так как 𝜑 – 𝑟 -направление, то 𝜑0 ≤ 𝜑 .
Тогда по лемме 4 получаем

Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(Ω𝐹𝑛 (𝐺/Φ(𝐺), 𝜑)) ⊆ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉).

Следовательно, 𝐺/𝐹 (𝐺) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉), что противоречит выбору группы 𝐺 . Тем самым установлено, что
Φ(𝐺) = 1 и, ввиду леммы 1 (5), 𝐹 (𝐺) ≠ 1.
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I. Рассмотрим случай, когда 𝐺 – примитивная группа. Пусть𝑀 – примитиватор группы 𝐺 . Согласно
лемме 1 (2), 𝐺 = 𝑃 ⋊𝑀 – монолитическая группа с абелевым монолитом 𝑃 = 𝐶𝐺 (𝑃). Пусть 𝐾 (𝑃) = (𝑍𝑝 ).
Так как 𝜑 – 𝑏𝑟 -направление и 𝜑 ≤ 𝜑3, то

𝔑 ⊆ 𝔊(𝑍𝑝 ) ′𝔑𝑝 ⊆ (𝔊(𝑍𝑝 ) ′𝜑 (𝑍𝑝 ))𝔑𝑝 = 𝜑 (𝑍𝑝 )𝔑𝑝 = 𝜑 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝜑3 (𝑍𝑝 ).

Поэтому 𝐹 (𝐺) ⊆ 𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝐺𝜑3 (𝑍𝑝 ) = 𝐹𝑍𝑝
(𝐺) ⊆ 𝐶𝐺 (𝑃) = 𝑃 и, следовательно, 𝑃 = 𝐹 (𝐺) =𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) .

Поскольку𝔉 = Ω𝐹𝑛 (𝐺,𝜑) и𝜑0 ≤ 𝜑 , то по лемме 2 (3) формация𝔉 обладает единственнымминимальным
Ω𝜑 (𝑛−1) -спутником 𝑓 , имеющим, с учетом 𝐾 (𝐺) ⊆ Ω, следующее строение:

𝑓 (𝐴) =

Ω𝐹 (𝑛−1) (𝐺/𝑂Ω (𝐺), 𝜑) = 𝔈, если 𝐴 ∈ {Ω′};
Ω𝐹 (𝑛−1) (𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) , 𝜑), если 𝐴 ∈ 𝐾 (𝐺);
∅, если 𝐴 ∈ Ω \ 𝐾 (𝐺),

в частности, 𝑓 (𝑍𝑝 ) = Ω𝐹 (𝑛−1) (𝐺/𝑃, 𝜑) = Ω𝐹 (𝑛−1) (𝑀,𝜑).
Так как 𝐺/𝐹 (𝐺) ∉ Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉), то в𝔉 существует такая максимальная 𝑛-кратно Ω𝜑-расслоенная подфор-

мацияℌ, что𝐺/𝐹 (𝐺) ∉ ℌ. Пустьℎ – минимальный Ω𝜑 (𝑛−1) -спутник формацииℌ. Ввиду леммы 2 (4),ℎ < 𝑓 .
Если ℎ(Ω′) ⊂ 𝑓 (Ω′), то из 𝑓 (Ω′) = 𝔈 получаем ℎ(Ω′) = ∅, что противоречит определению Ω-расслоенной
формации. Следовательно, ℎ(Ω′) = 𝑓 (Ω′). Если ℎ(𝑍𝑝 ) = 𝑓 (𝑍𝑝 ), то 𝐺/𝐹 (𝐺) = 𝐺/𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) ∈ ℎ(𝑍𝑝 ) ⊆ ℌ, что
невозможно. Следовательно, ℎ(𝑍𝑝 ) ⊂ 𝑓 (𝑍𝑝 ) и ℎ(𝐴) ⊆ 𝑓 (𝐴) для любой группы 𝐴 ∈ Ω \ (𝑍𝑝 ). По лемме 3 в
𝑓 (𝑍𝑝 ) существует такая максимальная (𝑛 − 1)-кратно Ω𝜑-расслоенная подформация𝔐, что ℎ(𝑍𝑝 ) ⊆ 𝔐.
Отметим также, что Φ

Ω𝜑 (𝑛−1) 𝐹
(𝑓 (𝑍𝑝 )) ⊆ 𝔐.

Пусть 𝑚 – такая Ω𝐹 -функция, что 𝑚(Ω′) = 𝑓 (Ω′), 𝑚(𝑍𝑝 ) = 𝔐, 𝑚(𝐴) = 𝑓 (𝐴) для любой группы
𝐴 ∈ Ω \ (𝑍𝑝 ), и 𝔐1 – Ω𝜑-расслоенная формация с Ω-спутником𝑚. В силу задания функции𝑚, имеем
𝔐1 ∈ Ω𝜑𝑛𝐹 . Покажем, что 𝑀 ∈ 𝔐1. Поскольку |𝑀 | < |𝐺 | и 𝑀 – неединичная разрешимая Ω-группа, то,
ввиду выбора группы 𝐺 , справедливо

𝑀/𝐹 (𝑀) ∈ Φ
Ω𝜑 (𝑛−1) 𝐹

(Ω𝐹 (𝑛−1) (𝑀,𝜑)) = Φ
Ω𝜑 (𝑛−1) 𝐹

(𝑓 (𝑍𝑝 )) ⊆ 𝔐 =𝑚(𝑍𝑝 ).

Так как 𝐹 (𝑀) ⊆ 𝑀𝜑 (𝑍𝑝 ) , то 𝑀/𝑀𝜑 (𝑍𝑝 ) ∈ 𝑚(𝑍𝑝 ). Поскольку 𝑀 ∈ 𝔉, то 𝑀/𝑂Ω (𝑀) ∈ 𝑓 (Ω′) = 𝑚(Ω′) и
𝑀/𝑀𝜑 (𝐴) ∈ 𝑓 (𝐴) = 𝑚(𝐴) для любой группы 𝐴 ∈ 𝐾 (𝑀) \ (𝑍𝑝 ). Это, по определению Ω-расслоенной
формации, означает, что𝑀 ∈ 𝔐1. Так как

ℎ(Ω′) =𝑚(Ω′) = 𝑓 (Ω′);
ℎ(𝑍𝑝 ) ⊆ 𝑚(𝑍𝑝 ) ⊂ 𝑓 (𝑍𝑝 );

ℎ(𝐴) ⊆ 𝑚(𝐴) = 𝑓 (𝐴) для любой группы 𝐴 ∈ Ω \ (𝑍𝑝 ),

то, ℎ ≤ 𝑚 < 𝑓 и, согласно определению Ω-расслоенной формации, ℌ ⊆ 𝔐1 ⊆ 𝔉. Если 𝔐1 = 𝔉, то по
лемме 2 (3) 𝑓 ≤𝑚 и, значит, 𝑓 (𝑍𝑝 ) ⊆ 𝑚(𝑍𝑝 ), что противоречит включению𝑚(𝑍𝑝 ) ⊂ 𝑓 (𝑍𝑝 ). Следовательно,
𝔐1 ⊂ 𝔉 и, в силу максимальности ℌ в 𝔉, справедливо равенство ℌ = 𝔐1. Тогда 𝐺/𝐹 (𝐺) � 𝑀 ∈ ℌ, что
невозможно. Таким образом, в случае, когда 𝐺 – примитивная группа, мы получаем противоречие с
выбором группы 𝐺 .

II. Пусть теперь группа 𝐺 не является примитивной, {𝑀1, . . . , 𝑀𝑘 } – совокупность всех максимальных
подгрупп группы𝐺 ,𝑇𝑖 :=𝐺/Core𝐺 (𝑀𝑖 ), 𝑖 = 1, 𝑘 ,𝑇 :=𝑇1×𝑇2× . . .×𝑇𝑘 и𝔗 := Ω𝐹𝑛 (𝑇, 𝜑). Тогда𝑇 ∈ 𝔉 и поэтому
𝔗 ⊆ 𝔉. С другой стороны, так как 𝐺 � 𝐺/Φ(𝐺) = 𝐺/(∩

𝑖=1,𝑘
Core𝐺 (𝑀𝑖 )) и класс 𝔗 замкнут относительно

подпрямых произведений, то𝐺 ∈ 𝔗 и, значит,𝔉 ⊆ 𝔗. Следовательно,𝔉 = 𝔗. Поскольку𝑇𝑖 – неединичная
разрешимая Ω-группа и |𝑇𝑖 | < |𝐺 |, то, в силу выбора группы 𝐺 , используя лемму 4, получаем

𝑇𝑖/𝐹 (𝑇𝑖 ) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(Ω𝐹𝑛 (𝑇𝑖 , 𝜑)) ⊆ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔗) = Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉), 𝑖 = 1, 𝑘 .

Ввиду того, что 𝑇𝑖𝐹 (𝑇 )/𝐹 (𝑇 ) � 𝑇𝑖/𝑇𝑖 ∩ 𝐹 (𝑇 ) =𝑇𝑖/𝐹 (𝑇𝑖 ), имеем

𝑇 /𝐹 (𝑇 ) = (𝑇1 × · · · ×𝑇𝑘 )/𝐹 (𝑇 ) =𝑇1𝐹 (𝑇 )/𝐹 (𝑇 ) × · · · ×𝑇𝑘𝐹 (𝑇 )/𝐹 (𝑇 ) �

� 𝑇1/𝐹 (𝑇1) × · · · ×𝑇𝑘/𝐹 (𝑇𝑘 ) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉).

Так как группа𝐺 входит подпрямо в𝑇 , то𝐺𝐹 (𝑇 )/𝐹 (𝑇 ) входит подпрямо в𝑇 /𝐹 (𝑇 ) и, значит,𝐺𝐹 (𝑇 )/𝐹 (𝑇 ) ∈
Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉). Тогда из 𝐺𝐹 (𝑇 )/𝐹 (𝑇 ) � 𝐺/𝐺 ∩ 𝐹 (𝑇 ) следует

𝐺/𝐹 (𝐺) � (𝐺/(𝐺 ∩ 𝐹 (𝑇 )))/(𝐹 (𝐺)/(𝐺 ∩ 𝐹 (𝑇 ))) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉).

Получили противоречие с выбором группы 𝐺 . Лемма доказана.
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Теорема 4. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝔉 – 𝑛-кратно Ω-расслоенная формация с 𝑏𝑟 -направлением 𝜑 , 𝜑 ≤ 𝜑3,
𝐺 – неединичная разрешимая Ω-группа. Если 𝐺 ∈ 𝔉, то 𝐺/(∩

𝐴∈Ω𝐺𝜑 (𝐴) ) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉).
Доказательство. Пусть 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝐴 ∈ Ω. Поскольку 𝐺 ≠ 1, то𝔉 ≠ 𝔈 и поэтому Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉) ≠ ∅. Покажем, что

𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉). Рассмотрим случай, когда 𝐴 ∉ 𝐾 (𝐺). Так как 𝜑 – 𝑟 -направление, то

𝐺 ∈𝔊𝐴′ ⊆ 𝔊𝐴′𝜑 (𝐴) = 𝜑 (𝐴)

и, значит, 𝐺 =𝐺𝜑 (𝐴) . Следовательно, в этом случае 𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) = 1 ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉).
Пусть 𝐴 ∈ 𝐾 (𝐺) и𝔉1 := Ω𝐹𝑛 (𝐺,𝜑). Так как𝔉1 ⊆ 𝔉, то, в силу леммы 4, Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉1) ⊆ Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉). Согласно

лемме 5,𝐺/𝐹 (𝐺) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉1) и, значит,𝐺/𝐹 (𝐺) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉). Ввиду разрешимости группы 𝐺 , 𝐴 � 𝑍𝑝 для
некоторого простого числа 𝑝 . Так как 𝜑 является 𝑏𝑟 -направлением, то

𝔑 ⊆ 𝔊(𝑍𝑝 ) ′𝔑𝑝 ⊆ (𝔊(𝑍𝑝 ) ′𝜑 (𝑍𝑝 ))𝔑𝑝 = 𝜑 (𝑍𝑝 )𝔑𝑝 = 𝜑 (𝑍𝑝 ).

Это означает, что 𝐹 (𝐺) ⊆ 𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) . Следовательно, 𝐺/𝐺𝜑 (𝑍𝑝 ) � (𝐺/𝐹 (𝐺))/(𝐺𝜑 (𝑍𝑝 )/𝐹 (𝐺)) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉).
Поскольку Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉) является классом групп, замкнутым относительно подпрямых произведений,

то из 𝐺/𝐺𝜑 (𝐴) ∈ Φ
Ω𝜑𝑛𝐹

(𝔉) для любой группы 𝐴 ∈ Ω следует, что 𝐺/(∩
𝐴∈Ω𝐺𝜑 (𝐴) ) ∈ Φ

Ω𝜑𝑛𝐹
(𝔉). Теорема

доказана.
Из теоремы 4 непосредственно вытекают результаты для 𝑛-кратно Ω-биканонических и 𝑛-кратно

Ω-композиционных формаций. Полагаем Φ
Ω𝜑2𝑛𝐹

(𝔉) := Φ
Ω𝐵𝑛𝐹

(𝔉), Φ
Ω𝜑3𝑛𝐹

(𝔉) := Φ
Ω𝐶𝑛𝐹

(𝔉).
Следствие 18. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно Ω-биканоническая формация и 𝐺 – неединичная разрешимая

Ω-группа. Если 𝐺 ∈ 𝔉, то 𝐺/(∩
𝐴∈Ω𝑂𝐴′,𝐴 (𝐺)) ∈ Φ

Ω𝐵𝑛𝐹
(𝔉).

Следствие 19. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно Ω-композиционная формация и 𝐺 – неединичная разрешимая
Ω-группа. Если 𝐺 ∈ 𝔉, то 𝐺/(∩

𝐴∈Ω𝐹𝐴 (𝐺)) ∈ Φ
Ω𝐶𝑛𝐹

(𝔉).
В случае, когда Ω = ℑ, из теоремы 4 получаем результаты для 𝑛-кратно расслоенных формаций, и в

частности, для 𝑛-кратно биканонических и 𝑛-кратно композиционных формаций. Полагаем Φ
𝜑2𝑛𝐹

(𝔉) :=
Φ

𝐵𝑛𝐹
(𝔉), Φ

𝜑3𝑛𝐹
(𝔉) := Φ

𝐶𝑛𝐹
(𝔉).

Следствие 20. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝔉 – 𝑛-кратно расслоенная формация с 𝑏𝑟 -направлением 𝜑 , 𝜑 ≤ 𝜑3,
𝐺 – неединичная разрешимая группа. Если 𝐺 ∈ 𝔉, то 𝐺/(∩

𝐴∈ℑ𝐺𝜑 (𝐴) ) ∈ Φ
𝜑𝑛𝐹

(𝔉).
Следствие 21. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно биканоническая формация и𝐺 – неединичная разрешимая

группа. Если 𝐺 ∈ 𝔉, то 𝐺/(∩
𝐴∈ℑ𝑂𝐴′,𝐴 (𝐺)) ∈ Φ

𝐵𝑛𝐹
(𝔉).

Следствие 22. Пусть 𝑛 ∈ N,𝔉 – 𝑛-кратно композиционная формация и 𝐺 – неединичная разрешимая
группа. Если 𝐺 ∈ 𝔉, то 𝐺/(∩

𝐴∈ℑ𝐹𝐴 (𝐺)) ∈ Φ
𝐶𝑛𝐹

(𝔉).
4. Заключение. В монографии А. Н. Скибы [4] изучались 𝜏-замкнутые 𝑛-кратно локальные формации

(здесь 𝜏 – подгрупповой функтор), в частности, была исследована взаимосвязь между минимальными
экранами (спутниками) таких формаций и их максимальных подформаций [4, лемма 5.1.20 (2)], установ-
лены достаточные условия максимальности подформаций 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно локальных формаций
[4, лемма 5.1.20 (1)]. В теоремах 1–3 получено развитие данных результатов для Ω-расслоенных формаций.
Теорема 4 является аналогом результата Л. А. Шеметкова и А. Н. Скибы [5, теорема 6] о формации
Φ𝜔𝑛 (𝔉) (здесь Φ𝜔𝑛 (𝔉) – пересечение всех максимальных 𝑛-кратно 𝜔-локальных подформаций 𝑛-кратно
𝜔-локальной формации𝔉) для случая 𝑛-кратно Ω-расслоенной формации𝔉.
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