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Аннотация. В статье рассматривается начально-краевая задача для уравнения четвертого порядка с нелокальными
краевыми условиями. Были получены критерии единственности решения задачи для уравнения, которое является
обобщением уравнения Буссинеска – Лява. Нелокальные краевые условия представляют собой соотношения между
значениями искомого решения и его производных по пространственной переменной в различных точках границы
и известны в научной литературе как условия Стеклова. Ранее задачи с такими условиями рассматривались для
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Abstract. In this article, we consider the initial-boundary problem for fourth order partial differential equation with nonlocal
boundary conditions. Our attention is focused on the equation that one may interpret as generalization of Boussinesque – Love
equation. Nonlocal conditions here are relations between the values of required solution and its derivatives with respect to
spacial variable in different boundary points. Such nonlocal conditions are known as Steklov conditions. Earlier nonlocal
problems with Steklov conditions were considered for second order partial differential equations. First, such problem was
stated for the one-dimensional heat equation in connection with study of the process of cooling of a bar. Later it was noted
that the nonlocal problem with Steklov conditions is closely related to the problem of longitudinal vibration of a thik short
bar if we take into account the transverse deformation. The mathematical model of longitudinal vibration of a thik short bar
considering the effect of transverse movements is called Rayleigh bar and is based on Boussinesque – Love equation.
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1. Введение. В статье рассмотрена задача для уравнения четвертого порядка

𝑢𝑡𝑡 − (𝑎𝑢𝑥 )𝑥 − (𝑏𝑢𝑥𝑡𝑡 )𝑥 + 𝑐𝑢 = 𝑓 (𝑥, 𝑡), (1)

которое можно интерпретировать как обобщение уравнения Буссинеска – Лява. Уравнение Буссинеска –
Лява, как известно, возникает при математическом моделировании различных колебательных процессов,
в частности, продольных колебаний толстого короткого стержня с учетом эффектов поперечных дефор-
маций. Такая математическая модель называется стержнем Рэлея [1]. При небольшой длине стержня,
колебания которого изучаются, режимы на его концах могут влиять друг на друга. Этот эффект был
замечен В. А. Стекловым [2] и представлен им в виде

𝛼11𝑢𝑥 (0, 𝑡) + 𝛼12𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡) + 𝛽11𝑢 (0, 𝑡) + 𝛽12𝑢 (𝑙, 𝑡) = 0,
𝛼21𝑢𝑥 (0, 𝑡) + 𝛼22𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡) + 𝛽21𝑢 (0, 𝑡) + 𝛽22𝑢 (𝑙, 𝑡) = 0. (2)
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Задачи с такими условиями изучались для уравнений второго порядка [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. В данной статье
рассматривается уравнение четвертого порядка и для него получены критерии единственности решения
задачи с условиями (2).

2. Постановка задачи. В области 𝑄𝑇 = (0, 𝑙) × (0,𝑇 ) найти решение уравнения (1), удовлетворяющее
нелокальным условиям (2), где 𝛼𝑖 𝑗 , 𝛽𝑖, 𝑗 – постоянные, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, и начальным условиям

𝑢 (𝑥, 0) = 𝜑 (𝑥), 𝑢𝑡 (𝑥, 0) =𝜓 (𝑥). (3)

Будем считать, что коэффициенты уравнения (1) достаточно гладкие функции, 𝑎(𝑥, 𝑡) > 0, 𝑏 (𝑥, 𝑡) > 0
всюду в 𝑄𝑇 . Под решением задачи мы понимаем функцию 𝑢 ∈ 𝐶2 (𝑄𝑇 ), имеющую 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 ∈ 𝐶 (𝑄𝑇 ),
которая удовлетворяет условиям (2), (3) и обращает (1) в верное равенство. Естественным условием,
при выполнении которого можно ожидать однозначную разрешимость поставленной задачи, является
линейная независимость соотношений (2). Это свойство имеет место, если не все миноры матрицы из
коэффициентов𝛼𝑖 𝑗 , 𝛽𝑖, 𝑗 равнынулю. В настоящей статье полученыдва варианта условий, обеспечивающих
единственность решений.

3. Основной результат.
Теорема 1.
Если Δ = 𝛼11𝛼22 − 𝛼21𝛼12 ≠ 0 и выполняются условия:
H1: 𝑎, 𝑎𝑡 , 𝑏, 𝑏𝑡 , 𝑐 ∈ 𝐶 (𝑄𝑇 );
H2: 𝛾12𝑏 (0, 𝑡) + 𝛾21𝑏 (𝑙, 𝑡) = 0;
H3: 𝛾22 < 0, 𝛾11 > 0, 𝛾2

12𝑏 (0, 𝜏) + 𝛾11𝛾22𝑏 (𝑙, 𝜏) ≤ 0, то существует не более одного решения задачи (1)-(3).
Доказательство.
Пусть Δ = 𝛼11𝛼22 − 𝛼21𝛼12 ≠ 0. Тогда (2) можно представить в виде

𝑢𝑥 (0, 𝑡) = 𝛾11𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾12𝑢 (𝑙, 𝑡)
𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡) = 𝛾21𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾22𝑢 (𝑙, 𝑡),

(4)

где
𝛾11 =

1
Δ
(𝛼22𝛽11 − 𝛼12𝛽21), 𝛾12 =

1
Δ
(𝛼22𝛽12 − 𝛼12𝛽21),

𝛾22 =
1
Δ
(𝛼11𝛽22 − 𝛼21𝛽12), 𝛾21 =

1
Δ
(𝛼11𝛽21 − 𝛼21𝛽11).

Предположим, что задача (1), (3), (4) имеет два различных решения: 𝑢1 (𝑥, 𝑡), 𝑢2 (𝑥, 𝑡). Тогда их разность
𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2 удовлетворяет однородному уравнению (1) и однородным условиям (2).

Умножим обе части равенства (1) с 𝑓 = 0 на 𝑢𝑡 и проинтегрируем по области 𝑄𝜏 = (0, 𝑙) × (0, 𝜏). После
преобразований интегрированием некоторых слагаемых получим

1
2

∫ 𝑙

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑎𝑢2

𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏𝑢2
𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)

]
𝑑𝑥 − 1

2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑢

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡−

−1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑏𝑡𝑢

2
𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 −

∫ 𝜏

0
𝑎𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑥 (0, 𝑡)𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑥𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑥𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0.

Принимая во внимание условия (4), получим

1
2

∫ 𝑙

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑎(𝑥, 𝜏)𝑢2

𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏 (𝑥, 𝜏)𝑢𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)
]
𝑑𝑥 =

= −
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 +

1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑢

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 +

1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑏𝑡𝑢

2
𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
∫ 𝜏

0
𝑎(𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡) [𝛾21𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾22𝑢 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡) [𝛾11𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾12𝑢 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡+

+
∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡) [𝛾21𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡) + 𝛾22𝑢𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡) [𝛾11𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡) + 𝛾12𝑢𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡 . (5)
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Так как 𝑎(𝑥, 𝑡), 𝑏 (𝑥, 𝑡) положительны всюду в 𝑄𝑇 , то левая часть (5) неотрицательна. Также заметим, что
существуют числа 𝑎0 > 0, 𝑏0 > 0 такие, что 𝑎(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑎0, 𝑏 (𝑥, 𝑡) ≥ 𝑏0.

Рассмотрим правую часть (5) и сделаем некоторые преобразования с целью вывести оценку, которая
и позволит получить критерий единственности решения в рассматриваемом случае. В первую очередь
нас будут интересовать последние четыре интеграла.

𝛾21

∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 ;

𝛾22

∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 =

1
2
𝛾22𝑏 (𝑙, 𝜏)𝑢2

𝑡 (𝑙, 𝜏) −
𝛾22

2

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢2

𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 ;

−𝛾11

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 = −1

2
𝛾11𝑏 (0, 𝜏)𝑢2

𝑡 (0, 𝜏) +
𝛾11

2

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (0, 𝑡)𝑢2

𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 ;

−𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡+

+𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 − 𝛾12𝑏 (0, 𝜏)𝑢𝑡 (0, 𝜏)𝑢𝑡 (0, 𝜏).

В результате проделанных преобразований (5) принимает вид

1
2

∫ 𝑙

0
[𝑢2

𝑡 (𝑥𝜏) + 𝑎(𝑥, 𝜏)𝑢2
𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏 (𝑥, 𝜏)𝑢2

𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)]𝑑𝑥 =

= −
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 +

1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑢

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 +

1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑏𝑡𝑢

2
𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
∫ 𝜏

0
𝑎(𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡) [𝛾21𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾22𝑢 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡) [𝛾11𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾12𝑢 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡−

−1
2
𝛾22

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢2

𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 +
1
2
𝛾11

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (0, 𝑡)𝑢2

𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡+

+𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡+

+𝛾21

∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 +

1
2
𝛾22𝑏 (𝑙, 𝜏)𝑢2

𝑡 (𝑙, 𝜏)−

−1
2
𝛾11𝑏 (0, 𝜏)𝑢2

𝑡 (0, 𝜏) − 𝛾12𝑏 (0, 𝜏)𝑢𝑡 (0, 𝜏)𝑢𝑡 (𝑙, 𝜏). (6)

Из H1 следует, что существуют положительные числа 𝑎1, 𝑏1, 𝑐0 такие, что

max
𝑄𝑇

|𝑎, 𝑎𝑡 | ≤ 𝑎1,max
𝑄𝑇

|𝑏, 𝑏𝑡 | ≤ 𝑏1,max
𝑄𝑇

|𝑐 | ≤ 𝑐0,

из H2 следует, что

𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝛾21

∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 = 0,

из H3 следует, что

1
2
𝛾22𝑏 (𝑙, 𝜏)𝑢2

𝑡 (𝑙, 𝜏) − 𝛾12𝑏 (0, 𝜏)𝑢𝑡 (0, 𝜏)𝑢𝑡 (𝑙, 𝜏) −
1
2
𝑏 (0, 𝜏)𝑢2

𝑡 (0, 𝜏) ≤ 0.

С учетом этих следствий из равенства (6) вытекает неравенство

1
2

∫ 𝑙

0
[𝑢2

𝑡 (𝑥𝜏) + 𝑎(𝑥, 𝜏)𝑢2
𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏 (𝑥, 𝜏)𝑢2

𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)]𝑑𝑥 ≤

≤
��� − ∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 +

1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑢

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 +

1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑏𝑡𝑢

2
𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡+
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+
∫ 𝜏

0
𝑎(𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡) [𝛾21𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾22𝑢 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡 −

∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡) [𝛾11𝑢 (0, 𝑡) + 𝛾12𝑢 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑡−

−1
2
𝛾22

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢2

𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 +
1
2
𝛾11

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (0, 𝑡)𝑢2

𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡

���.
Оценим правую часть этого неравенства. Применив неравенство Коши, получим:��� − ∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

��� ≤ 𝑐0

2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑢2 + 𝑢2

𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡 ;���𝛾21

∫ 𝜏

0
𝑎(𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢 (0, 𝑡)𝑑𝑡

��� ≤ 𝑎1

2
|𝛾21 |

∫ 𝜏

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑙, 𝑡) + 𝑢2 (0, 𝑡)

]
𝑑𝑡 ;���𝛾22

∫ 𝜏

0
𝑎(𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡

��� ≤ 𝑎1

2
|𝛾22 |

∫ 𝜏

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑙, 𝑡) + 𝑢2 (𝑙, 𝑡)

]
𝑑𝑡 ;���𝛾11

∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢 (0, 𝑡)𝑑𝑡

��� ≤ 𝑎1

2
|𝛾11 |

∫ 𝜏

0

[
𝑢2
𝑡 (0, 𝑡) + 𝑢2 (0, 𝑡)

]
𝑑𝑡 ;���𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡

��� ≤ 𝑎1

2
|𝛾12 |

∫ 𝜏

0

[
𝑢2
𝑡 (0, 𝑡) + 𝑢2 (𝑙, 𝑡)

]
𝑑𝑡 ;���𝛾12

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡

��� ≤ 𝑏1

2
|𝛾12 |

∫ 𝜏

0

[
𝑢2
𝑡 (0, 𝑡) + 𝑢2 (𝑙, 𝑡)

]
𝑑𝑡 .

Оценим теперь правые части полученных неравенств с помощью неравенств [10]

𝑣2 (𝜉𝑖 , 𝑡) ≤ 2𝑙
∫ 𝑙

0
𝑣2
𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + 2

𝑙

∫ 𝑙

0
𝑣2 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥, 𝜉1 = 0, 𝜉2 = 𝑙 . (7)

Обозначим

𝑃1 =
1
2

[
𝑎1 ( |𝛾21 | + |𝛾22 |) + 𝑏1 |𝛾12 |

]
, 𝑃2 =

𝑎1

2
( |𝛾21 | + |𝛾11 |), 𝑃3 =

𝑎1

2
𝑎1 ( |𝛾22 | + |𝛾12 |).

Получим

𝑃1

∫ 𝜏

0
𝑢2
𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 ≤ 2𝑃1𝑙

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑥𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 +

2𝑃1

𝑙

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 ;

𝑃2

∫ 𝜏

0
𝑢2 (0, 𝑡)𝑑𝑡 ≤ 2𝑃2𝑙

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 +

2𝑃2

𝑙

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 ;

𝑃3

∫ 𝜏

0
𝑢2 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 ≤ 2𝑃3𝑙

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 +

2𝑃3

𝑙

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 ;

1
2

���𝛾11

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (0, 𝑡)𝑢2

𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑥
��� ≤ 𝑙𝑏1 |𝛾11 |

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 +

𝑏1

4
|𝛾11 |

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑡 ;

1
2

���𝛾22

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢2

𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑥
��� ≤ 𝑙𝑏1 |𝛾22 |

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 +

𝑏1

4
|𝛾22 |

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑡 ,

и мы получаем неравенство∫ 𝑙

0
[𝑢2

𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑎(𝑥, 𝜏)𝑢2
𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏 (𝑥, 𝜏)𝑢2

𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)]𝑑𝑥 ≤ 𝑀1

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑢2 + 𝑢2

𝑡 + 𝑢2
𝑥 + 𝑢2

𝑥𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡, (8)

где𝑀1 выражается через 𝑎1, 𝑏1, 𝑐0, |𝛾𝑖 𝑗 |, 𝑙 .
Так как в силу однородности начального условия справедливо представление

𝑢 (𝑥, 𝜏) =
∫ 𝜏

0
𝑢𝑡𝑑𝑡,

из которого следует неравенство ∫ 𝑙

0
𝑢2 (𝑥, 𝜏)𝑑𝑥 ≤

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑢2
𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡,

то прибавив последнее к (8), а затем учтя, что 𝑎(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑎0, 𝑏 (𝑥, 𝑡) ≥ 𝑏0, получим∫ 𝑙

0
[𝑢2 (𝑥, 𝜏 + 𝑢2

𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑢2
𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑢2

𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)]𝑑𝑥 ≤

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2026, том 58, № 1
Applied Mathematics & Physics, 2026, Volume 58, No 1



26 Задача с нелокальными условиями Стеклова для уравнения в частных производных . . .

≤ 𝑀
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑢2 + 𝑢2

𝑡 + 𝑢2
𝑥 + 𝑢2

𝑥𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡, (9)

где𝑀 =𝑀1/𝑚0,𝑚𝑜 = min{1, 𝑎0, 𝑏0}. Применив к (9) лемму Гронуолла [11], убеждаемся, что задача имеет
не более одного решения.

Пусть теперь Δ = 𝛼11𝛼22 − 𝛼21𝛼12 = 0, но Δ1 = 𝛽12𝛼22 − 𝛼12𝛽22 ≠ 0.
(Заметим, что можно выбрать и 𝛽12𝛼21 − 𝛼11𝛽21 ≠ 0).
Теорема 2.
Если Δ1 ≠ 0 и выполняются условия:
H4 𝑎(𝑙, 𝑡)𝜌𝜎 = 𝑎(0, 𝑡);
H5: 𝑏 (𝑙, 𝑡)𝜌𝜎 = 𝑏 (0, 𝑡);
H6: 𝜌𝑟 ≥ 0, то существует не более одного решения задачи (1)-(3).
Доказательство
Тогда (2) представим в форме

𝑢 (𝑙, 𝑡) = 𝜌𝑢 (0, 𝑡),
𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡) = 𝜎𝑢𝑥 (0, 𝑡) + 𝑟𝑢 (0, 𝑡),

(10)

где
𝜌 =

𝛼12𝛽21 − 𝛼22𝛽11

Δ1
,

𝜎 =
𝛼11𝛽22 − 𝛼21𝛽12

Δ1
,

𝑟 =
𝛽11𝛽22 − 𝛽12𝛽21

Δ1
.

Делая те же предположения о существовании двух различных решений, получим для них соотноше-
ние, как и в первом варианте:

1
2

∫ 𝑙

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑎𝑢2

𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏𝑢2
𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)

]
𝑑𝑥 =

1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑢

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑎𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑥 (0, 𝑡)𝑑𝑡 −

∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑥𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡+

+1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑏𝑡𝑢

2
𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0
𝑏 (0, 𝑡)𝑢𝑥𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 −

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 .

Из (10) 𝑢𝑡 (𝑙, 𝑡) = 𝜌𝑢𝑡 (0, 𝑡), 𝑢𝑥𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡) = 𝜎𝑢𝑥𝑡𝑡 (0, 𝑡) + 𝑟𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡).
Тогда, учитывая эти равенства, получим

1
2

∫ 𝑙

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑎𝑢2

𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏𝑢2
𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)

]
𝑑𝑥 =

=
1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑎𝑡𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑡𝑢𝑥𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡 −
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑎𝜌𝑢𝑡 (0, 𝑡) [𝜎𝑢𝑥 (0, 𝑡) + 𝑟𝑢 (0, 𝑡)]𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0
𝑎(0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑥 (0, 𝑡)𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑏𝜌𝑢𝑡 (0, 𝑡) [𝜎𝑢𝑥𝑡𝑡 (0, 𝑡) + 𝑟𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)]𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0
𝑏𝑢𝑥𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 . (11)

Если 𝑎(𝑙, 𝑡)𝜌 = 𝑎(0, 𝑡), 𝜌𝜎𝑏 (𝑙, 𝑡) = 𝑏 (0, 𝑡), то

1
2

∫ 𝑙

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑎𝑢2

𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏𝑢2
𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)

]
𝑑𝑥 =

=
1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑎𝑡𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑡𝑢𝑥𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡 −
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
∫ 𝜏

0
𝑎(𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢 (0, 𝑡)𝑑𝑡 −

∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 (0, 𝑡)𝑑𝑡 .

Преобразуем два последних интеграла

−
∫ 𝜏

0
𝑎(𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢 (0, 𝑡)𝑑𝑡 =

1
2

∫ 𝜏

0
𝑎𝑡 (𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝑡)𝑑𝑡 − 1

2
𝑎(𝑙, 𝜏)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝜏);
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−
∫ 𝜏

0
𝑏 (𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢𝑡 (0, 𝑡)𝑢 (0, 𝑡)𝑑𝑡 =

1
2

∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝑡)𝑑𝑡 − 1

2
𝑏 (𝑙, 𝜏)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝜏).

Тогда
1
2

∫ 𝑙

0

[
𝑢2
𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑎𝑢2

𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑏𝑢2
𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)

]
𝑑𝑥 =

=
1
2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑎𝑡𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑡𝑢𝑥𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡 −
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0
𝑎𝑡 (𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝑡)𝑑𝑡+

+
∫ 𝜏

0
𝑏𝑡 (𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝑡)𝑑𝑡 − 𝑎(𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝑡) − 𝑏 (𝑙, 𝑡)𝜌𝑟𝑢2 (0, 𝑡). (12)

Так как 𝜌𝑟 ≥ 0, то тогда из (12) следует неравенство∫ 𝑙

0
[𝑢2 (𝑥, 𝜏 + 𝑢2

𝑡 (𝑥, 𝜏) + 𝑢2
𝑥 (𝑥, 𝜏) + 𝑢2

𝑥𝑡 (𝑥, 𝜏)]𝑑𝑥 ≤ 𝑀2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑢2 + 𝑢2

𝑡 + 𝑢2
𝑥 + 𝑢2

𝑥𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡,

которое получено в результате оценок, аналогичных проделанным в первом варианте. Применив лемму
Гронуолла, убеждаемся в том, что не может существовать более одного решения и в этом случае.

4. Заключение. Таким образом, была поставлена начально-краевая задача для уравнения четвертого
порядка с нелокальными краевыми условиями. Получены критерии единственности решения задачи
для уравнения, которое является обобщением уравнения Буссинеска – Лява, которые заключаются в
следующем. Если Δ = 𝛼11𝛼22 − 𝛼21𝛼12 ≠ 0, то критерием единственности является выполнение гипотез
H1-H3; если же Δ = 0, но Δ1 = 𝛽12𝛼22 − 𝛼12𝛽22 ≠ 0, то критерием единственности является выполнение
гипотез H4-H6.

Благодарность. Автор выражает благодарность Пулькиной Людмиле Степановне за помощь в поста-
новке задачи и внимание к работе.
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