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Аннотация. В работе изучена непрерывная ветвь нелинейной спектральной задачи с производными по «расщеп-
ленным» мерам. Получены достаточные условия непустоты множества неотрицательных значений, при каждом
из которых существует неотрицательное нетривиальное решение изучаемой нелинейной спектральной задачи
с разрывными решениями; показана монотонность решения по спектральному параметру; доказана сходимость
итерационной последовательности к решению. Трудности, возникающие при анализе, вызванные отсутствием
непрерывности у решения, мы преодолеваем с применением производных по мере. Используется также теория
положительных вполне непрерывных операторов, разработанная М.А. Красносельским.
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Abstract. This paper examines a continuous branch of a nonlinear spectral problem with derivatives with respect to "split"
measures. Sufficient conditions for the nonemptiness of the set of nonnegative values, for each of which a nonnegative,
nontrivial solution to the nonlinear spectral problem with discontinuous solutions exists, are obtained. The monotonicity of
the solution with respect to the spectral parameter is demonstrated; and the convergence of the iterative sequence to the
solution is proven. Difficulties arising in the analysis of a nonlinear boundary value problem with discontinuous solutions are
overcome using derivatives with respect to the measure. The resulting equation is then considered as a relationship between
the solution value and its derivatives up to a certain order, i.e., it becomes ordinary. This approach to treating equations
with nonsmooth and discontinuous solutions was proposed by Yu.V. Pokorny. The theory of positive completely continuous
operators developed by M.A. Krasnosel’skii is also used.
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1. Введение. В работах [1, 2] Ю. В. Покорным был предложен поточечеый подход для изучения
качественных свойств решенийкраевых задач снегладкимирешениями; исследование системЧебышева –
Хаара в теории разрывных ядер Келлога было предпринято в работе [3] Покорным Ю. В. и Боровских А. В.
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Поточечная трактовка краевой задачи, когда уравнение в каждой точке трактуется как связь между
значением решения и ее производными до некоторого порядка (в отличие от теории распределения),
позволил построить точную параллель классической теории ОДУ [4].

Несмотря на ряд нерешенных проблем (например, умножение обобщенной функции на разрывную
и т. д. [5]), теория обобщенных функций незаменима в спектральных вопросах [6, 7, 8, 9] и множестве
других.

2. Некоторые сведения о производных и интеграле по «расщепленным» мерам. Для удобства
читателей приведем определения и некоторые сведения о производных и интеграле по «расщепленным»
мерам, более подробные сведения о которых можно найти в [10].

Пусть 𝜇 (𝑥) — строго возрастающая на [0; ℓ] функция, определенная в каждой точке отрезка [0; ℓ].
При этом мы предполагаем, что множество 𝑆 (𝜇) точек разрыва функции 𝜇 (𝑥) непусто, т. е. 𝑆 (𝜇) ≠ ∅, и
Δ−𝜇 (𝜉) ≠ Δ+𝜇 (𝜉) хотя бы для одной точки 𝜉 , принадлежащей множеству 𝑆 (𝜇). Здесь и далее, через Δ−𝜇 (𝜉)
и Δ+𝜇 (𝜉) обозначены левый и правый скачки функции 𝜇 (𝑥) в точке 𝜉 , т. е. Δ−𝜇 (𝜉) = 𝜇 (𝜉) − 𝜇 (𝜉 − 0) и
Δ+𝜇 (𝜉) = 𝜇 (𝜉 + 0) − 𝜇 (𝜉). Таким образом, мера в точке 𝜉 ∈ 𝑆 (𝜇), в которой Δ−𝜇 (𝜉) ≠ Δ+𝜇 (𝜉) «расщеплена»
на два значения.

Нам удобней считать, что 𝜇 (𝑥) определена на множестве [0; ℓ]𝜇 , в котором каждая точка 𝜉 ∈ 𝑆 (𝜇)
заменена на тройку собственных элементов (см., напр., [4]). Так как для восстановления функции
(с точностью до постоянной константы) после дифференцирования, необходимо «помнить» оба скачка
функции 𝑢 (𝑥), которые вообще говоря различны, то производная функции 𝑢 (𝑥) по мере 𝜇 (𝑥), которую
мы обозначим через 𝑑𝑢

𝑑 [𝜇 ]2
, чтобы подчеркнуть, что она в точке 𝜉 принимает два упорядоченных значения,

определена на множестве [0; ℓ] (2)𝜇 (см. рисунок 1), в котором каждая точка 𝜉 ∈ 𝑆 (𝜇) заменена на пару
собственных значений (помимо предельных 𝜉 ± 0). Обозначать мы будем через 𝜏𝜉1 и 𝜏𝜉2 , причем

𝑑𝑢

𝑑 [𝜇]2
(𝜏𝜉1 ) =

Δ−𝑢 (𝜉)
Δ−𝜇 (𝜉) =

𝑢 (𝜉) − 𝑢 (𝜉 − 0)
𝜇 (𝜉) − 𝜇 (𝜉 − 0) ,

𝑑𝑢

𝑑 [𝜇]2
(𝜏𝜉2 ) =

Δ+𝑢 (𝜉)
Δ+𝜇 (𝜉) =

𝑢 (𝜉 + 0) − 𝑢 (𝜉)
𝜇 (𝜉 + 0) − 𝜇 (𝜉) .

Рис. 1. Структура множества [0; ℓ] (2)𝜇

Fig. 1. Structure of the set [0; ℓ] (2)𝜇

Рис. 2. Структура множества [0; ℓ] (3)𝜇

Fig. 2. Structure of the set [0; ℓ] (3)𝜇

Пусть на множестве [0; ℓ] (2)𝜇 определена функция 𝜎 (𝑥), которая порождает на нем меру. При диф-
ференцировании функции 𝑣 (𝑥) = 𝑢′[𝜇 ]2

(𝑥) по мере 𝜎 необходимо «помнить» уже три значения в точке

𝜉 ∈ 𝑆 (𝜇). Поэтому производная 𝑣 ′[𝜎 ]3
(𝑥) определена на множестве [0; ℓ] (3)𝜎 , в котором каждая точка разрыва

заменена на тройку (помимо предельных 𝜉 − 0 и 𝜉 + 0) собственных значений 𝜏𝜉1 , 𝜏
𝜉

2 и 𝜏𝜉3 (см. рисунок 2).
При этом [𝜎]3–производная функции 𝑣 (𝑥) в точках 𝜏𝜉𝑗 ( 𝑗 = 1, 2, 3) определяется следующим образом:

𝑑𝑣

𝑑 [𝜎]3
(𝜏𝜉1 ) =

𝑣 (𝜏𝜉1 ) − 𝑣 (𝜉 − 0)
𝜎 (𝜏𝜉1 ) − 𝜎 (𝜉 − 0)

,
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𝑑𝑣

𝑑 [𝜎]3
(𝜏𝜉2 ) =

𝑣 (𝜏𝜉2 ) − 𝑣 (𝜏
𝜉

1 )
𝜎 (𝜏𝜉2 ) − 𝜎 (𝜏

𝜉

1 )
,

𝑑𝑣

𝑑 [𝜎]3
(𝜏𝜉3 ) =

𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜏𝜉2 )
𝜎 (𝜉 + 0) − 𝜎 (𝜏𝜉2 )

.

На рисунках 1 и 2 показана структура множеств [0; ℓ] (2)𝜇 и [0; ℓ] (3)𝜎 соответственно. При этом естественно
считать, что 𝜉 − 0 < 𝜏

𝜉

1 < 𝜉 < 𝜏
𝜉

2 < 𝜉 + 0 для всех точек разрыва функции 𝜇 (𝑥).
Всюду далее мы будем предполагать, что концевые точки отрезка [0; ℓ] являются точками непрерыв-

ности функции 𝜇 (𝑥), а, следовательно, и функций 𝑢 (𝑥) и 𝑣 (𝑥).
В дальнейшем, чтобы не затенять сути дела, мы будем предполагать, что множества точек разрыва

функций 𝑢 (𝑥) и 𝑣 (𝑥) совпадают, и записывать это следующим образом: 𝑆 (𝑢) = 𝑆 (𝑣).
Пусть даны две функции 𝑢 (𝑥) и 𝑣 (𝑥), первая из них определена на множестве [0; ℓ] (3)𝜎 , а вторая –

на [0; ℓ] (2)𝜇 ; обе они являются функциями с конечным изменением на [0; ℓ] (3)𝜎 и [0; ℓ] (2)𝜇 соответственно.
Тогда множество точек разрыва у каждой из них не более чем счетно.

На множестве [0; ℓ] (2)𝜇 определим функцию 𝑣𝑠 (𝑥) следующим образом:

𝑣𝑠 (0) = 0;

если 𝑥 не совпадает ни с одной из точек 𝜏𝜉
𝑖
ни при каком 𝜉 ∈ 𝑆 (𝑣) и 𝑖 = 1, 2, то

𝑣𝑠 (𝑥) =
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝑣)
𝜉<𝑥

(𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜉 − 0)) ;

если 𝑥 = 𝜏
𝜉

1 при некотором 𝜉 ∈ 𝑆 (𝑣), то

𝑣𝑠 (𝑥) =
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝑣)
𝜉<𝑥

(𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜉 − 0)) + 𝑣 (𝜏𝜉1 ) − 𝑣 (𝜉 − 0);

если 𝑥 = 𝜏
𝜉

2 при некотором 𝜉 ∈ 𝑆 (𝑣), то

𝑣𝑠 (𝑥) =
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝑣)
𝜉<𝑥

(𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜉 − 0)) + 𝑣 (𝜏𝜉2 ) − 𝑣 (𝜉 − 0).

Как и в классическом случае, эту функцию мы назовем функцией скачков. Очевидно, что 𝑣0 (𝑥) =
𝑣 (𝑥) − 𝑣𝑠 (𝑥) непрерывна на [0; ℓ] (2)𝜇 .

Положим

ℓ∫
0

𝑢 𝑑 [𝑣]2 =

ℓ∫
0

𝑢 𝑑𝑣0 +
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝜇 )

[
𝑢

(
𝜏
𝜉

1

) (
𝑣

(
𝜏
𝜉

1

)
− 𝑣 (𝜉 − 0)

)
+

+ 𝑢
(
𝜏
𝜉

2

) (
𝑣

(
𝜏
𝜉

2

)
− 𝑣

(
𝜏
𝜉

1

))
+ 𝑢 ()

(
𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣

(
𝜏
𝜉

2

))]
. (1)

Первый интеграл в правой части (1) понимается по Лебегу – Стилтьесу (а так как функция 𝑣0 (𝑥)
непрерывна в классическом смысле, то он будет существовать и в смысле Римана – Стилтьеса). Интеграл,
определенный равенством (1), мы назовем 𝜋2–интегралом.

Введем еще один интеграл
ℓ∫

0

𝑣 𝑑 [𝑢]∗2 = 𝑢𝑣

���ℓ
0
−

ℓ∫
0

𝑢 𝑑 [𝑣]2,

где 𝑢𝑣
���ℓ
0
= 𝑢 (ℓ)𝑣 (ℓ) − 𝑢 (0)𝑣 (0), который мы будем называть 𝜋∗

2–интегралом.
Нетрудно видеть, что введенные термины обладают всеми свойствами интеграла. Более того, если

одна из функций непрерывна на всем отрезке [0; ℓ] введенный интеграл численно совпадает с интегралом
Римана – Стилтьеса.

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.1. [10] Пусть 𝑆 (𝑢) = 𝑆 (𝑣). Если 𝑢𝑠 (𝑥) – функция скачков функции 𝑢 (𝑥), построенная так же,
как и 𝑣𝑠 (𝑥), а 𝑢0 (𝑥) = 𝑢 (𝑥) − 𝑢𝑠 (𝑥) – непрерывная составляющая функции 𝑢 (𝑥), то справедливо равенство

ℓ∫
0

𝑣 𝑑 [𝑢]∗2 =

ℓ∫
0

𝑣 𝑑𝑢0 +
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝜇 )

[
𝑣 (𝜉 − 0)

(
𝑢

(
𝜏
𝜉

1

)
− 𝑢 (𝜉 − 0)

)
+

+ 𝑣
(
𝜏
𝜉

1

) (
𝑢

(
𝜏
𝜉

2

)
− 𝑢

(
𝜏
𝜉

1

))
+ 𝑣

(
𝜏
𝜉

2

) (
𝑢

(
𝜏
𝜉

3

)
− 𝑢

(
𝜏
𝜉

2

))
+

+ 𝑣 (𝜉 + 0)
(
𝑢 (𝜉 + 0) − 𝑢

(
𝜏
𝜉

2

))]
.

Теорема 2.2. [10] Пусть 𝑆 (𝑢) = 𝑆 (𝑣). Если 𝑢𝑠 (𝑥) – функция скачков функции 𝑢 (𝑥), построенная так же,
как и 𝑣𝑠 (𝑥), а 𝑢0 (𝑥) = 𝑢 (𝑥) − 𝑢𝑠 (𝑥) – непрерывная составляющая функции 𝑢 (𝑥), то справедливо равенство

ℓ∫
0

𝑣 𝑑 [𝑢]∗1 =

ℓ∫
0

𝑣 𝑑𝑢0 +
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝜇 )

[
𝑣 (𝜉 − 0)

(
𝑢

(
𝜏
𝜉

1

)
− 𝑢 (𝜉 − 0)

)
+

+ 𝑣

(
𝜏𝜉

) (
𝑢

(
𝜏
𝜉

2

)
− 𝑢

(
𝜏
𝜉

1

))
+ 𝑣 (𝜉 + 0)

(
𝑢 (𝜉 + 0) − 𝑢

(
𝜏
𝜉

2

))]
.

Также вводятся 𝜋1– и 𝜋∗
1–интегралы, которые нам понадобятся.

Пусть даны две функции 𝑢 (𝑥) и 𝑣 (𝑥), первая из них определена на множестве [0; ℓ] (2)𝜇 , а вторая – на

[0; ℓ]𝜇 ; обе они являются функциями с конечным изменением на [0; ℓ] (2)𝜇 и [0; ℓ]𝜇 соответственно. Тогда
множество точек разрыва у каждой из них не более чем счетно.

На множестве [0; ℓ]𝜇 определим функцию 𝑣𝑠 (𝑥) следующим образом:

𝑣𝑠 (0) = 0;

если 𝑥 не совпадает ни с одной из точек 𝜏𝜉 ни при каком 𝜉 ∈ 𝑆 (𝑣), то

𝑣𝑠 (𝑥) =
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝑣)
𝜉<𝑥

(𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜉 − 0)) ;

если 𝑥 = 𝜏𝜉 при некотором 𝜉 ∈ 𝑆 (𝑣), то

𝑣𝑠 (𝑥) =
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝑣)
𝜉<𝑥

(𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜉 − 0)) + 𝑣 (𝜏𝜉 ) − 𝑣 (𝜉 − 0).

Как и в классическом случае, эту функцию мы назовем функцией скачков. Очевидно, что 𝑣0 (𝑥) =
𝑣 (𝑥) − 𝑣𝑠 (𝑥) непрерывна на [0; ℓ]𝜇 .

Положим

ℓ∫
0

𝑢 𝑑 [𝑣]1 =

ℓ∫
0

𝑢 𝑑𝑣0 +
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝜇 )

[
𝑢

(
𝜏
𝜉

1

) (
𝑣

(
𝜏𝜉

)
− 𝑣 (𝜉 − 0)

)
+ 𝑢

(
𝜏
𝜉

2

) (
𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣

(
𝜏𝜉

))]
. (2)

Первый интеграл в правой части (2) понимается по Лебегу – Стилтьесу (а так как функция 𝑣0 (𝑥)
непрерывна в классическом смысле, то он будет существовать и в смысле Римана – Стилтьеса). Интеграл,
определенный равенством (2), мы назовем 𝜋1–интегралом.

Введем еще один интеграл
ℓ∫

0

𝑣 𝑑 [𝑢]∗1 = 𝑢𝑣

���ℓ
0
−

ℓ∫
0

𝑢 𝑑 [𝑣]1,

где 𝑢𝑣
���ℓ
0
= 𝑢 (ℓ)𝑣 (ℓ) − 𝑢 (0)𝑣 (0), который мы будем называть 𝜋∗

1–интегралом.
Нетрудно видеть, что введенные термины обладают всеми свойствами интеграла. Более того, если

одна из функцийнепрерывна на всем отрезке [0; ℓ], введенныйинтеграл численно совпадает с интегралом
Римана – Стилтьеса.

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.3 [10] Пусть 𝑆 (𝑢) = 𝑆 (𝑣). Если 𝑢𝑠 (𝑥) – функция скачков функции 𝑢 (𝑥), построенная так же,
как и 𝑣𝑠 (𝑥), а 𝑢0 (𝑥) = 𝑢 (𝑥) − 𝑢𝑠 (𝑥) – непрерывная составляющая функции 𝑢 (𝑥), то справедливо равенство

ℓ∫
0

𝑣 𝑑 [𝑢]∗1 =

ℓ∫
0

𝑣 𝑑𝑢0 +
∑︁

𝜉∈𝑆 (𝜇 )

[
𝑣 (𝜉 − 0)

(
𝑢

(
𝜏
𝜉

1

)
− 𝑢 (𝜉 − 0)

)
+

+ 𝑣

(
𝜏𝜉

) (
𝑢

(
𝜏
𝜉

2

)
− 𝑢

(
𝜏
𝜉

1

))
+ 𝑣 (𝜉 + 0)

(
𝑢 (𝜉 + 0) − 𝑢

(
𝜏
𝜉

2

))]
. (3)

Отметим, что введенные 𝜋∗
1– и 𝜋∗

2–интегралы невозможно свести к обычному интегралу Лебега –
Стилтьеса по некоторому вспомогательному заряду ввиду того, что мера точек разрыва функции 𝜇 (𝑥)
«расщеплена» на несколько частей, и мера крайних частей умножается на значение, ранее бывшее
предельным.

3. Оценки функции Грина задачи с «расщеплёнными» мерами. Генезис краевой задачи, которая
обсуждается ниже, можно найти в [10].

Дадим ряд важных определений.
Определение 3.1. Функцию 𝑢 (𝑥), определенную на [0; ℓ]𝜇 , назовем 𝜇-непрерывной в точке 𝑥0 ∈ [0; ℓ]𝜇 ,

если для любого 𝜀 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 , удовлетворяющих неравенству
|𝜇 (𝑥) − 𝜇 (𝑥0) | < 𝛿 справедливо |𝑢 (𝑥) − 𝑢 (𝑥0) | < 𝜀.

Определение 3.2. Функцию 𝑢 (𝑥) будем называть 𝜇-непрерывной на [0; ℓ]𝜇 , если она 𝜇-непрерывна в
каждой точке этого множества.

Множество 𝜇-непрерывных на [0; ℓ]𝜇 функций мы обозначим через 𝐶𝜇 [0; ℓ]𝜇 . Очевидно, что если это
множество снабдить нормой ∥𝑢∥𝜇 = max

𝑥∈[0;ℓ ]𝜇
|𝑢 (𝑥) |, то оно становится банаховым пространством.

Определение 3.3.Функцию 𝐹 (𝑥) назовем 𝜇-абсолютно непрерывной на множестве [0; ℓ]𝜇 , если для всякого
положительного 𝜀 найдется такое 𝛿 > 0, что для произвольной системы неперекрывающихся интервалов{
(𝛼𝑖 ; 𝛽𝑖 )𝜇

}𝑖=𝑛
𝑖=1

, для которой
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜇 (𝛽𝑖 ) − 𝜇 (𝛼𝑖 )) < 𝛿

выполняется ����� 𝑛∑︁
𝑖=1

(𝐹 (𝛽𝑖 ) − 𝐹 (𝛼𝑖 ))
����� < 𝜀.

Аналогично вводится понятие [𝜎]-абсолютно непрерывной на [0; ℓ] (2)𝜇 функции.
Решение изучаемых ниже краевых задач (и самих уравнений) мы ищем в классе 𝐸 – 𝜇-абсолютно

непрерывных на [0; ℓ]𝜇 функций, 𝜇-производная которых 𝜎-абсолютно непрерывна на [0; ℓ] (2)𝜇 .
Всюду в дальнейшем мы предполагаем выполненными следующие условия:
1) min

𝑥∈[0;ℓ ] (2)𝜇
𝑝 (𝑥) > 0;

2) 𝑄 (𝑥) не убывает на [0; ℓ] (2)𝜇 ;

3) функции 𝑝 (𝑥), 𝑄 (𝑥) и 𝐹 (𝑥) [𝜎]-абсолютно непрерывны на [0; ℓ] (2)𝜇 .
Пусть краевая задача {

− 𝑑
𝑑 [𝜎 ]3

(
𝑝 𝑑𝑢
𝑑 [𝜇 ]2

)
+ 𝑢 𝑑𝑄

𝑑 [𝜎 ]3
= 𝑑𝐹

𝑑 [𝜎 ]3
;

𝑢 (0) = 𝑢 (ℓ) = 0.
(4)

является невырожденной и однородное уравнение

𝐿𝑢 ≡ − 𝑑

𝑑 [𝜎]3

(
𝑝
𝑑𝑢

𝑑 [𝜇]2

)
+ 𝑢 𝑑𝑄

𝑑 [𝜎]3
= 0 (5)

не осциллирует на [0; ℓ]𝜇 .
Поясним понятия невырожденности краевой задачи и неосциляции однородного уравнения.
Будем говорить, что краевая задача (4) является невырожденной, если однородная задача (при

𝑑𝐹
𝑑 [𝜎 ]3

(𝑥) ≡ 0) имеет только тривиальное решение.
Точку 𝑠 , принадлежащую множеству [0; ℓ]𝜇 , мы назовем нулевой точкой решения 𝑢 (𝑥) однородного

уравнения, если 𝑢 (𝑠) = 0.
Точку 𝜏𝜉1 назовем нулевым местом решения 𝜑 (𝑥) однородного уравнения (5), если 𝜑 (𝜉 − 0) · 𝜑 (𝜉) < 0;

точку 𝜏𝜉2 назовем нулевым местом решения 𝜑 (𝑥) однородного уравнения (5), если 𝜑 (𝜉) · 𝜑 (𝜉 + 0) < 0.
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Нулевые точки и нулевые места мы будем называть нулями решения.
Нетрудно видеть, что краевая задача{

− 𝑑
𝑑 [𝜎 ]3

(
𝑑𝑢

𝑑 [𝜇 ]2

)
= 𝑑𝐹

𝑑 [𝜎 ]3
;

𝑢 (0) = 𝑢 (ℓ) = 0,
(6)

является невырожденной, и ее функция Грина имеет вид

𝑔(𝑥, 𝑠) = (𝜇 (min{𝑥, 𝑠}) − 𝜇 (0)) (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (max{𝑥, 𝑠}))
𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0) .

Так как однородное уравнение 𝐿𝑢 = 0 не осциллирует на [0; ℓ]𝜇 (что проверяется непосредственно), то
найдутся положительные константы 𝐶𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4), что для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 справедливы неравенства

𝐶1 (𝜇 (𝑥) − 𝜇 (0)) ⩽ 𝜑1 (𝑥) ⩽ 𝐶2 (𝜇 (𝑥) − 𝜇 (0)) , (7)

𝐶3 (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (𝑥)) ⩽ 𝜑2 (𝑥) ⩽ 𝐶4 (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (𝑥)) . (8)

Из неравенств (7) и (8) мы находим, что

𝐶1𝐶3 (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0))
−𝑊 [𝜑1, 𝜑2] (0)

· 𝑔(𝑥, 𝑠) ⩽ 𝐺 (𝑥, 𝑠) ⩽ 𝐶2𝐶4 (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0))
−𝑊 [𝜑1, 𝜑2] (0)

· 𝑔(𝑥, 𝑠),

где𝑊 [𝜑1, 𝜑2] (0) – аналог определителя Вронского [10].
Таким образом, доказана теорема.
Теорема 3.1. Пусть краевая задача (4) невырождена, однородное уравнение 𝐿𝑢 = 0 не осциллирует на

[0; ℓ]𝜇 ; 𝐺 (𝑥, 𝑠) и 𝑔(𝑥, 𝑠) – функции Грина задач (4) и (6) соответственно. Тогда существуют положительные
константы𝑚 и𝑀 , что для всех 𝑥 и 𝑠 , принадлежащих множеству [0; ℓ]𝜇 , выполнены неравенства

𝑚 · 𝑔(𝑥, 𝑠) ⩽ 𝐺 (𝑥, 𝑠) ⩽ 𝑀 · 𝑔(𝑥, 𝑠). (9)

Для функции Грина 𝑔(𝑥, 𝑠) достаточно очевидны неравенства (𝑥, 𝑠, 𝜏 ∈ [0; ℓ]𝜇 )

𝑔(𝑥, 𝑠) ⩾ 𝑢0 (𝑥)𝑔(𝜏, 𝑠), (10)

где 𝑢0 (𝑥) =
(𝜇 (𝑥) − 𝜇 (0)) (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (𝑥))

(𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0))2 ,

𝑢0 (𝑥) · 𝑣1 (𝑠) ⩽ 𝑔(𝑥, 𝑠) ⩽ 𝑢0 (𝑥) · 𝑣2 (𝑠), (11)

где 𝑣1 (𝑠) и 𝑣2 (𝑠) – положительные суммируемые функции.
Из неравенств (9), (10) и (11) мы получаем

𝐺 (𝑥, 𝑠) ⩾ 𝑢0 (𝑥) ·𝐺 (𝜏, 𝑠),

где 𝑢0 (𝑥) =
𝑚

𝑀
· 𝑢0 (𝑥),

𝑢0 (𝑥) · 𝑣̂1 (𝑠) ⩽ 𝐺 (𝑥, 𝑠) ⩽ 𝑢0 (𝑥) · 𝑣̂2 (𝑠),

𝑣̂1 (𝑠) =𝑀 · 𝑣1 (𝑠) и 𝑣̂2 (𝑠) =
𝑀2

𝑚
𝑣2 (𝑠).

4. Нелинейные краевые задачи с производными по «расщепленным» мерам и монотонной
нелинейностью. Здесь приводятся условия на «монотонный» рост нелинейности 𝑓 (𝑥,𝑢), для которой
краевая задача {

𝐿𝑢 ≡ − 𝑑
𝑑 [𝜎 ]3

(
𝑝 𝑑𝑢
𝑑 [𝜇 ]2

)
+ 𝑢 𝑑𝑄

𝑑 [𝜎 ]3
= 𝜆𝑓 (𝑥,𝑢),

𝑢 (0) = 𝑢 (ℓ) = 0,
(12)

(𝜆 – спектральный параметр), может иметь не более одного нетривиального неотрицательного решения,
т. е. решения, принадлежащего конусу 𝐾 неотрицательных на [0; ℓ]𝜇 функций.

Нелинейное уравнение из (12) в точках разрыва понимается как три равенства:

−
[(
𝑝𝑢′[𝜇 ]2

)
(𝜏𝜉1 ) −

(
𝑝𝑢′[𝜇 ]2

)
(𝜉 − 0)

]
+ 𝑢 (𝜉 − 0)

[
𝑄 (𝜏𝜉1 ) −𝑄 (𝜉 − 0)

]
= 𝜆𝑓 (𝜏𝜉1 , 𝑢 (𝜉 − 0))·) (𝜎 (𝜏𝜉1 ) − 𝜎 (𝜉 − 0)),

−
[(
𝑝𝑢′[𝜇 ]2

)
(𝜏𝜉2 ) −

(
𝑝𝑢′[𝜇 ]2

)
(𝜏𝜉1 )

]
+ 𝑢 (𝜉)

[
𝑄 (𝜏𝜉2 ) −𝑄 (𝜏𝜉1 )

]
= 𝜆𝑓 (𝜏𝜉2 , 𝑢 (𝜉)) (𝜎 (𝜏

𝜉

2 ) − 𝜎 (𝜏
𝜉

1 )),

−
[(
𝑝𝑢′[𝜇 ]2

)
(𝜉 + 0) −

(
𝑝𝑢′[𝜇 ]2

)
(𝜏𝜉2 )

]
+ 𝑢 (𝜉 + 0)

[
𝑄 (𝜉 + 0) −𝑄 (𝜏𝜉2 )

]
= 𝜆𝑓 (𝜏𝜉3 , 𝑢 (𝜉 + 0)) (𝜎 (𝜉 + 0) − 𝜎 (𝜏𝜉2 )).

Теорема 4.1. Пусть выполнены следующие условия:
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1. уравнение 𝐿𝑢 = 0 не осциллирует на [0; ℓ]𝜇 ;

2. 𝑓 (𝑥, 0) ≡ 0;

3. 𝑓 (𝑥,𝑢) не убывает по и при 𝑢 ⩾ 0 и каждом 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 ;

4. 𝑓 (𝑥,𝑢 )
𝑢

убывает по 𝑢 при 𝑢 > 0;

5. оператор суперпозиции, порождаемый функцией 𝑓 (𝑥,𝑢0 (𝑥)𝑢), непрерывно действует из 𝐶𝜇 [0; ℓ]𝜇 в
𝐿𝑝,𝜇 [0; ℓ]𝜇 при некотором 𝑝 ∈ (1;+∞].

Тогда множество Λ неотрицательных значений 𝜆, при которых задача (12) имеет хотя бы одно нетриви-
альное в 𝐾 решение, обладает следующими свойствами:

(i) Множество Λ непусто и совпадает с некоторым интервалом (𝜆0, 𝜆∞), при 0 ⩽ 𝜆0 < 𝜆∞ ⩽ +∞;

(ii) Каждому 𝜆 ∈ Λ отвечает лишь одно решение 𝑢 (𝑥, 𝜆) ∈ 𝐾 задачи (12), и lim
𝜆→𝜆0

∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 = 0,

lim
𝜆→𝜆∞

∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 =∞.

(iii) Функция 𝑢 (𝑥, 𝜆) монотонна по 𝜆: при всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 справедливо неравенство

(𝜆1 − 𝜆2) (𝑢 (𝑥, 𝜆1) − 𝑢 (𝑥, 𝜆2)) ⩾ 0.

(iv) При каждом фиксированном 𝜆∗ ∈ Λ для любого начального приближения 𝑢0 (𝑥) итерационная последова-
тельность {𝑢𝑛 (𝑥)}∞𝑛=0, определяемая как решение задачи{

𝐿𝑢 = 𝜆∗ 𝑓 (𝑥,𝑢𝑛−1 (𝑥)),
𝑢 (0) = 𝑢 (ℓ) = 0,

𝑛 = 1, 2, . . ., равномерно сходится к 𝑢 (𝑥, 𝜆∗).
Доказательство. Так как 𝑓 (𝑥,𝑢) не убывает по 𝑢 при 𝑢 ⩾ 0 и 𝑓 (𝑥, 0) ≡ 0, то 𝑓 (𝑥,𝑢) ⩾ 0 для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇
и𝑢 ⩾ 0; из убывания 𝑓 (𝑥,𝑢 )

𝑢
при𝑢 > 0 вытекает, что если краевая задача (12) разрешима в 𝐾 при некотором

𝜆 > 0, то ее решение 𝑢 (𝑥, 𝜆) принадлежит внутренности 𝐾𝑢0 =

{
𝑢 ∈ 𝐾 : inf

𝑥∈ (0;ℓ )𝜇

𝑢 (𝑥 )
𝑢0 (𝑥 )

}
.

Покажем, что Λ является непустым множеством. Для этого достаточно доказать, что хотя бы при
каком-то 𝜆 > 0 существует нетривиальное решение, принадлежащее 𝐾 , уравнения 𝑢 = 𝜆𝐴𝑢, где 𝐴 =𝐺𝐹 и

(𝐺𝑓 ) (𝑥) =
ℓ∫

0

𝐺 (𝑥, 𝑠)
𝑢0 (𝑥)

𝑓 (𝑠) 𝑑 [𝜎 (𝑠)], (𝐹𝑢) (𝑥) = 𝑓 (𝑥,𝑢0 (𝑥)𝑢 (𝑥)). Оператор

𝐴
(𝑟 )
𝑘
𝑣 =

𝑘𝐴𝑣 + 𝑣0

∥𝑘𝐴𝑣 + 𝑣0∥𝐶𝜇
· 𝑟,

𝑣0 (𝑥) ≡ 1, 𝑣 (𝑥) = 𝑢 (𝑥 )
𝑢0 (𝑥 ) , где 𝑟 – положительное фиксированное число, 𝑘 = 1, 2, . . ., в условиях теоремы

действует и вполне непрерывен в 𝐶𝜇 [0; ℓ]𝜇 , оставляет инвариантным конус 𝐾 . Более того, 𝐴 (𝑟 )
𝑘

вполне
непрерывен на 𝐾 , так как норма в𝐶𝜇 [0; ℓ]𝜇 монотонна: ∥𝑘𝐴𝑣 + 𝑣0∥𝐶𝜇 ⩾ ∥𝑣0∥𝐶𝜇 при 𝑣 (𝑥) ⩾ 0; преобразует 𝐾
в единичную сферу пространства 𝐶𝜇 [0; ℓ]𝜇 . Поэтому 𝐴

(𝑟 )
𝑘

оставляет инвариантным множество функций
𝑣 (𝑥) ∈ 𝐾 , для которых ∥𝑢∥𝐶𝜇 ⩽ 1, которое, как нетрудно видеть, ограниченно, выпукло и замкнуто.
Вследствие принципа Шаудера у 𝐴 (𝑟 )

𝑘
существует точка 𝑣𝑘 : 𝐴

(𝑟 )
𝑘
𝑣𝑘 = 𝑣𝑘 . Вспоминая определения 𝐴 (𝑟 )

𝑘
,

последнее равенство перепишем в следующем виде:

𝑟 (𝐴𝑣𝑘 ) (𝑥) +
𝑟

𝑘
= 𝜁𝑘𝑣𝑘 (𝑥), (13)

где 𝜁𝑘 =


𝐴𝑣𝑘 + 1

𝑘




𝐶𝜇
. Из компактности 𝐴 и равенства ∥𝑣𝑘 ∥𝐶𝜇 = 𝑟 следует, что последовательности {𝜁𝑘𝑣𝑘 } и

{𝜁𝑘 } компактны. Покажем, что inf
𝑘
{𝜁𝑘 } > 0. Если предположить противное: inf

𝑘
{𝜁𝑘 } = 0, то из (13) вытекает

положительность 𝑢𝑘 (𝑥) для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 . Поэтому𝑚𝑘 = inf
𝑥∈ (0;ℓ )𝜇

𝑣𝑘 (𝑥) > 0. Так как ∥𝑣𝑘 ∥𝐶𝜇 ⩽ 𝑟 , то𝑚𝑘 ⩽ 𝑟 .

Если 𝑚𝑘 = 𝑟 при некотором 𝑘 , то 𝑣𝑘 (𝑥) ≡ 𝑟 и (𝐴𝑣𝑘 ) (𝑥) =
(
𝜁𝑘

𝑟
− 1
𝑘

)
𝑣𝑘 (𝑥) и доказательство непустоты Λ
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на этом завершилось (следует отметить, что предположение𝑚𝑘 = 𝑟 никак не связанно со сделанным
предположением inf

𝑘
{𝜁𝑘 } = 0).

Значит, можно считать 𝑚𝑘 < 𝑟 . Так как 𝑓 (𝑥,𝑢) убывает по 𝑢, то 𝑓 (𝑥, 𝑟 ) ⩽ 1
𝑚𝑘
𝑓 (𝑥,𝑚𝑘 ) при всех

𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 ; из неубывания 𝑓 (𝑥,𝑢) по 𝑢 и неравенства 𝑣𝑘 (𝑥) ⩾ 𝑚𝑘 вытекает 𝑓 (𝑥, 𝑣𝑘 (𝑥)) ⩾ 𝑓 (𝑥,𝑚𝑘 ). Поэтому
𝑓 (𝑥, 𝑟 ) ⩽ 1

𝑚𝑘
𝑓 (𝑥, 𝑣𝑘 (𝑥)) для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 . Тогда в силу положительности оператора 𝐺 имеем

1
𝑚𝑘

(𝐴𝑣𝑘 ) (𝑥) − (𝐴𝑣0) (𝑥) =𝐺
(

1
𝑚𝑘

𝑓 (𝑥, 𝑣𝑘 ) (𝑥)) − 𝑓 (𝑥, 𝑟 )
)
⩾ 0.

Отсюда и из (13) вытекает неравенство 𝑣𝑘 (𝑥) ⩾
𝑟𝑚𝑘

𝜁𝑘
(𝐴𝑣0) (𝑥), справедливое для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 . Поэтому

𝑚𝑘 ⩾ 𝑟𝑚𝑘

𝜁𝑘
(𝐴𝑣0) (𝑥), следовательно, 𝜁𝑘 ⩾ 𝑟 (𝐴𝑣0) (𝑥), что вместе с предположением inf

𝑘
{𝜁𝑘 } = 0, означает

min
𝑥

(𝐴𝑣0) (𝑥) = 0, чего заведомо не может быть. Таким образом, inf
𝑘
{𝜁𝑘 } > 0.

Как отмечалось ранее, последовательности {𝜁𝑘𝑣𝑘 } и {𝜁𝑘 } компактны. Так как inf
𝑘
{𝜁𝑘 } > 0, то после-

довательность {𝑣𝑘 } также компактна. Выделяя из {𝑣𝑘 } сходящуюся подпоследовательность, из {𝜁𝑘 } –
последовательность {𝜁𝑘𝑚 }, которая сходится к 𝜁0, из (13) будем иметь

𝑟𝐴𝑣𝑘𝑚 + 𝑟

𝑘𝑚
= 𝜁𝑘𝑚𝑣𝑘𝑚 , (14)

при этом 𝑣𝑘𝑚 (𝑥)
[0;ℓ ]𝜇
⇒ 𝑤0 (𝑥). Переходя в (14) к пределу 𝑚 → ∞, получим 𝐴𝑤0 =

𝜁0
𝑟
𝑤0, и непустота Λ

доказана.
Так как ∥𝑣𝑘 ∥𝐶𝜇 = 𝑟 , то и норма ∥𝑤0∥𝐶𝜇 = 𝑟 . А так как 𝑟 – произвольное положительное число, то этим

доказано, что при некотором 𝜆 уравнение 𝑢 = 𝜆𝐴 имеет в 𝐾 решение с нормой 𝑟 , т. е. множество значений
∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 на Λ заполняет (0,∞).

Покажем теперь, что для каждого 𝜆 ∈ Λ задача (12) имеет в 𝐾 ровно одно неотрицательное решение.
Пусть 𝑣 (𝑥) и 𝑤 (𝑥) – различные решения из 𝐾 краевой задачи (12), отвечающие некоторому 𝜆 ∈ Λ.
Очевидно 𝜆 > 0. (Ниже будет показано, что Λ = (𝜆0, 𝜆∞)). Так как всякое решение 𝑢 (𝑥) задачи (12), в
силу условий теоремы, принадлежит внутренности конуса 𝐾𝑢0 , то при некоторых положительных и
конечных 𝛼 и 𝛽 справедливы неравенства 𝛼 ⩽ 𝑢 (𝑥 )

𝑢0 (𝑥 ) ⩽ 𝛽 для всех 𝑥 ∈ (0; ℓ)𝜇 . Поэтому функция 𝑣 (𝑥 )
𝑤 (𝑥 ) строго

положительна на (0; ℓ)𝜇 . Без ограничения общности мы можем считать, что неравенство 𝑣 (𝑥 )
𝑤 (𝑥 ) > 1 при

некоторых 𝑥 ∈ (0; ℓ)𝜇 нарушается, так как в противном случае поменяем 𝑣 (𝑥) и 𝑤 (𝑥) местами. Тогда
для величины æ = inf

𝑥∈ (0;ℓ )𝜇
𝑣 (𝑥 )
𝑤 (𝑥 ) справедливо двойное неравенство 0 < æ < 1. Функции 𝑣̃ (𝑥) = 𝑣 (𝑥 )

𝑢0 (𝑥 ) и

𝑤 (𝑥) = 𝑤 (𝑥 )
𝑢0 (𝑥 ) удовлетворяют нелинейному интегральному уравнению

𝑢 (𝑥) = 𝜆
ℓ∫

0

𝐺 (𝑥, 𝑠) 𝑓 (𝑠,𝑢0 (𝑠)𝑢 (𝑠)) 𝑑 [𝜎 (𝑠)],

где 𝑢 (𝑥) =
𝑢 (𝑥 )
𝑢0 (𝑥 ) и 𝐺 (𝑥, 𝑠) =

𝐺 (𝑥,𝑠 )
𝑢0 (𝑥 ) . Более того, 𝑣̃ (𝑥) и 𝑤 (𝑥) положительны на (0; ℓ)𝜇 . Так как функция

𝑓 (𝑥,𝑢 )
𝑢

убывает по 𝑢, то 1
æ 𝑓 (𝑥,æ𝑤 (𝑥)) ⩾ 𝑓 (𝑥,𝑤 (𝑥)) для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 ; ввиду положительности 𝑤 (𝑥) на

(0; ℓ)𝜇 последнее неравенство является строгим почти всюду (в смысле меры 𝜎). Из определения æ
следует 𝑣̃ (𝑥) ⩾ æ𝑤 (𝑥), что вместе с неубыванием 𝑓 (𝑥,𝑢) по 𝑢 нам дает 𝑓 (𝑥, 𝑣̃ (𝑥)) ⩾ 𝑓 (𝑥, 𝜁𝑘𝑤 (𝑥)) для всех
𝑥 , принадлежащих [0; ℓ]𝜇 . Тогда функция 𝑤 (𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑣̃ (𝑥)) − 𝑓 (𝑥,æ𝑤 (𝑥)) положительна на множестве
полной 𝜇-меры из [0; ℓ]𝜇 . Отсюда, в сочетании с сильной положительностью интегрального оператора
𝐺 (𝑥, 𝑠), с ядром 𝐺 (𝑥, 𝑠) =

𝐺 (𝑥,𝑠 )
𝑢0 (𝑥 ) , следует неравенство (𝐺𝑤) (𝑥) > 0 на [0; ℓ]𝜇 , т. е. (𝐺𝑤) (𝑥) ⩾ æ̃0 при

некотором положительном æ̃0. Последнее означает, что 𝑣̃ (𝑥) −æ𝑤 (𝑥) = (𝐺𝑤) (𝑥) ⩾ 𝜆æ̃0 для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 .
Значит, 𝑣̃ (𝑥 )

𝑤 (𝑥 ) =
𝑣 (𝑥 )
𝑤 (𝑥 ) ⩾ æ̃0 + 𝜆æ̃0

∥𝑤 ∥𝐶𝜇
, что противоречит определению числа æ̃0.

Покажем монотонность𝑢 (𝑥, 𝜆) на Λ. Пусть 𝜆1, 𝜆2 ∈ Λ и 𝜆1 < 𝜆2. Положим𝑢1 (𝑥) = 𝑢 (𝑥,𝜆1 )
𝑢0 (𝑥 ) и𝑢2 (𝑥) = 𝑢 (𝑥,𝜆2 )

𝑢0 (𝑥 ) .

Докажем, что величина𝑚0 = inf
0<𝑥<ℓ

𝑢2 (𝑥)
𝑢1 (𝑥)

не меньше единицы. Предположим противное:𝑚0 < 1. Тогда из

неравенства 𝑢2 (𝑥) ⩾ 𝑚0𝑢1 (𝑥) следует

1
𝑚0

𝑓 (𝑥,𝑢0 (𝑥)𝑢2 (𝑥)) ⩾
1
𝑚0

𝑓 (𝑥,𝑚0𝑢0 (𝑥)𝑢1 (𝑥)) ⩾ 𝑓 (𝑥,𝑢0 (𝑥)𝑢1 (𝑥)).
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Следовательно,
1
𝑚0
𝑢2 (𝑥) =

𝜆2

𝑚0
(𝐴𝑢2) (𝑥) ⩾ 𝜆2 (𝐴𝑢1) (𝑥) =

𝜆2

𝜆1
𝑢1 (𝑥). Отсюда вытекает неравенство 𝑢2 (𝑥 )

𝑢1 (𝑥 ) ⩾

𝜆2
𝜆1
𝑚0, справедливое для всех 𝑥 ∈ (0; ℓ)𝜇 . Откуда, по определению𝑚0, следует неравенство 𝜆2 ⩽ 𝜆1, что

противоречит предположению.
Покажем теперь связность Λ. Пусть 𝜆1, 𝜆2 ∈ Λ, 𝜆1 < 𝜆2, 𝑢 (𝑥, 𝜆1) и 𝑢 (𝑥, 𝜆2) – решения (12) при 𝜆1, 𝜆2

соответственно. Покажем включение [𝜆1, 𝜆2] ⊂ Λ. Пусть 𝑣1 (𝑥) = 𝑢 (𝑥,𝜆1 )
𝑢0 (𝑥 ) , 𝑣2 (𝑥) = 𝑢 (𝑥,𝜆2 )

𝑢0 (𝑥 ) и 𝑣 (𝑥) = 𝑢 (𝑥 )
𝑢0 (𝑥 ) . Моно-

тонный оператор 𝐴𝜆𝑣 = 𝜆𝐴𝑣 оставляет инвариантным ограниченное замкнутое и выпуклое множество
функций 𝔐 =

{
𝑣 (𝑥) ∈ 𝐶𝜇 [0; ℓ]𝜇 |𝑣1 (𝑥) ⩽ 𝑣 (𝑥) ⩽ 𝑣2 (𝑥)

}
, действуя в 𝐶𝜇 [0; ℓ]𝜇 . Из полной непрерывности 𝐴

вытекает существование в 𝔐 у оператора 𝐴𝜆 неподвижной точки 𝑣𝜆 : 𝑣𝜆 = 𝐴𝜆𝑣𝜆 . Последнее равенство
означает что 𝑣𝜆 = 𝜆𝐴𝑣𝜆 , т. е. Λ – связное подмножество из R+.

Положив 𝜆0 = inf Λ и 𝜆∞ = supΛ, будем иметь Λ ⊂ [𝜆0; 𝜆∞]. Покажем, что 𝜆0 ∉ Λ. Если это не так,
то для 𝜆0 существует решение 𝑢 (𝑥, 𝜆0) краевой задачи (12). Как установлено ранее, для любого другого
решения 𝑢 (𝑥, 𝜆) краевой задачи (12) при 𝜆 ∈ Λ должно быть 𝑢 (𝑥, 𝜆) ⩾ 𝑢 (𝑥, 𝜆0) для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ], т. е.
∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 ⩾ ∥𝑢 (·, 𝜆0)∥𝐶𝜇 > 0 и функция ∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 не может принимать как угодно малых значений.
Аналогично доказывается, что 𝜆∞ ∉ Λ.

Как показано ранее, функция ∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 заполняет своими значениями промежуток (0;+∞), поэтому,
lim

𝜆→𝜆0+0
∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 = 0 и lim

𝜆→𝜆∞−0
∥𝑢 (·, 𝜆)∥𝐶𝜇 = +∞. Здесь мы использовали доказанные ранее пункты (i), (iii)

и монотонность нормы в 𝐶 [0; ℓ].
Осталось доказать последний пункт. Пусть 𝜆∗ ∈ Λ и 𝑢 (𝑥, 𝜆∗) – соответствующее решение (12).

Положим 𝑣∗ (𝑥) = 𝑢 (𝑥,𝜆∗ )
𝑢0 (𝑥 ) . Функция 𝑣

∗ (𝑥) удовлетворяет уравнению 𝑣 = 𝜆∗𝐴𝑣 , т. е. справедливо тождество
𝑣∗ = 𝜆∗𝐴𝑣∗. Пусть 𝑣0 (𝑥) – произвольная неотрицательная 𝜇-непрерывная на [0; ℓ]𝜇 функция. Покажем, что
последовательность {𝑣𝑛 (𝑥)}, где 𝑣𝑛 (𝑥) = 𝜆∗ (𝐴𝑣𝑛−1) (𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . ., равномерно сходится к 𝑣∗ (𝑥).

Так как функции 𝑣1 (𝑥) и 𝑣∗ (𝑥) положительны на [0; ℓ], то при некоторых 𝛼 и 𝛽 , удовлетворяющих
неравенствам 𝛼 < 1 < 𝛽 , имеет место (𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 )

𝑢1 (𝑥) = 𝛼𝑣
∗ (𝑥) ⩽ 𝑣1 (𝑥) = 𝜆∗ (𝐴𝑣0) (𝑥) ⩽ 𝛽𝑣∗ (𝑥) = 𝑢1 (𝑥). (15)

Из неубывания 𝑓 (𝑥,𝑢) и убывания 1
𝑢
𝑓 (𝑥,𝑢) по 𝑢 следует

(𝐴𝑢1) (𝑥) ⩾ 𝛼𝜆∗ (𝐴𝑣∗) (𝑥) = 𝛼𝑣∗ (𝑥) = 𝑢1 (𝑥)

и
𝑢1 (𝑥) = 𝛽𝑣∗ (𝑥) = 𝛽𝜆∗ (𝐴𝑣∗) (𝑥) ⩾ 𝜆∗ (𝐴𝑢1) (𝑥).

Поэтому из монотонности 𝐴 и из (15) вытекают неравенства

𝑢1 (𝑥) ⩽ 𝜆∗ (𝐴𝑢1) (𝑥) ⩽ 𝜆∗ (𝐴𝑢1) (𝑥) = 𝑢2 (𝑥) ⩽ 𝜆∗ (𝐴𝑢1) (𝑥) ⩽ 𝑢1 (𝑥).

Для последовательностей 𝑢
𝑛+1 (𝑥) = 𝜆∗ (𝐴𝑢𝑛) (𝑥) и 𝑢𝑛+1 (𝑥) = 𝜆∗ (𝐴𝑢𝑛) (𝑥) имеем 𝑢𝑛 ⩽ 𝑢

𝑛+1 ⩽ 𝑣𝑛 ⩽ 𝑢𝑛+1 ⩽ 𝑢𝑛
для всех 𝑛 = 1, 2, . . .. Тогда каждая последовательность, являясь монотонной и ограниченной, вследствие
компактности оператора 𝐴, сходится к неподвижной точке оператора 𝜆∗𝐴. Так как 𝑣∗ (𝑥) – единственная
неподвижная точка, то lim

𝑛→∞
𝑢
𝑛
= lim

𝑛→∞
𝑢𝑛 = 𝑣∗. Тогда последовательность 𝑣𝑛 , заключенная между 𝑢𝑛 и 𝑢𝑛 ,

также обязана сходиться к 𝑣∗. Теорема доказана.
Для случая, когда 𝑓 (𝑥,𝑢) непрерывно дифференцируема в окрестности нуля (по переменной 𝑢) и

в окрестности бесконечности (в смысле определения, приведенного ниже), интервал Λ может быть
эффективно указан.

Определение 4.1. Будем говорить, что функция 𝑓 (𝑥,𝑢) непрерывно дифференцируема в окрестности

бесконечности, если существует функция 𝑓 ′∞ (𝑥) такая, что 𝑓 (𝑥,𝑢 )
𝑢

[0;ℓ ]𝜇
⇒ 𝑓 ′∞ (𝑥) при 𝑢 → +∞.

Теорема 4.2. Числа 𝜆0 и 𝜆∞ являются минимальными собственными значениями спектральных задач{
𝐿𝑢 = 𝜆𝑓 ′𝑢 (𝑥, 0)𝑢,
𝑢 (0) = 𝑢 (ℓ) = 0, и

{
𝐿𝑢 = 𝜆𝑓 ′∞ (𝑥)𝑢,
𝑢 (0) = 𝑢 (ℓ) = 0,

соответственно.
Доказательство. Возьмем последовательность 𝜆𝑘 ∈ Λ, стремящуюся к 𝜆0. Тогда последовательность
решений 𝑢 (𝑥, 𝜆𝑛) задачи (12) соответствующих 𝜆𝑛 , равномерно сходится к нулю. Функции 𝑣𝑛 (𝑥) = 𝑢 (𝑥,𝜆𝑛 )

𝑢0 (𝑥 )
также сходятся к нулю; последовательность 𝑤𝑛 (𝑥) = 𝑣𝑛 (𝑥 )

∥𝑣𝑛 ∥𝐶𝜇
компактна, следовательно, из нее можно

выделить сходящуюся подпоследовательность 𝑤𝑛𝑘 (𝑥): 𝑤𝑛𝑘 (𝑥)
[0;ℓ ]𝜇
⇒ 𝑤0 (𝑥) при 𝑘 → ∞. Тогда функция
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𝑤0 (𝑥) удовлетворяет уравнению

𝑤0 (𝑥) = 𝜆0

ℓ∫
0

𝐺 (𝑥, 𝑠) 𝑓 ′𝑢 (𝑠, 0)𝑤0 (𝑠) 𝑑 [𝜎 (𝑠)],

причем для фигурирующего здесь интегрального оператора число 1
𝜆0

является максимальным собствен-
ным значением

Рассуждения для 𝜆∞ аналогичны.
5. Заключение. В работе изучена монотонная ветвь нелинейной спектральной задачи с «расщеп-

ленными» мерами, а именно, получены достаточные условия того, что множество неотрицательных
значений, при которых нелинейная задача имеет хотя бы одно нетривиальное решение — непусто;
показана монотонность решения по спектральному параметру.
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