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Abstract. A problem for the Lavrentiev – Bitsadze equation in a model domain perforated along the line of the equation type
change with a characteristic size of micro-inhomogeneities 𝜀 is considered. Homogeneous Dirichlet boundary conditions are
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1. Введение. Усреднение задач в микронеоднородных средах является важной прикладной задачей
и существенной частью теории дифференциальных уравнений. Такие задачи возникают во многих
областях науки, таких как химия, физика, биология, биофизика и биохимия, геология, инженерия, матери-
аловедение и др. Исследования в данной области приводят к математическим постановкам, включающим
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уравнения и краевые условия с малыми параметрами, характеризующими размеры микронеоднород-
ностей в областях со сложной геометрией, имеющей нетривиальную микронеоднородную структуру.
Часто рассматриваются уравнения в частично перфорированных областях, которые требуют применения
методов асимптотического анализа, теории усреднения, теории пограничного слоя и т. д. Случай урав-
нения Стокса рассмотрен в [43, 34, 38, 39, 35]. Модельные задачи для оператора Лапласа с различными
граничными условиями на границе полостей рассмотрены в работах [7, 36, 37, 15, 16, 8]. Отметим, что
краевые условия третьего рода на границе полостей рассматривались в работах [33, 32, 3, 31, 4]. Надо
сказать, что также изучались диссипативные эволюционные дифференциальные уравнения, интересные
результаты получены для сходимости аттракторов в перфорированных областях. В работах [19, 21]
рассмотрена ситуация случайных полостей, т. е. рассматривалось случайное усреднение аттракторов.
Двумерное уравнение Навье – Стокса изучено в [1, 2, 14]. В этих работах доказана слабая сходимость
аттракторов. Сильная сходимость доказана в [20]. Уравнения Гинзбурга – Ландау изучены в [22, 23, 18].
В этих работах рассмотрены докритический, критический и закритический случаи.

Отметим работы в областях, перфорированных вдоль многообразий (см. [4, 7, 9, 10, 12, 8, 5, 6, 17].
В этих работах применены методы теории усреднения для асимптотического анализа краевых задач
в микронеоднородных областях. При этом выявлено макровлияние микронеоднородностей в области.
Подробнее о работе [4]. В ней для уравнения Пуассона с гладкой правой частью в многомерной
перфорированной области рассматриваются следующие типы задач: на границах множеств малого
диаметра, «разбросанных» внутри области, ставится условие Неймана, а на границе самой области –
однородное условие Дирихле; на границах малых множеств ставится третье краевое условие, а на границе
самой области – условие Дирихле; условие Дирихле как на границе области, так и на границах малых
множеств. Показана сходимость решений и собственных значений усредненных задач к решениям
соответствующих предельных задач, кроме того, получены оценки на скорость сходимости решений и
собственных значений при дополнительных предположениях на размеры малых множеств. Эти же типы
задач рассмотрены в области, разделенной перфорированной перегородкой. Показано, что предельная
задача будет иметь скачок в граничных условиях на перегородке в случае смешанной задачи и задачи
Дирихле при условии, что размеры перфорации достаточно малы. Если же в задаче Дирихле диаметры
малых множеств достаточно «велики», то в пределе граничное условие на перегородке вовсе исчезает.
Для такой области также получены оценки на скорость сходимости решений и собственных значений
усредненных задач к решениям и собственным значениям соответствующих предельных задач.

В работах [10, 11] моделировались задачи, связанные с изучением физико-химических свойств струи
газа в камере сгорания и сопле жидкостного реактивного двигателя.

В настоящей работе рассматривается уравнение переменного типа Лаврентьева – Бицадзе в области,
перфорированной вдоль линии смены типа уравнения. Предполагается, что перфорация находится
только в «эллиптической» части области, а в «гиперболической» она отсутствует. Ещё предполагается,
что правая часть уравнения в «гиперболической» части области равна нулю.

Доказательство существования и единственности решения такой задачи в полуперфорированной
области можно найти в [10]. Отметим, что вопросы существования и единственности решений задач для
уравнения Лаврентьева – Бицадзе поднимались ранее. В работе [42] изучалась смешанная задача для
такого уравнения. Там установлена нормальная разрешимость задачи в весовых пространствах, весами
при этом являются степени расстояния до угловых точек области. Отметим также, что в случае, когда
область, в которой рассматривается задача, является односвязной (например, она может быть конформно
отображена на полукруг), однозначная разрешимость в Соболевском пространстве𝑊 1

2 установлена в [12].
В работе показано, что при определённом распределении включений (пор), на которых выставлено

однородное условие Дирихле, решение задачи разделяется на нетривиальное в «эллиптической» части
области и нулевое – в «гиперболической» части.

2. Предварительные определения и постановка задачи. Для простоты будем рассматривать
двумерную область.

Рассматривается уравнение вида

−𝑢𝜀𝑦𝑦 − (sign𝑦) 𝑢𝜀𝑥𝑥 = 𝑓 (𝑥,𝑦) (1)

в области 𝐷𝜀 , периодически перфорированной вдоль линии смены типа уравнения в полуплоскости
𝑦 > 0, с характерным размером 𝜀, а часть, лежащая в нижней полуплоскости 𝑦 < 0, имеет однородную
структуру. На части внешней границе области и на границе включений выставлено однородное условие
Дирихле. Исследуется асимптотическое поведение решения при стремлении малого параметра 𝜀 к нулю.
Полагаем, что 𝑓 ∈ 𝐶1 (R2) и равна нулю при 𝑦 < 0.

Перейдём к строгому определению области и краевой задачи в этой области.
Определим сначала область, перфорированную вдоль линии смены типа уравнения. Пусть 𝐷1 –

полукруг, лежащий в полуплоскости 𝑦 > 0, граница области 𝜕𝐷1 состоит из двух частей Γ0 и Γ, где Γ0 –
является частью окружности единичного радиуса с центром в точке (𝑥 = 1, 𝑦 = 0), а Γ – отрезок [0, 2] на
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оси абсцисс 𝑦 = 0. Всюду далее 𝜀 = 1
2N+1 – малый параметр, N – натуральное число, N ≫ 1. Будем также

использовать следующие обозначения.

Рис. 1. Двумерная полуперфорированная область
Fig. 1. Two-dimensional partially perforated domain

Пусть 𝐵 – произвольная двумерная область с гладкой границей, лежащая в круге𝐾 = {𝜉 : 𝜉2
1+(𝜉2− 1

2 )
2 <

𝑎2}, 0 < 𝑎 < 1
2 . Обозначим 𝐵

𝑗
𝜀 = {𝑥 ∈ Ω : 𝜀−1 (𝑥1 − 𝑗, 𝑥2) ∈ 𝐵}, 𝑗 ∈ Z, 𝐵𝜀 =

⋃
𝑗

𝐵
𝑗
𝜀 . Определим область Ω𝜀 как

Ω \ 𝐵𝜀 . Будем также обозначать 𝑆𝜀 = 𝜕𝐵𝜀 – граница объединения полостей.
Следует отметить, что перфорация области подходит непосредственно к оси {𝑦 = 0} при стремлении

малого параметра 𝜀 к нулю. Поэтому ожидается влияние перфорации на эффективное поведение решения
в окрестности интерфейса Γ.

Теперь остаётся добавить к «эллиптической» области 𝐷1
𝜀 «гиперболическую» часть 𝐷2, которую мы

определяем как часть полуплоскости𝑦 < 0, ограниченную сверху отрезком Γ, а снизу – отрезками прямых
(«характеристик» уравнения) Γ1 := {(𝑥,𝑦) : 𝑥 = −𝑦, 𝑥 ∈ [0, 1]} и Γ2 := {(𝑥,𝑦) : 𝑥 = 𝑦 + 2, 𝑥 ∈ [1, 2]}. Итак,
построена область 𝐷𝜀 = 𝐷

1
𝜀 ∪ (int Γ) ∪ 𝐷2 (см. рис. 1). Рассматривается задача{

−𝑢𝜀𝑦𝑦 − (sign𝑦)𝑢𝜀𝑥𝑥 = 𝑓 (𝑥,𝑦) в 𝐷𝜀 ,

𝑢𝜀 = 0 на Γ0 ∪ Γ1 ∪ 𝑆𝜀 ,
(2)

где 𝑛𝜀
(
𝑥,𝑦,

𝑥

𝜀
,
𝑦

𝜀

)
– внутренняя нормаль к границе включений. Предполагается, что коэффициент 𝑞

является неотрицательной достаточно гладкой функцией в 𝐷1, а также 1-периодической по третьему и
четвёртому аргументу. Будем исследовать асимптотическое поведение решения 𝑢𝜀 (𝑥,𝑦) при 𝜀 → 0.

Решение краевой задачи (2) может быть разбито на две части. Сначала мы решаем уравнение
в «гиперболической» части 𝐷2. В этой области функция 𝑢 (𝑥,𝑦) = 𝐹 (𝑥 + 𝑦) + 𝐺 (𝑥 − 𝑦), где 𝐹 (𝑠) и
𝐺 (𝑡) – произвольные достаточно гладкие функции. С учётом краевых условий на Γ1 получаем, что
𝐹 (0) +𝐺 (2𝑥) = 0 и, следовательно,𝐺 ≡ 0, а 𝐹 (0) = 0. Такое решение инициирует на «интерфейсе» Γ между
«эллиптической» и «гиперболической» частями области 𝐷𝜀 условие 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 . Решая отдельно краевую
задачу для уравнения Пуассона в области 𝐷1

𝜀 вида
Δ𝑢𝜀 = −𝑓 (𝑥,𝑦) в 𝐷1

𝜀 ,

𝑢𝜀 = 0 на Γ0 ∪ 𝑆𝜀 ,
𝑢𝜀𝑥 = 𝑢𝜀𝑦 на Γ,

(3)

получаем условия для однозначного нахождения функции 𝐹 (𝑠) (см. аналогично [42]).
Введём обозначения пространств

𝑊 2
𝛿1𝛿2

(𝐷1
𝜀 ) :=

{
𝑢 :

∫
𝐷1
𝜀

(
|∇2𝑢 |2𝜌𝛿1

1 𝜌
𝛿2
2 + |∇𝑢 |2𝜌𝛿1−2

1 𝜌
𝛿2−2
2 + 𝑢2𝜌𝛿1−4

1 𝜌
𝛿2−4
2

)
𝑑𝑥𝑑𝑦 < +∞

}
,

𝑊 2
𝛿1𝛿2

(𝐷1
𝜀 , Γ0 ∪ 𝑆𝜀) :=

{
𝑢 : 𝑢 ∈𝑊 2

𝛿1𝛿2
(𝐷1

𝜀 ), 𝑢 = 0 на Γ0 ∪ 𝑆𝜀 , 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 на Γ
}
,
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где 𝛿 𝑗 ∈ (0, 1/2], 𝑗 = 1; 2, 𝜌1 = 𝜌1 (𝑥,𝑦) – расстояние до начала координат, 𝜌2 = 𝜌2 (𝑥,𝑦) – расстояние
до точки (2, 0), здесь |∇2𝑢 |2 – сумма квадратов обобщённых частных производных второго порядка, а
равенства 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 и 𝜕𝑢

𝜕𝑛𝜀
= −𝜀𝛼𝑞𝑢 понимаются в смысле следов функций.

Пусть 𝑢 ∈ 𝑊 2
𝛿1𝛿2

(𝐷1
𝜀 ). Обозначим 𝑣1 = 𝜌

𝛿1
2

1 𝜌
𝛿1
2

2 𝑢, 𝑣2 = 𝜌
𝛿1
2 −1

1 𝜌
𝛿1
2 −1

2 𝑢. Ясно, что функции 𝑣1 ∈ 𝑊 2
2 (𝐷1

𝜀 ),
𝑣2 ∈ 𝐻 1 (𝐷1

𝜀 ). В силу классической теоремы о следе 𝑣1 ∈𝑊 1
2 (Γ), 𝑣2 ∈ 𝐿2 (Γ), и следовательно,∫

Γ

|∇𝑢 |2𝜌𝛿1
1 𝜌

𝛿2
2 𝑑𝑥 < ∞,

∫
Γ

𝑢2𝜌𝛿1−2
1 𝜌

𝛿2−2
2 𝑑𝑥 < ∞. (4)

Решение задачи (3) понимается как элемент пространства𝑊 2
𝛿1𝛿2

(𝐷1
𝜀 , Γ0 ∪ 𝑆𝜀), который удовлетворяет

уравнению задачи (3) почти всюду, а граничные значения понимаются в смысле следов.
В работе [42] изучалась задача (3) в однородной области без перфорации с целью решения модели

Лаврентьева – Бицадзе для смешанной задачи. Там установлена нормальная разрешимость задачи (3) в
весовых пространствах, весами при этом являются степени расстояния до точек (0, 0) и (2, 0).

Принципиальным же является вопрос об однозначной разрешимости (которая в общем случае
не следует из нормальной). Доказательство однозначной разрешимости в пространстве𝑊 2

𝛿1𝛿2
(𝐷1

𝜀 , Γ0) с
некоторыми 𝛿1, 𝛿2 ∈ (0, 1/2] для перфорированной области с условием Неймана на границе полостей
проведено в [10]. Доказательство для задачи с третьим краевымусловиемна границе полостей совершенно
аналогично доказательству из [10], которое опирается на лемму Хопфа – Олейник (см. [14]), а также
на вложение𝑊 2

𝛿1𝛿2
(𝐷1

𝜀 , Γ0) ↩→ 𝐶 (𝐷1
𝜀 ) (см. [10, предложение 1]), доказательство которого опирается на

результаты из [9, 13], и мы его здесь не приводим.
Умножим уравнение задачи на 𝑢𝜀 и проинтегрируем по частям. Запишем это равенство:∫

𝐷1
𝜀

|∇𝑢𝜀 |2 𝑑𝑥𝑑𝑦 −
∫
Γ

𝑢𝜀𝑥𝑢
𝜀 𝑑𝑥 =

∫
𝐷1
𝜀

𝑓 𝑢𝜀 𝑑𝑥𝑑𝑦. (5)

Здесь 𝑢𝜀𝑥 понимается в смысле следа функции. При этом (см. (4)) имеем∫
Γ

|𝑢𝜀𝑥𝑢𝜀 | 𝑑𝑥 ≤
∫
Γ

|𝑢𝜀𝑥 |2𝜌
𝛿1
1 𝜌

𝛿2
2 𝑑𝑥 +

∫
Γ

|𝑢𝜀 |2𝜌−𝛿1
1 𝜌

−𝛿2
2 𝑑𝑥 < ∞.

3. Априорные оценки. Для того, чтобы перейти к рассмотрению вопросов усреднения, предвари-
тельно мы должны получить априорные оценки решений задачи (3). Имеет место следующая теорема.
Для того, чтобы перейти к рассмотрению вопросов усреднения, предварительно мы должны получить
априорные оценки решений задачи (3). Имеет место следующая теорема.
Теорема 3.1. Решение 𝑢𝜀 задачи (3) удовлетворяет неравенству

∥𝑢𝜀 ∥𝑊 1
2 (𝐷1

𝜀 ,Γ0 ) ≤ 𝐾 ∥ 𝑓 ∥𝐿2 (𝐷1 ) , (6)

где константа 𝐾 > 0 не зависит от 𝜀.

Доказательство. В равенстве (5) рассмотрим третье слагаемое в левой части. Имеем∫
Γ

𝑢𝜀𝑥𝑢
𝜀 𝑑𝑥 =

1
2

∫
Γ

𝜕
(
(𝑢𝜀)2)
𝜕𝑥

𝑑𝑥 ≡ 0.

Далее, используя стандартную технику интегральных оценок, учитывая неравенство типа Фридрихса∫
𝐷1
𝜀

(𝑢𝜀)2 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝐶
∫
𝐷1
𝜀

|∇𝑢𝜀 |2 𝑑𝑥𝑑𝑦,

получаем необходимую оценку. Теорема доказана.
4. Усреднение в «эллиптической» части области и сходимость. Этот раздел посвящён изучению

асимптотического поведения решений уравнения Пуассона Δ𝑢𝜀 = −𝑓 (𝑥,𝑦) в области 𝐷1
𝜀 с краевыми

условиями 𝑢𝜀 = 0 на Γ0, 𝑢
𝜀
𝑥 = 𝑢𝜀𝑦 на Γ и 𝑢𝜀 = 0 на 𝑆𝜀 . В дальнейших рассуждениях будем отождествлять

функции из пространства𝑊 1
2 (𝐷1

𝜀 , Γ0 ∪ 𝑆𝜀) с функциями из𝑊 1
2 (𝐷1, Γ0), равными нулю в 𝐵𝜀 , а функции

из пространства 𝐿2 (𝐷1
𝜀 ) с функциями из 𝐿2 (𝐷1), равными нулю в 𝐵𝜀 . С другой стороны, для сужения

функций из 𝐿2 (𝐷1) на 𝐷1
𝜀 будем сохранять их обозначения.

Имеет место утверждение.
Теорема 4.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2 (𝐷1). Тогда для решения краевой задачи (3) имеет место сходимость

∥𝑢𝜀 − 𝑢0∥𝑊 1
2 (𝐷1 ) → 0 при 𝜀 → 0, (7)
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где 𝑢0 – решение предельной (усреднённой) краевой задачи{
Δ𝑢0 = −𝑓 в 𝐷1,

𝑢0 = 0 на 𝜕𝐷1.
(8)

Обозначим через
◦
𝑊 1

2 (𝐷1) пространство𝑊 1
2 (𝐷1, 𝜕𝐷1). Для доказательства теоремы будем использовать

следующее утверждение.

Лемма 4.1. Пусть 𝑣𝜀 ∈𝑊 1
2 (𝐷1

𝜀 , Γ0 ∪ 𝑆𝜀) и 𝑣𝜀 ⇀ 𝑣∗ при 𝜀 → 0 слабо в𝑊 1
2 (𝐷1). Тогда 𝑣∗ ∈

◦
𝑊 1

2 (𝐷1).
Доказательство леммы 4.1. Пусть длина проекции 𝐵 на ось 𝜉1 равна 𝑏. Область 𝐷1

𝜀 представим следующим
образом:

𝐷1
𝜀 =

N⋃
𝑖=−N

(
Π𝑖+

1,𝜀 ∪ Π𝑖−
1,𝜀

)
∪

N⋃
𝑖=−N−1

Π𝑖
2,𝜀 ∪ 𝑅𝜀 ,

где Π𝑖+
1,𝜀 – область (часть вертикальной полосы) ширины 𝑏𝜀, ограниченная снизу верхней частью границы

𝑖-й области 𝐵𝑖𝜀 , а сверху частью полуокружности Γ0; область Π𝑖−
1,𝜀 – полоса ширины 𝑏𝜀, ограниченная сверху

нижней частью границы 𝑖-й области 𝐵𝑖𝜀 , а снизу-прямой 𝑦 = 0; Π𝑖
2,𝜀 , 𝑖 = −N , . . . ,N − 1, – полоса ширины

(1 − 𝑏)𝜀, ограниченная снизу прямой 𝑦 = 0, а сверху – куском границы Γ0, имеющая общие вертикальные
границы с областями Π𝑖+

1,𝜀 и Π𝑖+1+
1,𝜀 самая левая область Π−N−1

2,𝜀 и самая правая область ΠN
2,𝜀 – вертикальные

полосы, ограниченные снизу прямой 𝑦 = 0, а сверху – куском границы Γ0, имеющие общие вертикальные
границы с областями Π−N+

1,𝜀 и ΠN+
1,𝜀 , соответственно, и имеющие суммарную ширину (1 − 𝑏)𝜀, наконец,

𝑅𝜀 – это оставшиеся части области 𝐷1
𝜀 (быть может пустые), внешняя граница которых принадлежит Γ0.

Пусть 𝜔 > 𝜀. Обозначим через Π𝜔,𝑖+
1,𝜀 – область Π𝑖+

1,𝜀
⋂{𝑦 < 𝜔}.

Кроме того, пусть Γ𝜔,𝑖1,𝜀 – отрезок прямой 𝑦 = 𝜔, ограничивающий сверху множество Π𝜔,𝑖+
1,𝜀 . Аналогично

определяем множества Γ𝜔,𝑖2,𝜀 и Π𝜔,𝑖
2,𝜀 .

Не ограничивая общности, будем считать, что функции 𝑣𝜀 – вещественнозначные. Обозначим через
𝐶∞

0 (𝐷1
𝜀 , 𝑆𝜀) функции из𝐶∞ (𝐷1), которые обращаются в нуль в окрестности 𝐵𝜀 . Предположим в начале, что

𝑣𝜀 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷1

𝜀 , 𝑆𝜀). Пусть (𝑥, 𝜔) ∈ Π𝑖+
1,𝜀 , а точка (𝑥,𝑦) лежит на нижнем основании Π𝑖+

1,𝜀 . Поскольку 𝑣𝜀 (𝑥,𝑦) = 0,
то по формуле Ньютона – Лейбница имеем:

𝑣𝜀 (𝑥,𝜔) =
𝜔∫

𝑦

𝜕𝑣𝜀

𝜕𝑦
𝑑𝑦.

Возведем обе части данного равенства в квадрат и применим неравенство Коши – Буняковского:

𝑣2
𝜀 (𝑥, 𝜔) =

©­­«
𝜔∫

𝑦

𝜕𝑣𝜀

𝜕𝑦
𝑑𝑦

ª®®¬
2

≤ 𝜔
𝜔∫

𝑦

(
𝜕𝑣𝜀

𝜕𝑦

)2
𝑑𝑦 ≤ 𝜔

𝜔∫
𝑦

|∇𝑣𝜀 |2 𝑑𝑦. (9)

Проинтегрируем обе части этого неравенства по переменной 𝑥 по Γ𝜔,𝑖1,𝜀 , считая, что функция 𝑣𝜀 продолжена
нулём в 𝐵𝑖𝜀 ∪ Π𝑖−

1,𝜀 . Получаем: ∫
Γ𝜔,𝑖

1,𝜀

𝑣2
𝜀 (𝑥, 𝜔) 𝑑𝑥 ≤ 𝜔

∫
Π𝜔,𝑖+

1,𝜀

|∇𝑣𝜀 |2 𝑑𝑥 . (10)

Рассмотрим теперь полосу Π𝑖
2,𝜀 , 𝑖 = −N , . . . ,N , и пусть область 𝐵𝑖𝜀 касается её слева. Проведём

касательные из левого и правого концов отрезка Γ𝜔,𝑖2,𝜀 к области 𝐵𝑖𝜀 . Легко видеть, что угол наклона
касательных 𝛼 лежит в пределах (𝛼0,

𝜋
2 ), где 𝛼0 > 0 не зависит от 𝜀 и 𝜔 (напомним: мы предполагали,

что 𝜔 > 𝜀). Это следует из того, что диаметр и расстояние между полостями имеют один и тот же
порядок. Соединим все точки отрезка Γ𝜔,𝑖2,𝜀 с границей 𝐵𝑖𝜀 так, чтобы все эти прямые пересекались в точке
пересечения касательных. У нас получился пучок прямых с направляющими 𝑙 (𝑥), углы наклона которых
лежат в промежутке (𝛼0,

𝜋
2 ). Пусть (𝑥,𝜔) ∈ Γ𝜔,𝑖2,𝜀 , а (𝑥,𝑦) ∈ 𝜕𝐵𝑖𝜀 ∩ 𝑙 (𝑥, 𝜔). Поскольку 𝑣𝜀 (𝑥,𝑦) = 0, то снова по

формуле Ньютона – Лейбница имеем:

𝑣𝜀 (𝑥,𝜔) =
(𝑥,𝜔 )∫

(𝑥,𝑦)

𝜕𝑣𝜀

𝜕𝑙
𝑑𝑙 .
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Аналогично (9), возводя обе части данного равенства в квадрат и применяя неравенство Коши –
Буняковского, получаем неравенство:

𝑣2
𝜀 (𝑥,𝜔) ≤

𝜔

sin𝛼0

(𝑥,𝜔 )∫
(𝑥,𝑦)

(
𝜕𝑣𝜀

𝜕𝑙

)2
𝑑𝑙 ≤ 𝜔

sin𝛼0

(𝑥,𝜔 )∫
(𝑥,𝑦)

|∇𝑣𝜀 |2 𝑑𝑙 .

Интегрируя обе части этого неравенства по 𝑥 по Γ𝜔,𝑖2,𝜀 и заменяя правую часть на больший интеграл,
получаем ∫

Γ𝜔,𝑖
2,𝜀

𝑣2
𝜀 (𝑥, 𝜔) 𝑑𝑥 ≤ 𝜔

sin𝛼0

∫
Π𝜔,𝑖

2,𝜀 ∪Π
𝜔,𝑖+
1,𝜀 ∪Π𝜔,𝑖−

1,𝜀

|∇𝑣𝜀 |2 𝑑𝑥, 𝑖 = −N , . . . ,N . (11)

Осталось оценить интеграл по Γ𝜔,−N−1
2,𝜀 . Используем ту же конструкцию, что и для остальных

Γ𝜔,𝑖2,𝜀 , 𝑖 = −N , . . . ,N , только рассмотрим область 𝐵−N
𝜀 , которая касается полосы Π−N−1

2,𝜀 справа. Проводя
аналогичные вычисления, получаем∫

Γ𝜔,−N−1
2,𝜀

𝑣2
𝜀 (𝑥, 𝜔) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝜔

∫
Π𝜔,−N−1

2,𝜀 ∪Π𝜔,−N+
1,𝜀 ∪Π𝜔,−N−

1,𝜀

|∇𝑣𝜀 |2 𝑑𝑥. (12)

Пусть Γ𝜔 = 𝐷1 ∩ (−∞,∞) × {𝜔}) – хорда, параллельная отрезку Γ, в области 𝐷1 на расстоянии 𝜔 от
диаметра, т. е. Γ𝜔 =

⋃
𝑖

Γ𝜔,𝑖1,𝜀 ∪ Γ𝜔,𝑖2,𝜀 . Просуммировав неравенства (10), (11) по 𝑖 и прибавив (12), получаем
оценку: ∫

Γ𝜔

𝑣2
𝜀 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶1𝜔

∫
𝐷1

|∇𝑣𝜀 |2 𝑑𝑥. (13)

В силу плотности вложения𝐶∞
0 (𝐷1

𝜀 , 𝑆𝜀) в𝑊 1
2 (𝐷1

𝜀 , 𝑆𝜀) следует, что оценка (13) справедлива и для любого
𝑣𝜀 ∈𝑊 1

2 (𝐷1
𝜀 , 𝑆𝜀). Тогда из ограниченности 𝑣𝜀 в𝑊 1

2 (𝐷1) вытекает неравенство∫
Γ𝜔

𝑣2
𝜀 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝜔𝑀.

Поскольку𝑊 1
2 (𝐷1) компактно вкладывается в 𝐿2 (Γ𝜔 ), а 𝑣𝜀 слабо сходится в𝑊 1

2 (𝐷1), то переходя в этом
неравенстве к пределу при 𝜀 → 0, получаем:∫

Γ𝜔

(𝑣∗)2 𝑑𝑥 ≤ 𝜔𝑀. (14)

И, наконец, поскольку 𝜔 – произвольно малое положительное число, то из (14) следует, что 𝑣∗ = 0 на
границе Γ. Лемма доказана.
Доказательство теоремы 4.1. Пусть {𝜀𝑘 } – произвольная последовательность, сходящаяся к нулю при
𝑘 → +∞. По теореме 3.1 из равномерной ограниченности семейства {𝑢𝜀 } следует, что существует
подпоследовательность индексов {𝑘 ′}, такая, что на этой подпоследовательности при 𝑘 ′ → +∞ имеет
место сходимость

𝑢𝜀𝑘′ → 𝑢∗ сильно в 𝐿2 (𝐷1) и слабо в𝑊 1
2 (𝐷1). (15)

При этом 𝑢∗ ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷1) в силу леммы 4.1.
Умножая уравнение задачи (3) на 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (𝐷1) и интегрируя по частям по области 𝐷1, получаем
интегральное тождество ∫

𝐷1

(∇𝑢𝜀𝑘′ ,∇𝑣) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫
𝐷1

𝑓 𝑣 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Переходя в этом равенстве к пределу, в силу (14) получаем новое интегральное тождество∫
𝐷1

(∇𝑢∗,∇𝑣) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫
𝐷1

𝑓 𝑣 𝑑𝑥𝑑𝑦,
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которое совпадает с интегральным тождеством предельной задачи в 𝐷1. Из плотности вложения 𝐶∞
0 (𝐷1)

в
◦
𝑊 1

2 (𝐷1) и единственности решения предельной задачи (13) получаем, что 𝑢∗ = 𝑢0, а из произвола в
выборе исходной последовательности {𝜀𝑘 } и сходимости (14) вытекает следующая сходимость:

𝑢𝜀 → 𝑢0 сильно в 𝐿2 (𝐷1) и слабо в𝑊 1
2 (𝐷1) при 𝜀 → 0. (16)

Осталось усилить сходимость (15) до сходимости (12). Умножим уравнение предельной задачи на 𝑢0 и
проинтегрируем по частям по области 𝐷1. Вычитая это равенство из равенства (5) и учитывая (15), а также
используя неравенство Коши – Буняковского и рассуждения в конце доказательства леммы 4.1, получаем

∥∇𝑢𝜀 ∥2
𝐿2 (𝐷1 ) − ∥∇𝑢0∥2

𝐿2 (𝐷1 ) =

∫
𝐷1

𝑓 (𝑢𝜀 − 𝑢0) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +
∫
Γ

𝑢𝜀𝑥𝑢
𝜀𝑑𝑥 −→ 0 при 𝜀 → 0. (17)

Из (15) и (16) следует (12). Действительно, в силу (15) и (16)

∥∇(𝑢𝜀 − 𝑢0)∥2
𝐿2 (𝐷1 ) =∥∇𝑢

𝜀 ∥2
𝐿2 (𝐷1 ) + ∥∇𝑢0∥2

𝐿2 (𝐷1 ) − 2
∫
Ω

(∇𝑢𝜀 ,∇𝑢0)𝑑𝑥 → 0

при 𝜀 → 0. Из этой сходимости и сходимости (15) вытекает сходимость (12). Теорема доказана.
5. Предельная задача во всей области.
Чтобы завершить построение предельной задачи во всей области, надо вспомнить, что в «гиперболи-

ческой» области решение имеет вид 𝐹 (𝑥 + 𝑦), которое, в свою очередь, инициирует на «интерфейсе» Γ
условие 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 . После усреднения изменилась задача в «эллиптической» части области, а значит, и
условие на «интерфейсе». Откуда следует, что на отрезке Γ имеем 𝐹 (𝑥) = 0. Таким образом, предельная
задача во всей области принимает следующий вид:

Δ𝑢0 = −𝑓 в 𝐷1,

𝑢0 = 0 на 𝜕𝐷1,

𝑢0 ≡ 0 в 𝐷2.

(18)
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Sciences. Tokyo: Gakkōtosho; 1997. p. 123–136.

33. Cioranescu D., Saint Jean Paulin J. Truss Structures: Fourier Conditions and Eigenvalue Problems. In: Boundary Variation.
Berlin–New York: Springer; 1992. p. 125–141.

34. Ene H.I., Sanchez-Palencia E. Equations et phénomènes de surface pour l’écoulement dans un modèle de milieu poreux.
Journal de Mécanique. 1975;14:73–108.
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