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Аннотация. В работе рассмотрена периодическая задача для двумерной системы Навье – Стокса в слое с мелкими
препятствиямиоколодна. Предполагая, чтона границепрепятствийвыставленоусловиеприлипания, а на дне условие
непротекания, а также третье краевое условие на горизонтальную компоненту, мы исследуем асимптотическое
поведение траекторных аттракторов. В этих предположениях доказана слабая сходимость траекторных аттракторов
этой системы к траекторным аттракторам усредненной системы Навье – Стокса с условием прилипания на всей
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Abstract. This paper considers a periodic problem for a two-dimensional Navier-Stokes system in a layer with small obstacles
near the bottom. Assuming a no-slip condition at the obstacle boundary and a no-flow condition at the bottom, as well as a
third boundary condition on the horizontal component, we investigate the asymptotic behavior of the trajectory attractors.
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1. Введение. Аттракторы используются для описания поведения решений диссипативных эволю-
ционных уравнений в течение длительного времени. В частности, аттракторы содержат устойчивые
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или неустойчивые предельные режимы соответствующих динамических систем, которые являются
бесконечномерными для дифференциальных уравнений в частных производных. Аттракторы позволяют
наблюдать наиболее существенные предельные множества траекторий, которые характеризуют динамику
сложной модели, описываемой эволюционными уравнениями (см., например, монографии [1, 2, 3] и
ссылки в них).

Задачи усреднения в областях, перфорированных вдоль многообразий, являются интересными с точки
зрения теории и важными в прикладных моделях. Отметим некоторые работы [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].
Усреднение систем Навье – Стокса в микронеоднородных средах рассмотрены в [13, 14]. Также см. работы
об усреднении аттракторов в микронеоднородных средах [15, 16, 17, 18].

2. Постановка задачи и предварительные замечания. Начнем постановку задачи с описания
области определения в R2. Пусть область 𝐷 =

(
− 1

2 ; 1
2
)
×

(
− 1

2 ; 1
2
)
с координатами 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2). Ее граница

𝜕𝐷 = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4, где Γ1 = {𝑥 : 𝑥1 ∈
[
− 1

2 ; 1
2
]
, 𝑥2 = − 1

2 }, Γ2 = {𝑥 : 𝑥1 = − 1
2 , 𝑥2 ∈

[
− 1

2 ; 1
2
]
}, Γ3 = {𝑥 : 𝑥1 ∈[

− 1
2 ; 1

2
]
, 𝑥2 =

1
2 }, Γ4 = {𝑥 : 𝑥1 =

1
2 , 𝑥2 ∈

[
− 1

2 ; 1
2
]
}. Везде ниже 𝜀 = 1

2N+1 — малый параметр, N – натуральное
число, N ≫ 1.

Мы также будем использовать следующие обозначения. Пусть 𝐵 – произвольная двумерная область
с гладкой границей, лежащая в круге 𝐾 = {𝜉 : 𝜉2

1 + (𝜉2 − 1
2 )

2 < 𝑎2}, 0 < 𝑎 < 1
2 . Обозначим 𝐵

𝑗
𝜀 = {𝑥 ∈

𝐷 : 𝜀−1 (𝑥1 − 𝜀 𝑗, 𝑥2 + 1
2 ) ∈ 𝐵}, 𝑗 ∈ Z, 𝐵𝜀 =

⋃
𝑗

𝐵
𝑗
𝜀 , Γ𝜀 = 𝜕𝐵𝜀 . Определим область 𝐷𝜀 как 𝐷 \ 𝐵𝜀 . Пусть также

𝑄𝜀 = 𝐷𝜀 × (0,+∞), 𝑄 = 𝐷 × (0,+∞).
Введем следующие обозначения для пространств

H := {𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ [𝐿2 (𝐷)]2, ∇ · 𝑢 = 0},

H𝜀 := {𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ [𝐿2 (𝐷𝜀)]2, ∇ · 𝑢 = 0},
V := {𝑢 ∈ [𝐻 1 (𝐷)]2, ∇ · 𝑢 = 0, 𝑢 (−1/2, 𝑥2, 𝑡) = 𝑢 (1/2, 𝑥2, 𝑡), 𝑢 |Γ3 = 0, 𝑢2 |Γ1 = 0},

V𝜀 := {𝑢 ∈ [𝐻 1 (𝐷𝜀)]2, ∇ · 𝑢 = 0, 𝑢 (−1/2, 𝑥2, 𝑡) = 𝑢 (1/2, 𝑥2, 𝑡), 𝑢 |Γ3∪Γ𝜀 = 0, 𝑢2 |Γ1 = 0}
(множество вектор-функций из [𝐻 1 (𝐷𝜀)]2 с нулевым следом на Γ3 ∪ Γ𝜀 и нулевым следом второй компо-
ненты 𝑢2 вектор-функции 𝑢 (𝑥) = (𝑢1 (𝑥), 𝑢2 (𝑥)) на Γ1). Здесь 𝑦1 · 𝑦2 обозначает скалярное произведение
векторов 𝑦1, 𝑦2 ∈ R2. Нормы в этих пространствах определяются, соответственно, следующим образом:

∥𝑣 ∥2 :=
∫
𝐷

2∑︁
𝑖=1

|𝑣𝑖 (𝑥) |2𝑑𝑥, ∥𝑣 ∥2
𝜀 :=

∫
𝐷𝜀

2∑︁
𝑖=1

|𝑣𝑖 (𝑥) |2𝑑𝑥,

∥𝑣 ∥2
1 :=

∫
𝐷

2∑︁
𝑖=1

|∇𝑣𝑖 (𝑥) |2𝑑𝑥, ∥𝑣 ∥2
1𝜀 :=

∫
𝐷𝜀

2∑︁
𝑖=1

|∇𝑣𝑖 (𝑥) |2𝑑𝑥.

Обозначим через V′ и V′
𝜀 двойственные пространства к пространствам V и V𝜀 , соответственно.

Заметим, что эквивалентную постановку задачиможно сделать в полосеR×
(
− 1

2 ; 1
2
)
если периодически

продолжить области 𝐷 и 𝐷𝜀 вдоль оси 𝑥1 с периодом и рассмотреть функции, 1-периодические по этой
оси.

Рассмотрим следующую задачу для 2𝐷 системы Навье – Стокса:

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
− 𝜈Δ𝑢𝜀 + (𝑢𝜀 · ∇)𝑢𝜀 + ∇𝑝 = 𝑔(𝑥, 𝑥

𝜀
), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷𝜀 , 𝑡 > 0,

∇ · 𝑢𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝐷𝜀 , 𝑡 > 0,

𝜈
𝜕𝑢1

𝜀

𝜕𝑛
+ 𝛼𝑢1

𝜀 = 0, 𝑢2
𝜀 = 0, 𝑥 ∈ Γ1, 𝑡 > 0,

𝑢𝜀 = 0, 𝑥 ∈ Γ3 ∪ Γ𝜀 , 𝑡 > 0,
𝑢 (−1/2, 𝑥2, 𝑡) = 𝑢 (1/2, 𝑥2, 𝑡), 𝑥 ∈ Γ2 ∪ Γ4,

𝑢𝜀 =𝑈 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷𝜀 , 𝑡 = 0.

(1)

Здесь 𝑢𝜀 = 𝑢𝜀 (𝑥, 𝑡) = (𝑢1
𝜀 , 𝑢

2
𝜀 ) – неизвестная вектор-функция скорости, 𝑝 = 𝑝 (𝑥, 𝑡) – неизвестная скалярная

функция давления, 𝑔 = 𝑔(𝑥) = (𝑔1, 𝑔2) ∈ H – известная внешняя сила, 𝑛 = (0,−1) – вектор внешней
нормали к части границы Γ1 и коэффициенты 𝜈 > 0, 𝛼 > 0.

Предполагается, что вектор-функция𝑔 : 𝐷×R2 → R2 являетсяфункциейКаратеодори, т. е., отображение
𝑥 → 𝑔(𝑥, 𝜉) измеримо по Лебегу при всех 𝜉 ∈ R2, а отображение 𝜉 → 𝑔(𝑥, 𝜉) непрерывно для почти всех
𝑥 ∈ 𝐷 . Тогда отображение 𝑥 → 𝑔(𝑥, 𝑥

𝜀
) корректно задано и измеримо.

Для вектор-функции 𝑔 будем предполагать, что функции 𝑔𝜀 (𝑥) ≡ 𝑔
(
𝑥, 𝑥

𝜀

)
∈ H для любого 𝜀 > 0 и

имеют среднее 𝑔(𝑥) в пространстве H при 𝜀 → 0+, то есть

𝑔

(
𝑥,
𝑥

𝜀

)
⇀ 𝑔(𝑥) (𝜀 → 0+) слабо в H. (2)
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В силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега, из условия (2) получаем∫
𝐷𝜀

𝑔

(
𝑥,
𝑥

𝜀

)
· 𝜑 (𝑥)𝑑𝑥 →

∫
𝐷

𝑔(𝑥) · 𝜑 (𝑥)𝑑𝑥 (3)

для любой функции 𝜑 ∈ H при 𝜀 → 0+.
Известно, что если 𝑈 ∈ H, то существует единственное слабое решение 𝑢 (𝑠) начально-краевой

задачи (1), которое принадлежит пространству L𝑙𝑜𝑐2,𝑤 (R+;V𝜀) ∩ L𝑙𝑜𝑐∞,∗𝑤 (R+;H𝜀), такое, что 𝑢 (0) = 𝑈 . При

этом,
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
∈ L𝑙𝑜𝑐2,𝑤

(
R+;V′

𝜀

)
. Для доказательства смотри, например, [1, 2], где изучен классический случай

нулевого условия Дирихле на всей границе области. Аналогично доказывается для граничного условия
3-го рода для компоненты вектора скорости 𝑢2 на части границы Γ1.

Исходя из вышесказанного, будем исследовать слабые решения начально-краевой задачи (1), то есть
функции

𝑢𝜀 (𝑥, 𝑠) ∈ L𝑙𝑜𝑐2,𝑤 (R+;V𝜀) ∩ L𝑙𝑜𝑐∞,∗𝑤 (R+;H𝜀) ∩
{
𝑣 :

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
∈ L𝑙𝑜𝑐2,𝑤

(
R+;V′

𝜀

)}
которые удовлетворяют задаче (1) в смысле обобщенных функций, то есть

−
∫
𝑄𝜀

𝑢𝜀 ·
𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜈

∫
𝑄𝜀

∇𝑢𝜀 · ∇𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡 +
∫
𝑄𝜀

(𝑢𝜀 · ∇)𝑢𝜀 ·𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛼
∫

Γ1×(0,+∞)

𝑢1
𝜀𝜓

1 𝑑𝑥1𝑑𝑡 =

∫
𝑄𝜀

𝑔𝜀 (𝑥) ·𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡
(4)

для любых функций𝜓 ∈ C∞
0 (R+;H𝜀). Здесь 𝜂1 · 𝜂2 означает скалярное произведение векторов 𝜂1, 𝜂2 ∈ R2.

Покажем, что так выбранные граничные условия для части границы Γ1 обеспечивают выполнение
свойства ортогональности для нелинейного члена, т. е.,

(𝑢𝜀 · ∇)𝑢𝜀 · 𝑢𝜀 = 0,∀𝑢𝜀 ∈ V𝜀 . (5)

Имеем

(𝑢𝜀 · ∇)𝑢𝜀 · 𝑢𝜀 = (𝑢1
𝜀 𝜕𝑥1 + 𝑢2

𝜀 𝜕𝑥2 )𝑢𝜀 · 𝑢𝜀 =
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
𝑢𝑖𝜀𝜕𝑥𝑖𝑢

𝑗
𝜀 · 𝑢 𝑗

𝜀 =

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
𝐷𝜀

𝑢𝑖𝜀𝜕𝑥𝑖𝑢
𝑗
𝜀𝑢

𝑗
𝜀𝑑𝑥 =

=
1
2

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
𝐷𝜀

𝑢𝑖𝜀𝜕𝑥𝑖 (𝑢
𝑗
𝜀 )2𝑑𝑥 = −1

2

2∑︁
𝑖, 𝑗=1

∫
𝐷𝜀

𝜕𝑥𝑖𝑢
𝑖
𝜀 (𝑢

𝑗
𝜀 )2𝑑𝑥 +

∫
Γ1

𝑢2
𝜀

(
2∑︁
𝑗=1

(𝑢 𝑗
𝜀 )2

)
𝑑𝑠 =

= −1
2

∫
𝐷𝜀

(
2∑︁

𝑖=1
𝜕𝑥𝑖𝑢

𝑖
𝜀

) (
2∑︁
𝑗=1

(𝑢 𝑗
𝜀 )2

)
𝑑𝑥 = −1

2

∫
𝐷𝜀

(
𝜕𝑥1𝑢

1
𝜀 + 𝜕𝑥2𝑢

2
𝜀

) (
2∑︁
𝑗=1

(𝑢 𝑗
𝜀 )2

)
𝑑𝑥 = 0

В средней строке применяется формула Грина интегрирования по частям, причем последний интеграл
по Γ1 равен нулю в силу нулевых граничных условий на 𝑢2

𝜀 . В последней строке 𝜕𝑥1𝑢
1
𝜀 + 𝜕𝑥2𝑢

2
𝜀 = 0 в силу

равенства нулю дивергенции вектора скорости.
Покажем также, что для таких краевых условий оператор Стокса является симметричным и отрица-

тельным. Имеем для достаточно гладких вектор-функций 𝑢𝜀 , 𝑣𝜀 ∈ V𝜀 , применяя формулу интегрирования
по частям,

𝑢𝜀 · Δ𝑣𝜀 =
∑2

𝑖=1
∫
𝐷𝜀

𝑢𝑖𝜀 (𝑥)Δ𝑣𝑖𝜀 (𝑥)𝑑𝑥 = −∑2
𝑖, 𝑗=1

∫
𝐷𝜀

𝜕𝑢𝑖
𝜀

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥) 𝜕𝑣

𝑖
𝜀

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥)𝑑𝑥 +

2∑
𝑖=1

∫
Γ1

𝑢𝑖𝜀 (𝑥)
𝜕𝑣𝑖𝜀
𝜕𝑛

(𝑥)𝑑𝑠 =

= −∇𝑢𝜀 · ∇𝑣𝜀 +
∫
Γ1

𝑢1
𝜀 (𝑥)

𝜕𝑣1
𝜀

𝜕𝑥2
(𝑥)𝑑𝑠 = −∇𝑢𝜀 · ∇𝑣𝜀 − 𝛼𝜈−1

∫
Γ1

𝑢1
𝜀 (𝑥)𝑣1

𝜀 (𝑥)𝑑𝑠 =
2∑

𝑖=1

∫
𝐷𝜀

Δ𝑢𝑖𝜀 (𝑥)𝑣𝑖𝜀 (𝑥)𝑑𝑥 = Δ𝑢𝜀 · 𝑣𝜀 .

Мы проверили симметричность. Одновременно при 𝑣𝜀 = 𝑢𝜀 получили формулу

𝑢𝜀 · Δ𝑢𝜀 = −∇𝑢𝜀 · ∇𝑢𝜀 − 𝛼𝜈−1
∫
Γ1

(
𝑢1
𝜀 (𝑥)

)2
𝑑𝑠, (6)

из которой следует отрицательность оператора Стокса.
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Следующая лемма имеет ключевое значение при выводе основных априорных оценок для решения
задачи (1), а также при доказательстве теоремы существования и единственности слабого решения этой
задачи. При ее доказательстве существенно используется свойство ортогональности (5), а также тождество
(6). Аналогичное утверждение для нулевых условий Дирихле доказано в [3, предложение XV.3.1].

Лемма 2.1. Пусть 𝑢𝜀 (𝑥, 𝑡) – слабое решение задачи (1). Тогда

(i) 𝑢𝜀 ∈ 𝐶 (R+;H𝜀);

(ii) функция ∥𝑢𝜀 (·, 𝑡)∥2 является абсолютно непрерывной на R+, и выполнено следующее дифференциальное
тождество

1
2
𝑑

𝑑𝑡
∥𝑢𝜀 (·, 𝑡)∥2

𝜀 + 𝜈
∫
𝐷𝜀

|∇𝑢𝜀 (𝑥, 𝑡) |2𝑑𝑥 + 𝛼
∫
Γ1

(
𝑢1
𝜀 (𝑥, 𝑡)

)2
𝑑𝑠 =

∫
𝐷𝜀

𝑔𝜀 (𝑥) · 𝑢𝜀 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥.

При описании пространства траекторий K+
𝜀 для задачи (1) будем следовать общей схеме из [3] и

определим банаховы пространства для каждого отрезка [𝑡1, 𝑡2] ∈ R

F𝑡1,𝑡2 := L𝑙𝑜𝑐2,𝑤 (𝑡1, 𝑡2;V𝜀) ∩ L𝑙𝑜𝑐∞,∗𝑤 (𝑡1, 𝑡2;H𝜀) ∩
{
𝑣 :

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
∈ L𝑙𝑜𝑐2,𝑤

(
𝑡1, 𝑡2;V′

𝜀

)}
(7)

с нормой

∥𝑣 ∥F𝑡1,𝑡2
:= ∥𝑣 ∥L2 (𝑡1,𝑡2;V) + ∥𝑣 ∥L∞ (𝑡1,𝑡2;H) +





 𝜕𝑣𝜕𝑡 



L2 (𝑡1,𝑡2;V′ )
. (8)

Пусть 𝑆 (ℎ) для ℎ ∈ R обозначает оператор сдвига

𝑆 (ℎ) 𝑓 (𝑡) = 𝑓 (ℎ + 𝑡).

Положив D𝑡1,𝑡2 = L2 (𝑡1, 𝑡2;V) получаем, что F𝑡1,𝑡2 ⊆ D𝑡1,𝑡2 , а если 𝑢 (𝑠) ∈ F𝑡1,𝑡2 , тогда 𝐴(𝑢 (𝑠)) ∈ D𝑡1,𝑡2 .
Далее можно рассматривать слабые решения задачи (1) как решение системы уравнений из общей схемы
(см. [19, 20], а также [3]).

Определим следующие пространства

F 𝑙𝑜𝑐
+ = L𝑙𝑜𝑐2 (R+;V) ∩ L𝑙𝑜𝑐∞ (R+;H) ∩

{
𝑣

��� 𝜕𝑣
𝜕𝑡

∈ L𝑙𝑜𝑐2 (R+;V′)
}
,

F 𝑙𝑜𝑐
𝜀,+ = L𝑙𝑜𝑐2 (R+;V𝜀) ∩ L𝑙𝑜𝑐∞ (R+;H𝜀) ∩

{
𝑣

��� 𝜕𝑣
𝜕𝑡

∈ L𝑙𝑜𝑐2 (R+;V′
𝜀)

}
.

Обозначим через K+
𝜀 множество всех слабых решений задачи (1). Напомним, что для любой функции

𝑈 ∈ H существует траектория 𝑢 (·) ∈ K+
𝜀 такая, что 𝑢 (0) =𝑈 (𝑥). Следовательно, пространство траекторий

K+
𝜀 задачи (1) не пусто и достаточно велико.
Ясно, что K+

𝜀 ⊂ F 𝑙𝑜𝑐
+ и пространство траекторий K+

𝜀 является трансляционно-инвариантным, то есть,
если 𝑢 (𝑡) ∈ K+

𝜀 , тогда и 𝑢 (ℎ + 𝑡) ∈ K+
𝜀 для любых ℎ ≥ 0. Следовательно, 𝑆 (ℎ)K+

𝜀 ⊆ K+
𝜀 , ∀ℎ ≥ 0.

Далее, используя норму пространства L2 (𝑡1, 𝑡2;H), определим метрики 𝜌𝑡1,𝑡2 (·, ·) в пространствах F𝑡1,𝑡2

следующим образом

𝜌0,𝑀 (𝑢, 𝑣) = ©­«
𝑀∫

0

∥𝑢 (𝑡) − 𝑣 (𝑡)∥2𝑑𝑡
ª®¬

1/2

, ∀ 𝑢 (·), 𝑣 (·) ∈ F0,𝑀 .

Эти метрики порождают топологию Θ𝑙𝑜𝑐
+ в пространстве F 𝑙𝑜𝑐

+ (соответственно Θ𝑙𝑜𝑐
𝜀,+ в F 𝑙𝑜𝑐

𝜀,+ ). Напомним,
что последовательность {𝑣𝑘 } ⊂ F 𝑙𝑜𝑐

+ сходится к функции 𝑣 ∈ F 𝑙𝑜𝑐
+ при 𝑘 → ∞ в Θ𝑙𝑜𝑐

+ , если ∥𝑣𝑘 (·) −
𝑣 (·)∥L2 (0,𝑀 ;H) → 0 (𝑘 → ∞) для любого𝑀 > 0. ТопологияΘ𝑙𝑜𝑐

+ метризуема и соответствующее метрическое
пространство является полным. Мы рассматриваем топологию в пространстве траекторий K+

𝜀 задачи (1).
Полугруппа сдвигов {𝑆 (ℎ)}, действующая на K+

𝜀 , непрерывна в рассматриваемой топологии Θ𝑙𝑜𝑐
+ .

Следуя общей схеме, определим ограниченные множества в K+
𝜀 , используя банаховы пространства

F 𝑏
+ . Ясно, что

F 𝑏
+ = L𝑏2 (R+;V) ∩ L∞ (R+;H) ∩

{
𝑣

��� 𝜕𝑣
𝜕𝑡

∈ L𝑏2 (R+;V′)
}
. (9)

и F 𝑏
+ – подпространство пространства F 𝑙𝑜𝑐

+ .
Рассмотрим полугруппу сдвигов {𝑆 (ℎ)} на K+

𝜀 , 𝑆 (ℎ) : K+
𝜀 → K+

𝜀 , ℎ ≥ 0.
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Пусть K𝜀 означает ядро задачи (1), которое состоит из всех слабых решений 𝑢 (𝑡), 𝑡 ∈ R ограниченных
в пространстве

F 𝑏 = L𝑏2 (R;V) ∩ L∞ (R;H) ∩
{
𝑣

��� 𝜕𝑣
𝜕𝑡

∈ L𝑏2 (R;V′)
}

Предложение 2.1. Задача (1) имеет траекторные аттракторы 𝔄𝜀 в топологическом пространстве
Θ𝑙𝑜𝑐
+ . Множество 𝔄𝜀 равномерно (по 𝜀 ∈ (0, 1)) ограничено в F 𝑏

+ и компактно в Θ𝑙𝑜𝑐
+ . Более того,

𝔄𝜀 = Π+K𝜀 ,

ядро K𝜀 – непусто и равномерно (по 𝜀 ∈ (0, 1)) ограничено в F 𝑏 . Напомним, что пространства F 𝑏
+ и Θ𝑙𝑜𝑐

+
зависят от 𝜀.

Доказательство этого предложения практически полностью совпадает с доказательством, приведен-
ным в [3] для нулевых условий Дирихле на всей границе.

3. Вспомогательные утверждения. В данном разделе приводятся результаты из работы [5], которые
будут использованы ниже.

Рассмотрим вспомогательную задачу
−𝜈Δ𝑤𝜀 = 𝑔

1 (𝑥, 𝑥
𝜀

)
, 𝑥 ∈ 𝐷𝜀 ,

𝜈
𝜕𝑤𝜀

𝜕𝑛
+ 𝛼𝑤𝜀 = 0, 𝑥 ∈ Γ1,

𝑤𝜀 = 0, 𝑥 ∈ Γ3 ∪ Γ𝜀 .
(10)

Также предполагается, что у нас выполнено периодическое условие на решение 𝑤𝜀 по 𝑥1. Задача для
второй компоненты 𝑔2 вектор-функции 𝑔 будет иметь однородные условия Дирихле на Γ1. В дальнейшем
будем опускать верхний индекс у функции 𝑔1.

3.1 Априорные оценки. Для того, чтобы перейти к рассмотрению вопросов усреднения, пред-
варительно мы должны получить априорные оценки решений задачи (10). Имеет место следующая
теорема.

Теорема 3.1. Решение 𝑢𝜀 задачи (10) удовлетворяет неравенству

∥𝑤𝜀 ∥𝑊 1
2 (𝐷𝜀 ,Γ3∪Γ𝜀 ) ≤ 𝐾1∥𝑔∥𝐿2 (𝐷 ) ≤ 𝐾, (11)

где константы 𝐾1 и 𝐾 > 0 не зависят от 𝜀.

Доказательство. Используя стандартную технику интегральных оценок, учитывая неравенство типа
Фридрихса ∫

𝐷𝜀

𝑤2
𝜀 𝑑𝑥 ≤ 𝐶

∫
𝐷𝜀

|∇𝑤𝜀 |2 𝑑𝑥,

неравенство для следов ∫
Γ1

𝑤2
𝜀 𝑑𝑥1 ≤ 𝐶

∫
𝐷𝜀

|∇𝑤𝜀 |2 𝑑𝑥

и неравенство Коши – Буняковского, из интегрального тождества задачи (10) с пробной функцией
равной𝑤𝜀 получаем первую оценку. Воспользовавшись условием (2), получим и вторую оценку. Теорема
доказана.

3.2 Усреднение линейной вспомогательной задачи. Этот раздел посвящён изучению асимптоти-
ческого поведения решений задачи (10).

Замечание. В дальнейших рассуждениях будем отождествлятьфункции из пространства𝑊 1
2 (𝐷𝜀 , Γ3∪Γ𝜀)

с функциями из𝑊 1
2 (𝐷, Γ3), равными нулю в 𝐵𝜀 , а функции из пространства 𝐿2 (𝐷𝜀) с функциями из 𝐿2 (𝐷),

равными нулю в 𝐵𝜀 . С другой стороны, для сужения функций из 𝐿2 (𝐷) на 𝐷𝜀 будем сохранять их обозначения.
Имеет место утверждение.

Теорема 3.2. Пусть 𝑔 ∈ 𝐿2 (𝐷). Тогда для решения краевой задачи (10) имеет место сходимость

∥𝑤𝜀 −𝑤0∥𝑊 1
2 (𝐷 ) → 0 при 𝜀 → 0, (12)

где𝑤0 – решение предельной (усреднённой) краевой задачи{
−𝜈Δ𝑤0 = 𝑔 в 𝐷,
𝑤0 = 0 на Γ1 ∪ Γ3 .

(13)
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Обозначим через 𝐻 1
𝑝𝑒𝑟 (𝐷) пространство 1-периодических по 𝑥1 функций из 𝐻 1 (𝐷, Γ1 ∪ Γ3). Для

доказательства теоремы будем использовать следующее утверждение (см. [5]). Аналогично введём
определение пространства 𝐻 1

𝑝𝑒𝑟 (𝐷𝜀) – пространство 1-периодических по 𝑥1 функций из 𝐻 1 (𝐷𝜀 , Γ𝜀 ∪ Γ3).

Лемма 3.1. Пусть 𝑣𝜀 ∈ 𝐻 1
𝑝𝑒𝑟 (𝐷𝜀) и 𝑣𝜀 ⇀ 𝑣∗ при 𝜀 → 0 слабо в 𝐻 1

𝑝𝑒𝑟 (𝐷). Тогда 𝑣∗ ∈ 𝐻 1
𝑝𝑒𝑟 (𝐷).

Доказательство теоремы. Пусть {𝜀𝑘 } – произвольная последовательность, сходящаяся к нулю при
𝑘 → +∞. По теореме 3.1 из равномерной ограниченности семейства {𝑤𝜀 } следует, что существует
подпоследовательность индексов {𝑘 ′}, такая что на этой подпоследовательности при 𝑘 ′ → +∞ имеет
место сходимость

𝑤𝜀𝑘′ → 𝑤∗ сильно в 𝐿2 (𝐷) и слабо в 𝐻 1
𝑝𝑒𝑟 (𝐷). при 𝜀𝑘 ′ → 0. (14)

При этом𝑤∗ ∈ 𝐻 1
𝑝𝑒𝑟 (𝐷) в силу леммы 3.1.

Умножая уравнение задачи (10) на 𝑣 ∈ 𝐶∞
𝑝𝑒𝑟 (𝐷, Γ1 ∪ Γ3) и интегрируя по частям по области 𝐷 , при

достаточно малых 𝜀 получаем интегральное тождество. Переходя в этом тождестве к пределу, в силу (14)
и леммы 3.1 получаем новое интегральное тождество

𝜈

∫
𝐷

∇𝑤∗ · ∇𝑣 𝑑𝑥 =

∫
𝐷

𝑔𝑣 𝑑𝑥,

которое совпадает с интегральным тождествомпредельной задачи в𝐷 . Из плотности вложения𝐶∞
𝑝𝑒𝑟 (𝐷, Γ1∪

Γ3) в 𝐻 1
𝑝𝑒𝑟 (𝐷) и единственности решения предельной задачи (13) получаем, что𝑤∗ =𝑤0, а из произвола в

выборе исходной последовательности {𝜀𝑘 } и сходимости (14) вытекает следующая сходимость:

𝑤𝜀 → 𝑤0 сильно в 𝐿2 (𝐷) и слабо в𝑊 1
2 (𝐷) при 𝜀 → 0. (15)

Осталось усилить сходимость (15) до сходимости (12). Умножим уравнение предельной задачи на𝑤0
и проинтегрируем по частям по области 𝐷 . Вычитая это равенство из интегрального тождества задачи
(10) с пробной функцией 𝑤𝜀 и учитывая (15), а также используя неравенство Коши – Буняковского и
рассуждения в конце доказательства леммы 3.1, получаем

∥∇𝑤𝜀 ∥2
𝐿2 (𝐷 ) − ∥∇𝑤0∥2

𝐿2 (𝐷 ) =

∫
𝐷

(𝑔𝑤𝜀 − 𝑔𝑤0) 𝑑𝑥 + 𝛼 ∥𝑤𝜀 ∥2
𝐿2 (Γ1 ) =

∫
𝐷

(𝑔 − 𝑔)𝑤0 𝑑𝑥+

+
∫
𝐷

𝑔(𝑤𝜀 −𝑤0) 𝑑𝑥 + 𝛼 ∥𝑤𝜀 ∥2
𝐿2 (Γ1 ) ≤ ∥𝑔 − 𝑔∥𝐿2 (𝐷 ) ∥𝑤0∥𝐿2 (𝐷 )+

+ ∥𝑔∥𝐿2 (𝐷 ) ∥𝑤𝜀 −𝑤0∥𝐿2 (𝐷 ) + 𝛼 ∥𝑤𝜀 ∥2
𝐿2 (Γ1 ) −→ 0 при 𝜀 → 0.

(16)

Из (15) и (16) следует (12). Действительно, в силу (15) и (16)

∥∇(𝑤𝜀 −𝑤0)∥2
𝐿2 (𝐷 ) =∥∇𝑤𝜀 ∥2

𝐿2 (𝐷 ) + ∥∇𝑤0∥2
𝐿2 (𝐷 ) − 2

∫
𝐷

∇𝑤𝜀 · ∇𝑤0 𝑑𝑥 → 0

при 𝜀 → 0. Из этой сходимости и сходимости (15) вытекает сходимость (12). Теорема доказана.
Таким образом, усредненная задача имеет вид (13).

4. Усреднение исходной задачи. В этом разделе изучается предельное поведение аттракторов 𝔄𝜀

для системы уравнений Навье – Стокса (1) при 𝜀 → 0+ и их сходимость к траекторному аттрактору
соответствующего усредненного уравнения.

Усреднённая (предельная) задача имеет следующий вид (см. предыдущий раздел):

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
− 𝜈Δ𝑢0 + (𝑢0 · ∇)𝑢0 + ∇𝑝 = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0,

∇ · 𝑢0 = 0, 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0,
𝑢0 = 0, 𝑥 ∈ Γ1 ∪ Γ3, 𝑡 > 0,
𝑢 (−1/2, 𝑥2, 𝑡) = 𝑢 (1/2, 𝑥2, 𝑡), 𝑥 ∈ Γ2 ∪ Γ4,

𝑢0 =𝑈 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑡 = 0.

(17)

Рассматриваются слабые 1-периодические по 𝑥1 решения начально-краевой задачи (17), то есть функции

𝑢0 (𝑥, 𝑡) ∈ L𝑙𝑜𝑐2,𝑤 (R+;V) ∩ L𝑙𝑜𝑐∞,∗𝑤 (R+;H) ∩
{
𝑣 :

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
∈ L𝑙𝑜𝑐2,𝑤 (R+;V′)

}
.
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которые удовлетворяют задаче (17) в смысле обобщенных функций, то есть

−
∫
𝑄

𝑢0 ·
𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜈

∫
𝑄

∇𝑢0 · ∇𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡 +
∫
𝑄

(𝑢0 · ∇)𝑢0 ·𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡 =
∫
𝑄

𝑔(𝑥) ·𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡 (18)

для любых функций𝜓 ∈ C∞
0 (R+;H).

Как известно, при любом𝑈 ∈ H задача (17) имеет единственное слабое решение (см. [1, 2]).
Следующая лемма доказывается аналогично лемме 2.1 (см. также [3]).

Лемма 4.1. Пусть 𝑢 (𝑥, 𝑡) – слабое решение задачи (17). Тогда

(i) 𝑢 ∈ 𝐶 (R+;H);

(ii) функция ∥𝑢 (·, 𝑡)∥2 является абсолютно непрерывной на R+, и более того

1
2
𝑑

𝑑𝑡
∥𝑢 (·, 𝑡)∥2 + 𝜈

∫
𝑄

|∇𝑢 (𝑥, 𝑡) |2𝑑𝑥 =

∫
𝐷

𝑔(𝑥) · 𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 .

Задача (17) имеет траекторный аттрактор 𝔄 в пространстве траекторий K+
, соответствующем задаче

(17), причем
𝔄 = Π+K,

где K – ядро задачи (17) в F 𝑏 .

Определение. Будем говорить, что траекторные аттракторы 𝔄𝜀 сходятся к траекторному аттрак-
тору 𝔄 при 𝜀 → 0 в топологическом пространстве Θ𝑙𝑜𝑐

+ , если для любой окрестности O(𝔄) в Θ𝑙𝑜𝑐
+ найдется

𝜀1 ≥ 0 такое, что 𝔄𝜀 ⊆ O(𝔄) при любом 𝜀 < 𝜀1, то есть для любого𝑀 > 0

distΘ0,𝑀 (Π0,𝑀𝔄𝜀 ,Π0,𝑀𝔄) → 0 (𝜀 → 0).

Сформулируем основную теорему об усреднении систем уравнений Навье – Стокса.

Теорема 4.1. В топологическом пространстве Θ𝑙𝑜𝑐
+ справедливо предельное соотношение

𝔄𝜀 → 𝔄 при 𝜀 → 0 + . (19)

Кроме того,
K𝜀 → K при 𝜀 → 0 + в Θ𝑙𝑜𝑐 . (20)

Замечание. Функции из множеств 𝔄𝜀 и K𝜀 заданы на перфорированных областях 𝐷𝜀 . Однако все
эти функции можно продолжить нулем внутрь отверстий, и при этом нормы продолженных функций в
пространствах H и V (определенных без перфорации), очевидно, совпадают с соответствующими нормами в
перфорированных пространствах H𝜀 и V𝜀 . Поэтому в теореме все расстояния измеряются в пространствах
без перфорации с учетом нулевого продолжения внутрь отверстий.

Доказательство теоремы. Ясно, что (20) влечет (19). Поэтому достаточно доказать (20), то есть показать,
что для любой окрестности O(K) в Θ𝑙𝑜𝑐 найдется число 𝜀1 = 𝜀1 (O) > 0 такое, что

K𝜀 ⊂ O(K) для всех 𝜀 < 𝜀1. (21)

Предположим, что (21) неверно. Тогда найдется окрестность O′ (K) в Θ𝑙𝑜𝑐 , последовательности 𝜀𝑘 → 0+
(𝑘 → ∞) и 𝑢𝜀𝑘 (·) = 𝑢𝜀𝑘 (𝑠) ∈ K𝜀𝑘 такие, что

𝑢𝜀𝑘 ∉ O′ (K) для всех 𝑘 ∈ N. (22)

Из условия (2) вытекает, что последовательность
{
𝑔

(
𝑥, 𝑥

𝜀𝑛

)}
ограничена в H. Следовательно, используя

дифференциальное тождество из леммы 2.1 и неравенство Коши – Буняковского, заключаем, что
последовательность решений {𝑢𝜀𝑛 } ограничена в F 𝑏 . Переходя к подпоследовательности, мы можем
предположить, что

𝑢𝜀𝑛 → 𝑢0 (𝑛 → ∞) в Θ𝑙𝑜𝑐 .

Утверждается, что 𝑢0 ∈ K . Функции 𝑢𝜀𝑛 (𝑥, 𝑡) удовлетворяют уравнению

𝜕𝑢𝜀𝑛

𝜕𝑡
− 𝜈Δ𝑢𝜀𝑛 + (𝑢𝜀𝑛 · ∇)𝑢𝜀𝑛 + ∇𝑝 = 𝑔0

(
𝑥,
𝑥

𝜀𝑛

)
, 𝑡 ∈ R, (23)
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с условием

𝜈
𝜕𝑢1

𝜀𝑛

𝜕𝑛
+ 𝛼𝑢1

𝜀𝑛
= 0, 𝑢2

𝜀𝑛
= 0, 𝑥 ∈ Γ1,

и энергетическому тождеству

−1
2

𝑀∫
−𝑀

∥𝑢𝜀𝑛 (𝑡)∥2
H𝜓

′ (𝑡)𝑑𝑡 + 𝜈
𝑀∫

−𝑀

∥𝑢𝜀𝑛 (𝑡)∥2
V𝜓 (𝑡)𝑑𝑡+

+𝛼
𝑀∫

−𝑀

∫
Γ1

𝑢1
𝜀𝑛
(𝑥, 𝑡)𝜓 (𝑡)𝑑𝑥1𝑑𝑡 =

𝑀∫
−𝑀

𝑔

(
𝑥,
𝑥

𝜀𝑛

)
· 𝑢𝜀𝑛 (𝑡)𝜓 (𝑡)𝑑𝑡 (24)

при любом𝑀 > 0 и для любойфункции𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (]−𝑀,𝑀 [), 𝜓 ≥ 0. Кроме того,𝑢𝜀𝑛 (𝑡) ⇀ 𝑢0 (𝑡) (𝑛 → ∞) слабо

в L2 (−𝑀,𝑀 ;V), ∗-слабо в L∞ (−𝑀,𝑀 ;H) и
𝜕𝑢𝜀𝑛 (𝑡)
𝜕𝑡

⇀
𝜕𝑢0 (𝑡)
𝜕𝑡

(𝑛 → ∞) слабо в L2 (−𝑀,𝑀 ;V′). По теореме о
компактности заключаем, что𝑢𝜀𝑛 (𝑡) → 𝑢0 (𝑡) (𝑛 → ∞) сильно в L2 (−𝑀,𝑀 ;H) и𝑢𝜀𝑛 (𝑥, 𝑡) → 𝑢0 (𝑥, 𝑡) (𝑛 → ∞)
при почти всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 × (−𝑀,𝑀). В частности, 𝑢𝜀𝑛 (𝑡) → 𝑢0 (𝑡) (𝑛 → ∞) сильно в Θ𝑙𝑜𝑐

+ = L𝑙𝑜𝑐2 (R;H).
Для предельного перехода в нелинейном члене, заметим, что

(𝑢𝜀𝑛 · ∇)𝑢𝜀𝑛 =

2∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝜀𝑛 𝜕𝑥𝑖𝑢𝜀𝑛 =

2∑︁
𝑖=1

𝜕𝑥𝑖 (𝑢𝑖𝜀𝑛𝑢𝜀𝑛 ) −
(

2∑︁
𝑖=1

𝜕𝑥𝑖𝑢
𝑖
𝜀𝑛

)
𝑢𝜀𝑛 =

2∑︁
𝑖=1

𝜕𝑥𝑖 (𝑢𝑖𝜀𝑛𝑢𝜀𝑛 ), (25)

поскольку
2∑

𝑖=1
𝜕𝑥𝑖𝑢

𝑖
𝜀𝑛

= ∇ ·𝑢𝜀𝑛 = 0. Выше было установлено, что 𝑢𝜀𝑛 (𝑥, 𝑡) → 𝑢0 (𝑥, 𝑡) (𝑛 → ∞) при почти всех

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷× (−𝑀,𝑀). Следовательно, в силу того, что𝑢𝑖𝜀𝑛𝑢𝜀𝑛 → 𝑢𝑖0𝑢0 при почти всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷× (−𝑀,𝑀), а из
неравенства Ладыженской вытекает, что 𝑢𝑖𝜀𝑛𝑢𝜀𝑛 ограничено в L2 (−𝑀,𝑀 ;H). Поэтому, 𝑢𝑖𝜀𝑛𝑢𝜀𝑛 → 𝑢𝑖0𝑢0 слабо
в L2 (−𝑀,𝑀 ;H) (см. [3, Lemma II.1.2], и, значит, 𝜕𝑥𝑖𝑢𝑖𝜀𝑛𝑢𝜀𝑛 → 𝜕𝑥𝑖𝑢

𝑖
0𝑢0 слабо в L2 (−𝑀,𝑀 ;V′). Следовательно,

из (25) получаем, что

(𝑢𝜀𝑛 · ∇)𝑢𝜀𝑛 → (𝑢0 · ∇)𝑢0 (𝑛 → ∞) слабо в L2 (−𝑀,𝑀 ;V′). (26)

В силу (2) имеем, что 𝑔
(
𝑥, 𝑥

𝜀𝑛

)
⇀ 𝑔(𝑥) (𝑛 → ∞) слабо в пространстве H𝑤 и, следовательно, слабо

в L2 (−𝑀,𝑀 ;H). Теперь, имея в виду теорему 3.2 и сходимость (26), переходим к пределу в (23) и
(24) при 𝜀 → 0, используя стандартное рассуждение (смотри подробное доказательство в [3, 19, 20]).
Следовательно, 𝑢0 ∈ K, то есть, 𝑢0 – решение (17), удовлетворяющее соответствующему тождеству (24) с
внешней силой 𝑔(𝑥). В то же время мы установили, что 𝑢𝜀𝑛 (𝑠) → 𝑢0 (𝑠) (𝑛 → ∞) в Θ𝑙𝑜𝑐

+ и, следовательно,
𝑢𝜀𝑛 (𝑠) ∈ O′ (𝑢0 (𝑠)) ⊂ O′

(
K

)
при 𝜀𝑛 ≪ 1. Это противоречит (22). Теорема доказана.
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