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1. Введение. В повседневной жизни людей большое значение имеют физические поля. Они созда-
ются искусственно, и должны обладать рядом эксплуатационных свойств, которые достигаются особым
распределением их источников. При этом возникает задача выбора такой системы источников, которая
обеспечивала бы заданные свойства поля приминимальных затратах энергии, или каких-нибудь других
ресурсов. Подобные задачи называют задачами оптимального распределения источников физических
полей, и их решение существенно зависит от природы рассматриваемого поля. Наибольшее практиче-
ское значение имеют тепловое и световое поля. Оптимальный выбор источников тепла рассматривался
в ряде работ [1, 3, 6, 4], а аналогичные задачи для полей естественной освещенности – в [2, 5].

В настоящей работе мы, опираясь на модель светового поля светящейся поверхности, ставим и
решаем задачу оптимального выбора источников света по критерию минимума энергетических затрат.

2.Постановка задачииописание алгоритма еерешения.Под световымполеммыподразумеваем
поле плотности светового потока, то есть вектор-функцию ®𝜀 (𝑁 ) точки N пространства такую, что для
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каждой элементарной площадки площадью 𝑑𝑆 с центром в точке N световой поток в направлении
единичного вектора нормали ®𝑣 (𝑁 ) к площадке равен:

(®𝜀 (𝑁 ) · ®𝑣 (𝑁 ))+𝑑𝑆. (1)

Если скалярное произведение отрицательно, то этот световой поток считается равным нулю.
При математическом моделировании светового поля стремятся получить выражение для вектор-

функции ®𝜀 (𝑁 ) в зависимости от расположения источников света. Мы рассмотрим такую модель для
случая, когда поле порождается испускающей поверхностью 𝜎 , светящейся с яркостью, задаваемой
функцией 𝛾 (𝑀) (𝑀 ∈ 𝜎). При этом 𝛾 (𝑀)𝑑𝑆𝑀 есть энергия, испускаемая элементарной площадкой пло-
щадью 𝑑𝑆𝑀 поверхности 𝜎 в единицу времени в направлении единичного вектора нормали ®𝑛(𝑁 ) к
поверхности 𝜎 в точке M.

Обозначим через 𝜑𝑀 угол между векторами ®𝑛(𝑀) и −−→
𝑀𝑁 . Тогда получим следующее выражение для

®𝜀 (𝑁 ) в виде поверхностного интеграла по испускающей поверхности 𝜎 (ср. с [5]):

®𝜀 (𝑁 ) =
∬
𝜎

𝛾 (𝑀) (𝑐𝑜𝑠𝜑𝑀 )+���−−→𝑀𝑁

���3 · −−→𝑀𝑁𝑑𝑆𝑀 . (2)

Обозначим воспринимающую поверхность внутри помещения через 𝜎1. В дальнейшем она называ-
ется также рабочей поверхностью. В каждой ее точке N определен единичный вектор нормали ®𝑣 (𝑁 ),
направленный в сторону неосвещаемой стороны поверхности 𝜎1. Общая постановка задачи состоит в
нахождении функции 𝛾 (𝑀), минимизирующей общую мощность источников:

𝐽 {𝛾} =
∬
𝜎

𝛾 (𝑀) · 𝑑𝑆𝑀 →𝑚𝑖𝑛, (3)

при условиях:
(®𝜀 (𝑁 ) · ®𝑣 (𝑁 ))+ ≥ 𝛽 (𝑁 ), 𝑁 ∈ 𝜎1

𝛾 (𝑀) ≥ 0;𝑀 ∈ 𝜎,
(4)

где 𝛽 (𝑁 ) – некоторая нормативная функция освещенности рабочей поверхности. Таким образом, задача
сводится к получению освещенности рабочей поверхности не меньшей нормативной при наименьших
энергетических затратах.

В такой постановке задача имеет бесконечное число степеней свободы и должна быть подвергнута
дискретизации. Но сначала преобразуем условие (4), используя модель (2). Обозначим через 𝜓𝑁 угол
между векторами

−−→
𝑀𝑁 и ®𝑣 (𝑁 ). Тогда условие (4) запишется в виде:∬

𝜎

𝛾 (𝑀) (𝑐𝑜𝑠𝜑𝑀 )+ (𝑐𝑜𝑠𝜓𝑁 )+���−−→𝑀𝑁

���2 𝑑𝑆𝑀 ≥ 𝛽 (𝑁 ), 𝑁 ∈ 𝜎1. (4a)

Приближенную дискретизацию задачи (3), (4) произведем следующим образом. Разобьем поверхность
𝜎 на m равных частей площади Δ𝑆 . Будем задавать поверхность 𝜎 центрами элементарных площадок
𝑀1, 𝑀2, ..., 𝑀𝑚 и векторами нормали в них: ®𝑛(𝑀1), ®𝑛(𝑀2), ..., ®𝑛(𝑀𝑚). Точно так же зададим поверхность
𝜎1, то есть разобьем ее на площадки той же площади Δ𝑆 с центрами 𝑁1, 𝑁2, ..., 𝑁𝑛 и нормалями ®𝑣 (𝑁1),
®𝑣 (𝑁2), ..., ®𝑣 (𝑁𝑛). Точки задаются своими координатами𝑀 𝑗 (𝑥 (1)

𝑗
, 𝑦 (1)

𝑗
, 𝑧 (1)

𝑗
); 𝑁𝑖 (𝑥 (2)

𝑖
, 𝑦 (2)

𝑖
, 𝑧 (2)

𝑖
), где j=1, 2, ..., m;

i=1, 2, ..., n. Далее функции 𝛾 (𝑀) и 𝛽 (𝑁 ) заменяются последовательностями 𝛾1, 𝛾2, ..., 𝛾𝑚 и 𝛽1, 𝛽2, ..., 𝛽𝑛 , где
𝛾 𝑗 = 𝛾 (𝑀 𝑗 ), 𝛽𝑖 = 𝛽 (𝑁𝑖 ). Введем переменные 𝜇 𝑗 = 𝛾 𝑗 · Δ𝑆 , где 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚. Заменяя в задаче (3), (4) условие
(4) на (4a), и интегралы интегральными суммами, легко видеть, что наша задача превратится в задачу
линейного программирования:

𝐽 {®𝜇} = 𝜇1 + 𝜇2 + ... + 𝜇𝑚 →𝑚𝑖𝑛, (5)

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗 𝜇 𝑗 ≥ 𝛽𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, (6)

где

𝑎𝑖 𝑗 =
(𝑐𝑜𝑠 (−−−−→𝑀 𝑗𝑁𝑖

∧®𝑛(𝑀 𝑗 )))+ · (𝑐𝑜𝑠 (
−−−−→
𝑀 𝑗𝑁𝑖

∧®𝑣 (𝑁𝑖 )))+���−−−−→𝑀 𝑗𝑁𝑖

���2 . (7)

Симплекс методом удобнее решать двойственную задачу, по отношению к задаче (5) – (7):
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𝑧 ( ®𝛿) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝛿𝑖 →𝑚𝑎𝑥, (8)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗𝛿𝑖 , 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚;

𝛿𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

(9)

Согласно двойственному симплекс методу, ответ исходной задачи прочитывается в последней стро-
ке последней симплекс таблицы задачи (8), (9) с использованием соответствия переменных. Таким обра-
зом, решение поставленной задачи не представляет особых трудностей. Центральной частью является
формирование по массивам точек и нормальных векторов, то есть по четырем трехмерным массивам,
матрицы (𝑎𝑖 𝑗 ).

В нашем случае поверхность 𝜎 является частью потолка и, возможно, стен помещения. Рабочая
поверхность может быть произвольной, но в случае, когда 𝜎 уже выбрана, для некоторых рабочих
поверхностей задача может не иметь решения, поскольку какую-то часть 𝜎1, возможно, нельзя осветить
в достаточной степени. В этом случае задача (8), (9) по первой теореме двойственности не будет иметь
решения по причине неограниченности целевой функции на области допустимых значений, и машина
должна это показать.

3. Описание программной системы, реализующей оптимальный выбор источников и ре-
зультаты численных экспериментов. На основании описанной модели была создана программная
системадлянахождения оптимального распределенияисточников света наповерхности𝜎 при заданных
рабочей поверхности 𝜎1 и нормативной освещенности 𝛽 (𝑁 ) на ней. Блок-схема программной системы
представлена на рисунке 1.

Рис. 1. Блок-схема основного алгоритма
Fig. 1. Main algorithm flowchart

Рассмотрим подробнее каждый этап алгоритма, начиная с блоков, предполагающих взаимодействие
с пользователем, а именно блоки ввода и вывода. Значения нормативной освещенности и желаемой
точности считываются из отдельного текстового файла. Для задания геометрических поверхностей
предлагается построить 3d-модель помещения в формате obj, выделив на ней необходимые полиго-
ны с помощью материалов, которые будут представлены в формате mtl. Достаточно дать материалам
правильные имена, чтобы программная система могла их распознать. Выходные данные тоже будут
представлены в формате obj с сопутствующим файлом mtl. Эти форматы являются одними из самых
популярных и поддерживаются большинством редакторов.

Вторым этапом является построение системы ограничений. Обозначим его функцией discrete, ведь
по сути этот этап соответствует этапу дискретизации в описанной математической модели. Блок-схема
функции discrete изображена на рисунке 2.
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Рис. 2. Функция discrete
Fig. 2. Function discrete

Сначала, обе поверхности разбиваются на элементарные площадки. Размер площадки зависит от
параметра точности, введенного пользователем. Разбиение производится функцией fragmentation, ко-
торая принимает на вход поверхность в виде массива полигонов и длину стороны одной площадки.
Функция возвращает массив элементарных площадок. Реализована она достаточно просто – вокруг каж-
дого полигона строится сетка с заданным шагом, если центр ячейки сетки находится внутри исходного
полигона, такую ячейку включаем в результирующий массив. Далее по полученным массивам строит-
ся матрица коэффициентов системы ограничений. Расчет отдельного коэффициента ведется согласно
формуле (7). Однако, здесь мы можем построить систему ограничений сразу для двойственной зада-
чи. Матрицу коэффициентов можно транспонировать и уравнивать неравенства «на ходу», в столбец
свободных членов вносить единицы, а в целевую функцию значения 𝛽𝑖 . После таких преобразований,
сформировать первую симплекс таблицу не составляет труда. Она и станет возвращаемым значением
из функции discrete.

Теперь, можно переходить к этапу решения задачи оптимизации. Обозначим его функцией solve.
Блок-схема изображена на рисунке 3. Применив симплекс метод к полученной на предыдущем шаге
таблице, вычисляем последнюю симплекс таблицу. В строке целевой функции прочитывается решение
двойственной задачи.

Рис. 3. Функция solve
Fig. 3. Functon solve

Исходным (искомым) переменным соответствуют переменные, добавленные в двойственную задачу
для уравнивания неравенств. Таким образом, значения в столбцах, соответствующих добавленным пе-
ременным, и являются ответом на исходную задачу. Сохраним эти значения в массиве 𝑅. Осталось лишь
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привести ответ к виду, удобному для графического представления. Как и говорилось, будет сформиро-
ван файл obj и соответствующий ему файл mtl. В файле obj будет сохранена освещающая поверхность,
где каждая элементарная площадка станет отдельным полигоном. Сохранять рабочую поверхность нет
необходимости, ее можно получить из файла исходных данных. В файле mtl будут сохранены мате-
риалы для каждого полигона результирующей модели. Чтобы показать разницу в яркости источников
света используем желтый цвет разной интенсивности. Пользуясь тем, что цвета записываются в фор-
мате rgb со значениями параметров от 0 до 1, где желтому цвету соответствует комбинация (1, 1, 0),
цвет 𝑖−го полигона определим комбинацией (𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 , 0), где 𝑎𝑖 = 𝑅𝑖/𝑚𝑎𝑥 (𝑅). Так самая яркая площадка
будет обозначена желтым цветом, а самая тусклая, не светящаяся совсем, черным. Результатом работы
функции solve станут два файла с расширениями obj и mtl.

Программная система была реализована с помощью языка C++, что позволило получить высокую
производительность, сократив как время работы программы, так и количество используемой опера-
тивной памяти устройства. Возможность программной системы работать с форматом obj позволяет
использовать практически любой современный 3d редактор для формирования входных данных и про-
смотра результатов работы программы. В данном случае использовался Blender.

Результаты работы программы изображены на рисунках 4, 5.

Рис. 4. Результаты работы (рабочая поверхность – пол)
Fig. 4. Results of work (working surface is floor)

Рис. 5. Результаты работы (рабочая поверхность – столы)
Fig. 5. Results of work (working surface is tables)

Рабочая поверхность обозначена синим цветом. Для примеров выбраны два различных случая. В
первом случае (рисунок 4) предлагается осветить все помещение, т. е. в качестве рабочей поверхности
выбран пол помещения. Во втором случае (рисунок 5) рабочая поверхность находится на некоторой
высоте относительно пола помещения и представляет собой отдельные участки – это пример, в котором
рабочей поверхностью является поверхность, например, столов.

4. Заключение. Отметим, что построенная выше модель не учитывает вклад в световое поле отра-
жения от стен помещения и других предметов. Мы считаем этот вклад незначительным. Однако в ряде
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случаев это может быть не так. Авторы надеются рассмотреть вопрос об учете отражения в будущих
публикациях.
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