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1. Введение.Для линейных дифференциальных уравнений с гладкими коэффициентами особенности
решений могут возникать лишь в точках обращения старшего коэффициента в ноль. Такие особенности
для уравнений второго порядка были довольно полно исследованы в работах [1, 2, 3, 4]. К такому виду
также относятся классические уравнения Эйлера, предполагающие согласование порядка дифференциро-
вания и скорости вырождения, кроме того, вырождающиеся дифференциальные уравнения, сводящиеся
к уравнению Эйлера – Пуассона – Дарбу [5] и др. В отличие от [1, 2, 3, 4] настоящая статья посвя-
щена рассмотрению вырождающихся дифференциальных уравнений, допускающих одновременное
вырождение двух старших коэффициентов с произвольной скоростью. Частные случаи вырождающихся
дифференциальных уравнений были исследованы в [6] для уравнений, допускающих факторизацию, т. е.
представление в виде произведения дифференциальных операторов первого порядка. Методы, разрабо-
танные в [6], применяются нами к вырождающимся дифференциальным уравнениям второго порядка,
допускающим одновременное вырождение двух старших коэффициентов с произвольной скоростью. С
помощью этих методов найдены явные формулы для решений, установлены их асимптотики вблизи
точки вырождения, а также исследована разрешимость задачи Коши.
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2. Вырождающееся дифференциальное уравнение первого порядка. На промежутке [0, 𝑑], 𝑑 > 0
рассмотрим вырождающееся дифференциальное уравнение первого порядка

𝑀𝑢 (𝑡) ≡ 𝑝 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑢 (𝑡) = 𝑔(𝑡), (1)

где коэффициенты и правая часть 𝑔(𝑡) уравнения (1) — действительные функции, причём 𝑝 (𝑡), 𝑞(𝑡) ∈
𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) > 0 для 𝑡 > 0, 𝑞(0) ≠ 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶𝑘 [0, 𝑑] при 𝑘 ∈ N0.

При 𝑡 > 0 и 𝑔(𝑡) = 0 решение однородного уравнения (1) имеет вид

𝑢0 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ ∈ 𝐶∞ (0, 𝑑] . (2)

На функциях из 𝐶 [0, 𝑑] при 𝑞(0) > 0 определим интегральный оператор

𝑀−1
+ 𝑔(𝑡) =

𝑡∫
0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, (3)

а при 𝑞(0) < 0 определим интегральный оператор другого вида

𝑀−1
− 𝑔(𝑡) = −

𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 . (4)

Вводимые равенствами (3) и (4) операторы 𝑀−1
+ и 𝑀−1

− являются обращающими для уравнения (1),
при этом интеграл в (3) является несобственным. В дальнейшем для установления асимптотик решений
весьма полезными являются приводимые в лемме 1 асимптотические соотношения.

Лемма 1. Пусть для некоторого 𝑡0 > 0 функция 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑡0], 𝑎(0) = 0, 𝑎(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, функция
ℎ(𝑡) ∈ 𝐶1 [0, 𝑡0], ℎ(𝑡) > 0 при 𝑡 ≥ 0, а 𝑓 (𝑡) ≠ 0 при 𝑡 > 0 и

𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶1 [0, 𝑡0],
𝑡 𝑓 ′ (𝑡)
𝑓 (𝑡) =𝑂 (1) при 𝑡 → 0 + . (5)

Если 𝑎′ (0) = 0, то при 𝑡 → 0+ справедливы следующие асимптотические представления:

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑠∫

𝑡

ℎ(𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬𝑑𝑠 = 𝑓 (𝑡) 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡) (1 + 𝑜 (1)), (6)

𝑡∫
0

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑡∫

𝑠

ℎ(𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬𝑑𝑠 = 𝑓 (𝑡) 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡) (1 + 𝑜 (1)). (7)

Если же 𝑎(𝑡) = 𝑎1𝑡 (1 + 𝑜 (1)) ∈ 𝐶2 [0, 𝑡0], 𝑎1 > 0, ℎ(𝑡) = ℎ0 (1 + 𝑜 (1)) ∈ 𝐶2 [0, 𝑡0], ℎ0 > 0 и 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑡0], то при
𝑡 → 0+

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑠∫

𝑡

ℎ(𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬𝑑𝑠 =

𝑡𝑂 (1), если

ℎ0

𝑎1
> 1,

𝑡 ln 𝑡 𝑂 (1) → 0, если
ℎ0

𝑎1
= 1,

𝑡ℎ0/𝑎1𝑂 (1), если 0 <
ℎ0

𝑎1
< 1,

(8)

𝑡∫
0

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑡∫

𝑠

ℎ(𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬𝑑𝑠 = 𝑡𝑂 (1). (9)

Доказательство. Если выполнено условие (5), то справедливость представлений (6), (7) вытекает
соответственно из предельных соотношений

lim
𝑡→0+

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠) exp
(
−

𝑠∫
𝑡

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
)
𝑑𝑠

𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/ℎ(𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠) exp

(
𝑡0∫
𝑠

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
)
𝑑𝑠

𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/ℎ(𝑡) exp

(
𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
) =

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2026, том 58, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2026, Volume 58, No 3



234 Асимптотика решений дифференциальных уравнений второго порядка с двойным вырождением

= lim
𝑡→0+

−𝑓 (𝑡) exp

(
𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
)

(
(𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/ℎ(𝑡))′ − 𝑓 (𝑡)

)
exp

(
𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
) = 1,

lim
𝑡→0+

𝑡∫
0
𝑓 (𝑠) exp

(
−

𝑡∫
𝑠

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
)
𝑑𝑠

𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/ℎ(𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑡∫
0
𝑓 (𝑠) exp

(
−

𝑡0∫
𝑠

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
)
𝑑𝑠

𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/ℎ(𝑡) exp

(
−

𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
) =

= lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡) exp

(
−

𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
)

(
(𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/ℎ(𝑡))′ + 𝑓 (𝑡)

)
exp

(
−

𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜉)/𝑎(𝜉) 𝑑𝜉
) = 1.

А если 𝑎(𝑡) = 𝑎1𝑡 (1 + 𝑜 (1)) ∈ 𝐶2 [0, 𝑡0], 𝑎1 > 0, то справедливость представлений (8), (9) следует
соответственно из предельных соотношений

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑠∫

𝑡

ℎ(𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬𝑑𝑠 =
𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑠∫

𝑡

(ℎ0 + ℎ1𝜉 + 𝑜 (1)) 𝑑𝜉
𝑎1𝜉 (1 + 𝑜 (1))

ª®¬𝑑𝑠 =
=

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠) exp ©­«−ℎ0

𝑎1

𝑠∫
𝑡

(
1
𝜉
+𝑂 (1)

)
𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝑠 =
𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝑠)
(𝑠
𝑡

)−ℎ0/𝑎1
exp(𝑂 (1)) 𝑑𝑠 =

=


𝑡𝑂 (1), если

ℎ0

𝑎1
> 1,

𝑡 ln 𝑡 𝑂 (1) → 0, если
ℎ0

𝑎1
= 1,

𝑡ℎ0/𝑎1𝑂 (1), если 0 <
ℎ0

𝑎1
< 1,

𝑡∫
0

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑡∫

𝑠

ℎ(𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬𝑑𝑠 =
𝑡∫

𝑠

𝑓 (𝑠) exp ©­«−
𝑡∫

𝑠

ℎ0 (1 + 𝑜 (1)) 𝑑𝜉
𝑎1𝜉 (1 + 𝑜 (1))

ª®¬𝑑𝑠 =
=

𝑡∫
0

𝑓 (𝑠) exp ©­«−ℎ0

𝑎1

𝑡∫
𝑠

(
1
𝜉
+𝑂 (1)

)
𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝑠 =
𝑡∫

0

𝑓 (𝑠)
(𝑠
𝑡

)ℎ0/𝑎1
exp(𝑂 (1)) 𝑑𝑠 = 𝑡𝑂 (1).

Для решений уравнения (1) в [6] были построены асимптотики при 𝑡 → 0+. Приведем эти результаты
в удобной для нас форме.

Условие 1. Коэффициенты и правая часть 𝑔(𝑡) уравнения (1) — действительные функции, причём
𝑝 (𝑡), 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, 𝑞(0) ≠ 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶𝑘 [0, 𝑑] при некотором 𝑘 ∈ N0.

Лемма 2. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и 𝑞(0) > 0. Тогда
при любой допустимой функции 𝑔(𝑡) существует единственное ограниченное на [0, 𝑑] решение 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) этого
уравнения, определённое равенством

𝑢+ (𝑡 ;𝑔) =𝑀−1
+ 𝑔(𝑡) =

𝑡∫
0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 ∈ 𝐶𝑘 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑘+1(0, 𝑑] . (10)

Для 𝑡 > 0 общее решение 𝑢 (𝑡) уравнения (1) имеет вид

𝑢 (𝑡) =𝐶𝑢0 (𝑡) + 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) =𝐶 exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ +
𝑡∫

0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, (11)

где функция 𝑢0 (𝑡) определена равенством (2), 𝐶 — произвольная постоянная. При этом для любого 𝑗 ∈ N0

lim
𝑡→0+

𝑢
( 𝑗 )
0 (𝑡) =∞, 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ (0, 𝑑], 𝑢0 (𝑡) ∉ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) =

𝑔(0)
𝑞(0) (1 + 𝑜 (1)) при 𝑡 → 0 + .
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Лемма 3. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и 𝑞(0) < 0. Тогда
решением уравнения (1) является функция 𝑢− (𝑡 ;𝑔), которая определяется равенством

𝑢− (𝑡 ;𝑔) =𝑀−1
− 𝑔(𝑡) = −

𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, (12)

и при этом справедливы утверждения.
1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑝 (0) = 𝑝′ (0) = 0,

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑘 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑘+1 (0, 𝑑], 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑢0 (𝑡) = 𝑜 (𝑡 𝑗 ) при 𝑡 → 0 + для 𝑗 ∈ N.

2◦. В случае слабого вырождения, если 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) = 𝑝1𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑝1 > 0, 𝑞(𝑡) = 𝑞0 + 𝑡𝑂 (1), 𝑞0 > 0 и

𝑔(𝑡) = 𝑔0 +
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘𝑜 (1) при 𝑡 → 0+, то справедливы включения

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈



𝐶𝑘 [0, 𝑑], если 𝑘 < −𝑞0

𝑝1
,

𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑], если 𝑘 ≥ −𝑞0

𝑝1
, −𝑞0

𝑝1
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≤ 𝑘, 𝑔 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑘 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≥ 𝑘, 𝑔 (𝑘0 ) (0) = 0,

(13)

𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑]
⋂

𝐶∞ (0, 𝑑], lim
𝑡→0+

𝑢
( 𝑗 )
0 (𝑡) = 0 при 𝑗 <

[
−𝑞0

𝑝1

]
,

𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] при − 𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑢− (𝑡 ;𝑔) =

𝑔(0)
𝑞(0) (1 + 𝑜 (1)) при 𝑡 → 0 + .

Установленные в леммах 1–3 асимптотические соотношения (10)–(13) будут использованы в дальней-
шем при доказательстве теорем 1–4.

3. Вырождающееся дифференциальное уравнение второго порядка с двойным вырождением.
При 𝑡 > 0 рассмотрим дифференциальное уравнение с двойным вырождением

𝐿𝑣 (𝑡) ≡ (𝑎(𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′ + 𝑡𝑚𝑏 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), (14)

коэффициенты которого удовлетворяют следующему условию.
Условие 2. Коэффициенты уравнения (14) действительные бесконечно дифференцируемые на

отрезке [0, 𝑑] при некотором 𝑑 > 0 функции,

𝑎(𝑡) = 𝑎0𝑡
𝑛+𝑚 (1 + 𝑜 (1)), 𝑎0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑏 (0) ≠ 0, 𝑐 (0) ≠ 0, 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑛 > 𝑚.

Если выполнено условие 2, то в дальнейшем будет доказано, что существует двухпараметрическое
семейство решений уравнения (14), гладкость которых при 𝑡 = 0 определяется знаками коэффици-
ентов 𝑏 (0), 𝑐 (0). Отметим, что однородные уравнения вида (14) при 𝑛 = 1 в банаховом пространстве
рассматривались ранее в [5].

Чтобы исследовать поведение этих решений при 𝑡 → 0+, представим входящий в уравнение оператор
𝐿 в виде выражения, содержащего произведения двух дифференциальных операторов 𝐿𝑖 первого порядка
с подлежащими определению функциями 𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡), где

𝐿𝑖𝑢 (𝑡) = 𝑎𝑖 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑏𝑖 (𝑡)𝑢 (𝑡), 𝑖 = 1, 2.

Рассмотрим произведение операторов 𝐿1𝐿2, которое, как легко видеть, имеет вид

𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡) =

= (𝑎1 (𝑡)𝑎2 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′ + (−𝑎′1 (𝑡)𝑎2 (𝑡) + 𝑎1 (𝑡)𝑏2 (𝑡) + 𝑎2 (𝑡)𝑏1 (𝑡))𝑣 ′ (𝑡) + (𝑎1 (𝑡)𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡))𝑣 (𝑡), (15)

и выберем 𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡) так, чтобы

𝑎1 (𝑡) = 𝑡𝑚, 𝑎2 (𝑡) = 𝑎0𝑡
𝑛 (1 + 𝑜 (1)), 𝑎(𝑡) = 𝑎1 (𝑡)𝑎2 (𝑡), 𝑏2 (𝑡) = 𝑏 (𝑡), 𝑏1 (𝑡) =

𝑐 (𝑡) − 𝑎1 (𝑡)𝑏′2 (𝑡)
𝑏2 (𝑡)

,

𝑐 (𝑡) = 𝑡𝑚𝑏′ (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡), 𝜔 (𝑡) = 𝑎2 (𝑡) (𝑏1 (𝑡) − 𝑎′1 (𝑡)) = 𝑡𝑛𝑂 (1) при 𝑡 → 0 + . (16)
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При этом все выбранные функции бесконечно дифференцируемы на [0, 𝑑] и

𝑏2 (0) = 𝑏 (0) ≠ 0, 𝑏1 (0) =
𝑐 (0)
𝑏2 (0)

≠ 0, 𝑏1 (0)𝑏2 (0) = 𝑐 (0).

Тогда из равенств (15), (16) следует представление

𝐿𝑣 (𝑡) = (𝑎0𝑡
𝑛+𝑚 (1 + 𝑜 (1))𝑣 ′ (𝑡))′ + 𝑡𝑚𝑏 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑣 (𝑡) = (𝑎1 (𝑡)𝑎2 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′+

+(𝑎1 (𝑡)𝑏2 (𝑡) − 𝑎′1 (𝑡)𝑎2 (𝑡) + 𝑎2 (𝑡)𝑏1 (𝑡))𝑣 ′ (𝑡) + (𝑎1 (𝑡)𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡))𝑣 (𝑡) − 𝑎2 (𝑡) (𝑏1 (𝑡) − 𝑎′1 (𝑡))𝑣 ′ (𝑡) =

= 𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡) − 𝜔 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡). (17)

Далее будем находить решения уравнения (14), или, эквивалентного ему в силу равенства (17),
уравнения

𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡) − 𝜔 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡) = 𝑓 (𝑡), (18)

используя обратимость операторов 𝐿1, 𝐿2 в некоторой окрестности точки 𝑡 = 0. Отметим, что в отличие
от работ [1–4], вид обратных операторов зависит не только от знака в точке вырождения коэффициента
перед первой производной, но и от знака коэффициента свободного члена, т. е. в рассматриваемом нами
случае от знаков коэффициентов 𝑏1 (0) и 𝑏2 (0). Поэтому мы разобьём поиск решения на четыре случая,
при этом всегда 𝑏1 (0)𝑏2 (0) = 𝑐 (0).

Случай 1. 𝑏 (0) > 0, 𝑐 (0) > 0 ⇔ 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) = 𝑏 (0) > 0.
Случай 2. 𝑏 (0) < 0, 𝑐 (0) < 0 ⇔ 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) = 𝑏 (0) < 0.
Случай 3. 𝑏 (0) > 0, 𝑐 (0) < 0 ⇔ 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) = 𝑏 (0) > 0.
Случай 4. 𝑏 (0) < 0, 𝑐 (0) > 0 ⇔ 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) = 𝑏 (0) < 0.
В соответствии с определяемыми равенствами (3) и (4) операторами𝑀−1

+ , 𝑀−1
− введём интегральные

операторы, обращающие 𝐿1 и 𝐿2

𝐿−1
𝑖 𝑢 (𝑡) =

𝑡∫
0

𝑢 (𝜏)
𝑎𝑖 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏𝑖 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎𝑖 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, если 𝑏𝑖 (0) > 0, 𝑖 = 1, 2, (19)

Λ−1
𝑖 𝑢 (𝑡) = −

𝑑∫
𝑡

𝑢 (𝜏)
𝑎𝑖 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏𝑖 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎𝑖 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, если 𝑏𝑖 (0) < 0, 𝑖 = 1, 2. (20)

Используя представление (2), определим также функции 𝑣0𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, которые будут использованы
при построении решений однородного уравнения (18). Они имеют вид

𝑣0𝑖 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏𝑖 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎𝑖 (𝜉)

ª®¬ , 𝑖 = 1, 2. (21)

4. Вырождающееся дифференциальное уравнение второго порядка. Случай 1.
Теорема 1. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и 𝑏 (0) > 0, 𝑐 (0) > 0. Тогда

для любой функции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует единственное ограниченное решение 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] этого
уравнения, определяемое равенством

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄1)𝑘 𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], где (22)

𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ ×

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«−

𝜏∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬
𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (23)

𝑄1𝑣 (𝑡) =

=

𝑡∫
0

©­­«
𝜔 (𝜏)𝑣 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

−
𝜏∫

0

𝑑

𝑑𝜂

©­­«
𝜔 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp
©­­«

𝜏∫
𝜂

−𝑏1 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
ª®®¬ 𝑣 (𝜂)𝑑𝜂

ª®®¬ exp ©­«
𝑡∫

𝜏

−𝑏2 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (24)

𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡), 𝜔 (𝑡) определены в (16). При этом для𝑚 > 1 справедлива асимптотика
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𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (𝑡)
𝑐 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) при 𝑡 → 0+, (25)

а все решения однородного уравнения (14), кроме тривиального, неограничены при 𝑡 → 0+.
Доказательство. Пусть функция 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] ⋂𝐶2 (0, 𝑑] является решением уравнения (14), тогда в
силу равенств (15), (16), она будет удовлетворять и уравнению (18). Отметим, что в условиях теоремы 1
выполнено условие 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) > 0.

Уравнение (18) положим в основу дальнейших преобразований. Перенесём свободный член этого
уравнения направо и поочерёдно обратим операторы в произведении 𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡). После применения
определяемого равенством (19) оператора 𝐿−1

1 получим интегро-дифференциальное уравнение

𝐿2𝑣 (𝑡) =𝐶1𝑣01 (𝑡) +
𝑡∫

0

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 +
𝑡∫

0

𝜔 (𝜏)𝑣 ′ (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, (26)

где 𝑣01 (𝑡) определена равенством (21), 𝐶1 — произвольная постоянная.
Предполагая, что интеграл в (26) сходится, используя равенство, проинтегрируем по частям последнее

слагаемое в (26) и получим уравнение

𝐿2𝑣 (𝑡) =𝐶1𝑣01 (𝑡) + 𝑢1 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑤1 (𝑡 ; 𝑣), где (27)

𝑢1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏,
𝑤1 (𝑡 ; 𝑣) =

𝜔 (𝑡)𝑣 (𝑡)
𝑎1 (𝑡)

−
𝑡∫

0

𝑑

𝑑𝜂

©­­«
𝜔 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp
©­­«−

𝑡∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
ª®®¬ 𝑣 (𝜂) 𝑑𝜂.

Применяя теперь к уравнению (27) оператор 𝐿−1
2 из равенства (19), получим интегральное уравнение

𝑣 (𝑡) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1𝐿
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑄1𝑣 (𝑡), (28)

где 𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) и оператор 𝑄1 определены в (23), (24), а 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
Следовательно, при 𝑡 > 0 каждое решение дифференциального уравнения (14) удовлетворяет

интегральному уравнению (28), и наоборот.
Обратимся теперь к интегральному уравнению (28) и при малых 𝑑 > 0 оценим модуль функции

𝑄1𝑣 (𝑡), если 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]. При 𝑡 → 0+, используя лемму 1, будем иметь

|𝑄1𝑣 (𝑡) | ≤

������
𝑡∫

0

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

(𝑏2 (𝜉) − 𝑎′2 (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑤1 (𝜏 ; 𝑣)𝑑𝜏
𝑎2 (𝜏)

������ = |𝑤1 (𝑡 ; 𝑣) |
𝑏2 (𝑡)

(1 + 𝑜 (1)),

|𝑤1 (𝑡 ; 𝑣) | ≤
©­­«
����𝜔 (𝑡)𝑎1 (𝑡)

���� + 𝑡∫
0

������� 𝑑𝑑𝜂 ©­­«
𝜔 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp
©­­«−

𝑡∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
ª®®¬
������� 𝑑𝜂ª®®¬ max

[0,𝑑 ]
|𝑣 (𝑡) | → 0. (29)

Таким образом, из (29) следует, что при малом 𝑑 > 0 оператор 𝑄1 ограничен в 𝐶 [0, 𝑑], ∥𝑄1∥𝐶 < 1, а
решение уравнения (28) при 𝐶1 =𝐶2 = 0 находится с помощью итераций:

𝑣1,0(𝑡 ; 𝑓 ) =𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣1,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) =𝑄1𝑣1,𝑘−1 (𝑡 ; 𝑓 ) = (𝑄1)𝑘𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑣1,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑],

и поэтому для произвольнойфункции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует непрерывное на [0, 𝑑] решение уравнения
(14), которое имеет вид (22).

Чтобы получить первые асимптотики построенного решения 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) при𝑚 > 1 и 𝑡 → 0+, используя
равенство 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑄1𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) и лемму 1, оценим вначале 𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ). Учитывая условие 2, получим

𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ ×

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«−

𝜏∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬
𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=
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=
1

𝑏2 (𝑡)

𝑡∫
0

exp
©­­«−

𝑡∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

=
𝑓 (𝑡)

𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡)
(1 + 𝑜 (1)),

и из (29) следует, что 𝑄1𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 𝑜 (1) при 𝑡 → 0+. Нетрудно также проверить, что при этом интеграл в
(26) сходится.

Функция 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) удовлетворяет интегральному уравнению (28),

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑄1𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ),

и 𝑐 (𝑡) = 𝑎1 (𝑡)𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡) = 𝑡𝑚𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡), поэтому при 𝑡 → 0+

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (𝑡)

𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡)
(1 + 𝑜 (1)) = 𝑓 (𝑡)

𝑐 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)),

что и доказывает (25).
Далее исследуем поведение решений 𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2 однородного дифференциального уравнения

(14) или, что то же самое, однородного интегрального уравнения (28). Эти решения удовлетворяют
интегральным уравнениям

𝑣𝑖 (𝑡 ; 0) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1𝐿
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑄1𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2. (30)

Рассмотрим вначале интегральное уравнение (30) при 𝑖 = 1, 𝐶2 = 0. Учитывая лемму 1, при 𝑡 → 0+
получим

𝐿−1
2 𝑣01 (𝑡) =

𝑡∫
0

𝑣01 (𝜏)
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
= exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬
𝑡∫

0

exp ©­«
𝑡∫

𝜏

(
𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

− 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

)
𝑑𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

= exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ 1 + 𝑜 (𝑡)
𝑏2 (𝑡)

→ +∞,

и, как следует из уравнения (30), решение 𝑣1 (𝑡 ; 0) неограничено при 𝑡 → 0+.
Рассмотрим теперь интегральное уравнение (30) при 𝑖 = 2, 𝐶1 = 0. Поскольку функция 𝑣02 (𝑡) → +∞

при 𝑡 → 0+, то 𝑣2 (𝑡 ; 0) также неограничено при 𝑡 → 0+. Теорема доказана.
Замечание 1. При нахождении асимптотики функции 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) используется лемма 1, которая не

позволяет выписать точную асимптотику решения 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) при𝑚 = 1, однако, она может быть вычислена
непосредственно с помощью аналогичного алгоритма (см. далее примеры в п. 9).

5. Вырождающееся дифференциальное уравнение второго порядка. Случай 2.
Теорема 2. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и 𝑏 (0) < 0, 𝑐 (0) < 0. Тогда

для любой функции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует ограниченное решение 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] этого уравнения,
определяемое равенством

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄2)𝑘 𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], где (31)

𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ ×

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«

𝜏∫
𝜂

−𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬
𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (32)

𝑄2𝑣 (𝑡) =

= −
𝑑∫

𝑡

©­­«
𝜔 (𝜏)𝑣 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

−
𝜏∫

0

𝑑

𝑑𝜂

©­­«
𝜔 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp
©­­«

𝜏∫
𝜂

−𝑏1 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
ª®®¬ 𝑣 (𝜂)𝑑𝜂

ª®®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (33)

𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡), 𝜔 (𝑡) определены в (16). При этом для𝑚 > 1 справедлива асимптотика

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (𝑡)
𝑐 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) при 𝑡 → 0+, (34)
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и для однородного уравнения (14) существует стремящееся к нулю при 𝑡 → 0 решение

𝑣2 (𝑡 ; 0) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄2)𝑘 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑣2 (𝑡 ; 0) = 𝑣02 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) → 0 при 𝑡 → 0, (35)

где 𝑣02 (𝑡) определена в (21), причём любое линейно независимое с ним решение неограничено при 𝑡 → 0+.
Доказательство. Пусть функция 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] ⋂𝐶2 (0, 𝑑] является решением уравнения (14), тогда в
силу равенств (15), (16) она будет удовлетворять и уравнению (18). Отметим, что в условиях теоремы 2
выполнено условие 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) < 0.

Перенесём свободный член уравнения (18) направо и поочерёдно обратим операторы в произведении
𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡). Как и в теореме 1, после применения определяемого равенством (19) оператора 𝐿−1

1 получим
интегро-дифференциальное уравнение (26), которое принимает вид (27).

Поскольку теперь 𝑏2 (0) < 0, то применяя к уравнению (27) оператор Λ−1
2 из равенства (20), получим

интегральное уравнение

𝑣 (𝑡) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1Λ
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑄2𝑣 (𝑡), (36)

где 𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ) и оператор 𝑄2 определены в (32), (33), а 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
При 𝑡 > 0 каждое решение дифференциального уравнения (14) удовлетворяет интегральному

уравнению (36), и наоборот.
Обратимся теперь к интегральному уравнению (36) и при малых 𝑑 > 0 оценим модуль функции

𝑄2𝑣 (𝑡), если 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]. При 𝑡 → 0+, используя леммы 1 и 2, будем иметь

|𝑄2𝑣 (𝑡) | ≤

������
𝑑∫

𝑡

exp ©­«−
𝜏∫

𝑡

(𝑏2 (𝜉) − 𝑎′2 (𝜉))𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑤1 (𝜏 ; 𝑣)𝑑𝜏
𝑎2 (𝜏)

������ ≤ |𝑤1 (𝑡 ; 𝑣) |
|𝑏2 (𝑡) |

(1 + 𝑜 (1)),

|𝑤1 (𝑡 ; 𝑣) | ≤
©­­«
����𝜔 (𝑡)𝑎1 (𝑡)

���� + 𝑡∫
0

������� 𝑑𝑑𝜂 ©­­«
𝜔 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp
©­­«−

𝑡∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
ª®®¬
������� 𝑑𝜂ª®®¬ max

[0,𝑑 ]
|𝑣 (𝑡) | → 0. (37)

Таким образом, из (37) следует, что при малом 𝑑 > 0 оператор 𝑄2 ограничен в 𝐶 [0, 𝑑], ∥𝑄2∥𝐶 < 1, а
решение уравнения (36) при 𝐶1 =𝐶2 = 0 находится с помощью итераций:

𝑣2,0(𝑡 ; 𝑓 ) =𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣2,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) =𝑄2𝑣2,𝑘−1 (𝑡 ; 𝑓 ) = (𝑄2)𝑘𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑣2,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑],

и поэтому для произвольнойфункции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует непрерывное на [0, 𝑑] решение уравнения
(14), которое имеет вид (31).

Чтобы получить первые асимптотики построенного решения 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) при𝑚 > 1 и 𝑡 → 0+, используя
равенство 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = 𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ) + 𝑄2𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) и леммы 1 и 2, оценим вначале 𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ). Учитывая условие 2,
получим

𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ ×

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«−

𝜏∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬
𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

=
1

𝑏2 (𝑡)

𝑡∫
0

exp
©­­«−

𝑡∫
𝜂

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

=
𝑓 (𝑡)

𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡)
(1 + 𝑜 (1)),

и из (37) следует, что 𝑄2𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = 𝑜 (1) при 𝑡 → 0+.
Функция 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) удовлетворяет интегральному уравнению (36) при 𝐶1 =𝐶2 = 0

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =𝑉2 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑄2𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ),

и 𝑐 (𝑡) = 𝑎1 (𝑡)𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡) = 𝑡𝑚𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡), поэтому при 𝑡 → 0+

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (𝑡)

𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡)
(1 + 𝑜 (1)) = 𝑓 (𝑡)

𝑐 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)),

что и доказывает (34).

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2026, том 58, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2026, Volume 58, No 3



240 Асимптотика решений дифференциальных уравнений второго порядка с двойным вырождением

Далее исследуем поведение решений 𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2 однородного дифференциального уравнения
(14) или, что то же самое, однородного интегрального уравнения (36). Эти решения удовлетворяют
интегральным уравнениям

𝑣𝑖 (𝑡 ; 0) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1Λ
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑄2𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2. (38)

Рассмотрим вначале интегральное уравнение (38) при 𝑖 = 1, 𝐶2 = 0. Учитывая лемму 1, при 𝑡 → 0+
получим

Λ−1
2 𝑣01 (𝑡) = −

𝑑∫
𝑡

𝑣01 (𝜏)
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
= − exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

(
𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

− 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

)
𝑑𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

= exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ 1 + 𝑜 (1)
𝑏2 (𝑡)

→ +∞,

и, как следует из уравнения (38), решение 𝑣1 (𝑡 ; 0) неограничено при 𝑡 → 0+.
Рассмотрим теперь интегральное уравнение (38) при 𝑖 = 2, 𝐶1 = 0. Решение 𝑣2 (𝑡 ; 0) этого однородного

уравнения находится аналогично нахождению решения 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) и для него справедливо представление
(35). Теорема доказана.

6. Вырождающееся дифференциальное уравнение второго порядка. Случай 3.
Теорема 3. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и 𝑏 (0) > 0, 𝑐 (0) < 0. Тогда

для любой функции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует ограниченное решение 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] этого уравнения,
определяемое равенством

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄3)𝑘 𝑉3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], где (39)

𝑉3 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑡∫

0

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ × ©­«

𝑑∫
𝜏

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ 𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂𝑎1 (𝜂)
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (40)

𝑄3𝑣 (𝑡) =

=

𝑡∫
0

©­«𝜔 (𝜏)𝑣 (𝜏)𝑎1 (𝜏)
+

𝑑∫
𝜏

𝑑

𝑑𝜂

©­«𝜔 (𝜂)𝑎1 (𝜂)
exp ©­«

𝜂∫
𝜏

𝑏1 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ª®¬ 𝑣 (𝜂)𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«
𝑡∫

𝜏

−𝑏2 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (41)

𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡), 𝜔 (𝑡) определены в (16). При этом для𝑚 > 1 справедлива асимптотика

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (𝑡)
𝑐 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) при 𝑡 → 0+, (42)

и для однородного уравнения (14) существует стремящееся к нулю при 𝑡 → 0+ решение

𝑣1 (𝑡 ; 0) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄3)𝑘 𝐿−1
2 𝑣01 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑣1 (𝑡 ; 0) = 𝑣01 (𝑡)

𝑏 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) → 0 при 𝑡 → 0+, (43)

где 𝐿−1
2 , 𝑣01 (𝑡) определены в (19), (21), причём любое линейно независимое с ним решение неограничено при

𝑡 → 0+.
Доказательство. Пусть функция 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] ⋂𝐶2 (0, 𝑑] является решением уравнения (14), тогда в
силу равенств (15), (16), она будет удовлетворять и уравнению (18). Отметим, что в условиях теоремы 3
выполнено условие 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) > 0.

Перенесём свободный член уравнения (18) направо и поочерёдно обратим операторы в произве-
дении 𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡). После применения определяемого равенством (20) оператора Λ−1

1 получим интегро-
дифференциальное уравнение

𝐿2𝑣 (𝑡) =𝐶1𝑣01 (𝑡) −
𝑑∫

𝑡

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 −
𝑑∫

𝑡

𝜔 (𝜏)𝑣 ′ (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, (44)

где 𝑣01 (𝑡) определена равенством (21), 𝐶1 — произвольная постоянная.
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Проинтегрируем по частям последнее слагаемое в (44) и получим уравнение

𝐿2𝑣 (𝑡) =𝐶1𝑣01 (𝑡) + 𝑢̃1 (𝑡 ; 𝑓 ) + 𝑤̃1 (𝑡 ; 𝑣), где (45)

𝑢̃1 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, 𝐶1 =𝐶1 −
𝜔 (𝑑)𝑣 (𝑑)
𝑎1 (𝑑)

,

𝑤̃1 (𝑡 ; 𝑣) =
𝜔 (𝑡)𝑣 (𝑡)
𝑎1 (𝑡)

+
𝑑∫

𝑡

𝑑

𝑑𝜂

©­«𝜔 (𝜂)𝑎1 (𝜂)
exp ©­«

𝜂∫
𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ 𝑣 (𝜂) 𝑑𝜂ª®¬ .
Применяя теперь к уравнению (45) оператор 𝐿−1

2 из равенства (19), получим интегральное уравнение

𝑣 (𝑡) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1𝐿
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑉3 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑄3𝑣 (𝑡), (46)

где 𝑉3 (𝑡 ; 𝑓 ) и оператор 𝑄3 определены в (40), (41), а 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
Следовательно, при 𝑡 > 0 каждое решение дифференциального уравнения (14) удовлетворяет

интегральному уравнению (46), и наоборот.
Обратимся теперь к интегральному уравнению (46) и при малых 𝑑 > 0 оценим модуль функции

𝑄3𝑣 (𝑡), если 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]. При 𝑡 → 0+, используя лемму 1, будем иметь

|𝑄3𝑣 (𝑡) | ≤

������
𝑑∫

𝑡

exp ©­«−
𝜏∫

𝑡

(𝑏2 (𝜉) − 𝑎′2 (𝜉))𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑤̃1 (𝜏 ; 𝑣)𝑑𝜏
𝑎2 (𝜏)

������ = |𝑤̃1 (𝑡 ; 𝑣) |
𝑏2 (𝑡)

(1 + 𝑜 (1)),

|𝑤̃1 (𝑡 ; 𝑣) | ≤
©­«
����𝜔 (𝑡)𝑎1 (𝑡)

���� + 𝑑∫
𝑡

������ 𝑑𝑑𝜂 ©­«𝜔 (𝜂)𝑎1 (𝜂)
exp ©­«

𝜂∫
𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ª®¬
������ 𝑑𝜂ª®¬ max

[0,𝑑 ]
|𝑣 (𝑡) | → 0. (47)

Таким образом, из (47) следует, что при малом 𝑑 > 0 оператор 𝑄3 ограничен в 𝐶 [0, 𝑑], ∥𝑄3∥𝐶 < 1, а
решение уравнения (46) при 𝐶1 =𝐶2 = 0 находится с помощью итераций:

𝑣3,0(𝑡 ; 𝑓 ) =𝑉3 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣3,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) =𝑄3𝑣3,𝑘−1 (𝑡 ; 𝑓 ) = (𝑄3)𝑘𝑉3 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑣3,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑],

и поэтому для произвольнойфункции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует непрерывное на [0, 𝑑] решение уравнения
(14), которое имеет вид (39). Используя лемму 1, как и при доказательстве теорем 1 и 2, получим его
асимптотику в виде (42).

Далее исследуем поведение решений 𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2 однородного дифференциального уравнения
(14) или, что то же самое, однородного интегрального уравнения (46). Эти решения удовлетворяют
интегральным уравнениям

𝑣𝑖 (𝑡 ; 0) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1𝐿
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑄3𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2. (48)

Рассмотрим вначале интегральное уравнение (48) при 𝑖 = 1, 𝐶1 = 1, 𝐶2 = 0. Учитывая лемму 1, при
𝑡 → 0+ получим

𝐿−1
2 𝑣01 (𝑡) =

𝑡∫
0

𝑣01 (𝜏)
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
= exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬
𝑡∫

0

exp ©­«
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

= exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ 1 + 𝑜 (1)
𝑏2 (𝑡)

∈ 𝐶 [0, 𝑑],

поэтому ограниченное решение 𝑣1 (𝑡 ; 0) может быть найдено итерациями, которые аналогичныитерациям
для нахождения 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ), при этом 𝑣1 (𝑡 ; 0) = 𝐿−1

2 𝑣01 (𝑡) + 𝑄3𝑣1 (𝑡 ; 0). Откуда, учитывая соотношение (47),
получим (43).

Предположение о существовании ограниченного на [0, 𝑑] решения уравнения (48) при 𝑖 = 2,
𝐶1 = 0,𝐶2 = 1 приводит к противоречию. Теорема доказана.
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7. Вырождающееся дифференциальное уравнение второго порядка. Случай 4.
Теорема 4. Пусть для коэффициентов уравнения (14) выполнено условие 2 и 𝑏 (0) < 0, 𝑐 (0) > 0. Тогда

для любой функции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует ограниченное решение 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] этого уравнения,
определяемое равенством

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄4)𝑘 𝑉4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], где (49)

𝑉4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ × ©­«

𝑑∫
𝜏

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ 𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂𝑎1 (𝜂)
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (50)

𝑄4𝑣 (𝑡) (𝑡 ; 𝑓 ) =

= −
𝑑∫

𝑡

©­«𝜔 (𝜏)𝑣 (𝜏)𝑎1 (𝜏)
+

𝑑∫
𝜏

𝑑

𝑑𝜂

©­«𝜔 (𝜂)𝑎1 (𝜂)
exp ©­«

𝜂∫
𝜏

𝑏1 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ª®¬ 𝑣 (𝜂)𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (51)

𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡), 𝜔 (𝑡) определены в (16). При этом для𝑚 > 1 справедлива асимптотика

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (𝑡)
𝑐 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) при 𝑡 → 0+, (52)

и для однородного уравнения (14) существуют стремящиеся к нулю при 𝑡 → 0+ линейно независимые решения

𝑣1 (𝑡 ; 0) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄4)𝑘 Λ−1
2 𝑣01 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑣1 (𝑡 ; 0) = 𝑣01 (𝑡)

𝑏 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) → 0 при 𝑡 → 0+, (53)

𝑣2 (𝑡 ; 0) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑄4)𝑘 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑣2 (𝑡 ; 0) = 𝑣02 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) = 𝑜 (𝑡) → 0 при 𝑡 → 0+, (54)

где Λ−1
2 , 𝑣01 (𝑡), 𝑣02 (𝑡) определены в (20), (21).

Доказательство. Начало доказательства теоремы 4 идентично теореме 3, отметим также, что в условиях
теоремы 4 выполнено условие 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) < 0.

Перенесём свободный член уравнения (18) направо. После применения определяемого равенством
(20) оператора Λ−1

1 и интегрирования по частям в последнем слагаемом (44), получим уравнение (45).
Применяя теперь к уравнению (45) оператор Λ−1

2 из равенства (20), получим интегральное уравнение

𝑣 (𝑡) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1Λ
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑉4 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝑄4𝑣 (𝑡), (55)

где 𝑉4 (𝑡 ; 𝑓 ) и оператор 𝑄4 определены в (50), (51), а 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
При 𝑡 > 0 каждое решение дифференциального уравнения (14) удовлетворяет интегральному

уравнению (55), и наоборот.
Обратимся теперь к интегральному уравнению (55) и при малых 𝑑 > 0 оценим модуль функции

𝑄4𝑣 (𝑡), если 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]. При 𝑡 → 0+, используя лемму 3, будем иметь

|𝑄4𝑣 (𝑡) | ≤

������
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑤̃1 (𝜏 ; 𝑣)𝑑𝜏
𝑎2 (𝜏)

������ = |𝑤̃1 (𝑡 ; 𝑣) |
|𝑏2 (𝑡) |

(1 + 𝑜 (1)),

|𝑤̃1 (𝑡 ; 𝑣) | ≤
©­«
����𝜔 (𝑡)𝑎1 (𝑡)

���� + 𝑑∫
𝑡

������ 𝑑𝑑𝜂 ©­«𝜔 (𝜂)𝑎1 (𝜂)
exp ©­«

𝜂∫
𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ª®¬
������ 𝑑𝜂ª®¬ max

[0,𝑑 ]
|𝑣 (𝑡) | → 0. (56)

Таким образом, из (56) следует, что при малом 𝑑 > 0 оператор 𝑄4 ограничен в 𝐶 [0, 𝑑], ∥𝑄4∥𝐶 < 1, а
решение уравнения (55) при 𝐶1 =𝐶2 = 0 находится с помощью итераций:

𝑣4,0(𝑡 ; 𝑓 ) =𝑉4 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣4,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) =𝑄4𝑣4,𝑘−1 (𝑡 ; 𝑓 ) = (𝑄4)𝑘𝑉4 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑣4,𝑘 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑],

и поэтому для произвольнойфункции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] существует непрерывное на [0, 𝑑] решение уравнения
(14), которое имеет вид (49). Используя лемму 1, как и при доказательстве теорем 1–3, получим его
асимптотику в виде (52).
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Далее исследуем поведение решений 𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2 однородного дифференциального уравнения
(14) или, что то же самое, однородного интегрального уравнения (55). Эти решения удовлетворяют
интегральным уравнениям

𝑣𝑖 (𝑡 ; 0) =𝐶2𝑣02 (𝑡) +𝐶1Λ
−1
2 𝑣01 (𝑡) +𝑄4𝑣𝑖 (𝑡 ; 0), 𝑖 = 1, 2. (57)

Рассмотрим вначале интегральное уравнение (57) при 𝑖 = 1, 𝐶1 = 1, 𝐶2 = 0. Учитывая лемму 1, при
𝑡 → 0+ получим

Λ−1
2 𝑣01 (𝑡) = −

𝑑∫
𝑡

𝑣01 (𝜏)
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
= −

𝑑∫
𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

(𝑏2 (𝜉) − 𝑎′2 (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=
𝑣01 (𝑡) (1 + 𝑜 (1))

|𝑏2 (𝑡) |
→ 0,

поэтому ограниченное решение 𝑣1 (𝑡 ; 0) может быть найдено итерациями, которые аналогичныитерациям
для нахождения 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ), при этом 𝑣1 (𝑡 ; 0) = Λ−1

2 𝑣01 (𝑡) + 𝑄4𝑣1 (𝑡 ; 0). Откуда, учитывая соотношение (56),
получим (54).

Для интегрального уравнения (57) при 𝑖 = 2, 𝐶1 = 0, 𝐶2 = 1 решение 𝑣2 (𝑡 ; 0) может быть найдено
аналогичными итерациями, при этом 𝑣2 (𝑡 ; 0) = 𝑣02 (𝑡) +𝑄4𝑣2 (𝑡 ; 0), и справедливо (53). Теорема доказана.

8. Начальная задача с условием в точке вырождения. Классическая постановка задачи Коши для
дифференциальных уравнений второго порядка предполагает нахождение решения, удовлетворяющего
в определённой точке двум заданным условиям. Как известно, см. [3, 4, 5, 6], для вырождающихся
уравнений второго порядка невозможно задание двух классических условий в точке вырождения, чтобы
определить ограниченное решение, а одновременное вырождение старших коэффициентов в уравнении
(14) добавляет к задаче Коши свои особенности.

Задачей Коши для уравнения (14) в точке вырождения коэффициентов этого уравнения будем
называть задачу нахождения функции 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] ⋂𝐶2 (0, 𝑑], удовлетворяющей при 𝑡 > 0 уравнению
(14) и в точке вырождения 𝑡 = 0 условию

lim
𝑡→0+

𝑣 (𝑡) = 𝑣0. (58)

Задача (14), (58) ранее была исследована в [6] для уравнения вида (14), допускающего факторизацию в
виде произведения дифференциальных операторов первого порядка. Установленные нами теоремы 1–4
позволяют решить эту задачу и для уравнений более общего вида, которые и рассмотрены в настоящей
статье.

Теорема 5. Пусть выполнено условие 2. Тогда лишь при единственном начальном значении 𝑣0 =
𝑓 (0)
𝑐 (0)

задача (14), (58) имеет решение 𝑣 (𝑡) и для него справедливы следующие утверждения.
1◦. Если 𝑏 (0) > 0, 𝑐 (0) > 0, то существует единственное решение 𝑣 (𝑡) = 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) задачи (14), (58), которое
определяется формулами (22)–(24), и для этого решения справедлива асимптотика (25).
2◦. Если 𝑏 (0) < 0, 𝑐 (0) < 0, то существует однопараметрическое семейство функций 𝑣 (𝑡,𝐶2) = 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) +
𝐶2𝑣2 (𝑡 ; 0), где 𝐶2 — произвольная постоянная, 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣2 (𝑡 ; 0) определены соответственно в (31)–(33), (35),
каждая функция которого является решением задачи (14), (58). При этом для 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣2 (𝑡 ; 0) справедливы
асимптотики (34) и (35).
3◦. Если 𝑏 (0) > 0, 𝑐 (0) < 0, то существует однопараметрическое семейство функций 𝑣 (𝑡,𝐶1) = 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) +
𝐶1𝑣1 (𝑡 ; 0), где 𝐶1 — произвольная постоянная, 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣1 (𝑡 ; 0) определены соответственно в (39)–(41), (43),
каждая функция которого является решением задачи (14), (58). При этом для 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣3 (𝑡 ; 0) справедливы
асимптотики (42) и (43).
4◦. Если 𝑏 (0) < 0, 𝑐 (0) > 0, то существует двухпараметрическое семейство функций 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝐶1𝑣1 (𝑡 ; 0) +𝐶2𝑣2 (𝑡 ; 0), где 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные, 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣1 (𝑡 ; 0), 𝑣2 (𝑡 ; 0) определены
соответственно в (49)–(51), (53), (54), каждая функция которого является решением задачи (14), (58). При
этом для 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑣1 (𝑡 ; 0), 𝑣2 (𝑡 ; 0) справедлива асимптотики (52)–(54).
Доказательство. Справедливость теоремы 5 вытекает из утверждений теорем 1—4. Приведем, например,
рассуждения, доказывающие п. 4◦.

В силу теоремы 4 общее решение уравнения (16) имеет вид

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) = 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) +𝐶1𝑣1 (𝑡 ; 0) +𝐶2𝑣2 (𝑡 ; 0),

и, учитывая асимптотические формулы (52)–(54), получаем требуемое нам утверждение пункта 4◦
теоремы 5. Пункты 1◦–3◦ теоремы 5 устанавливаются аналогично.

9. Примеры. Если выполнено условие 2, то для произвольных коэффициентов уравнения (14)
элементарных выражений для решений, как правило, не существует. Но фундаментальную систему
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решений и ограниченное решение неоднородного уравнения в ряде случаев удаётся определить
искусственными методами. Приведём соответствующие примеры.

Далее будем рассматривать частный случай уравнения (14), а именно:

(𝑡𝑛+𝑚𝑣 ′ (𝑡))′ + 𝑏𝑡𝑚𝑣 ′ (𝑡) + 𝑐𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡). (59)

Пример 1. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (59) имеют вид

𝑛 ≥ 2, 𝑚 = 1, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑐 = 𝑛𝑏, 𝜔 (𝑡) = (𝑛 − 1)𝑡𝑛, 𝑓 (𝑡) = 1,

а начальное значение в условии (58) 𝑣0 =
1
𝑛𝑏

.
По формулам (16) определим входящие в равенство (23) коэффициенты

𝑎1 (𝑡) = 𝑡, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑏2 (𝑡) = 𝑏, 𝑏1 (𝑡) = 𝑛, 𝑓 (𝑡) = 1,

и после многочисленных, но несложных вычислений, из (22)–(24) получим

𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
1
𝑛𝑏
, 𝑄1𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 0, 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =

1
𝑛𝑏
.

Таким образом, на основании п. 1◦ теоремы 5, единственным решением задачи (58), (59), при
сделанных предположениях, является функция 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =

1
𝑛𝑏

.
Отметим, что в рассматриваемом конкретном примере, а также и в дальнейших примерах, фундамен-

тальную систему решений и частное решение неоднородного уравнения удобнее найти, не используя
приведённые в теореме 5 формулы для решения.

Действительно, если подобрать частное решение уравнения (59), удовлетворяющее начальному
условию (58), то это и будет определяемое равенством (22) решение 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ), поскольку при 𝑡 → 0+
решения однородного уравнения либо стремятся к нулю, либо неограничены. В рассматриваемом
примере очевидно, что функция 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =

1
𝑛𝑏

является требуемым частным решением неоднородного
уравнения.

После замены𝑤 (𝑡) = 𝑡𝑛+1𝑣 ′ (𝑡) в уравнении (59) получим уравнение

𝑤 ′ (𝑡) + 𝑏𝑤 (𝑡)
𝑡𝑛

+ 𝑛𝑏𝑣 (𝑡) = 1,

которое после дифференцирования примет вид

𝑤 ′′ (𝑡) + 𝑏𝑤 ′ (𝑡)
𝑡𝑛

= 0.

Поскольку𝑤 ′ (𝑡) =𝐶2 exp
(

𝑏

(𝑛 − 1)𝑡𝑛−1

)
, то единственным ограниченным решением будет функция

𝑤 (𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , а единственное решение 𝑣 (𝑡) уравнения (59), удовлетворяющее условию (58), имеет вид
𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =

1
𝑛𝑏

.
Пример 1 является иллюстрацией к пункту 1◦ теоремы 5. Он подтверждает постановку начального

условия, структуру указанного в этом пункте решения и его асимптотику.
Пример 2. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (59) имеют вид

𝑛 ≥ 2, 𝑚 = 1, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑐 = 𝑛𝑏, 𝑓 (𝑡) = 1,

а начальное значение в условии (58) 𝑣0 =
1
𝑛𝑏

.
После замены𝑤 (𝑡) = 𝑡𝑛𝑣 ′ (𝑡) и последующего дифференцирования получим уравнение

𝑤 ′′ (𝑡) + 𝑏𝑤 ′ (𝑡)
𝑡𝑛

= 0,

общее решение которого имеет вид

𝑤 (𝑡) =𝐶1 +𝐶2

𝑡∫
0

exp
(

𝑏

(𝑛 − 1)𝑠𝑛−1

)
𝑑𝑠,
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откуда находим требуемое решение 𝑣 (𝑡) уравнения (59), удовлетворяющее условию (58),

𝑣 (𝑡) = 1
𝑛𝑏

+𝐶2

𝑡∫
0

𝑑𝜏

𝜏𝑛+1

𝜏∫
0

exp
(

𝑏

(𝑛 − 1)𝑠𝑛−1

)
𝑑𝑠 =

1
𝑛𝑏

+ 𝐶2

𝑛

𝑡∫
0

exp
(

𝑏

(𝑛 − 1)𝑠𝑛−1

)
𝑡𝑛 − 𝑠𝑛
𝑡𝑛𝑠𝑛

𝑑𝑠.

Использование приведённых в теореме 5 формул (32), (33), (36) для нахождения решения более
громоздко и мы проиллюстрируем их применение для частного случая, когда 𝑛 = 2, 𝑏 = −1, 𝑐 = −2, при
этом 𝑎1 (𝑡) = 𝑡, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = 2, 𝑏2 = −1, 𝜔 (𝑡) = 𝑡2.

В результате получим

𝑉2 (𝑡 ; 1) = 1
2

(
exp

(
1
𝑑
− 1
𝑡

)
− 1

)
,

𝑄2𝑣 (𝑡) = − exp
(
−1
𝑡

) 𝑑∫
𝑡

©­«𝜏𝑣 (𝜏) − 3
𝜏2

𝜏∫
0

𝜂2𝑣 (𝜂) 𝑑𝜂ª®¬ exp
(

1
𝜏

)
𝑑𝜏

𝜏2 .

Интегральное уравнение (36) при 𝐶1 =𝐶2 = 0 примет вид

𝑣2 (𝑡 ; 1) =𝑉2 (𝑡 ; 1) +𝑄2 (𝑣2 (𝑡 ; 1)) ,

а его решением, удовлетворяющим требуемому начальному условию, будет функция

𝑣 (𝑡) = −1
2
+ 𝐶2

2

𝑡∫
0

exp
(
−1
𝑠

)
𝑡2 − 𝑠2

𝑡2𝑠2 𝑑𝑠 = −1
2
+ 𝐶2

2
©­«exp

(
−1
𝑡

)
− 1
𝑡2

𝑡∫
0

exp
(
−1
𝑠

)
𝑑𝑠

ª®¬ .
Пример 2 является иллюстрацией к пункту 2◦ теоремы 5. Он подтверждает постановку начального

условия, структуру указанного в этом пункте решения и его асимптотику.
Пример 3. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (59) имеют вид

𝑛 = 2, 𝑚 = 1, 𝑏 = 1, 𝑐 = −2, 𝑓 = 1,

а начальное значение в условии (58) 𝑣0 = −1/2.
Использование приведённых в теореме 5 формул (39), (40), (46) для нахождения решения весьма

громоздко, поэтому мы применим искусственный способ.
Очевидно, функция 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) = −1/2 является частным решением неоднородного уравнения (59),

удовлетворяющим начальному условию (58).
Найдём общее решение однородного уравнения. После замены 𝑥 = 1/𝑡, 𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑥) получим

вырожденное гипергеометрическое уравнение

𝑥𝑢′′ (𝑥) + (−1 − 𝑥)𝑢′ (𝑥) − 2𝑢 (𝑥) = 0,

общее решение которого имеет вид (см. [7, §§ 9.9–9.12] )

𝑢 (𝑥) =𝐶2𝑥
2

1𝐹1 (4, 3;𝑥) +𝐶1𝑥
2Ψ(4, 3;𝑥),

где 1𝐹1 (4, 3;𝑥), Ψ(4, 3;𝑥) — вырожденные гипергеометрические функции Куммера и Трикоми, причём
при 𝑥 → ∞ справедливы асимптотики

𝑥2
1𝐹1 (4, 3;𝑥) = 𝑥2

3
(𝑥 + 3)𝑒𝑥 ∼ 1

3
𝑥𝑒𝑥 , 𝑥2Ψ(4, 3;𝑥) ∼ 1

𝑥2 .

Поэтому, при сделанных предположениях, общее решение уравнения (59) имеет вид

𝑣 (𝑡) = 𝐶2

𝑡2 1𝐹1

(
4, 3;

1
𝑡

)
+ 𝐶1

𝑡2 Ψ

(
4, 3;

1
𝑡

)
− 1

2
, причём lim

𝑡→0+

𝐶1

𝑡2 Ψ

(
4, 3;

1
𝑡

)
= 0,

а решением 𝑣 (𝑡) уравнения (59), удовлетворяющим условию (58), будет функция

𝑣 (𝑡) = 𝐶1

𝑡2 Ψ

(
4, 3;

1
𝑡

)
− 1

2
,

где 𝐶1 — произвольная постоянная.
Пример 3 является иллюстрацией к пункту 3◦ теоремы 5. Он подтверждает постановку начального

условия, структуру указанного в этом пункте решения и его асимптотику.
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Пример 4. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (59) имеют вид

𝑛 = 2, 𝑚 = 1, 𝑏 = −1, 𝑐 = 2, 𝑓 = 1.

Как и в примерах 1–3, использование приведённых в теореме 5 формул (49), (50), (55) для нахождения
решения весьма громоздко, и мы опять применим искусственный способ.

Очевидно, функция 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1/2 является частным решением неоднородного уравнения (59),
удовлетворяющим начальному условию (58).

Найдём общее решение однородного уравнения. Как и в примере 3, после замены 𝑥 = −1/𝑡 , 𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑥)
получим вырожденное гипергеометрическое уравнение

𝑥𝑢′′ (𝑥) + (−1 − 𝑥)𝑢′ (𝑥) − 2𝑢 (𝑥) = 0,

общее решение которого имеет вид

𝑢 (𝑥) =𝐶1𝑥
2

1𝐹1 (4, 3;𝑥) +𝐶2𝑥
2Ψ(4, 3;𝑥),

причём при 𝑥 → ∞ справедливы асимптотики

𝑥2
1𝐹1 (4, 3;𝑥) = 1

3
(𝑥 + 3)𝑒𝑥 ∼ 1

3
𝑥𝑒𝑥 , Ψ(4, 3;𝑥) ∼ 1

𝑥2 .

Возвращаясь к исходной переменной 𝑥 = −1/𝑡 и учитывая указанную асимптотику вырожденных
гипергеометрических функций Куммера и Трикоми, найдём общее решение уравнения (59), которое
удовлетворяет условию (58). Оно имеет вид

𝑣 (𝑡) = 𝐶2

𝑡2 1𝐹1

(
4, 3;−1

𝑡

)
+ 𝐶1

𝑡2 Ψ

(
4, 3;−1

𝑡

)
+ 1

2
,

где 𝐶1,𝐶2 — произвольные постоянные.
Пример 4 является иллюстрацией к пункту 4◦ теоремы 5. Он подтверждает постановку начального

условия, структуру указанного в этом пункте решения и его асимптотику.
Как указано в замечании 1, при нахождении асимптотики функции 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) в теореме 1 остался не

исследованным случай 𝑛 =𝑚 = 1, который мы рассмотрим в следующем примере.
Пример 5. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (59) имеют вид

𝑛 = 1, 𝑚 = 1, 𝑏 = 𝑏1𝑏2, 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑐 = 𝑓 = 1, 𝜔 (𝑡) = 0.

Общее решение уравнения (59), полученного после подстановки указанных коэффициентов, имеет
вид 𝑣 (𝑡) = 1

𝑡
(𝐶1 ln 𝑡 +𝐶2) + 1, 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1.

Вычисления по формулам (22)–(24) также приводят к указанному результату для 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ), поскольку
𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1, 𝑄1𝑉1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 0, 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1.
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