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Аннотация. В работе изучается квадратичный функционал, содержащий вторые производные, который равен
потенциальной энергии системы, состоящей из цепочки шарнирно соединённых стержней, и помещенный в
неоднородную среду с локализованными особенностями. Возникающая краевая задача, как необходимое условие
экстремума, имеет негладкие решения. Трудности, связанные с потерей гладкости у решений возникающих
граничных задач, мы преодолеваем, используя концепцию поточечной трактовки дифференциального уравнения,
котораяпоказала своюэффективностьпри анализе решенийдифференциальныхуравнений снегладкимирешениями
не только второго порядка, но и более высокого. Получены достаточные условия слабого экстремума квадратичного
функционала с производными Радона – Никодима.
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Abstract. The paper studies a quadratic functional containing second derivatives, which is equal to the potential energy of a
system consisting of a chain of pivotally connected rods, and placed in an inhomogeneous medium with localized features. The
resulting boundary value problem, as a necessary condition for the extremum, has non-smooth solutions. We overcome the
difficulties associated with the loss of smoothness in solutions of emerging boundary value problems using the concept of a
point-by-point interpretation of a differential equation, which has shown its effectiveness in analyzing solutions of differential
equations with non-smooth solutions not only of the second order, but also of a higher one. The latter circumstance has
a simple explanation: at each point, the equations are regarded as a relationship between the value of the solution and its
derivatives up to a certain order, in contrast to the theory of generalized functions, where it is understood as the equality of two
functionals over the basic space. Sufficient conditions for the weak extremum of a quadratic functional with Radon-Nicodemus
derivatives are obtained.
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1. Введение. Интенсивное применение производных по мере началось после выхода работы Ю. В. По-
корного [1] в 1999 году. В дальнейшем Покорным и его учениками была построена точная параллель
классической теории обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка вплоть до осцилля-
ционных теорем [2, 3, 4, 5]; и в дальнейшем результаты были перенесены на уравнение с разрывными
решениями [6] и на краевые задачи более высокого порядка [7, 8, 9]. Эффективность этого подхода была
обусловлена тем фактором, что уравнение рассматривалось как связь между значениями его решения и
производными до определенного порядка, то есть как обыкновенное, в отличие от теории обобщенных
функций, где уравнение расценивается как равенство двух функционалов над некоторым основным
пространством. В этом случае приходится говорить лишь о слабом решении, что для приложений,
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в большинстве случаев, недостаточно. Более того, существует ряд нерешенных проблем, например,
умножение обобщенной функции на разрывную (см., напр., [10]). В то же время теория обобщенных
функций показала свою эффективность в спектральных вопросах (см. работы [11, 12, 13, 14] и многие
другие).

2. О необходимом условии экстремума функционала. Рассмотрим функционал

Φ(𝑢) =
∫ ℓ

0

𝑝𝑢′′
2

𝑥𝜇

2
𝑑𝜇 +

∫ ℓ

0

𝑟𝑢′
2
𝑥

2
𝑑𝑥 +

∫ ℓ

0

𝑢2

2
𝑑𝑄 +

∫ ℓ

0
𝑢 𝑑𝐹, (1)

который может быть рассмотрен как функционал полной энергии системы, состоящей из растянутых
стержней, соединенныхшарнирно. Мы считаем его заданным на множестве 𝐸 — абсолютно непрерывных
на [0; ℓ] функций, первая производная которых 𝜇–абсолютно непрерывна на [0; ℓ], вторая квазипроиз-
водная 𝑝𝑢′′𝑥𝜇 (𝑥) — имеет конечное на [0; ℓ] изменение. При этом 𝑢 (0) = 𝑢′𝑥 (0) = 𝑢 (ℓ) = 𝑢′𝑥 (ℓ) = 0.

В работах [7, 15] было получено необходимое условие экстремума функционала (1) на множестве 𝐸, а
именно, если 𝑢0 (𝑥) дает минимум Φ(𝑢) на 𝐸, то существует строго возрастающая на [0; ℓ] функция 𝜎 (𝑥),
которая порождает на [0; ℓ] меру, такую, что 𝑢0 (𝑥) является решением краевой задачи

(
𝑝𝑢′′𝑥𝜇

) ′′
𝑥𝜎

−
(
𝑟𝑢′𝑥

) ′
𝜎
+ 𝑢𝑄 ′

𝜎 = 𝐹 ′𝜎 ;
𝑢 (0) = 𝑢′𝑥 (0) = 0;
𝑢 (ℓ) = 𝑢′𝑥 (ℓ) = 0.

(2)

В [8, 7] задача (2) достаточно подробно изучена, в частности получены достаточные условия её
однозначной разрешимости, доказано существование функции Грина, изучен спектр (когда в правой
части уравнения из (2) вместо 𝐹 ′𝜎 (𝑥) ставится 𝜆𝑀 ′

𝜎 (𝑥)𝑢).
Однако достаточные условия минимума функционала Φ(𝑢) на 𝐸 в указанных работах не рассматрива-

лись.
3. Основные результаты. Нам удобно считать, что производная первого порядка (как квазипроиз-

водная третьего порядка) задана на специальном расширении отрезка [0; ℓ], которое мы в дальнейшем
будем обозначать [0, ℓ]𝑆 . Строится оно следующим образом. Пусть 𝜇 (𝑥) — строго возрастающая и ограни-
ченная на [0; ℓ] функция; через 𝑆 (𝜇) обозначим множеством точек разрыва функции 𝜇 (𝑥). На множестве
[0; ℓ] \ 𝑆 (𝜇) введем метрику 𝜌𝜇 (𝑥 ;𝑦) = |𝜇 (𝑥) − 𝜇 (𝑦) |. Если 𝑆 (𝜇) ≠ ∅, что мы и будем далее предполагать,
то метрическое пространство ( [0; ℓ] \ 𝑆 (𝜇); 𝜌𝜇) неполное. Стандартное пополнение с точностью до изо-
морфизма и дает нам [0, ℓ]𝑆 . Отметим, что в этом множестве вместо точки 𝜉 ∈ 𝑆 (𝜇) появляются два
собственных элемента 𝜉− , 𝜉+, которые ранее были символами предельных переходов (см. рисунок 1).

Рис. 1. Структура множеств [0; ℓ]𝑆 и [0; ℓ]𝜎
Fig. 1. Structure of the set [0; ℓ]𝑆 и [0; ℓ]𝜎

Сохраняя естественную упорядоченность, мы будем иметь 𝑥 < 𝜉− < 𝜉+ < 𝑦 для всех 𝑥 и 𝑦, для которых
ранее было 𝑥 < 𝜉 < 𝑦. Само уравнение из (2) мы считаем заданным на множестве [0, ℓ]𝜎 = [0, ℓ]𝑆 ∪ 𝑆 (𝜎),
в котором точки 𝜉 ∈ 𝑆 (𝜎) «вставлены» на свои прежние места (см. рисунок 1), причем в этих точках
понимается как равенство

Δ𝑝 (𝑢′′𝑥𝜇)′𝑥 (𝜉) − Δ(𝑟𝑢′𝑥 ) (𝜉) + 𝑢 (𝜉)Δ𝑄 (𝜉) = Δ𝐹 (𝜉),

где Δ𝑣 (𝜉) = 𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜉 − 0) — полный скачок функции 𝑣 (𝑥) в точке 𝜉 .
Мы будем предполагать выполненными следующие условия:

1) 𝑥, 𝜇 (𝑥), 𝑝 (𝑥), 𝑟 (𝑥), 𝑄 (𝑥), 𝐹 (𝑥) — 𝜎–абсолютно непрерывны на [0; ℓ];

2) inf
𝑥∈[0;ℓ ]

𝑝 (𝑥) > 0;
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При этих условиях, как нетрудно увидеть, вторая вариация 𝛿2Φ(𝑢0)ℎ имеет вид:

𝛿2Φ(𝑢0)ℎ =

∫ ℓ

0
𝑝ℎ′′

2

𝑥𝜇 𝑑𝜇 +
∫ ℓ

0
𝑟ℎ′

2

𝑥 𝑑𝑥 +
∫ ℓ

0
ℎ2 𝑑𝑄, (3)

где 𝑢0 (𝑥) является решением (2).
Для того, чтобы функция 𝑢0 (𝑥) давала слабый минимум на 𝐸, достаточно, чтобы вторая итерация (3)

была неотрицательна на 𝐸, т. е.
𝛿2Φ(𝑢0)ℎ ⩾ 0

для всех ℎ ∈ 𝐸.
Заметим, что если помимо условий 1)–2) дополнительно потребовать, чтобы 𝑟 (𝑥) ⩾ 0 и 𝑄 ′

𝜎 (𝑥) ⩾ 0, то
вторая вариация 𝛿2Φ(𝑢0)ℎ будет неотрицательна.

Однако, если одно или оба этих требования убрать, то гарантировать неотрицательность второй
вариации мы не можем.

Предположим, что при некоторой ℎ0 (𝑥), принадлежащей множеству 𝐸, вторая вариация (3) отрица-

тельна. Без ограничения общности мы можем считать, что
∫ ℓ

0
ℎ2

0 (𝑥) 𝑑𝜎 (𝑥) = 1, другими словами мы

можем считать ℎ0 (𝑥) нормированной функцией.
Лемма 3.1. Пусть 𝑄 (𝑥) и 𝑟 (𝑥) – функции ограниченной на [0; ℓ] вариации. Тогда существуют положи-

тельные константы 𝑐1 и 𝑐2 такие, что неравенства∫ ℓ

0
𝑟ℎ′2𝑥 𝑑𝑥 ⩽ 𝑐1

∫ ℓ

0
ℎ′′2𝑥𝜇 (𝑥) 𝑑𝜇 (4)

и ∫ ℓ

0
ℎ2 𝑑𝑄 ⩽ 𝑐2

∫ ℓ

0
ℎ′′2𝑥𝜇 (𝑥) 𝑑𝜇 (5)

справедливы для всех функций ℎ, принадлежащих множеству 𝐸.

Доказательство. Из представления ℎ′𝑥 (𝑥) =
∫ 𝑥

0
ℎ′′𝑥𝜇 (𝑡) 𝑑𝜇 (𝑡), справедливого для всех 𝑥 ∈ [0; ℓ]𝜇 , и так как

ℎ ∈ 𝐸, т. е. ℎ′ (0) = 0, мы находим ��ℎ′𝑥 (𝑥)�� ⩽ ∫ ℓ

0

���ℎ′′𝑥𝜇 (𝑡)��� 𝑑𝜇 (𝑡). (6)

Применим к интегралу, стоящему в правой части неравенства (6), неравенство Коши, будем иметь��ℎ′𝑥 (𝑥)��2 ⩽ (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0))
∫ ℓ

0

���ℎ′′𝑥𝜇 (𝑡)���2 𝑑𝜇 (𝑡). (7)

Представим функцию 𝑟 (𝑥) в виде разности двух неотрицательных функций: 𝑟 (𝑥) = 𝑟+ (𝑥) − 𝑟− (𝑥).
Умножив обе части неравенства (7) на 𝑟+ (𝑥), проинтегрировав его по мере 𝑥 по всему отрезку [0; ℓ],

придем к неравенству∫ ℓ

0
𝑟+ (𝑥)

��ℎ′𝑥 (𝑥)��2 𝑑𝑥 ⩽ (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0)) ·
∫ ℓ

0
𝑟+ (𝑥) 𝑑𝑥

∫ ℓ

0
|ℎ′′𝑥𝜇 (𝑥) |2 𝑑𝜇 (𝑥) <

< (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0))
(∫ ℓ

0
𝑟+ (𝑥) 𝑑𝑥 + 1

) ∫ ℓ

0
|ℎ′′𝑥𝜇 (𝑥) |2 𝑑𝜇 (𝑥),

а так как
∫ ℓ

0
𝑟 (𝑥) |ℎ′𝑥 (𝑥) |2 𝑑𝑥 ⩽

∫ ℓ

0
𝑟+ (𝑥) |ℎ′𝑥 (𝑥) |2 𝑑𝑥 , то неравенство (4) будет справедливо при

𝑐1 = (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0))
(∫ ℓ

0
𝑟+ (𝑥) 𝑑𝑥 + 1

)
.

Докажем теперь неравенство (5).
Аналогично последовательно получаем

|ℎ(𝑥) | ⩽
∫ 𝑥

0
|ℎ′𝑥 (𝑠) | 𝑑𝑠 ⩽

∫ ℓ

0
|ℎ′𝑥 (𝑠) | 𝑑𝑠 ⩽

(∫ ℓ

0
|ℎ′𝑥 (𝑠) |2 𝑑𝑠

∫ ℓ

0
12 𝑑𝑠

)1/2

.

Отсюда находим

|ℎ(𝑥) |2 ⩽ ℓ ·
∫ ℓ

0
|ℎ′𝑥 (𝑠) |2 𝑑𝑠.
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Из результатов работы [16] следует, что существует такая строго возрастающая и ограниченная на
[0; ℓ] функция 𝜎 (𝑥), порождающая на этом множестве меру, что𝑄 (𝑥) является 𝜎-абсолютно непрерывной
на [0; ℓ] функцией; причем 𝜎-производная функции 𝑄 (𝑥) является 𝜎-суммируемой функцией.

Тогда 𝑄 ′
𝜎 (𝑥) также можно представить в виде разности двух неотрицательных функций, причем

можно даже добиться, чтобы обе они были положительны: 𝑄 ′
𝜎 (𝑥) = 𝑞+ (𝑥) − 𝑞− (𝑥).

Нетрудно видеть, что обе они являются 𝜎-суммируемыми функциями.
На основании неравенства последовательно получаем∫ ℓ

0
ℎ2 𝑑𝑄 =

∫ ℓ

0
ℎ2𝑄 ′

𝜎 𝑑𝜎 ⩽
∫ ℓ

0
𝑞+ (𝑥)ℎ2 𝑑𝜎 ⩽ ℓ ·

∫ ℓ

0
𝑞+ (𝑥) 𝑑𝜎 ·

∫ ℓ

0
ℎ′2𝑥 (𝑠) 𝑑𝑠. (8)

Но, на основании неравенства (7), цепочку неравенств (8) мы можем продолжить∫ ℓ

0
ℎ2 𝑑𝑄 ⩽ ℓ2 ·

∫ ℓ

0
𝑞+ (𝑥)ℎ2 𝑑𝜎 · (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0)) ·

∫ ℓ

0
|ℎ′′𝑥𝜇 (𝑡) |2 𝑑𝜇 (𝑡),

и неравенство (5) справедливо при

𝑐2 = ℓ
2 ·

∫ ℓ

0
𝑞+ (𝑥) 𝑑𝜎 · (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0)) .

Лемма доказана.
На основании леммы, из равенства (3) мы получаем оценку для второй вариации

𝛿2Φ(𝑢0)ℎ =

∫ ℓ

0
(𝑝 (𝑥) − 𝑐1 − 𝑐2) ℎ′′2𝑥𝜇 𝑑𝜇.

Теорема 3.1. Пусть помимо условий 1–2), выполнено

𝑝 (𝑥) ⩾ (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0))
[∫ ℓ

0
𝑟+ (𝑥) 𝑑𝑥 + 1

]
+ ℓ2 (𝜇 (ℓ) − 𝜇 (0)) · (𝑄+ (ℓ) −𝑄+ (0)) + 𝜀,

где 𝜀 — произвольное положительное число и𝑄+ (𝑥) — возрастающая составляющая из жорданова разложения
функции ограниченной вариации на сумму возрастающей и убывающей функций.

Тогда функция 𝑢0 (𝑥), удовлетворяющая задаче (2), дает слабый минимум функционалу Φ(𝑢).
Доказательство. Рассмотрим разность

ΔΦ(𝑢0) = Φ(𝑢0 + ℎ) − Φ(𝑢0),

где ℎ — произвольная функция, принадлежащая пространству 𝐸 допустимых функций. Как нетрудно
видеть, разность можно представить в следующем виде

ΔΦ(𝑢0) = 𝛿Φ(𝑢0)ℎ + 𝛿2Φ(𝑢0)ℎ,

или, с учетом того, что 𝑢0 — допустимая экстремаль,

ΔΦ(𝑢0) = 𝛿2Φ(𝑢0)ℎ. (9)

Но в силу условий теоремы, на основании леммы 3.1, правая часть (9) принимает положительные
значения для всех ℎ(𝑥) . 0, принадлежащих пространству 𝐸.

Теорема доказана.
4. Заключение. В работе доказана теорема, позволяющая давать ответ: действительно ли является

минималью функционала Φ(𝑢) функция, удовлетворяющая уравнению Эйлера – Пуассона для Φ(𝑢); речь
идет о слабом экстремуме.
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