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1. Введение. В данной работе обсуждаются вопросы однозначной разрешимости эллиптических
уравнений второго порядка общего вида в случае, когда коэффициенты младших членов уравнения
удовлетворяют предельным показателям интегрируемости по Соболеву.

Эта работа предворяет исследования по повышенной суммируемости градиентов решений краевых
задач различного типа для таких уравнений. О повышенной суммируемости см. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16].

В настоящей работе мы рассматриваем линейный эллиптический оператор второго порядка общего
вида

L𝑢 := div (𝐴(𝑥)∇𝑢) + div (𝑎(𝑥) 𝑢) + 𝑏 (𝑥) · ∇𝑢 + 𝑐 (𝑥)𝑢,
рассматриваемый в ограниченной области 𝐷 ⊂ R𝑛 , где 𝑛 > 2. Здесь 𝐴(𝑥) = {𝐴𝑖 𝑗 (𝑥)} – измеримая
симметричная матрица, удовлетворяющая условию равномерной эллиптичности

𝛼 |𝜉 |2 ≤
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1
𝐴𝑖 𝑗 (𝑥)𝜉𝑖𝜉 𝑗 ≤ 𝛼−1 |𝜉 |2 для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷 и всех 𝜉 ∈ R𝑛, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (1)
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Вектор-функции 𝑎(𝑥) = (𝑎1 (𝑥), . . . , 𝑎𝑛 (𝑥)), 𝑏 (𝑥) = (𝑏1 (𝑥), . . . , 𝑏𝑛 (𝑥)) и коэффициент 𝑐 (𝑥) удовлетворяют
следующим условиям:

𝑎 𝑗 (𝑥) ∈ 𝐿𝑛 (𝐷), 𝑏 𝑗 (𝑥) ∈ 𝐿𝑛 (𝐷), 𝑗 = 1, . . . 𝑛, 𝑐 (𝑥) ∈ 𝐿𝑛
2
(𝐷). (2)

Введем соболевское пространство функций
◦
𝑊 1

2 (𝐷), как пополнение финитных бесконечно диффе-
ренцируемых в ограниченной области 𝐷 функций по норме

∥ 𝑢 ∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
=

(∫
𝐷

|∇𝑣 |2 𝑑𝑥
)1/2

.

Данное выражение является нормой в силу хорошо известного неравенства Фридрихса. В настоящей
работе изучается задача Дирихле

L𝑢 = div 𝑓 , 𝑓 = (𝑓1, . . . 𝑓𝑛), 𝑓𝑗 ∈ 𝐿2 (𝐷), 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷), (3)

в ограниченной области 𝐷 ⊂ R𝑛 , где 𝑛 > 2.

Под решением задачи (3) понимается функция 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷), для которой выполнено интегральное
тождество∫

𝐷

(𝐴(𝑥)∇𝑢 · ∇𝜑) 𝑑𝑥 +
∫
𝐷

(𝑎(𝑥) · ∇𝜑)𝑢 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 (𝑥) · ∇𝑢)𝜑 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

𝑐 (𝑥)𝑢𝜑 𝑑𝑥 =

∫
𝐷

(𝑓 · ∇𝜑) 𝑑𝑥 (4)

для всех пробных функций 𝜑 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷). При рассмотрении вопроса об однозачной разрешимости задачи
Дирихле (3) нам потребуется дополнительное условие вида∫

𝐷

(𝑐 (𝑥)𝜑 − (𝑎(𝑥) · ∇𝜑)) 𝑑𝑥 ⩽ 0, (5)

выполненное на неотрицательных функциях 𝜑 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷). В доказательстве единственности решений
задачи (3) при выполнении условий (1), (2) и (5) мы опираемся на оценку из теоремы 1 (см. [17]) вида( ∫

𝐷

|∇𝑢 |2𝑑𝑥
) 1

2

⩽ 𝐶 (𝛼, 𝑛, ∥𝑎∥𝐿𝑛 (𝐷 ) , ∥𝑏∥𝐿𝑛 (𝐷 ) , 𝐷)
( ∫
𝐷

|𝑓 |2 𝑑𝑥
) 1

2

, (6)

в которой постоянная 𝐶 (𝛼, 𝑛, ∥𝑎∥𝐿𝑛 (𝐷 ) , ∥𝑏∥𝐿𝑛 (𝐷 ) , 𝐷) из (6) представлена явно.
Имеет место следующеее утверждение.
Теорема 1. Если выполнены условия (1), (2), (5) и 𝑓 ∈

(
𝐿2 (𝐷)

)𝑛 , то задача Дирихле (3) однозначно
разрешима и для решения справедлива оценка (6).

Будем пользоваться следующим представлением младших коэффициентов 𝑎, 𝑏 ∈ (𝐿𝑛 (𝐷))𝑛 и 𝑐 ∈
(𝐿𝑛

2
(𝐷))𝑛 рассматриваемого уравнения

𝑎 = 𝑎 + 𝑎, 𝑎 ∈ (𝐿∞ (𝐷))𝑛, 𝑎 ∈ (𝐿𝑛 (𝐷))𝑛, ∥ 𝑎 ∥𝐿𝑛 (𝐷 )⩽ 𝜃1,

𝑏 = 𝑏 + 𝑏, 𝑏 ∈ (𝐿∞ (𝐷))𝑛, 𝑏 ∈ (𝐿𝑛 (𝐷))𝑛, ∥ 𝑏 ∥𝐿𝑛 (𝐷 )⩽ 𝜃1,

𝑐 = 𝑐 + 𝑐̂, 𝑐 ∈ (𝐿∞ (𝐷))𝑛, 𝑐̂ ∈ (𝐿𝑛
2
(𝐷))𝑛, ∥ 𝑐̂ ∥𝐿𝑛

2
(𝐷 )⩽ 𝜃2

(7)

с достаточно малыми постоянными 𝜃1, 𝜃2 ∈ (0, 1), которые определяются в дальнейших рассуждениях.
2. Однозначная разрешимость поставленной задачи. В этом разделе однозначная разрешимость

задачи Дирихле (3) доказывается в произвольной ограниченной области 𝐷 .
Доказательство существования решения задачи Дирихле (3) основано на вспомогательных утвержде-

ниях, которые устанавливаются ниже. Сначала нам потребуются оценки билинейной формы, связанной
с оператором L из (3), имеющую вид

L(𝑢, 𝑣) =
∫
𝐷

(𝐴∇𝑢 · ∇𝑣) 𝑑𝑥 +
∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑣)𝑢 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑣 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

𝑐𝑢𝑣 𝑑𝑥 (8)

и определенную на функциях 𝑢, 𝑣 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷).
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Лемма 1. Если коэффициенты оператора L из (3) удовлетворяют условиям (1) и (2), то

L(𝑢,𝑢) ≥ 𝛼

2

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 −𝐶
∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥, (9)

где 𝐶 =𝐶 (𝛼, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛).
Доказательство. В силу условия равномерной эллиптичности (1) имеем

L(𝑢,𝑢) ≥ 𝛼
∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 −
����∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� − ����∫

𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� − ����∫

𝐷

𝑐𝑢2 𝑑𝑥

����. (10)

Сначала оценим второе и третье слагаемые в правой части тождества (8). Оба слагаемых оцениваются
одинаково и мы приведем только оценку первого из них. Из (7) имеем∫

𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥 =

∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥 +
∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥. (11)

Для первого интеграла из правой части в (11) имеем���� ∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝐶∥𝑎∥𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

|∇𝑢 | |𝑢 | 𝑑𝑥

и из неравенства Коши с 𝜀 > 0 найдем���� ∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝜀

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝜀)∥𝑎∥2
𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥 . (12)

Второй интеграл в правой части (11) оценим с помощью неравенства Гёльдера, в силу которого���� ∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ ∥𝑎∥𝐿𝑛 (𝐷 )

( ∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2 ( ∫

𝐷

|𝑢 |
2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

. (13)

По неравенству Соболева ( ∫
𝐷

|𝑢 |
2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

⩽ 𝐶 (𝑛)
( ∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2

. (14)

Отсюда и из (13) с учетом (7) получим���� ∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝐶 (𝑛)𝜃1

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (15)

Из (12) и (15) найдем���� ∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝜀

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝜀)∥𝑎∥2
𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝑛)𝜃1

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (16)

Аналогично для третьего слагаемого���� ∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝜀

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝜀)∥𝑏∥2
𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝑛)𝜃1

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (17)

Теперь перейдём к оценке последнего слагаемого в (10). В силу (7) имеем∫
𝐷

𝑐𝑢2 𝑑𝑥 =

∫
𝐷

𝑐𝑢2 𝑑𝑥 +
∫
𝐷

𝑐̂𝑢2 𝑑𝑥. (18)

Ясно, что ���� ∫
𝐷

𝑐𝑢2 𝑑𝑥

���� ⩽ ∥𝑐 ∥𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥 . (19)
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Второй интеграл в правой части (18) оценим с помощью неравенства Гёльдера и Соболева (14), в силу
которых ���� ∫

𝐷

𝑐̂𝑢2 𝑑𝑥

���� ⩽ ∥𝑐̂∥𝐿𝑛
2
(𝐷 )

( ∫
𝐷

|𝑢 |
2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
𝑛

⩽ 𝐶 (𝑛)𝜃2

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (20)

В итоге, после соответствующего выбора 𝜀, 𝜃1 и 𝜃2 из (10), (16), (17), (19) и (20) приходим к оценке (9).
Лемма доказана.

Лемма 2. Если коэффициенты оператора L из (3) удовлетворяют условиям (1) и (2), то для фиксиро-

ванного 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷) отображение 𝑣 ↦→ L(𝑢, 𝑣), где форма L(𝑢, 𝑣) определена в (8), является ограниченным

линейным функционалом на
◦
𝑊 1

2 (𝐷) и справедлива оценка

|L(𝑢, 𝑣) | ⩽ 𝐶 ∥𝑢∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
∥𝑣 ∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

, (21)

где 𝐶 =𝐶 (𝛼, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛).
Доказательство. В силу условия равномерной эллиптичности (1) имеем����∫

𝐷

(𝐴∇𝑢 · ∇𝑣) 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝛼−1∥𝑢∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

∥𝑣 ∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
. (22)

Исходя из условий (2) и (5), второе и третье слагаемые формы (8) оценим по неравенству Гёльдера:����∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑣)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ ∥𝑣 ∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

∫
𝐷

|𝑎 |2𝑢2 𝑑𝑥 ⩽

⩽ ∥𝑣 ∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )

( ∫
𝐷

|𝑎 |𝑛 𝑑𝑥
)2/𝑛 ( ∫

𝐷

|𝑢 | 2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

(23)

и ����∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑣 𝑑𝑥
���� ⩽ ∥𝑢∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

∫
𝐷

|𝑏 |2𝑣2 𝑑𝑥 ⩽

⩽ ∥𝑢∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )

( ∫
𝐷

|𝑏 |𝑛 𝑑𝑥
)2/𝑛 ( ∫

𝐷

|𝑣 | 2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

.

(24)

Поступая аналогично с четвёртым слагаемым, получаем����∫
𝐷

𝑐𝑢𝑣 𝑑𝑥

���� ⩽ ( ∫
𝐷

|𝑐 | 𝑛2 𝑑𝑥
)2/𝑛 ( ∫

𝐷

|𝑢 | 2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

( ∫
𝐷

|𝑣 | 2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

. (25)

По теореме вложения Соболева (14) из (22), (23), (24) и (25) приходим к (21). Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1.

Определим для 𝜎 > 𝜎0 > 0 оператор L𝜎 формулой L𝜎𝑢 = L𝑢 − 𝜎𝑢. Из оценки (9) леммы 1 следует, что
соответствующая оператору L𝜎 форма

L𝜎 (𝑢,𝑢) =
∫
𝐷

(𝐴∇𝑢 · ∇𝑢) 𝑑𝑥 +
∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

𝑐𝑢2 𝑑𝑥 + 𝜎
∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥

при достаточно большом 𝜎 будет коэрцитивной, то есть

L𝜎0 (𝑢,𝑢) ≥ 𝛼/2
∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥.

Здесь 𝜎0 = 𝜎0 (𝛼, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛).
Отметим, что при таком выборе 𝜎 = 𝜎0 билинейная форма

L𝜎0 (𝑢, 𝑣) =
∫
𝐷

(𝐴∇𝑢 · ∇𝑣) 𝑑𝑥 +
∫
𝐷

(𝑎 · ∇𝑣)𝑢 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑣 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

𝑐𝑢𝑣 𝑑𝑥 + 𝜎0

∫
𝐷

𝑢𝑣 𝑑𝑥 (26)
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является ограниченной. Это следует из оценки (21) и оценки∫
𝐷

𝑢𝑣 𝑑𝑥 ⩽ ∥𝑢∥𝐿2 (𝐷 ) ∥𝑣 ∥𝐿2 (𝐷 ) ⩽ 𝐶 (𝑛, 𝐷)∥𝑢∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
∥𝑣 ∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

,

вытекающей из неравенства Фридрихса. Таким образом, оператор L𝜎0 является ограниченным и коэрци-

тивным в гильбертовом пространстве 𝐻 =
◦
𝑊 1

2 (𝐷) .
Пусть 𝐻−1 — сопряженное пространство к 𝐻 . Определим оператор ℑ𝑢 : 𝐻 → 𝐻 −1 равенством

ℑ = ℑ𝑢𝑣 =

∫
𝐷

𝑢𝑣 𝑑𝑥, 𝑣 ∈ 𝐻. (27)

Покажем, что отображение ℑ𝑢 является компактным. Для этого заметим, что отображение ℑ𝑢 можно
представить в виде композиции

ℑ𝑢 = ℑ1 ◦ ℑ2. (28)

Здесь ℑ2 : 𝐻 → 𝐿2 (𝐷) – естественное вложение. По теореме о компактности вложения Кондрашова–
Соболева [18, Теорема 7.22] оператор ℑ2 является компактным, а отображение ℑ1 : 𝐿2 (𝐷) → 𝐻−1

определено формулами (27) и (28). Из того, что оператор ℑ1 непрерывен и оператор ℑ2 компактен, следует
компактность оператора ℑ.

Уравнение L𝑢 = 𝑙 для 𝑢 ∈ 𝐻 , где 𝑙-функционал в пространстве 𝐻−1, сопряженном к 𝐻 =
◦
𝑊 1

2 (𝐷),
эквивалентно уравнению L𝜎0𝑢 + 𝜎0ℑ𝑢𝑢 = 𝑙 . По лемме Лакса – Мильграма (см. [19]) обратный оператор
L−1
𝜎0 задает непрерывное взаимно однозначное отображение 𝐻−1 на 𝐻 . Поэтому, применяя этот оператор

к предыдущему уравнению, получаем эквивалентное уравнение

𝑢 + 𝜎0L−1
𝜎0 ℑ𝑢𝑢 = L−1

𝜎0 𝑙 . (29)

Отображение𝑇 = −𝜎0L−1
𝜎0 ℑ𝑢 в силу компактности ℑ также компактно. Следовательно, по альтернативе

Фредгольма (см., например, терема 5.3 [18, §5.3]) существование функции 𝑢 ∈ 𝐻 , удовлетворяющей
уравнению (29), является следствием единственности в 𝐻 тривиального решения уравнения L𝑢 = 0.

Однозначная разрешимость задачи Дирихле (3) вытекает из априорной оценки (6), в силу которой
решение единственно. Теорема доказана.
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3. Zhikov V.V. On some Variational Problems. Russian Journal of Mathematical physics. 1997;5(1):105–116.

4. Alkhutov Yu.A., Chechkin G.A. Increased Integrability of the Gradient of the Solution to the Zaremba Problem for the
Poisson Equation. Russian Academy of Sciencies. Doklady Mathematics, 2021;103(2): 69–71.

5. Alkhutov Yu.A., Chechkin G.A. The Meyer’s Estimate of Solutions to Zaremba Problem for Second-order Elliptic
Equations in Divergent Form. CR Mécanique. 2021;349(2):299–304.
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