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1. Введение. В исследовании тригонометрических рядов широко применяется теорема равнос-
ходимости Штейнгауза, устанавливающая асимптотическую близость в равномерной метрике ряда
от произведения двух функций и ряда от одной из них, умноженного на вторую [1]. Представляет
интерес перенос этого классического результата на ряды, полученные при разложении по собственным
и присоединенным функциям дифференциальных операторов. Развитие данного направления в трудах
В. А. Ильина, А. П. Хромова и их последователей показало, что стремление к нулю разности вида
𝑆𝑛 (𝑎𝑓 ) − 𝑎𝑆𝑛 (𝑓 ) для частичных сумм таких разложений справедливо в случае различных операторов, в
том числе несамосопряженных [2, 3, 4, 5].

В работе [4] получен аналог теоремы Штейнгауза в случае функционально-дифференциального
оператора (ФДО) первого порядка с инволюцией, определяемого дифференциальным выражением вида

𝑙 [𝑦] (𝑥) = 𝛼𝑦′ (𝑥) + 𝛽𝑦′ (1 − 𝑥) + 𝑝1 (𝑥)𝑦 (𝑥) + 𝑝2 (𝑥)𝑦 (1 − 𝑥).

Наличие нелокальных возмущений (типа «отражения») существенно усложняет асимптотическое
поведение спектра и меняет базисные свойства систем собственных и присоединенных функций (с. п. ф.).
Исследования спектральных свойств таких операторов проводились в работах [6, 7, 8, 9].

В данной работе устанавливается равносходимость рядов 𝑆 (𝑎𝑓 ) и 𝑎(𝑥)𝑆 (𝑓 ), где 𝑆 (𝑓 ) — ряд Фурье по
с. п. ф ФДО с инволюцией, заданного на графе из двух ребер, одно из которых представляет собой цикл.
При обобщении задач на случай геометрического графа исследование различных вопросов сталкивается с
трудностями, связанными с наличием внутренних узлов (вершин сопряжения ребер) графа, что приводит
к определенной неоднородности («ветвлению») среды. Граф рассматриваемого вида является простейшим

© Григорьева Е. И., 2026

http://orcid.org/0009-0003-4774-6416
http://orcid.org/0009-0003-4774-6416


278 Аналог теоремы Штейнгауза для функционально-дифференциального оператора . . .

графом, для которого можно сформулировать краевую задачу первого порядка с регулярными краевыми
условиями [10].

Равносходимость рядов доказывается методом контурного интегрирования резольвенты по расширя-
ющимся контурам 𝜆-плоскости, который широко используется при исследовании спектральных свойств
ФДО [6, 11]. Для этого осуществляется переход к оператору Дирака, связанному с рассматриваемым ФДО.

Результаты данной работы существенно усиливают теоремы равносходимости из [12], снимая
требование равенства нулю средних значений потенциалов. Приведенная техника и оценки резольвенты
могут быть использованы для обобщения результатов из [10] на случай более сложного асимптотического
поведения спектра.

2. Определение функционально-дифференциального оператора и связанных с ним краевых
задач. В работе используются обозначения для рассматриваемых операторов и краевых задач из [10].
В данном пункте приводятся необходимые результаты из [10], а также вспомогательные результаты, полу-
чаемые аналогичным образом. Также в пункте 3 приводятся леммы 3.1 и 3.2, полученные соответственно
в [10] и [12].

Рассматривается ФДО 𝐿 в пространстве вектор-функций 𝑦 (𝑥) = (𝑦1 (𝑥), 𝑦2 (𝑥))𝑇 (𝑇 — знак транспони-
рования), заданный на графе Γ = {𝛾1, 𝛾2}. Ребро 𝛾1 представляет собой цикл, ребро 𝛾2 примыкает к 𝛾1.
Оператор 𝐿 имеет вид

𝐿𝑦 =

(
𝛼1𝑦

′
1 (𝑥) + 𝛽1𝑦

′
1 (1 − 𝑥) + 𝑝11 (𝑥)𝑦1 (𝑥) + 𝑝12 (𝑥)𝑦1 (1 − 𝑥)

𝛼2𝑦
′
2 (𝑥) + 𝛽2𝑦

′
2 (1 − 𝑥) + 𝑝21 (𝑥)𝑦2 (𝑥) + 𝑝22 (𝑥)𝑦2 (1 − 𝑥)

)
, (1)

𝑦1 (0) = 𝑦1 (1) = 𝑦2 (0). (2)

Здесь предполагается, что 𝑥 ∈ [0, 1], 𝛼𝑘 , 𝛽𝑘 — комплексные числа, 𝑘 = 1, 2, 𝛽2
𝑘
− 𝛼2

𝑘
≠ 0, 𝛽𝑘 ≠ 0, 𝑝𝑖, 𝑗 ∈ 𝐶1 [0, 1].

Обозначим через 𝐿̃ следующий оператор в пространстве вектор-функций размерности 4:

𝐿̃𝑧 =𝑄𝑧′ (𝑥) + 𝑃 (𝑥)𝑧 (𝑥), (3)

𝑀0𝑧 (0) +𝑀1𝑧 (1) = 0, (4)

где 𝑧 (𝑥)=
(
𝑧1 (𝑥), 𝑧2 (𝑥), 𝑧3 (𝑥), 𝑧4 (𝑥)

)𝑇 , 𝑄 = diag(𝑄1, 𝑄2), 𝑃 (𝑥) = diag(𝑃1 (𝑥), 𝑃2 (𝑥)), 𝑄𝑘 =

(
𝛼𝑘 −𝛽𝑘
𝛽𝑘 −𝛼𝑘

)
, 𝑃𝑘 (𝑥) =(

𝑝𝑘1 (𝑥) 𝑝𝑘2(𝑥)
𝑝𝑘2(1 − 𝑥) 𝑝𝑘1 (1 − 𝑥)

)
, 𝑘 = 1, 2;𝑀0, 𝑀1 — квадратные матрицы размерности 4, причем (𝑀0)11 = (𝑀0)31 =

−(𝑀0)12 = −(𝑀0)33 = 1, (𝑀1)21 = (𝑀1)42 = −(𝑀1)22 = −(𝑀1)44 = 1, остальные элементы этих матриц
(𝑀𝑘 )𝑖 𝑗 = 0.

Теорема 2.1 [10]. Если комплексное число 𝜆 таково, что резольвента 𝑅𝜆 оператора 𝐿 существует
и 𝑦 (𝑥) = 𝑅𝜆 𝑓 , то вектор-функция 𝑧 (𝑥) =

(
𝑧1 (𝑥), 𝑧2 (𝑥), 𝑧3 (𝑥), 𝑧4 (𝑥)

)𝑇 , где 𝑧1 (𝑥) = 𝑦1 (𝑥), 𝑧2 (𝑥) = 𝑦1 (1 − 𝑥),
𝑧3 (𝑥) = 𝑦2 (𝑥), 𝑧4 (𝑥) = 𝑦2 (1 − 𝑥), является решением (3)–(4). Обратно, если 𝑧 (𝑥) удовлетворяет (3)–(4), и
соответствующая однородная задача имеет только тривиальное решение, то 𝑅𝜆 существует и (𝑅𝜆 𝑓 ) (𝑥) =
(𝑧1 (𝑥), 𝑧3 (𝑥))𝑇 .

Пусть 𝑧 (𝑥) = 𝑧 (𝑥, 𝜆) = 𝑅𝜆𝐹 (в дальнейшем для краткости аргумент 𝜆 в обозначении решений различных
задач будем опускать). Тогда 𝑧 (𝑥) удовлетворяет задаче:

𝑄𝑧′ (𝑥) + 𝑃 (𝑥)𝑧 (𝑥) = 𝜆𝑧 (𝑥) + 𝐹 (𝑥), (5)

𝑀0𝑧 (0) +𝑀1𝑧 (1) = 0, (6)

где 𝜆 — спектральный параметр.
Лемма 2.1 [10]. При больших |𝜆 | неособое преобразование 𝑧 (𝑥) = 𝐵𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑣 (𝑥) приводит краевую задачу

(5)–(6) к виду
𝑣 ′ (𝑥) + 𝑃𝜆 (𝑥)𝑣 (𝑥) = 𝜆𝐷𝑣 (𝑥) +𝑚(𝑥, 𝜆), (7)

𝑈1 (𝑣) =𝑀0𝜆𝑣 (0) +𝑀1𝜆𝑣 (1) = 0, (8)

где 𝐵 = diag(𝐵1, 𝐵2), 𝐵𝑘 =

(
1 𝑏𝑘
𝑏𝑘 1

)
, 𝑏𝑘 = 𝛽−1

𝑘
[𝑖
√
𝑑𝑘 + 𝛼𝑘 ] (𝑘 = 1, 2), 𝑑𝑘 = 𝛽2

𝑘
− 𝛼2

𝑘
, 𝐷 = diag(𝐷1, 𝐷2),

𝐷𝑘 = diag(𝑖/
√
𝑑𝑘 ,−𝑖/

√
𝑑𝑘 ), 𝐻 (𝑥, 𝜆) = 𝐻0 (𝑥) + 𝜆−1𝐻1 (𝑥), 𝐻0 (𝑥) = diag(𝐻01 (𝑥), 𝐻02 (𝑥)),

𝐻01 = diag(ℎ1 (𝑥), ℎ2 (𝑥)),𝐻02 = diag(ℎ3 (𝑥), ℎ4 (𝑥)),ℎ𝑖 (𝑥) = exp
{
−

𝑥∫
0
𝑝𝑖𝑖 (𝑡), 𝑑𝑡

}
, 𝑝𝑖𝑖 (𝑥) —диагональные элементы

матрицы 𝑃 (𝑥) (𝑖 = 1, 4), 𝑃 (𝑥) = diag(𝑃1 (𝑥), 𝑃2 (𝑥)), 𝑃𝑘 (𝑥) = 𝐵−1
𝑘
𝑄−1
𝑘
𝑃𝑘 (𝑥)𝐵𝑘 , 𝐻1 (𝑥) = diag(𝐻11 (𝑥), 𝐻12 (𝑥)),

𝐻1𝑘 – кодиагональные матрицы, представляющие собой единственные решения матричных уравнений
𝐻 ′

0𝑘 (𝑥) + 𝑃𝑘 (𝑥)𝐻0𝑘 (𝑥) + (𝐻1𝑘 (𝑥)𝐷𝑘 − 𝐷𝑘𝐻1𝑘 (𝑥)) = 0,
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𝑃𝜆 (𝑥) = 𝜆−1𝐻−1 (𝑥, 𝜆) [𝐻 ′
1 (𝑥) + 𝑃 (𝑥)𝐻1 (𝑥)], 𝑚(𝑥, 𝜆) = 𝐻 −1 (𝑥, 𝜆)𝐷𝐵−1𝐹 (𝑥),

𝑀0𝜆 =𝑀0𝐵𝐻 (0, 𝜆),𝑀1𝜆 =𝑀1𝐵𝐻 (1, 𝜆).
3. Исследование вспомогательных краевых задач. Исследуем решение вспомогательной задачи

𝑤 ′ (𝑥) − 𝜇𝐷𝑤 (𝑥) =𝑚(𝑥), (9)

𝑈1 (𝑤) =𝑀0𝜆𝑤 (0) +𝑀1𝜆𝑤 (1) = 0, (10)

где𝑚(𝑥) = (𝑚1 (𝑥),𝑚2 (𝑥),𝑚3 (𝑥),𝑚4 (𝑥))𝑇 ,𝑚𝑘 (𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] (𝑘 = 1, 4),
𝐷 = diag(1,−1, 𝑑,−𝑑), 𝑑 =

√︁
𝑑1/𝑑2, 𝜇 = 𝑖𝜆/

√
𝑑1, то есть 𝜆𝐷 = 𝜇𝐷 .

Лемма 3.1 [10]. Если комплексное число 𝜇 таково, что матрица Δ1 (𝜇) =𝑈1 (𝑉 (𝑥, 𝜇)), где
𝑉 (𝑥, 𝜇) = diag

(
𝑒−𝜇 (1−𝑥 ) , 𝑒−𝜇𝑥 , 𝑒−𝜇𝑑 (1−𝑥 ) , 𝑒−𝜇𝑑𝑥

)
обратима, то краевая задача (9)–(10) однозначно разрешима

при любой вектор-функции𝑚(𝑥) с компонентами из 𝐿[0, 1], и ее решение имеет вид

𝑤 (𝑥) = 𝑅1𝜇𝑚(𝑥) = −𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1
1 (𝜇)𝑈1 (𝑔𝜇𝑚) + 𝑔𝜇𝑚(𝑥),

где 𝑔𝜇𝑚(𝑥) =
1∫

0
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜇)𝑚(𝑡) 𝑑𝑡 , 𝑈1 (𝑔𝜇𝑚) =

1∫
0
𝑈1𝑥 (𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜇))𝑚(𝑡) 𝑑𝑡 ,

(𝑈1𝑥 означает, что𝑈1 применяется к 𝑔 по переменной 𝑥),
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜇) = diag(𝑔1 (𝑥, 𝑡, 𝜇), 𝑔2 (𝑥, 𝑡, 𝜇), 𝑔3 (𝑥, 𝑡, 𝜇), 𝑔4 (𝑥, 𝑡, 𝜇)),
𝑔𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜇) = 𝜀 (𝑥, 𝑡)𝑒𝜇𝜔𝑘 (𝑥−𝑡 ) , если Re(𝜇𝜔𝑘 ) ≤ 0,
𝑔𝑘 (𝑥, 𝑡, 𝜇) = −𝜀 (𝑡, 𝑥)𝑒𝜇𝜔𝑘 (𝑥−𝑡 ) , если Re(𝜇𝜔𝑘 ) ≥ 0, (𝑘 = 1, 4),
𝜔1 = 1, 𝜔2 = −1, 𝜔3 = 𝑑 , 𝜔4 = −𝑑 , 𝜀 (𝑥, 𝑡) = 1 при 𝑥 ≥ 𝑡 , 𝜀 (𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑥 < 𝑡 .

Рассмотрим также краевую задачу

𝑤 ′ (𝑥) − 𝜇𝐷𝑤 (𝑥) =𝑚(𝑥), (11)

𝑈0 (𝑤) =𝑀0𝐵𝐻0 (0)𝑤 (0) +𝑀1𝐵𝐻0 (1)𝑤 (1) = 0. (12)

Лемма 3.2 [12]. Если комплексное число 𝜇таково, чтоматрицаΔ0 (𝜇) =𝑈0 (𝑉 (𝑥, 𝜇)) обратима,то краевая
задача (11)–(12) однозначно разрешима при любой вектор-функции𝑚(𝑥) с компонентами из пространства
𝐿[0, 1], и ее решение имеет вид

𝑤 (𝑥) = 𝑅0𝜇𝑚(𝑥) = −𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1
0 (𝜇)𝑈0 (𝑔𝜇𝑚) + 𝑔𝜇𝑚(𝑥), (13)

где 𝑈0 (𝑔𝜇𝑚) =
1∫

0
𝑈0𝑥 (𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜇))𝑚(𝑡) 𝑑𝑡 , (𝑈0𝑥 означает, что 𝑈0 применяется к 𝑔 по переменной 𝑥), 𝑔𝜇𝑚(𝑥) и

𝑉 (𝑥, 𝜇) имеют вид как в лемме 3.1.
Непосредственно вычисляя элементы матрицы Δ0 (𝜇), получим корни определителя detΔ0 (𝜇):

𝜇𝑘 = 𝑘𝜋𝑖 + 𝑖
√
𝑑1

1∫
0

𝑝11 (𝑡)𝑑𝑡

и

𝜇𝑘 = − ln𝑏2

𝑑
+ 𝑖𝜋𝑘

𝑑
+ 𝑖
√
𝑑1

1∫
0

𝑝21 (𝑡)𝑑𝑡,

где 𝑘 — целые числа. Удалив из комплексной 𝜇-плоскости эти корни с круговыми окрестностями
достаточно малого радиуса 𝛿 , получим область, которую назовем 𝑆𝛿 .

Исходя из лемм 3.1, 3.2 можно получить, что в области 𝑆𝛿 справедливы следующие оценки для
решений задач (9)–(10) и (11)–(12):

∥𝑅0𝜇𝑚∥∞ =𝑂 (∥𝑚∥1) , ∥𝑅0𝜇𝜑 ∥∞ =𝑂
(
𝜇−1) , (14)

∥𝑅1𝜇𝑚 − 𝑅0𝜇𝑚∥∞ =𝑂
(
𝜇−1∥𝑚∥1

)
, ∥𝑅1𝜇𝜑 − 𝑅0𝜇𝜑 ∥∞ =𝑂

(
𝜇−2) , (15)

где 𝜑 (𝑥) — вектор-функция, компоненты которой — функции ограниченной вариации,𝑚(𝑥) — вектор-
функция с компонентами из 𝐿[0, 1], ∥ · ∥∞ (∥ · ∥1) — норма в пространстве вектор-функций размерности 4
с компонентами из 𝐿∞ [0, 1] (𝐿[0, 1]).
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В [10] получено, что

lim
𝑟→∞

������ ∫
|𝜆 |=𝑟

𝐻 (𝑥, 𝜆) [𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻−1𝐹1) − 𝑅1𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1)]𝑑𝜆

������
∞
= 0, (16)

где 𝐹1 (𝑥) = 𝐷𝐵−1𝐹 (𝑥), 𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻−1𝐹1) — решение задачи (7)–(8) при𝑚(𝑥, 𝜆) = 𝐻−1 (𝑥, 𝜆)𝐹1 (𝑥).
Используя оценки (14) − (15), по теореме Банаха – Штейнгауза получим, что

lim
𝑟→∞

������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑅1𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1) − 𝐻0𝑅0𝜇 (𝐻−1

0 𝐹1)]𝑑𝜆
������
∞
= 0. (17)

Таким образом, из (16) и (17) следует
Лемма 3.3. Для любой вектор-функции 𝑚(𝑥) = (𝑚1 (𝑥),𝑚2 (𝑥),𝑚3 (𝑥),𝑚4 (𝑥))𝑇 , компоненты которой

𝑚𝑘 (𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] (𝑘 = 1, 4), имеет место соотношение

lim
𝑟→∞

������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻 −1 (𝑥, 𝜆)𝑚) − 𝐻0 (𝑥)𝑅0𝜇 (𝐻−1
0 𝑚)]𝑑𝜆

������
∞
= 0. (18)

Для решения (13) краевой задачи (11)–(12) докажем соотношение

lim
𝑟→∞

������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[
𝑄 (𝑥)𝑅0𝜇𝑚 − 𝑅0𝜇 (𝑄𝑚)

]
𝑑𝜆

������
∞
= 0,

где 𝑄 (𝑥) = diag(𝑞1 (𝑥), 𝑞1 (1 − 𝑥), 𝑞2 (𝑥), 𝑞2 (1 − 𝑥)), функции 𝑞1 (𝑥), 𝑞2 (𝑥) удовлетворяют условию Липшица
порядка 1 и 𝑞1 (0) = 𝑞1 (1) = 𝑞2 (0) = 𝑞2 (1) = 1,𝑚(𝑥) — вектор-функция размерности 4, компоненты которой
принадлежат пространству 𝐿[0, 1].

Лемма 3.4. Для любой вектор-функции 𝑚(𝑥) = (𝑚1 (𝑥),𝑚2 (𝑥),𝑚3 (𝑥),𝑚4 (𝑥))𝑇 , компоненты которой
𝑚𝑘 (𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] (𝑘 = 1, 4), имеет место оценка:



 ∫

|𝜆 |=𝑟

[
𝑄 (𝑥)𝑔𝜇𝑚 − 𝑔𝜇 (𝑄𝑚)

]
𝑑𝜆






∞
=𝑂 (∥𝑚∥1) . (19)

Доказательство. Для первой компоненты вектора в условии леммы, учитывая, что 𝜇 = 𝜆𝑖/
√
𝑑1, имеем����� ∫

|𝜆 |=𝑟

[
𝑄 (𝑥)𝑔𝜇𝑚 − 𝑔𝜇 (𝑄𝑚)

]
1 𝑑𝜆

����� ≤ ��√︁𝑑1
�� ∫
|𝜇 |=𝑟1

��[𝑄 (𝑥)𝑔𝜇𝑚 − 𝑔𝜇 (𝑄𝑚)]1
��|𝑑𝜇 | =

=
��√︁𝑑1

��{ 𝜋
2∫

− 𝜋2

+

3𝜋
2∫

𝜋
2

}��[𝑄 (𝑥)𝑔𝜇𝑚 − 𝑔𝜇 (𝑄𝑚)]1
��𝑟1𝑑𝜑,

(20)

где 𝑟1 = 𝑟/
��√𝑑1

��, [ ]1 обозначает первую компоненту вектора.
Пусть Re 𝜇 ≥ 0. В этом случае

[𝑔𝜇𝑚]1 = −
1∫

𝑥

𝑒𝜇 (𝑥−𝑡 )𝑚1 (𝑡)𝑑𝑡,

и первый интеграл в (20) имеет следующую оценку:
𝜋
2∫

− 𝜋2

𝑟1𝑑𝜑

���� 1∫
𝑥

𝑒𝜇 (𝑥−𝑡 ) (𝑞1 (𝑡) − 𝑞1 (𝑥))𝑚1 (𝑡)𝑑𝑡
���� =𝑂 ( 1∫

𝑥

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡

𝜋
2∫

− 𝜋2

𝑟1𝑒
− Re 𝜇 (𝑡−𝑥 ) |𝑞1 (𝑡) − 𝑞1 (𝑥) |𝑑𝜑

)
=

=𝑂

( 1∫
𝑥

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡

𝜋
2∫

− 𝜋2

𝑟1𝑒
−𝑟1 cos𝜑 (𝑡−𝑥 ) |𝑡 − 𝑥 |𝑑𝜑

)
=𝑂

( 1∫
𝑥

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡

𝜋
2∫

0

𝑟1𝑒
−𝑟1 sin𝜏 (𝑡−𝑥 ) (𝑡 − 𝑥)𝑑𝜏

)
=

=𝑂

( 1∫
𝑥

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡

𝜋
2∫

0

𝑟1𝑒
−𝑟1𝑐1𝜏 (𝑡−𝑥 ) (𝑡 − 𝑥)𝑑𝜏

)
=𝑂

( 1∫
𝑥

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡
𝜋𝑟1 (𝑡−𝑥 )/2∫

0

𝑒−𝑐1𝜉𝑑𝜉

)
=

=𝑂

( 1∫
0

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡
)
=𝑂

(
| |𝑚 | |1

)
.
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Здесь использовано, что |𝑞1 (𝑡) − 𝑞1 (𝑥) | ⩽ 𝐿 |𝑡 − 𝑥 |, где 𝐿 > 0 — некоторое число, |𝑒𝜇 | = 𝑒Re 𝜇 ,
Re 𝜇 = 𝑟1 cos𝜑 , 𝑡 ≥ 𝑥 в заданных пределах интегрирования, функция 𝑒−𝑟1 cos𝜑 (𝑡−𝑥 ) четная по переменной 𝜑 ,
sin𝜏 ≥ 𝑐1𝜏 при 𝜏 ∈ (0, 𝜋/2), где 𝑐1 — некоторая константа (0 < 𝑐1 < 2/𝜋 ). Произведены замены: 𝜑 = 𝜋/2 − 𝜏
и 𝜉 = 𝑟1 (𝑡 − 𝑥)𝜏 .

Аналогично выполняется оценка второго интеграла в (20) при Re 𝜇 ≤ 0 и остальных компонент
вектора из условия леммы. При этом при оценке третьей и четвертой компонент вектора производится
замена 𝜂 = 𝜇𝑑 , и интеграл вычисляется по круговому контуру |𝜂 | = 𝑟1 |𝑑 |. □

Непосредственно вычисляя элементы матриц в (13), получим
Лемма 3.5. Для любой вектор-функции𝑚(𝑥) = (𝑚1 (𝑥),𝑚2 (𝑥),𝑚3 (𝑥),𝑚4 (𝑥))𝑇 ,𝑚𝑘 (𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] (𝑘 = 1, 4),

для компонент вектора

Ω(𝑥, 𝜇) =𝑄 (𝑥)𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1
0 (𝜇)𝑈0 (𝑔𝜇𝑚) −𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1

0 (𝜇)𝑈0 (𝑔𝜇 (𝑄𝑚))

имеет место представление

Ω𝑘 (𝑥, 𝜇) =
4∑
𝑙=1
𝐽𝑘𝑙 (𝑥, 𝜇),

где 𝑘 = 1, 4, 𝑙 = 1, 4 и ����� ∫
|𝜇 |=𝑟1

𝐽𝑘𝑙 (𝑥, 𝜇)𝑑𝜇
����� =𝑂 ( | |𝑚 | |1). (21)

Доказательство. Пусть Re 𝜇 ≥ 0, Re(𝜇𝑑) ≥ 0, тогда

𝐽11 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥11𝑒
𝜇 (𝑥−1)

1∫
0

𝑒−𝜇𝑡 (𝑞1 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡))𝑚1 (𝑡)𝑑𝑡,

𝐽12 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥12𝑒
𝜇 (𝑥−1)ℎ2 (1)

1∫
0

𝑒−𝜇 (1−𝑡 ) (𝑞1 (𝑥) − 𝑞1 (1 − 𝑡))𝑚2 (𝑡)𝑑𝑡,

𝐽21 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥21𝑒
−𝜇𝑥

1∫
0

𝑒−𝜇𝑡𝑚1 (𝑡) (𝑞1 (1 − 𝑥) − 𝑞1 (𝑡))𝑑𝑡,

𝐽22 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥22𝑒
−𝜇𝑥ℎ2 (1)

1∫
0

𝑒−𝜇 (1−𝑡 ) (𝑞1 (1 − 𝑥) − 𝑞1 (1 − 𝑡))𝑚2 (𝑡)𝑑𝑡,

𝐽31 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥31𝑒
𝜇𝑑 (𝑥−1)

1∫
0

𝑒−𝜇𝑡 (𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡))𝑚1 (𝑡)𝑑𝑡,

𝐽32 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥32𝑒
𝜇𝑑 (𝑥−1)ℎ2 (1)

1∫
0

𝑒−𝜇 (1−𝑡 ) (𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (1 − 𝑡))𝑚2 (𝑡)𝑑𝑡,

𝐽33 (𝑥, 𝜇) = 𝑥33𝑒
𝜇𝑑 (𝑥−1)

( 1∫
0

𝑒−𝜇𝑑𝑡 (𝑞2 (𝑥) − 𝑞2 (𝑡))𝑚3 (𝑡)𝑑𝑡+

+
1∫

0

𝑒−𝜇𝑡 (𝑞1 (𝑡) − 𝑞2 (𝑥))𝑚1 (𝑡)𝑑𝑡
)
,

𝐽34 (𝑥, 𝜇) = 𝑥34𝑒
𝜇𝑑 (𝑥−1)

(
ℎ2 (1)

1∫
0

𝑒−𝜇 (1−𝑡 ) (𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (1 − 𝑡))𝑚2 (𝑡)𝑑𝑡−

−ℎ4 (1)
1∫

0

𝑒−𝜇𝑑 (1−𝑡 ) (𝑞2 (𝑥) − 𝑞2 (1 − 𝑡))𝑚4 (𝑡)𝑑𝑡
)
,

𝐽41 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥41𝑒
−𝜇𝑑𝑥

1∫
0

𝑒−𝜇𝑡 (𝑞2 (1 − 𝑥) − 𝑞1 (𝑡))𝑚1 (𝑡)𝑑𝑡,

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2026, том 58, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2026, Volume 58, No 3



282 Аналог теоремы Штейнгауза для функционально-дифференциального оператора . . .

𝐽42 (𝑥, 𝜇) = (𝑏1 − 1)𝑥42𝑒
−𝜇𝑑𝑥ℎ2 (1)

1∫
0

𝑒−𝜇 (1−𝑡 ) (𝑞2 (1 − 𝑥) − 𝑞1 (1 − 𝑡))𝑚2 (𝑡)𝑑𝑡,

𝐽43 (𝑥, 𝜇) = 𝑥43𝑒
−𝜇𝑑𝑥

( 1∫
0

𝑒−𝜇𝑑𝑡 (𝑞2 (1 − 𝑥) − 𝑞2 (𝑡))𝑚3 (𝑡)𝑑𝑡+

+
1∫

0

𝑒−𝜇𝑡 (𝑞1 (𝑡) − 𝑞2 (1 − 𝑥))𝑚1 (𝑡)𝑑𝑡
)
,

𝐽44 (𝑥, 𝜇) = 𝑥44𝑒
−𝜇𝑑𝑥

(
ℎ2 (1)

1∫
0

𝑒𝜇 (𝑡−1) (𝑞2 (1 − 𝑥) − 𝑞1 (1 − 𝑡))𝑚2 (𝑡)𝑑𝑡−

−ℎ4 (1)
1∫

0

𝑒𝜇𝑑 (𝑡−1) (𝑞2 (1 − 𝑥) − 𝑞2 (1 − 𝑡))𝑚4 (𝑡)𝑑𝑡
)
,

𝐽13 (𝑥, 𝜇) = 𝐽14 (𝑥, 𝜇) = 𝐽23 (𝑥, 𝜇) = 𝐽24 (𝑥, 𝜇) = 0,
где 𝑥𝑖 𝑗 — элементыматрицы Δ−1

0 (𝜇) (их оценки, полученные непосредственным вычислением, приведены
в [12]), ℎ𝑘 (1) — диагональные элементы матрицы 𝐻0 (1).

Продолжим функции 𝑞1 (𝑥) и 𝑞2 (𝑥) периодически с периодом 1 на всю действительную ось. Так
как 𝑞1 (0) = 𝑞1 (1) = 𝑞2 (0) = 𝑞2 (1), полученные периодические функции непрерывны и удовлетворяют
условию Липшица первого порядка.
1. Докажем (21) для 𝐽11 (𝑥, 𝜇). Имеем����� ∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

𝐽11 (𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇
����� ≤ |𝑏1 − 1|

1∫
0

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡
∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇 | ≥0

|𝑥11 | |𝑞1 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | |𝑒−𝜇 (𝑡+1−𝑥 ) | |𝑑𝜇 |.

Так как 𝑞1 (𝑥) — периодическая функция с периодом 1, то 𝑞1 (𝑡) = 𝑞1 (2 + 𝑡). Отсюда и из того, что 𝑞1 (𝑥)
удовлетворяет условию Липшица первого порядка, получим

|𝑞1 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | = |𝑞1 (𝑥) − 𝑞1 (2 + 𝑡) | ≤ 𝐿 |𝑥 − 2 − 𝑡 | = 𝐿(2 + 𝑡 − 𝑥),

так как 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 и 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 𝐿 > 0 — константа. Тогда, используя оценки для компонент матрицы Δ−1
0 (𝜇),

где 𝑥11 =𝑂 (𝑒−𝜇), замену 𝜑 = 𝜋/2 − 𝜏 , неравенство sin𝜏 ≥ 𝑐1𝜏 при 𝜏 ∈ [0, 𝜋/2] (𝑐1 — константа, 0 < 𝑐1 < 2/𝜋 )
и замену 𝜉 = 𝑟1 (2 + 𝑡 − 𝑥)𝜏 , получим∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

|𝑥11 | |𝑞1 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | |𝑒−𝜇 (𝑡+1−𝑥 ) | |𝑑𝜇 | =𝑂
( 𝜋

2∫
− 𝜋2

𝑒− Re 𝜇 (2+𝑡−𝑥 ) (2 + 𝑡 − 𝑥)𝑟1𝑑𝜑

)
=

=𝑂

( 𝜋
2∫

0

𝑒−𝑟1 cos𝜑 (2+𝑡−𝑥 ) (2 + 𝑡 − 𝑥)𝑟1𝑑𝜑

)
=𝑂

( 𝜋
2∫

0

𝑒−𝑟1𝑐1𝜏 (2+𝑡−𝑥 ) (2 + 𝑡 − 𝑥)𝑟1𝑑𝜏

)
=

=𝑂

( 𝑟1 (2+𝑡−𝑥 )𝜋/2∫
0

𝑒−𝑐1𝜉𝑑𝜉

)
=𝑂 (1).

Откуда следует (21) для 𝑘 = 1, 𝑙 = 1.
2. Докажем (21) для 𝐽31 (𝑥, 𝜇). Имеем����� ∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

𝐽31 (𝑥, 𝜇) 𝑑𝜇
����� ≤ |𝑏1 − 1|

1∫
0

|𝑚1 (𝑡) |𝑑𝑡
∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

|𝑥31 | |𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | |𝑒−𝜇 (𝑑 (1−𝑥 )+𝑡 ) | |𝑑𝜇 |.

Так как 𝑞1 (𝑥) и 𝑞2 (𝑥) удовлетворяют условию Липшица первого порядка, периодичны с периодом 1,
и 𝑞2 (1) = 𝑞1 (0),

|𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | = |𝑞2 (𝑥) − 𝑞2 (2) + 𝑞1 (0) − 𝑞1 (𝑡) | ≤ |𝑞2 (𝑥) − 𝑞2 (2) | + |𝑞1 (0) − 𝑞1 (𝑡) | ≤
≤ 𝐿1 |𝑥 − 2| + 𝐿2 | − 𝑡 | ≤ 𝐿(2 − 𝑥 + 𝑡),
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где 𝐿1, 𝐿2, 𝐿 = max{𝐿1, 𝐿2} – положительные константы.
Пусть Re 𝜇 ≤ Re(𝜇𝑑), тогда 𝑥31 =𝑂 (𝑒−𝜇) и∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

|𝑥31 | |𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | |𝑒−𝜇𝑑 (1−𝑥 )−𝜇𝑡 ) | |𝑑𝜇 | ≤ 𝑀
∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

𝑒− Re(𝜇𝑑 ) (1−𝑥 )−Re 𝜇 (𝑡+1) |𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | |𝑑𝜇 | ≤

≤ 𝑀
∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

𝑒− Re 𝜇 (2+𝑡−𝑥 ) (2 + 𝑡 − 𝑥) |𝑑𝜇 |,

где𝑀 > 0 — некоторые константы, в разных неравенствах разные. Полученный интеграл оценивается
так же, как интеграл в пункте 1 данного доказательства.

Пусть Re 𝜇 ≥ Re(𝜇𝑑), тогда 𝑥31 =𝑂 (𝑒−𝜇𝑑 ) и∫
|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

|𝑥31 | |𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | |𝑒−𝜇𝑑 (1−𝑥 )−𝜇𝑡 ) | |𝑑𝜇 | ≤ 𝑀
∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

𝑒− Re(𝜇𝑑 ) (2−𝑥 )−Re 𝜇𝑡 |𝑞2 (𝑥) − 𝑞1 (𝑡) | |𝑑𝜇 | ≤

≤ 𝑀
∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

𝑒− Re(𝜇𝑑 ) (2+𝑡−𝑥 ) (2 + 𝑡 − 𝑥) |𝑑𝜇 |,

где𝑀 > 0 — некоторые константы, в разных неравенствах разные. Полученный интеграл после замены
𝜂 = 𝜇𝑑 оценивается также, как интеграл в пункте 1 данного доказательства. Откуда следует справедливость
(21) для 𝑘 = 3, 𝑙 = 1.

Аналогично доказывается (21) для остальных подынтегральных выражений 𝐽𝑘𝑙 (𝑥, 𝜇), а также для
случаев, когда или одна, или обе действительные части Re(𝜇) и Re(𝜇𝑑) меньше нуля. □

С учетом лемм 3.4 и 3.5 так же как в [13] доказывается

Теорема 3.1. Если матрица𝑄 (𝑥) = diag(𝑞1 (𝑥), 𝑞1 (1−𝑥), 𝑞2 (𝑥), 𝑞2 (1−𝑥))такова, что функции𝑞1 (𝑥), 𝑞2 (𝑥)
удовлетворяют условию Липшица порядка 1 и 𝑞1 (0) = 𝑞1 (1) = 𝑞2 (0) = 𝑞2 (1) = 1, 𝑏1 ≠ 1, 𝑏2 ≠ 0, то для любой
вектор-функции𝑚(𝑥) с компонентами из 𝐿[0, 1]

lim
𝑟→∞

������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[
𝑄 (𝑥)𝑅0𝜇𝑚 − 𝑅0𝜇 (𝑄𝑚)

]
𝑑𝜆

������
∞
= 0. (22)

4. Основные результаты.
Теорема 4.1. Пусть 𝐴(𝑥) = diag(𝑎1 (𝑥), 𝑎1 (1 − 𝑥), 𝑎2 (𝑥), 𝑎2 (1 − 𝑥)), 𝑎1 (0) = 𝑎1 (1) = 𝑎2 (0) = 𝑎2 (1), 𝑎1 (𝑥),

𝑎2 (𝑥) удовлетворяют условию Липшица порядка 1, 𝐺 (𝑥) = 𝐵𝐴(𝑥)𝐵−1, 𝛽2
𝑘
≠ 𝛼2

𝑘
, 𝛽𝑘 ≠ 0

(𝑘 = 1, 2). Тогда для любой вектор-функции 𝐹 (𝑥) = (𝑓1 (𝑥), 𝑓1 (1 − 𝑥), 𝑓2 (𝑥), 𝑓2 (1 − 𝑥))𝑇 с компонентами из
𝐿[0, 1] выполняется соотношение

lim
𝑟→∞

∥𝐺 (𝑥)𝑆𝑟 (𝐹, 𝑥) − 𝑆𝑟 (𝐺𝐹, 𝑥)∥∞ = 0, (23)

где 𝑆𝑟 (𝐹, 𝑥) = − 1
2𝜋𝑖

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆𝐹𝑑𝜆 — частичная сумма ряда Фурье вектор-функции 𝐹 (𝑥) по собственным и

присоединенным функциям оператора 𝐿̃, включающая слагаемые, соответствующие собственным значениям
𝜆𝑘 , для которых |𝜆𝑘 | < 𝑟 .

Доказательство. 1. Рассмотрим сначала случай, когда
1∫

0

𝑝11 (𝑡)𝑑𝑡 =
1∫

0

𝑝21 (𝑡)𝑑𝑡 = 0. Тогда для компонент

матрицы 𝐻0 (𝑥) = diag(ℎ1 (𝑥), ℎ2 (𝑥), ℎ3 (𝑥), ℎ4 (𝑥)) выполнены условия ℎ𝑘 (0) = ℎ𝑘 (1) = 1 (𝑘 = 1, 4). Функции
ℎ𝑘 (𝑥) ∈ 𝐶1 [0, 1] и удовлетворяют условию Липшица порядка 1. Поэтому в (22) в качестве 𝑄 (𝑥) можно
взять 𝐻0 (𝑥). Тогда, используя леммы 2.1, 3.3 и теорему 3.1, получим∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆𝐹𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝐵𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻 −1 (𝑥, 𝜆)𝐹1)𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝐵𝐻0 (𝑥)𝑅0𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1)𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =

=

∫
|𝜆 |=𝑟

𝐵𝑅0𝜇 (𝐻0𝐻
−1
0 𝐹1)𝑑𝜆 + 𝑜 (1),
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где | |𝑜 (1) | |∞ → 0 при 𝑟 → ∞, 𝐹1 (𝑥) = 𝐷𝐵−1𝐹 (𝑥). Таким образом, имеем∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆𝐹𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝐵𝑅0𝜇 (𝐹1)𝑑𝜆 + 𝑜 (1). (24)

Пусть 𝑎1 (0) = 𝑎1 (1) = 𝑎2 (0) = 𝑎2 (1) = 𝑐 , где 𝑐 — константа, и𝐴(𝑥) = 𝑐𝐴1 (𝑥). Тогда𝐴1 (𝑥) — диагональная
матрица, удовлетворяющая условиям теоремы 3.1, и в силу перестановочности диагональных матриц
𝐴(𝑥) и 𝐷 получаем, что∫

|𝜆 |=𝑟

𝐴(𝑥)𝑅0𝜇 (𝐹1)𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑐𝑅0𝜇 (𝐴1𝐹1)𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅0𝜇 (𝐴𝐷𝐵−1𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =

=

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅0𝜇 (𝐷𝐴𝐵−1𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅0𝜇 (𝐷𝐵−1𝐵𝐴𝐵−1𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1).

То есть при 𝑟 → ∞ имеем ∫
|𝜆 |=𝑟

𝐴(𝑥)𝑅0𝜇 (𝐹1)𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅0𝜇 (𝐷𝐵−1𝐺𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1). (25)

Из (24) и (25) получим

𝐺 (𝑥)
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆𝐹𝑑𝜆 = 𝐵𝐴(𝑥)
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅0𝜇 (𝐹1)𝑑𝜆 + 𝑜 (1) = 𝐵
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅0𝜇 (𝐷𝐵−1𝐺𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1). (26)

Положим Φ(𝑥) =𝐺 (𝑥)𝐹 (𝑥) = (𝜑1 (𝑥), 𝜑2 (𝑥), 𝜑3 (𝑥), 𝜑4 (𝑥))𝑇 . Нетрудно проверить инвариантность свой-
ства симметрии компонент для функции Φ(𝑥): 𝜑2 (𝑥) = 𝜑1 (1 − 𝑥) и 𝜑4 (𝑥) = 𝜑3 (1 − 𝑥). Поэтому из (26),
используя предыдущие рассуждения в обратном порядке, получим

𝐺 (𝑥)
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆𝐹𝑑𝜆 = 𝐵

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅0𝜇 (𝐷𝐵−1Φ)𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =

= 𝐵

∫
|𝜆 |=𝑟

𝐻0 (𝑥)𝑅0𝜇 (𝐻−1
0 𝐷𝐵−1Φ)𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =

=

∫
|𝜆 |=𝑟

𝐵𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻−1 (𝑥, 𝜆)𝐷𝐵−1Φ)𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =

=

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆Φ𝑑𝜆 + 𝑜 (1) =
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆 (𝐺𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1)

при 𝑟 → ∞. Откуда следует (23).

2. Пусть теперь
1∫

0
𝑝11 (𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎1 ≠ 0,

1∫
0
𝑝21 (𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎2 ≠ 0. Контуры интегрирования в (23) лежат в области 𝑆𝛿0 ,

образованной из комплексной 𝜆-плоскости удалением чисел 𝜆𝑘 = 𝑘𝜋
√
𝑑1 + 𝑎1 и

𝜆𝑘 = 𝑘𝜋
√
𝑑2 + 𝑖

√
𝑑2 ln𝑏2 + 𝑎2 (k — целое число) вместе с их окрестностями достаточно малого радиуса 𝛿0.

Рассмотрим оператор

𝐿1𝑦 =

(
𝛼1𝑦

′
1 (𝑥) + 𝛽1𝑦

′
1 (1 − 𝑥) + 𝑝11 (𝑥)𝑦1 (𝑥) + 𝑝12 (𝑥)𝑦1 (1 − 𝑥)

𝛼2𝑦
′
2 (𝑥) + 𝛽2𝑦

′
2 (1 − 𝑥) + 𝑝21 (𝑥)𝑦2 (𝑥) + 𝑝22 (𝑥)𝑦2 (1 − 𝑥)

)
,

𝑦1 (0) = 𝑦1 (1) = 𝑦2 (0),
где 𝑝11 (𝑥) = 𝑝11 (𝑥) − 𝑎1, 𝑝21 (𝑥) = 𝑝21 (𝑥) − 𝑎2, который порождает оператор

𝐿̃1𝑧 =𝑄𝑧
′ (𝑥) + 𝑃1 (𝑥)𝑧 (𝑥), 𝑀0𝑧 (0) +𝑀1𝑧 (1) = 0.

В 𝐿̃1 матрица 𝑃1 (𝑥) определяется через 𝑝11 (𝑥), 𝑝12 (𝑥), 𝑝21 (𝑥), 𝑝22 (𝑥) так же, как 𝑃 (𝑥) в (3), матрица 𝑄 такая
же, как в операторе 𝐿̃.

Пусть 𝑅1
𝜆
— резольвента оператора 𝐿̃1. Тогда

1∫
0
𝑝11 (𝑥)𝑑𝑥 =

1∫
0
𝑝21 (𝑥)𝑑𝑥 = 0, и по уже доказанному

𝐺 (𝑥)
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅1
𝜆
𝐹𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅1
𝜆
(𝐺𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1). (27)
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В (27) интегрирование ведется по круговым контурам, целиком лежащим в области 𝑆𝛿1 , образованной
удалением из комплексной плоскости точек 𝜆𝑘 = 𝑘𝜋

√
𝑑1 и 𝜆𝑘 = 𝑘𝜋

√
𝑑2 + 𝑖 ln𝑏2

√
𝑑2 (𝑘 — целое число) вместе

с их окрестностями достаточно малого радиуса 𝛿1.
В области 𝑆𝛿 = 𝑆𝛿0 ∩ 𝑆𝛿1 справедлива формула:

(𝑅𝜆 − 𝑅1
𝜆
)𝐹 = 𝑅1

𝜆
(𝐿̃1 − 𝐿̃)𝑅𝜆𝐹 .

Из (18) следует, что

𝑅𝜆𝐹 = 𝐵𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻 −1𝐷𝐵−1𝐹 ) = 𝐵𝐻0 (𝑥)𝑅0𝜇 (𝐻−1
0 𝐷𝐵−1𝐹 ) + 𝑜 (1).

Отсюда, учитывая оценки (14)–(15), для резольвенты оператора 𝐿̃ и аналогично для резольвенты оператора
𝐿̃1 получаем ����𝑅𝜆𝐹 ����∞ =𝑂 ( | |𝐹 | |1),

����𝑅1
𝜆
𝐹
����
∞ =𝑂 ( | |𝐹 | |1).

Оператор (𝐿̃1 − 𝐿̃) представляет собой покомпонентное умножение функции 𝑧 (𝑥) на скалярные
величины, следовательно, для любой вектор-функции 𝐹 (𝑥) с компонентами из 𝐿[0, 1]����𝑅𝜆𝐹 − 𝑅1

𝜆
𝐹
����
∞ =

����𝑅1
𝜆
(𝐿̃1 − 𝐿̃)𝑅𝜆𝐹

����
∞ =𝑂 (

����(𝐿̃1 − 𝐿̃)𝑅𝜆𝐹
����
∞) =

=𝑂 (
����𝑅𝜆𝐹 ����∞) =𝑂 ( | |𝐹 | |1).

Пусть 𝜑 (𝑥) — вектор-функция, компоненты которой являются функциями ограниченной вариации.
Учитывая оценки (14)–(15), для резольвент операторов 𝐿̃ и 𝐿̃1 доказываются формулы:����𝑅𝜆𝜑 ����∞ =𝑂 (𝜆−1),

����𝑅1
𝜆
𝜑
����
∞ =𝑂 (𝜆−1).

Следовательно, ����𝑅𝜆𝜑 − 𝑅1
𝜆
𝜑
����
∞ =

����𝑅1
𝜆
(𝐿̃1 − 𝐿̃)𝑅𝜆𝜑

����
∞ =𝑂 (𝜆−1����(𝐿̃1 − 𝐿̃)𝑅𝜆𝜑

����
∞) =𝑂 (𝜆−2).

Тогда ������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[𝑅𝜆𝜑 − 𝑅1
𝜆
𝜑]𝑑𝜆

������
∞
⩽ 𝑀1

∫
|𝜆 |=𝑟

���𝑑𝜆
𝜆2

��� ⩽ 𝑀2

𝑟
,

где𝑀1 > 0, 𝑀2 > 0 — некоторые числа. Следовательно,

lim
𝑟→∞

������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[𝑅𝜆𝜑 − 𝑅1
𝜆
𝜑]𝑑𝜆

������
∞
= 0.

Так как множество функций ограниченной вариации всюду плотно в 𝐿[0, 1], по теореме Банаха –
Штейнгауза для любой вектор-функции 𝐹 (𝑥) с компонентами из 𝐿[0, 1] имеем

lim
𝑟→∞

������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[𝑅𝜆𝐹 − 𝑅1
𝜆
𝐹 ]𝑑𝜆

������
∞
= 0. (28)

Из (27) и (28) следует соотношение (23) для 𝑅𝜆𝐹 . □
Теорема 4.2. Пусть 𝑎(𝑥) = diag(𝑎1 (𝑥), 𝑎2 (𝑥)), где 𝑎1 (𝑥), 𝑎2 (𝑥) удовлетворяют условию Липшица порядка

1, 𝑎1 (𝑥) = 𝑎1 (1 − 𝑥), 𝑎2 (𝑥) = 𝑎2 (1 − 𝑥), 𝑎1 (0) = 𝑎1 (1) = 𝑎2 (0) = 𝑎2 (1), 𝛽2
𝑘
≠ 𝛼2

𝑘
, 𝛽𝑘 ≠ 0 (𝑘 = 1, 2), 𝑝𝑖 𝑗 ∈ 𝐶1 [0, 1]

(𝑖, 𝑗 = 1, 2). Тогда для любой вектор-функции 𝑓 (𝑥) = (𝑓1 (𝑥), 𝑓2 (𝑥))𝑇 с компонентами из 𝐿[0, 1]

lim
𝑟→∞

∥𝑎(𝑥)𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥) − 𝑆𝑟 (𝑎𝑓 , 𝑥)∥∞ = 0, (29)

где 𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥) = − 1
2𝜋𝑖

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆 𝑓 𝑑𝜆 — частичная сумма ряда Фурье вектор-функции 𝑓 (𝑥) по собственным и

присоединенным функциям оператора 𝐿, включающая слагаемые, соответствующие собственным значениям
𝜆𝑘 , для которых |𝜆𝑘 | < 𝑟 .
Доказательство. Имеем [𝑅𝜆 𝑓 ]1 = [𝑅𝜆𝐹 ]1, [𝑅𝜆 𝑓 ]2 = [𝑅𝜆𝐹 ]3, где 𝐹 (𝑥) = (𝑓1 (𝑥), 𝑓1 (1 − 𝑥), 𝑓2 (𝑥), 𝑓2 (1 − 𝑥))𝑇 .
Положим𝐴(𝑥) = diag(𝑎1 (𝑥), 𝑎1 (1−𝑥), 𝑎2 (𝑥), 𝑎2 (1−𝑥)), тогда, перемножив матрицы в теореме 4.1, получим
𝐺 (𝑥) = 𝐵𝐴(𝑥)𝐵−1 = 𝐴(𝑥) = 𝐴(𝑥), где
𝐴(𝑥) = diag(𝑎1 (𝑥), 𝑎1 (𝑥), 𝑎2 (𝑥), 𝑎2 (𝑥)) (так как 𝑎1 (𝑥) = 𝑎1 (1 − 𝑥), 𝑎2 (𝑥) = 𝑎2 (1 − 𝑥)), и соотношение (23)
принимает вид

𝐴(𝑥)
∫

|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆𝐹𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆 (𝐴𝐹 )𝑑𝜆 + 𝑜 (1). (30)

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2026, том 58, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2026, Volume 58, No 3



286 Аналог теоремы Штейнгауза для функционально-дифференциального оператора . . .

Из (30), рассматривая первую и третью компоненты, получим соотношения:

𝑎1 (𝑥)
∫

|𝜆 |=𝑟

[𝑅𝜆 𝑓 ]1𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

[𝑅𝜆 (𝑎𝑓 )]1𝑑𝜆 + 𝑜 (1),

𝑎2 (𝑥)
∫

|𝜆 |=𝑟

[𝑅𝜆 𝑓 ]2𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

[𝑅𝜆 (𝑎𝑓 )]2𝑑𝜆 + 𝑜 (1),

откуда следует утверждение теоремы. □
Если потребовать от 𝑎(𝑥) только лишь условий классической теоремыШтейнгауза, то удается доказать

теорему о покомпонентной равносходимости на внутренних компактах ребер графа. Тем самым на
внутренних участках ребер сохраняется классический характер сходимости, а влияние структуры узлов
локализуется в их окрестностях. Для этого рассмотрим следующую краевую задачу:

𝑤 ′ (𝑥) = 𝜇𝐷𝑤 (𝑥) +𝑚(𝑥), (31)

𝑈 0 (𝑤) =𝑤 (0) −𝑤 (1) = 0, (32)

где 𝐷 = diag(1,−1, 𝑑,−𝑑), 𝑚(𝑥) = (𝑚1 (𝑥),𝑚2 (𝑥),𝑚3 (𝑥),𝑚4 (𝑥))𝑇 — вектор-функция с компонентами из
𝐿[0, 1].

Удалим из области 𝑆𝛿 вместе с круговыми окрестностями радиуса 𝛿0 собственные значения 𝜇𝑘 =
2𝜋𝑖𝑘
𝜔 𝑗

(𝑘 — целые числа) краевых задач:

𝑤 ′ (𝑥) = 𝜇𝜔 𝑗𝑤 (𝑥), 𝑤 (0) −𝑤 (1) = 0 ( 𝑗 = 1, 4),

где 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −1, 𝜔3 = 𝑑 , 𝜔4 = −𝑑 , и получившуюся область обозначим 𝑆𝛿0 . Тогда в 𝑆𝛿0 краевая задача
(31)–(32) однозначно разрешима и ее решение имеет вид:

𝑤 (𝑥, 𝜇) = 𝑅2𝜇𝑚(𝑥) = −𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1
00 (𝜇)𝑈 0 (𝑔𝜇𝑚(𝑥)) + 𝑔𝜇𝑚(𝑥), (33)

где Δ−1
00 (𝜇) =𝑈 0 (𝑉 (𝑥, 𝜇)), а 𝑉 (𝑥, 𝜇) и 𝑔𝜇𝑚(𝑥) те же, что и в лемме 3.1.

Лемма 4.1. Имеет место следующее соотношение:

lim
𝑟1→∞

������ ∫
|𝜇 |=𝑟1

𝐻0 𝐽 (𝑥, 𝜇)𝑑𝜇
������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

= 0, (34)

где 𝐽 (𝑥, 𝜇) = 𝑅0𝜇𝑚(𝑥) −𝑅2𝜇𝑚(𝑥), 𝑟1,𝑘 = 𝜆𝑖/
√
𝑑𝑘 , 𝑟1 = min |𝑟1,𝑘 |, 𝛿 ∈ (0, 1/2), | | · | |𝐶 [𝛿,1−𝛿 ] — норма в пространстве

вектор-функций, непрерывных на отрезке [𝛿, 1 − 𝛿].
Доказательство. Из (13) и (33) известно, что

𝐽 (𝑥, 𝜇) =𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1
00 (𝜇)𝑈 0 (𝑔𝜇𝑚(𝑥)) −𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1

0 (𝜇)𝑈0 (𝑔𝜇𝑚(𝑥)) = 𝐽1 (𝑥, 𝜇) + 𝐽2 (𝑥, 𝜇),

где 𝐽1 (𝑥, 𝜇) =𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1
00 (𝜇)𝑈 0 (𝑔𝜇𝑚(𝑥)), 𝐽2 (𝑥, 𝜇) = −𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1

0 (𝜇)𝑈0 (𝑔𝜇𝑚(𝑥)).
1. Пусть Re 𝜇 ≥ 0, 𝑑 > 0. Рассмотрим 𝐽1 (𝑥, 𝜇). Обозначим элементы матрицы
𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1

00 (𝜇) = {𝛾𝑖 𝑗 } (𝑖, 𝑗 = 1, 4). Для элемента 𝛾11 получим оценку 𝛾11 =𝑂 (𝑒𝜇 (𝑥−1) ) =𝑂 (𝑒−𝜇𝛿 ) =
=𝑂 (𝑒−𝜇𝛿1 ) (𝛿1 = min{𝛿, 𝑑𝛿}). Аналогично можно показать, что все остальные компоненты этой матрицы
имеют такую же оценку. Таким образом, получаем, что

𝑉 (𝑥, 𝜇)Δ−1
00 (𝜇) =𝑂 (𝑒−𝜇𝛿1 ). (35)

Далее рассмотрим

| |𝑈 0 (𝑔𝜇𝑚(𝑥)) | |∞ = max
0≤𝑥≤1

(
max

1≤𝑘≤4

��� 1∫
0

𝑔𝑘 (0, 𝑡, 𝜇)𝑚𝑘 (𝑡)𝑑𝑡 −
1∫

0

𝑔𝑘 (1, 𝑡, 𝜇)𝑚𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
���) =

=𝑂

( 1∫
0

4∑︁
𝑘=1

|𝑚𝑘 (𝑡) |𝑑𝑡
)
=𝑂 ( | |𝑚 | |1).

Отсюда и из (35) получаем, что | |𝐽1 (𝑥, 𝜇) | |∞ = 𝑂 (𝑒−𝜇𝛿1 | |𝑚 | |1). Аналогично можно получить такую же
оценку для 𝐽2 (𝑥, 𝜇). Таким образом, доказано, что при 𝑅𝑒𝜇 ≥ 0, 𝑑 > 0

| |𝐽 (𝑥, 𝜇) | |∞ =𝑂 (𝑒−𝜇𝛿1 | |𝑚 | |1). (36)
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Аналогичным образом можно показать, что при Re 𝜇 ≤ 0, 𝑑 > 0 будет выполняться оценка

| |𝐽 (𝑥, 𝜇) | |∞ =𝑂 (𝑒𝜇𝛿1 | |𝑚 | |1). (37)

Тогда ������ ∫
|𝜇 |=𝑟1

𝐽 (𝑥, 𝜇)𝑑𝜇
������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

=𝑂

( ∫
|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≥0

𝑒−𝜇𝛿1 | |𝑚 | |1 |𝑑𝜇 | +
∫

|𝜇 |=𝑟1
Re 𝜇≤0

𝑒𝜇𝛿1 | |𝑚 | |1 |𝑑𝜇 |
)
=

=𝑂

(
| |𝑚 | |1

( 𝜋
2∫

− 𝜋2

𝑒−𝑟1 cos𝜑𝛿1𝑟1𝑑𝜑 +

3𝜋
2∫

𝜋
2

𝑒𝑟1 cos𝜑𝛿1𝑟1𝑑𝜑
))

=

=𝑂

(
| |𝑚 | |1

( 𝜋
2∫

0

𝑒−𝑟1 cos𝜑𝛿1𝑟1𝑑𝜑 +
𝜋∫

𝜋
2

𝑒𝑟1 cos𝜑𝛿1𝑟1𝑑𝜑
))
.

Рассмотрим первый интеграл:

𝜋
2∫

0

𝑒−𝑟1 cos𝜑𝛿1𝑟1𝑑𝜑 =

𝜋
2∫

0

𝑒−𝑟1 sin𝜏𝛿1𝑟1𝑑𝜏 ≤

𝜋
2∫

0

𝑒−𝑟𝑐1𝜏𝛿1𝑟1𝑑𝜏 =𝑂 (1).

Здесь использованы: замена 𝜑 = 𝜋/2 − 𝜏 , оценка sin𝜏 ≥ 𝑐1𝜏 при 𝜏 ∈ (0, 𝜋/2), где 𝑐1 — некоторая константа
(0 < 𝑐1 < 2/𝜋 ). Такую же оценку можно получить и для второго интеграла. Таким образом, получаем, что������ ∫

|𝜇 |=𝑟1

𝐽 (𝑥, 𝜇)𝑑𝜇
������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

=𝑂 ( | |𝑚 | |1). (38)

В силу ограниченности 𝐻0 (𝑥) и (38) получаем, что

lim
𝑟1→∞

������ ∫
|𝜇 |=𝑟1

𝐻0 𝐽 (𝑥, 𝜇)𝑑𝜇
������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

=𝑂 ( | |𝑚 | |1). (39)

2. Пусть теперь компоненты 𝑚𝑘 (𝑥) = 𝜑𝑘 (𝑥) есть функции ограниченной вариации. Используя пред-
ставление для 𝑔𝜇𝑚(𝑥) из леммы 3.1 и интегрирование по частям, получим, что | |𝑈 0 (𝑔𝜇𝜑) | |∞ = 𝑂 (𝜇−1).
Аналогично выполняется и то, что | |𝑈0 (𝑔𝜇𝜑) | |∞ = 𝑂 (𝜇−1). Тогда отсюда и из (36), (37) получаем при
Re 𝜇 ≥ 0, 𝑑 > 0

| |𝐽 (𝑥, 𝜇) | |∞ =𝑂

(𝑒−𝜇𝛿1

𝜇

)
.

Аналогично, при Re 𝜇 ≤ 0, 𝑑 > 0

| |𝐽 (𝑥, 𝜇) | |∞ =𝑂

(𝑒𝜇𝛿1

𝜇

)
.

Тогда, интегрируя по контуру |𝜇 | = 𝑟1, получаем, что

lim
𝑟1→∞

������ ∫
|𝜇 |=𝑟1

𝐻0 [𝑅0𝜇𝜑 (𝑥) − 𝑅2𝜇𝜑 (𝑥)]𝑑𝜇
������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

= 0.

Отсюда и из (39) по теореме Банаха – Штейнгауза получаем утверждение леммы. □
Теорема 4.3. Если 𝑎(𝑥) = diag(𝑎1 (𝑥), 𝑎2 (𝑥)), 𝑎1 (𝑥), 𝑎2 (𝑥) удовлетворяют условию Липшица порядка 1,

то для любой вектор-функции 𝑓 (𝑥) = (𝑓1 (𝑥), 𝑓2 (𝑥))𝑇 с компонентами из 𝐿[0, 1]

lim
𝑟→∞

∥𝑎(𝑥)𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥) − 𝑆𝑟 (𝑎𝑓 , 𝑥)∥𝐶 [𝛿,1−𝛿 ] = 0, (40)

где 𝛿 ∈ (0; 1/2), 𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥) = − 1
2𝜋𝑖

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆 𝑓 𝑑𝜆 — частичная сумма ряда Фурье вектор-функции 𝑓 (𝑥) по собствен-

ным и присоединенным функциям оператора 𝐿, включающая слагаемые, соответствующие собственным
значениям 𝜆𝑘 , для которых |𝜆𝑘 | < 𝑟 .
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Доказательство. С помощью лемм 3.3 и 4.1 нетрудно показать, что������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻 −1𝐹1) − 𝐻0𝑅2𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1)]𝑑𝜆

������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

≤

≤
������ ∫
|𝜆 |=𝑟

[𝐻 (𝑥, 𝜆)𝑣 (𝑥, 𝜆, 𝐻 −1𝐹1) − 𝐻0𝑅0𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1)𝑑𝜆

������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

+

+
������ ∫
|𝜆 |=𝑟

𝐻0𝑅0𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1) − 𝐻0𝑅2𝜇 (𝐻−1

0 𝐹1)]𝑑𝜆
������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

−→ 0,

так как
������ ∫
|𝜇 |=𝑟1

𝐻0 𝐽 (𝑥, 𝜇)𝑑𝜇
������
𝐶 [𝛿,1−𝛿 ]

→ 0 при 𝑟 → ∞. Откуда следует, что

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑅𝜆𝐹1𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑧 (𝑥)𝑑𝜆 =

∫
|𝜆 |=𝑟

𝐵𝐻0𝑅2𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1)𝑑𝜆 + 𝑜 (1),

где | |𝑜 (1) | |𝐶 [𝛿,1−𝛿 ] → 0 при 𝑟 → ∞, 𝐹1 (𝑥) = 𝐵−1𝑄−1𝐹 (𝑥), 𝑅𝜆 — резольвента оператора 𝐿̃.
Согласно теореме 2.1 𝑅𝜆 𝑓 = (𝑧1 (𝑥), 𝑧3 (𝑥))𝑇 , где 𝑧1 (𝑥) и 𝑧3 (𝑥) — компоненты вектора 𝑧 (𝑥, 𝜆) — решения

задачи (5)–(6). Поэтому для первой компоненты 𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥), как в теореме 5 из [14], имеем:

(𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥))1 = − 1
2𝜋𝑖

∫
|𝜆 |=𝑟

𝑧1 (𝑥)𝑑𝜆 = − 1
2𝜋𝑖

∫
|𝜆 |=𝑟

[𝐵𝐻0𝑅2𝜇 (𝐻−1
0 𝐹1)]1𝑑𝜆 = 𝜎𝑟1 (𝑓1, 𝑥) + 𝑜 (1),

где 𝜎𝑟1 (𝑓1, 𝑥) — частичная сумма ряда Фурье функции 𝑓1 (𝑥) по тригонометрической системе {𝑒2𝑘𝜋𝑖𝑥 }+∞
𝑘=−∞,

включающая слагаемые, для которых |2𝜋𝑘 | < 𝑟1, 𝑜 (1) → 0 при 𝑟 → ∞ равномерно по 𝑥 ∈ [𝛿, 1−𝛿]. Отсюда
имеем для первой компоненты:

(𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥))1 = 𝜎𝑟1 (𝑓1, 𝑥) + 𝑜 (1). (41)

По теореме Штейнгауза [1] известно, что

𝑎1 (𝑥)𝜎𝑟1 (𝑓1, 𝑥) = 𝜎𝑟1 (𝑎1 𝑓1, 𝑥) + 𝑜 (1).

Отсюда и из (41) имеем:

𝑎1 (𝑥) (𝑆𝑟 (𝑓 , 𝑥))1 = 𝑎1 (𝑥)𝜎𝑟1 (𝑓1, 𝑥) + 𝑜 (1) = 𝜎𝑟1 (𝑎1 𝑓1, 𝑥) + 𝑜 (1) = (𝑆𝑟 (𝑎𝑓 , 𝑥))1 + 𝑜 (1).

Аналогично можно показать, что 𝑎2 (𝑥) (𝑆𝑟 (𝑓2, 𝑥))2 = (𝑆𝑟 (𝑎𝑓 , 𝑥))2 + 𝑜 (1), откуда следует утверждение
теоремы. □

5. Заключение. В работе установлена равносходимость рядов 𝑆 (𝐺 (𝑥)𝐹 ) и 𝐺 (𝑥)𝑆 (𝐺𝐹 ), где 𝑆 (𝐹 ) — ряд
Фурье по собственным и присоединенным функциям функционально-дифференциального оператора
𝐿̃, заданного в пространстве вектор-функций размерности 4 и связанного с рассматриваемым ФДО 𝐿.
Также установлена равносходимость рядов 𝑆 (𝑎𝑓 ) и 𝑎(𝑥)𝑆 (𝑓 ), где 𝑆 (𝑓 ) — ряд Фурье по собственным и
присоединенным функциям ФДО 𝐿, а элементы 𝑎1 (𝑥) и 𝑎2 (𝑥) диагональной матрицы 𝑎(𝑥) удовлетворяют
условию Липшица порядка 1, 𝑎1 (𝑥) = 𝑎1 (1 − 𝑥), 𝑎2 (𝑥) = 𝑎2 (1 − 𝑥) и 𝑎1 (0) = 𝑎1 (1) = 𝑎2 (0) = 𝑎2 (1). Наконец,
доказан аналог теоремы Штейнгауза, а именно: равносходимость рядов 𝑆 (𝑎𝑓 ) и 𝑎(𝑥)𝑆 (𝑓 ), где 𝑎(𝑥) —
диагональная матрица порядка 2, компоненты которой удовлетворяют условию Липшица порядка 1.
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