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Аннотация. Предлагаемая рецензия написана на книгу V. V. Kravchenko «Direct and Inverse Sturm – Liouville
Problems», в которой представлен авторский подход к эффективному решению прямых и обратные задачШтурма –
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Abstract. The proposed review is written on the book by V. V. Kravchenko «Direct and Inverse Sturm – Liouville Problems»,
in which the author’s approach to the effective solution of direct and inverse Sturm – Liouville problems on finite and infinite
intervals is presented. The method proposed in the monograph under review is based on deep mathematical results and
especially on the concept of transmutation operators. More, the review contains a short survey of results in inverse problems
for Sturm – Liouville equation and extensive reference list.
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Рецензируемая монография издана на английском языке под названием «Direct and Inverse Sturm-
Liouville Problems», точные библиографические данные издания см. в [67]. Её автором является В. В.
Кравченко (Центр исследований и послевузовского обучения Национального политехнического ин-
ститута (Cinvestav), Керетаро, Мексика), известный специалист в таких областях математики, как диф-
ференциальные уравнения, обратные задачи, операторы преобразования, гиперкомплексный анализ,
обобщённые аналитические функции, аналитические и численные методы математической физики.
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В рецензии мы постарались отразить не только содержание монографии, но также кратко указать на
основные этапы развития теории обратных задач для уравнения Штурма – Лиувилля. Так как моногра-
фия основана на многочисленных работах В. В. Кравченко, его учеников и соавторов, то также даётся по
необходимости краткий обзор этих работ с указанием ссылок на них.

Начиная с пионерских работ Д. Бернулли, Ж. Д’Аламбера, Л. Эйлера, Ж. Фурье и затем С. Пуассона,
Ж. Штурма и Ж. Лиувилля, теория уравнения Штурма – Лиувилля и различных задач для него стала
неотъемлемой частью как подготовки и обучения профессиональных математиков, так и важной ак-
тивно развивающейся областью теоретических исследований. Теории Штурма – Лиувилля посвящены
многие известные монографии и обзорные статьи, в которых рассматриваются как общие вопросы, см.,
например, [15, 16, 17, 18, 19, 29, 36, 38, 61, 80, 81, 89], так и более специальные задачи, см., например,
[20, 27, 39, 66].

После работ В. А. Амбарцумяна [37] и Г. Борга [42] начала быстро развиваться теория обратных
задач для уравнения Штурма – Лиувилля. Она заняла важное место в общей спектральной теории и
получила многочисленные численные приложения в математике, механике, физике, инженерных и
других прикладных задачах. Тематике обратных задач для операторов Штурма – Лиувилля посвящены
монографии [2, 5, 6, 11, 15, 16, 17, 18, 22, 23, 33, 34, 41, 49, 57, 82, 83, 87] и целый ряд других. Теория обратных
задач для уравнения Штурма – Лиувилля стала изящной частью современного здания математики,
важной для не только теоретических, но и практических приложений.

Новый всплеск в развитии теории обратных задач для уравнения Штурма – Лиувилля в середине
прошлого века был связан с их неожиданными применениями в теории нелинейных дифференци-
альных уравнений. Эта процедура вошла составной частью в метод обратной задачи для решения
основных нелинейных уравнений, первоначально разработанный К. С. Гарднером, Дж. М. Грином, М.
Д. Крускалом и Р. М. Миурой. Техника этого метода основана на использовании двух основных идей,
а именно, представления Лакса и затем решения обратной задачи для уравнения Штурма – Лиувилля.
В том числе с использованием указанного метода были найдены солитоны, то есть решения в виде
уединённых волн, для основных классов нелинейных уравнений: Кортевега–Де Фриза, нелинейного
уравнения Шрёдингера, уравнения синус–Гордона и других, см. [1, 10].

Теория прямых и обратных задач для уравненияШтурма – Лиувилля в настоящий момент достаточ-
но хорошоразвита, темнеменее ощущается недостаток практическихметодов для решения конкретных
задач, что очевидно из содержания стандартных книг по дифференциальным уравнениям и матема-
тической физике. Например, хотя основные свойства собственных значений и собственных функций
для общего уравнения Штурма – Лиувилля с переменным коэффициентом давно сформулированы и
доказаны, практическое численное решение демонстрируется как правило только для постоянных или
экспоненциальных коэффициентов. И пока не предложен общепринятый эффективныйметод решения
подобных задач для общих переменных коэффициентов, кроме чисто вычислительного способа с при-
менением конечных разностей. Отметим, что некоторые специальные аспекты численного решения
задач для уравнения Штурма – Лиувилля рассмотрены в [3, 60, 84].

Целью рецензируемой книги как раз и является представить практический метод для решения
прямых и обратных задач Штурма – Лиувилля. Как читатель сможет увидеть из книги, центральным
понятием, на использовании которого базируется изложение и вводятся новые конструкции, является
понятие оператора преобразования. Для линейных дифференциальных уравнений операторы преобра-
зования впервые появились в работах Ж. Дельсарта [52, 53], а затем их теория была развита в значитель-
ном числе работ, из которых упомянем [15, 16, 17, 18, 19, 32, 40, 44, 45, 46, 47, 73, 88], в том числе обзор
[85] и монографии [12, 24, 86], содержащие подробные библиографические ссылки.

Грубо говоря, операторы преобразования, рассматриваемые в рецензируемой книге, позволяют свя-
зывать относительно явными формулами решения уравнений Штурма – Лиувилля с переменными
коэффициентами с решениями элементарного уравнения

𝑦 ′′ + 𝜆𝑦 = 0

с постоянной величиной 𝜆. Существование соответствующих операторов преобразования ведёт к пол-
ному решению уравнения Штурма – Лиувилля. Из работы А. Я. Повзнера [21] известно, что на полуоси
нужные операторы преобразования реализуются в виде интегральных операторов Вольтерра второго
рода, причём их ядра не зависят от спектрального параметра уравнения Штурма – Лиувилля. Простой
факт существования оператора преобразования такого удобного вида уже позволяет математикам разра-
батывать методы решения прямых и обратных задач для уравненияШтурма – Лиувилля. По-видимому,
В.А. Марченко первым систематически применял методы теории операторов преобразования как уни-
версальный важнейший инструмент в теории прямых и обратных спектральных задач, см. [17, 18, 19].

Далее, в фундаментальной работе [7] И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана было открыто ключевое урав-
нение для решения обратных задач Штурма – Лиувилля, получившее название «уравнение Гельфанда
– Левитана» , при этом важнейшую роль играет ядро соответствующего оператора преобразования.
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Было показано, что это ядро удовлетворяет интегральному уравнению Вольтерра второго рода (это и
есть уравнение Гельфанда – Левитана), которое может быть построено по спектральным данным об-
ратной задачи. После того, как ядро оператора преобразования находится из уравнения Гельфанда –
Левитана, его производная на диагонали восстанавливает потенциал исходного уравнения Штурма –
Лиувилля. Этот факт ещё раз подчёркивает фундаментальную роль операторов преобразования для все-
го рассматриваемого класса задач. Аналогичное решение получила и обратная задача квантовой теории
рассеяния, для основных интегральных уравнений всего этого класса задач сейчас часто используется
общее название – уравнения Гельфанда – Левитана –Марченко. Для несколько более общего дифферен-
циального уравнения с оператором Бесселя обратная задача была решена в работе В. В. Сташевской [28],
при этом были установлены глубокие связи операторов преобразования с теоремами Пэли-Винера, этот
круг идей разрабатывался далее для ещё более общих дифференциальных операторов, см., например,
[25, 26, 88]. Отметим, что класс обратных задач, связанных с операторами Бесселя, в данной монографии
не рассматривается.

Но на этом история решения обратных задач для уравнения Штурма – Лиувилля не закончилась.
Одной из причин явились многочисленные трудности при численном решении уравнения Гельфанда –
Левитана, часть из них описана в [79]. При этом уже достаточно давно делались попытки найти такие
методы решения обратных задач для уравнения Штурма – Лиувилля, которые обходят необходимость
использования уравнений Гельфанда – Левитана из-за численной неэффективности их решения. В этом
направлении отметим работы А. Н. Тихонова в приложении к прикладным задачам электроразведки
[30, 31], а также подробное изложение этих работ, их мотивации и приложений в [4].

Так как волшебные возможности операторов преобразования используются в многочисленных зада-
чах, предлагались различные методы для аппроксимации их интегральных ядер. Естественный подход
с использованием метода последовательных приближений разрабатывался, например, в [40, 51]. В ра-
боте [43] изучалось разложение ядра в ряд Фурье, при этом была получена система уравнений для
коэффициентов. Полезные разложения ядер операторов преобразования в различные ряды получены
также в работах [50, 56]. В [74, 75] ядра интегральных операторов преобразования аппроксимировались
так называемыми преобразованными волновыми полиномами (transmuted wave polynomials), см. также
[63, 64]. Более полный и удовлетворительный результат был получен в работе [72], в которой построено
явное разложение ядра интегрального оператора преобразования в ряды Фурье – Лежандра вместе с
простой рекуррентной процедурой для нахождения коэффициентов этих рядов. Подстановка указан-
ных рядов в уравнение Штурма – Лиувилля приводит к новым представлениям решений в виде рядов
Неймана по функциям Бесселя. Более того, так как последние представления получены с использова-
нием операторов преобразования, они подчиняются специальным равномерным оценкам. А именно,
остатки указанных рядов допускают оценки, не зависящие от действительной части квадратного корня
из спектрального параметра. Точнее, если 𝜌 :=

√
𝜆 и 𝜆 есть спектральный параметр в уравнении Штур-

ма –Лиувилля, оценка остатка рядовНеймана для решенийне зависит отRe 𝜌 . Например, предположим,
что решается регулярная прямая задача для уравнения Штурма – Лиувилля

−𝑦 ′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦. (1)

Тогда может существовать как конечное число отрицательных собственных значений, так и беско-
нечная последовательность положительных собственных значений, стремящаяся к бесконечности. Как
показано в монографии В. В. Кравченко на примерах, оценки, упомянутые выше, позволяют вычислить
большие массивы спектральных данных (собственных значений и собственных функций) с равномер-
ной точностью и за очень малое время.

Это направление по получению явных разложений в форме функциональных рядов для ядер инте-
гральных операторов преобразования было продолжено в работах автора рецензируемой монографии
В.В. Кравченко с его учениками и соавторами. Так, в [76] подобные результаты были получены для об-
щего уравнения Штурма – Лиувилля, в [72] для уравнения (1), а в [13, 77] для возмущённого уравнения
с оператором Бесселя. В [48, 65, 68] результаты из [72] были применены для решения некоторых инте-
ресных задач, при этом было использовано наблюдение, что указанные выше представления в форме
рядов Неймана позволяют вычислять образы функций 𝑒±𝑖𝑛𝜌𝑥 , 𝑛 = 0, 1, . . . при действии на них операто-
ров преобразования. Возможность получать представления в виде других функциональных рядов для
ядер интегральных операторов преобразования ведёт к дальнейшим результатам также для решений
уравнения (1), см. [78, 69].

В то время как прямые задачи Штурма – Лиувилля могут быть эффективно решены с помощью
введённых в монографии разложений типа Неймана, остаётся вопрос, как применять представления
решений рядами Фурье – Лежандра для обратных задач. Метод с использованием уравнения Гель-
фанда – Левитана был предложен в [70]. Подстановка рядов Фурье – Лежандра для ядер операторов
преобразования в уравнение Гельфанда – Левитана приводит к бесконечной линейной системе алгеб-
раических уравнений для коэффициентов ряда, и решающее наблюдение заключается в том, что для
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полного решения обратной задачи оказывается достаточным вычислить лишь первый коэффициент
этого ряда! Этого достаточно для восстановления потенциала 𝑞(𝑥) в уравнении (1), а также постоянных
в граничных условиях задачи Штурма – Лиувилля. В отличие от существующих численных методов
для решения обратной задачи Штурма – Лиувилля на конечном интервале метод, предложенный в
[70], не является итерационным. Он сводит задачу напрямую к решению линейной системы алгебра-
ических уравнений, из которой на самом деле необходимо найти только первую компоненту вектора
решений. Это означает, что решение урезанной системы с небольшим конечным числом уравнений
ведёт к удовлетворительному решению обратной задачи.

Тот же подход, развитый в рецензируемой монографии, успешно работает в применении к обрат-
ным задачамШтурма – Лиувилля на полуоси [54] и к обратным задачам рассеяния на полуоси [62]. Эти
две задачи могут быть сведены к соответствующим уравнениям Гельфанда – Левитана для ядер инте-
гральных операторов преобразования с граничными условиями в начале координат, но с различными
входными данными, содержащими спектральные данные или данные рассеяния. При этом обратная
задача рассеяния на всей прямой требует дополнительных идей, потому что для её решения требуется
интегральное ядро 𝐴(𝑥, 𝑡) оператора преобразования с условиями на бесконечности. Подобный подход
был разработан в [71], где основная идея также связана с использованием того свойства, что для вос-
становления потенциала достаточно только первого коэффициента соответствующих функциональных
рядов. В этом случае показано, что ядро 𝐴(𝑥, 𝑡) допускает разложение в некоторые ряды Фурье – Лагер-
ра, и найдена прямолинейная процедура для восстановления потенциала по первому коэффициенту
ряда. Таким образом, и в случае обратной задачи рассеяния на всей оси в монографии В. В. Кравченко
разработан прямой и простой метод её решения. Добавим, что интересный подход к решению обратных
задач для уравненияШтурма – Лиувилля на всей оси разработали А. П. Солдатов и Н. А. Жура в [8, 9, 90].
Результаты В. А. Амбарцумяна по обратной задаче для одномерного уравнения Штурма – Лиувилля
были переесены на двумерный и трёхмерный случаи в работе Н. В. Кузнецова [14].

В последующей публикации [55] была найдена процедура последовательного интегрирования для
вычисления коэффициентов рядов Фурье – Лагерра для ядра оператора преобразования. Это приводит
к новым представлениям в виде рядов для так называемых решений Йоста. Эти представления поз-
воляют, например, свести прямую задачу Штурма – Лиувилля на полуоси к вычислению достаточно
простых выражений по существу в форме степенных рядов, определённых на единичной окружности
и одном из диаметров соответствующего единичного круга. Известно, что задачи Штурма – Лиувил-
ля на полуоси с короткодействующими потенциалами являются сложными для численного решения.
Возникающие сложности описаны, например, в последней главе книги [84] и в статьях [58, 59]. Упо-
мянем работу [35] в которой предложен метод для вычисления функций Йоста. Представление Йоста
было получено в [55], оно представлено в главе 10 рецензируемой монографии. Решение этой задачи
изложенными методами упрощено до такой степени, что позволяет за секунду вывести график произ-
водной спектральной функции с высокой точностью и на произвольно большом интервале по 𝜆. Более
того, написание соответствующей компьютерной программы самостоятельно не сложнее домашнего
задания для обычного студента-бакалавра.

Итак, в рецензируемой монографии используется основной подход, связанный с применением раз-
личных классов операторов преобразования. Это позволяет получать аналитические представления для
решений уравнений Штурма – Лиувилля и эффективно решать прямые и обратные задачи для этого
уравнения на конечных или бесконечных интервалах.

Кратко опишем структуру книги. В ней четыре части. В первой части даются необходимые опре-
деления и приводятся стандартные результаты для различных типов прямых и обратных задач для
уравнения Штурма – Лиувилля. Во второй части выводятся представления в виде функциональных
рядов для ядер интегральных операторов преобразования и на их основе находятся решения уравнений
Штурма – Лиувилля. Здесь же собраны необходимые факты об операторах преобразования. Рассматри-
ваются представления ядер через ряды Фурье–Лежандра и Фурье – Лагерра, в том числе для решений
Йоста. Третья часть посвящена решению прямых задач для уравнений Штурма – Лиувилля, сначала на
конечном, а затем на бесконечных интервалах. В заключительной четвёртой части представлен единый
подход к решению обратных задач для уравнения Штурма – Лиувилля: обратная задача на конеч-
ном интервале, обратная задача на полуоси, обратная задача квантовой теории рассеяния на полуоси
и обратная задача квантовой теории рассеяния на оси. Изложение всего материала сопровождается
численными примерами и иллюстрациями.

Считаем, что монография V. V. Kravchenko «Direct and Inverse Sturm-Liouville Problems» является цен-
ным и своевременным дополнением к существующей литературе по обратным задачам. Монография
написана профессионально, изложение простое и понятное, с указанием необходимых сведений для
понимания материала читателями. Книга будет полезной как для профессиональных математиков и
физиков, работающих по тематике дифференциальных уравнений, математической физики, квантовой
теории, наноструктур и нанотехнологий, так и для изучающих эти разделы студентов и аспирантов.
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66. Kozlov V., Maźya V. 1997. Theory of a higher order Sturm – Liouville equation. Springer, (Lecture notes in
mathematics; 1659), 140.

67. Kravchenko V. V. 2020. Direct and Inverse Sturm – Liouville Problems. A Method of Solution. In series:
Frontiers in Mathematics. Springer Nature Switzerland AG, Birkhäuser, Cham., 154.
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