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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåòêè âñåõ ôóíê-
òîðíî çàìêíóòûõ ÷àñòè÷íî òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäãðóïïîâîãî
ôóíêòîðà τ ðåøåòêà cτω∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêîé. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíà èíäóêòèâíîñòü äàííîé ðåøåòêè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
óñòàíîâëåíû àëãåáðàè÷íîñòü è èíäóêòèâíîñòü ðåøåòêè cτp∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî p−êîìïîçèöèîííûõ
ôîðìàöèé, à òàêæå ðåøåòêè cτ∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé.
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Abstract. All groups considered in the paper are assumed to be �nite. Further, ω denotes some nonempty set of
primes, and τ is a subgroup functor in the sense of A.N. Skiba. Recall that a formation is a class of groups that is
closed under taking homomorphic images and �nite subdirect products. The paper studies properties of the lattice
of all closed functorially totally partially saturated formations. We prove that for any subgroup functor τ , the
lattice cτω∞ of all τ -closed totally ω-composition formations is algebraic. Furthermore, we prove that the lattice
mentioned above is inductive. In particular, we show that the lattice cτp∞ of all τ -closed totally p-composition
formations and the lattice cτ∞ of all τ -closed totally composition formations are both algebraic and inductive.
Thus, new classes of algebraic and inductive lattices of formations are found.
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Ââåäåíèå. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåð-
ìèíîëîãèþ, ïðèíÿòóþ â ðàáîòàõ Ë. À. Øåìåòêîâà, À. Í. Ñêèáû è äðóãèõ àâòîðîâ [Øåìåòêîâ, 1978;
Øåìåòêîâ, Ñêèáà, 1989; Doerk, Hawkes, 1992; Ñêèáà, 1997; Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000; Âîðîáüåâ, 2012].

Ïîíÿòèå ôîðìàöèè áûëî ââåäåíî Â. Ãàøþöîì [Gaschuts, 1963] â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé îáùèõ
ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ. Êëàññ êîíå÷íûõ ãðóïï íàçûâàþò
ôîðìàöèåé, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è êîíå÷íûõ ïîäïðÿìûõ
ïðîèçâåäåíèé. Â òîé æå ðàáîòå Â. Ãàøþöà áûë âïåðâûå âûäåëåí âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé êëàññ
íàñûùåííûõ ôîðìàöèé è ïðåäëîæåí ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ òàêîãî ðîäà ôîðìàöèé ïðè ïîìîùè
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ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Óñòàíîâëåííàÿ À. Í. Ñêèáîé [1986] ìîäóëÿðíîñòü ðåøåòêè âñåõ ôîðìàöèé,
à òàêæå ðåøåòêè âñåõ íàñûùåííûõ ôîðìàöèé, ñòàëà îñíîâîé â èñïîëüçîâàíèè ðåøåòî÷íûõ ìåòîäîâ
äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ îòêðûòûõ âîïðîñîâ òåîðèè ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ñòðóêòóðíîé òåîðèè ôîðìàöèé èçëîæåíû â êíèãàõ Ë. À. Øåìåòêîâà, À. Í. Ñêèáû è äðóãèõ àâòîðîâ
[Øåìåòêîâ, Ñêèáà, 1989; Doerk, Hawkes, 1992; Ñêèáà, 1997; Guo, 2000; Ballester-Bolinches, Ezquerro,
2006; Âîðîáüåâ, 2012]. Ðÿä ñâîéñòâ ðåøåòêè âñåõ òîòàëüíî íàñûùåííûõ ôîðìàöèé óñòàíîâëåí â
ðàáîòàõ À. Í. Ñêèáû, Í. Í. Âîðîáüåâà è äðóãèõ àâòîðîâ [Cêèáà, 1997; Âîðîáüåâ, 2000; Ñàôîíîâ,
2007; Ñàôîíîâ, 2008; Ñàôîíîâ, 2010]. Èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ðåøåòêè âñåõ òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ
ôîðìàöèé ïîñâÿùåíû ðàáîòû À. À. Öàðåâà [Tsarev, 2018a; Tsarev, 2019].

Â 1999 ãîäó â òåîðèè ôîðìàöèé À. Í. Ñêèáîé è Ë. À. Øåìåòêîâûì áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, èñ-
ïîëüçóþùèé èäåè ÷àñòè÷íîé [Øåìåòêîâ, 1984] è êðàòíîé (òîòàëüíîé) [Ñêèáà, 1987] íàñûùåííîñòè
ôîðìàöèè, îáúåäèíåííûå â ïîíÿòèè n-êðàòíî (òîòàëüíî) ω-íàñûùåííîé ôîðìàöèè [Ñêèáà, Øå-
ìåòêîâ, 1999]. Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì èäåé è ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ôîðìàöèé ÿâèëîñü ïåðåíåñåíèå
äàííîãî ïîäõîäà íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ÷àñòè÷íî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé [Ñêèáà, Øåìåò-
êîâ, 2000]. Îñîáàÿ ðîëü ÷àñòè÷íî òîòàëüíî íàñûùåííûõ (êîìïîçèöèîííûõ) ôîðìàöèé îáóñëîâëåíà
ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî íàèáîëåå èçâåñòíûõ êîíêðåòíûõ êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî òîòàëüíî íàñûùåííûìè (êîìïîçèöèîííûìè) ôîðìàöèÿìè, è ïîýòîìó îíè íàèáî-
ëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï. Èçó÷åíèå ðÿäà
ñâîéñòâ ðåøåòêè ÷àñòè÷íî òîòàëüíî íàñûùåííûõ ôîðìàöèé ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ Â. Ã. Ñàôîíîâà
è äðóãèõ àâòîðîâ [Ñàôîíîâ, 2004; Ñàôîíîâ, Ñàôîíîâà, 2014; Ñàôîíîâ, Ñàôîíîâà, 2017; Ùåðáèíà,
Ñàôîíîâ, 2019à, á]. Òåì íå ìåíåå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåøåòêà (÷àñòè÷íî) òîòàëüíî êîìïîçèöèîí-
íûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ìåíåå èçó÷åííûõ ðåøåòîê ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Îá ýòîì
ñâèäåòåëüñòâóåò ðÿä îòêðûòûõ âîïðîñîâ, ïîñòàâëåííûõ â ðàáîòàõ À. Í. Ñêèáû, Ë. À. Øåìåòêîâà
è äðóãèõ àâòîðîâ [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000; Skiba, Vorob'ev, 2013; Tsarev, Vorob'ev, 2018]. Â òåîðèè
÷àñòè÷íî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé À. Í. Ñêèáîé è Ë. À. Øåìåòêîâûì [2000] áûëà óñòàíîâëåíà
ìîäóëÿðíîñòü è àëãåáðàè÷íîñòü ðåøåòêè âñåõ n-êðàòíî L−êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì n, à òàêæå ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: àëãåáðàè÷íà ëè ðåøåòêà cL∞ âñåõ òîòàëüíî
L-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé (ñì. ïðîáëåìà 1 [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]).

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå À. À. Öàðåâà è Í. Í. Âîðîáüåâà [Tsarev, Vorob'ev, 2018] ïîñòàâëåíû âîïðîñû
îá àëãåáðàè÷íîñòè è èíäóêòèâíîñòè ðåøåòêè cτω∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ
ôîðìàöèé (ñì. âîïðîñ 5.5(1) è (2) [Tsarev, Vorob'ev, 2018]).

Â äàííîé ðàáîòå ìû äàåì ïîëîæèòåëüíûå îòâåòû íà ýòè âîïðîñû: äîêàçàíî, ÷òî ðåøåòêà cτω∞
âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé àëãåáðàè÷íà (òåîðåìà 3.1), à òàêæå óñòà-
íîâëåíà èíäóêòèâíîñòü óêàçàííîé ðåøåòêè (òåîðåìà 2.2).

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ω, π îáîçíà÷àþò íåêîòîðûå íåïóñòûå ìíîæå-
ñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, p è q−íåêîòîðûå ïðîñòûå ÷èñëà, K h A−ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû K
ñ íåêîòîðîé ãðóïïîé îïåðàòîðîâ A ýòîé ãðóïïû. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë π ÷åðåç π′

îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî P \ π, ãäå P−ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñèìâîë π(G) îáîçíà÷àåò ìíî-
æåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû G, π(X)−îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ π(G)
äëÿ âñåõ ãðóïï G èç X. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðóïï F ⊇ (1) ñèìâîë GF îáîçíà÷àåò ïåðåñå÷åíèå
âñåõ òàêèõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï N , ÷òî G/N ∈ F, ñèìâîë GF−ïðîèçâåäåíèå âñåõ íîðìàëüíûõ F-
ïîäãðóïï ãðóïïû G. Ñèìâîëîì (1) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ åäèíè÷íûõ ãðóïï. Ñèìâîëû G, Gπ, Np,
Sπ è Nπ îáîçíà÷àþò êëàññ âñåõ ãðóïï, π-ãðóïï, p-ãðóïï, ðàçðåøèìûõ π-ãðóïï è íèëüïîòåíòíûõ
π-ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè π = ∅, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, G∅ = N∅ = S∅ = (1).

Ïîëàãàþò

Op(G) = GNp , Oπ(G) = GGπ Rω(G) = GSω , Fp(G) = GGp′Np .

Ñèìâîë Cp(G) îáîçíà÷àåò ïåðåñå÷åíèå öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ òåõ ãëàâíûõ ôàêòîðîâ ãðóïïû G,
÷üè êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû èìåþò ïðîñòîé ïîðÿäîê p (åñëè â ãðóïïå G íåò òàêèõ ôàêòîðîâ, òî
ïîëàãàþò Cp(G) = G).

Íååäèíè÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé, åñëè â íåé èìååòñÿ ëèøü îäíà ìèíèìàëüíàÿ
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà (ìîíîëèò ãðóïïû G). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ãðóïï ñèìâîë (X)
îáîçíà÷àåò àáñòðàêòíîå çàìûêàíèå X, ò. e. êëàññ âñåõ ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç X. Ñèìâîëû
K(X) è Com(X) îáîçíà÷àþò êëàññ âñåõ òåõ ïðîñòûõ ãðóïï è ñîîòâåòñòâåííî êëàññ âñåõ òåõ ïðîñòûõ
àáåëåâûõ ãðóïï, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â êà÷åñòâå êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ íåêîòîðûõ ãðóïï èç
X.

Êëàññ âñåõ ïðîñòûõ ãðóïï ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì I. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ïðîñòûõ ãðóïï
T ÷åðåç T′ îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî I \ T. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî êëàññà ïðîñòûõ ãðóïï L
÷åðåç L+ îáîçíà÷åíà ñîâîêóïíîñòü âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï èç L, ÷åðåç L−−ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîñòûõ
íåàáåëåâûõ ãðóïï èç L [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000].

ISSN 2687-0959 Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà & Ôèçèêà, 2020, òîì 52, �1



Î äâóõ çàäà÷àõ òåîðèè ÷àñòè÷íî òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï 20

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ïðîñòûõ ãðóïï T ñèìâîë E(T) îáîçíà÷àåò êëàññ âñåõ òàêèõ ãðóïï, ó
êîòîðûõ âñå êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ïðèíàäëåæàò T. Ïî îïðåäåëåíèþ, åäèíè÷íûå ãðóïïû ïðè-
íàäëåæàò E(T).

Ïóñòü f− ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

f : ω ∪ {ω′} → {ôîðìàöèè ãðóïï}, (1)

ãäå f(ω′) 6= ∅ (ôîðìàöèîííàÿ ω-ôóíêöèÿ).
Ñëåäóÿ [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000], ñîïîñòàâèì ôóíêöèè f êëàññ ãðóïï

CFω(f) =
(
G | G/Rω(G) ∈ f(ω′) è G/Cp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ ïðîñòûõ π(Com(G)) ∩ ω

)
.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f âèäà (1) êëàññ CFω(f) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé. Åñëè ôîðìàöèÿ F òàêîâà, ÷òî
F = CFω(f) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè âèäà (1), òî F íàçûâàåòñÿ ω-êîìïîçèöèîííîé èëè ðàçðåøèìî
ω-íàñûùåííîé ôîðìàöèåé ñ ω-êîìïîçèöèîííûì ñïóòíèêîì f [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]. Åñëè ïðè
ýòîì âñå çíà÷åíèÿ f ëåæàò â F, òî f íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì (èëè ïðèâåäåííûì) ñïóòíèêîì.

Ïóñòü {fi | i ∈ I}−ïðîèçâîëüíûé íàáîð ω-êîìïîçèöèîííûõ ñïóòíèêîâ. ×åðåç ∩
i∈I

fi îáîçíà÷àþò

òàêîé ω-êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê f , ÷òî f(a) = ∩
i∈I

fi(a) äëÿ âñåõ a ∈ ω ∪ {ω′}. Ïóñòü f è h−
ω-êîìïîçèöèîííûå ñïóòíèêè. Òîãäà ïîëàãàþò f 6 h, åñëè f(a) ⊆ h(a) äëÿ âñåõ a ∈ ω ∪ {ω′}.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000] ëþáàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F èìååò
òàêîé ω-êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê F , ÷òî F (ω′) = F è F (p) = NpF (p) ⊆ F äëÿ âñåõ p ∈ ω, è,
êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âíóòðåííåãî ω-êîìïîçèöèîííîãî ñïóòíèêà f ôîðìàöèè F èìååò ìåñòî
f 6 F . Ñïóòíèê F íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ω-êîìïîçèöèîííûì ñïóòíèêîì ôîðìàöèè F.

Ïóñòü X− ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, p−ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ïîëàãàþò (ñì.[Ñêèáà, Øå-
ìåòêîâ, 2000]):

X(Cp) =

{
form (G/Cp(G) | G ∈ X), åñëè p ∈ π(Com(X)) ∩ ω,
∅, åñëè p ∈ P \ (Com(X)) ∩ ω.

Ïóñòü A, B � ãðóïïû, ϕ : A→ B � ýïèìîðôèçì, Ω è Σ � íåêîòîðûå ñèñòåìû ïîäãðóïï â A è B
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ÷åðåç Ωϕ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî {Hϕ | H ∈ Ω}, à ÷åðåç Σϕ

−1

� ìíîæåñòâî
{Hϕ−1 | H ∈ Σ} âñåõ ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ â A âñåõ ãðóïï èç Σ.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé êëàññ ãðóïï è âñÿêîé ãðóïïå G ∈ X ñîïîñòàâëåíà íåêîòîðàÿ
ñèñòåìà åå ïîäãðóïï τ(G). Ãîâîðÿò, ÷òî τ � ïîäãðóïïîâîé X-ôóíêòîð â ñìûñëå À. Í. Ñêèáû [1997]
(èëè, èíà÷å, τ -ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð íà X), åñëè äëÿ âñÿêîãî ýïèìîðôèçìà ϕ : A→ B, ãäå A,B ∈ X,
âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ (τ(A))ϕ ⊆ τ(B), (τ(B))ϕ

−1 ⊆ τ(A) è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X
èìååò ìåñòî G ∈ τ(G). Åñëè X = G � êëàññ âñåõ ãðóïï, òî ñèìâîë X îïóñêàþò è ãîâîðÿò ïðîñòî
î ïîäãðóïïîâîì ôóíêòîðå. ×åðåç S(G) îáîçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ÷åðåç
Sn(G) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G. Ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ íàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì, åñëè τ(G) = {G}, åäèíè÷íûì, åñëè τ(G) = S(G) äëÿ ëþáîé ãðóïïû G. Êëàññ ãðóïï
F íàçûâàåòñÿ τ -çàìêíóòûì, åñëè τ(G) ⊆ F äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ F.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ïîäãðóïïîâûå ôóíêòîðû τ , ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G âñå
ïîäãðóïïû, âõîäÿùèå â τ(G), ñóáíîðìàëüíû â G. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî L, â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëåìåíòà èìåþò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü, îáî-
çíà÷àåìóþ x ∧ y, è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, îáîçíà÷àåìóþ x ∨ y [Áèðêãîô, 1984, ñ. 18]. Ðåøåòêà L
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ëþáîå åå ïîäìíîæåñòâî X èìååò â L òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè.
Ïîäðåøåòêîé ðåøåòêè L íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ L òàêîå, ÷òî åñëè a ∈ Y , b ∈ Y , òî a∧ b ∈ Y
è a ∨ b ∈ Y . Ïîäðåøåòêà ðåøåòêè ñàìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ è
ïåðåñå÷åíèÿ. Ýëåìåíò a ðåøåòêè L íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç a 6 ∨(xj | j ∈ J) ñëåäóåò
a 6 ∨(xj | j ∈ F ) äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ J . Ðåøåòêà L íàçûâàåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêîé, åñëè êàæäûé ýëåìåíò a ∈ L ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîìïàêòíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè
L.

Íåïóñòóþ ñîâîêóïíîñòü ôîðìàöèé Θ íàçûâàþò ïîëíîé ðåøåòêîé ôîðìàöèé [Cêèáà, 1997; Ñêèáà,
Øåìåòêîâ, 2000], åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ôîðìàöèé èç Θ ñíîâà ïðèíàäëåæèò Θ è âî
ìíîæåñòâå Θ èìååòñÿ òàêàÿ ôîðìàöèÿ F, ÷òî H ⊆ F äëÿ ëþáîé ôîðìàöèè H ∈ Θ. Ôîðìàöèè èç Θ
íàçûâàþò Θ-ôîðìàöèÿìè. Ñïóòíèê f íàçûâàåòñÿ Θ-çíà÷íûì, åñëè âñå åãî çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò
Θ. Ñèìâîëîì Θωc îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôîðìàöèé, êîòîðûå îáëàäàþò ω-êîìïîçèöèîííûì
Θ-çíà÷íûì ñïóòíèêîì.

Ïîëíàÿ ðåøåòêà ôîðìàöèé Θ íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé àëãåáðîé ôîðìàöèé (ñì. [Cêèáà, 1997]), åñëè
äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è äëÿ ëþáîé ôîðìàöèè F ∈ Θ èìååò ìåñòî NpF ∈ Θ. Ïîëíàÿ ðåøåòêà
ôîðìàöèé Θ íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíîé (ñì. [Cêèáà, 1997]), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà {Fi | i ∈ I}
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ôîðìàöèé Fi ∈ Θωc è äëÿ ëþáîãî íàáîðà {fi | i ∈ I} âíóòðåííèõ ω-êîìïîçèöèîííûõ Θ-çíà÷íûõ
ñïóòíèêîâ, ãäå Fi = CFω(fi), èìååò ìåñòî

∨Θωc (Fi | i ∈ I) = CFω(∨Θ(fi | i ∈ I)).

À. Í. Ñêèáîé ââåäåíû êðàòíî ëîêàëüíûå ôîðìàöèè [Cêèáà, 1987]. Ñëåäóÿ äàííîé êîíöåïöèè, ëþ-
áàÿ ôîðìàöèÿ ñ÷èòàåòñÿ 0-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííîé, à ïðè n > 1 ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ n-êðàòíî
ω-êîìïîçèöèîííîé, åñëè F = CFω(f), ãäå âñå çíà÷åíèÿ f ÿâëÿþòñÿ (n−1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì
ôîðìàöèÿìè [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]. Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííîé, åñëè
îíà n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííà äëÿ âñåõ n. Åñëè ïðè ýòîì ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé, òî
F íàçûâàåòñÿ τ -çàìêíóòîé n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííîé è ñîîòâåòñòâåííî τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî
ω-êîìïîçèöèîííîé.

Ñèìâîëîì cτω∞ îáîçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîð-
ìàöèé. Åñëè ω = P, òî âìåñòî ñèìâîëà cτP∞ èñïîëüçóþò ñèìâîë cτ∞, îáîçíà÷àÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ
τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé.

Åñëè τ -òðèâèàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, òî âìåñòî ñèìâîëà cω∞ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîâîêóï-
íîñòè âñåõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé îáû÷íî èñïîëüçóþò ñèìâîë cω∞.

Ïóñòü X− íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï. ×åðåç cτω∞ formX îáîçíà÷àþò ïåðåñå÷åíèå âñåõ τ -
çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé, ñîäåðæàùèõ X. Ôîðìàöèþ cτω∞ formX íàçûâà-
þò τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèåé, ïîðîæäåííîé ñîâîêóïíîñòüþ ãðóïï X.
Åñëè X = {G}, òî cτω∞ formX = cτω∞ formG íàçûâàþò îäíîïîðîæäåííîé τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî
ω-êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèåé.

Äëÿ ëþáûõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé M è H ïîëàãàþò

M ∨τ
c

ω∞ H = cτω∞ form (M ∪ H).

Ïðè ýòîì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåðõíåé ãðàíè â ðåøåòêaõ cτ∞ è cω∞ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû ∨τc∞
è ∨ωc∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Ââèäó òåîðåìû 1.6.4 [Âîðîáüåâ, 2012, ñ. 70] ìíîæåñòâî âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîí-
íûõ ôîðìàöèé cτω∞ , ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ∩ è ∨

τc

ω∞ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé ôîðìàöèé.

ω-Êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê, âñå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ñóòü cτω∞ -ôîðìàöèè, íàçûâàåòñÿ c
τ
ω∞-çíà÷íûì.

Ïóñòü {fi | i ∈ I}− íåêîòîðàÿ ñèñòåìà cτω∞ -çíà÷íûõ ñïóòíèêîâ. Òîãäà ÷åðåç ∨τcω∞(fi | i ∈ I)
îáîçíà÷àåòñÿ òàêîé ñïóòíèê f , ÷òî f(a) = cτω∞ form ( ∪

i∈I
fi(a)) äëÿ âñåõ a ∈ ω ∪ {ω′}, åñëè ïî êðàéíåé

ìåðå îäíà èç ôîðìàöèé fi(a) 6= ∅. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàþò f(a) = ∅.
Ïóñòü {fi | i ∈ I}−íàáîð âñåõ ω-êîìïîçèöèîííûõ cτω∞-çíà÷íûõ ñïóòíèêîâ ôîðìàöèè F. Òîãäà

â ñèëó ëåììû 2 [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000] f = ∩
i∈I

fi− ω-êîìïîçèöèîííûé cτω∞−çíà÷íûé ñïóòíèê

ôîðìàöèè F, íàçûâàåìûé ìèíèìàëüíûì.
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû òåîðèè ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï,

êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùèõ ëåìì.
Ëåììà 1.1. [Ñêèáà,Øåìåòêîâ, 2000].Ïóñòü X− íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, F = Θωc form (X),

π = π(Com(F)) ∩ ω, è ïóñòü f−ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé Θ−çíà÷íûé ñïóòíèê ôîðìàöèè
F. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) f(ω′) = Θform (G/Rω(G) | G ∈ F);
2) f(p) = Θform (X(Cp)) äëÿ âñåõ p ∈ π;
3) f(p) = ∅ äëÿ âñåõ p ∈ ω \ π;
4) åñëè F = CFω(h) è ñïóòíèê h Θ-çíà÷åí, òî äëÿ âñåõ p ∈ π èìååò ìåñòî

f(p) = Θform (G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1)

è

f(ω′) = Θform (G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1);

5) åñëè E(K(X)) ∈ Θωc , òî K(X) = K(F).

Ëåììà 1.2. [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]. Ïóñòü ôîðìàöèÿ F = MH, ãäå H = CFω(h), M = CFω(m)
è ñïóòíèêè h è m ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè. Òîãäà åñëè Nπ(M) ⊆M, òî F = CFω(f), ãäå f(ω′) = F
è

f(p) =

{
m(p)H, åñëè p ∈ π(Com(M)) ∩ ω,
h(p), åñëè p ∈ ω \ π(Com(M)).
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Ëåììà 1.3. [Âîðîáüåâ, 2012, ñ. 66]. Ïóñòü F−ðàçðåøèìî ω-íàñûùåíííàÿ ôîðìàöèÿ. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè F èìååò τ -çíà÷íûé ω-êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê, òî F− τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ;
2) åñëè F− τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ, òî åå êàíîíè÷åñêèé ω-êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê ÿâëÿåòñÿ

τ -çíà÷íûì.
Ëåììà 1.4. [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]. Ïóñòü Θ−òàêàÿ ïîëíàÿ ðåøåòêà ôîðìàöèé, ÷òî äëÿ

ëþáîé ôîðìàöèè H ∈ Θ ôîðìàöèÿ NpH ∈ Θ ïðè ëþáîì p ∈ ω, Θωc ⊆ Θ. Òîãäà åñëè F = CFω(F ) ∈
Θωc , òî ñïóòíèê F Θ−çíà÷åí.

Ëåììà 1.5. [Ñàôîíîâ, 2007]. Ïóñòü M−íåïóñòàÿ íàñëåäñòâåííàÿ ôîðìàöèÿ, F−íåïóñòàÿ τ -
çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ. Òîãäà MF− τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ.

Ëåììà 1.6. [Ñêèáà, 1997, ñ. 41]. Ïóñòü A−ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì,
M− íåêîòîðàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîëóôîðìàöèÿ è A ∈ lτnformM. Òîãäà A ∈M.

Ëåììà 1.7. [Ñêèáà, 1997, ñ. 179]. Ðåøåòêà lτn ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.
Ëåììà 1.8. [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]. Åñëè F = CFω(f) è

G/Op(G) ∈ F ∩ f(p)

äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω, òî G ∈ F.
Ëåììà 1.9. [K. Doerk, T. Hawkes, 1992, p. 335]. Ïóñòü F−ôîðìàöèÿ, R/S−íîðìàëüíàÿ ñåê-

öèÿ F-ãðóïïû G è K−íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿñÿ â CG(R/S). Îòíîñèòåëüíî
ñëåäóþùåãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G/K íà R/S:

(rS)gK = g−1rgS, r ∈ R, g ∈ G,

ñîñòàâèì ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå H = (R/S)h (G/K). Òîãäà H ∈ F.

2. Èíäóêòèâíîñòü ðåøåòêè cτω∞ âñåõ τ-çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîð-
ìàöèé. Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî èíäóêòèâíîñòè øèðîêîãî êëàññà ïîëíûõ
ðåøåòîê ÷àñòè÷íî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (òåîðåìà
2.1.). Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷èì èíäóêòèâíîñòü ðåøåòêè cτω∞ (òåîðåìà 2.2.).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì óñòàíîâèì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 2.1. Ðåøåòêà cτω∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ

÷àñòè÷íîé àëãåáðîé ôîðìàöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è âñÿêîé τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî

ðàçðåøèìî ω-íàñûùåííîé ôîðìàöèè H ôîðìàöèÿ M = NpH òàêæå ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî
ðàçðåøèìî ω-íàñûùåííîé.

Ïîñêîëüêó ôîðìàöèÿ H− τ -çàìêíóòàÿ, òî ïî ëåììå 1.5. ôîðìàöèÿ M = NpH òàêæå ÿâëÿåòñÿ
τ -çàìêíóòîé ôîðìàöèåé.

Äîêàæåì, ÷òî ôîðìàöèÿ M òîòàëüíî ðàçðåøèìî ω-íàñûùåíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h âíóòðåííèé
ω-êîìïîçèöèîííûé cτω∞−çíà÷íûé ñïóòíèê ôîðìàöèè H.

Ïóñòü âíà÷àëå p ∈ ω. Ôîðìàöèÿ Np èìååò òàêîé âíóòðåííèé ω-êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê m, ÷òî
m(p) = (1), m(ω′) = (1) è m(q) = ∅ äëÿ âñåõ q ∈ ω \ {p}. Ââèäó ëåììû 1.2. ôîðìàöèÿ M èìååò
ñïóòíèê f , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: f(p) = H, f(ω′) = M è f(q) = h(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ ω \ {p}.
Ïîñêîëüêó H ∈ cτω∞ , òî M ÿâëÿåòñÿ n−êðàòíî ðàçðåøèìî ω-íàñûùåííîé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n. Ñëåäîâàòåëüíî, M−òîòàëüíî ðàçðåøèìî ω-íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ.

Ïóñòü òåïåðü p /∈ ω. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìàöèÿ Np èìååò òàêîé âíóòðåííèé ω-êîìïîçèöèîííûé
ñïóòíèê m, ÷òî m(q) = ∅ äëÿ âñåõ q ∈ ω è m(ω′) = Np. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.2., ôîðìàöèÿ M
èìååò ñïóòíèê f , òàêîé, ÷òî f(q) = h(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ ω è f(ω′) = M. Ñëåäîâàòåëüíî,M−òîòàëüíî
ðàçðåøèìî ω-íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, M ∈ cτω∞ . �

Ëåììà 2.2. Ïóñòü F = CFω(F )− τ -çàìêíóòàÿ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ. Òîãäà
êàíîíè÷åñêèé ñïóòíèê F ÿâëÿåòñÿ cτω∞-çíà÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî F (ω′) = F ∈ cτω∞ . Êðîìå òîãî, èç ëåììû 1.1
ñëåäóåò, ÷òî åñëè p ∈ ω\π(Com(F)), òî F (p) = ∅ ∈ cτω∞ . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ π(Com(F))∩ω
èìååò ìåñòî F (p) ∈ cτω∞ . Ïîñêîëüêó F ∈ cω∞, òî F = CFω(f), ãäå ñïóòíèê f ÿâëÿåòñÿ cω∞-çíà÷íûì.
Ïîýòîìó F ∈ (cω∞)ωc . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå âêëþ÷åíèå (cω∞)ωc ⊆ cω∞ è ëåììó 2.1, èç ëåììû 1.4
ïîëó÷àåì F (p) ∈ cω∞. Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìàöèÿ F (p) ÿâëÿåòñÿ τ -
çàìêíóòîé. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàöèÿ F (a) ∈ cτω∞ äëÿ âñåõ a ∈ ω ∪ {ω′}. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïóòíèê F
ÿâëÿåòñÿ cτω∞ -çíà÷íûì. �

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé è ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.3 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2.3. Ïóñòü F = CFω(f), ãäå f− ω-êîìïîçèöèîííûé cτω∞-çíà÷íûé ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèåé.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåìì 2.2 è 2.3.
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Ëåììà 2.4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (cτω∞)ωc = cτω∞ .
Â äàëüíåéøåì, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 3 [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000], ìû ïîëàãàåì L = L+, ïðè ýòîì

π(L) = ω. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëíîé ðåøåòêè ôîðìàöèé Θ ñîâîêóïíîñòü Θωc âñåõ
ôîðìàöèé, êîòîðûå èìåþò ω-êîìïîçèöèîííûé Θ-çíà÷íûé ñïóòíèê, � ïîëíàÿ ðåøåòêà ôîðìàöèé
(ñì. ïîäðîáíåå [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]), îáîçíà÷èì ÷åðåç M òàêóþ ôîðìàöèþ èç Θωc , ÷òî H ⊆M
äëÿ âñåõ H ∈ Θωc .

Ëåììà 2.5. Ïóñòü Θ− ïîëíàÿ ðåøåòêà ôîðìàöèé, X− òàêàÿ íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, ÷òî
(X) ⊆M, F = Θωc form (X). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êëàññû ïðîñòûõ ãðóïï T è
L1, ÷òî K(X) ⊆ T ⊆ K(M), T ∩ L1 = K(X) ∩ L1, ïðè÷åì L ⊆ L1. Òîãäà åñëè E(T) ∈ Θωc , òî

K(X) ∩ L1 = K(F) ∩ L1.

Â ÷àñòíîñòè,
π
(
Com(X)

)
∩ ω = π

(
Com(F)

)
∩ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó K(X) ⊆ T è E(T) ∈ Θωc , òî, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòî K(E(T)) = T,
èìååì (X) ⊆ E(T). Ïîýòîìó F = Θωc form (X) ⊆ E(T). Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ â ñèëó ðàâåíñòâà
T ∩ L1 = K(X) ∩ L1 ïîëó÷àåì

K(F) ∩ L1 ⊆ T ∩ L1 = K(X) ∩ L1.

Èç âêëþ÷åíèÿ X ⊆ F ñëåäóåò, ÷òî K(X) ∩ L1 ⊆ K(F) ∩ L1. Ñëåäîâàòåëüíî,

K(X) ∩ L1 = K(F) ∩ L1.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ L1 = L è ó÷èòûâàÿ, ÷òî êëàññ L ñîäåðæèò òîëüêî àáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû
(ïîðÿäêè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ω), èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì

Com(X) ∩ L = Com(F) ∩ L.

Ñëåäîâàòåëüíî,
π
(
Com(X)

)
∩ ω = π

(
Com(F)

)
∩ ω,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �
Ëåììà 2.6.Ïóñòü T-íåïóñòîé êëàññ ïðîñòûõ ãðóïï,R = E(T), è ïóñòü r-òàêîé ω-êîìïîçèöèîííûé

ñïóòíèê, ÷òî r(ω′) = R è

r(p) =

{
R, åñëè p ∈ π(Com(T)) ∩ ω,
∅, åñëè p ∈ ω \ π(Com(T)).

Òîãäà R = CFω(r)− τ -çàìêíóòàÿ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ, à r = R− êàíîíè÷åñêèé
cτω∞-çíà÷íûé ñïóòíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî K(R) = K(E(T)) = T. Ïîýòîìó Com(R) = Com(T). Ïóñòü
π = π(Com(T)) ∩ ω.

Ïîêàæåì, ÷òî R = CFω(r). Âêëþ÷åíèå R ⊆ CFω(r) î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå íåâåðíî è G� ãðóïïà ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà èç CFω(r) \R ñ ìîíîëèòîì P = GR.

Åñëè π(Com(P )) ∩ ω = ∅, òî Rω(G) = 1. Çíà÷èò,

G ∼= G/1 = G/Rω(G) ∈ r(ω′) = R.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, π(Com(P ))∩ω 6= ∅. Ïóñòü p ∈ π(Com(P ))∩ω. Òîãäà P− àáåëåâà p-ãðóïïà. Åñëè

p /∈ π, òî ââèäó óñëîâèé r(p) = ∅ è p ∈ ω, èìååì p /∈ π(Com(G))∩ω. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p ∈ ω, ïîëó÷àåì
p /∈ π(Com(G)). Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, p ∈ π. Ñëåäîâàòåëüíî,

G ∈ NpR = NpE(T) = E(T) = R.

Âíîâü ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî CFω(r) ⊆ R. Òàêèì îáðàçîì, R = CFω(r).
Â òàêîì ñëó÷àå ôîðìàöèÿ R ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííîé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
Ñëåäîâàòåëüíî, R− òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííà.

Êðîìå òîãî, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî R = E(T) ÿâëÿåòñÿ Sn-çàìêíóòîé ôîðìàöèåé. Ïîýòîìó, ââèäó
îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ (äëÿ ëþáîé ãðóïïûG âñå ïîäãðóïïû, âõîäÿùèå â τ(G), ñóá-
íîðìàëüíû âG), îêîí÷àòåëüíî çàêëþ÷àåì, ÷òîR ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííîé
ôîðìàöèåé.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî p ∈ π èìååò ìåñòîNpR = NpE(T) = E(T) = R, çàêëþ÷àåì, ÷òî r ÿâëÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì cτω∞-çíà÷íûì ñïóòíèêîì ôîðìàöèè R (ñì. òàêæå ëåììà 2.2). �
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Ëåììà 2.7. Ïóñòü X−ïðîèçâîëüíàÿ íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï è F = cτω∞ formX. Òîãäà èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

Com(X) = Com(F).

Â ÷àñòíîñòè,
π
(
Com(X)

)
∩ ω = π

(
Com(F)

)
∩ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I+ êëàññ âñåõ ïðîñòûõ àáåëåâûõ ãðóïï, à ÷åðåç I− �êëàññ
âñåõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï (I− = I′ = I \ I+). Ïîëîæèì T = Com(X) ∪ I−, L1 = I+, M = G
(G− êëàññ âñåõ ãðóïï). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåòêè Θ = cτω∞ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.5.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6.4 [Âîðîáüåâ, 2012, ñ. 70]M = G ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì
ýëåìåíòîì ðåøåòêè Θ = cτω∞ . Äàëåå, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ââèäó âûáîðà êëàññîâ T è L1 èìåþò
ìåñòî âêëþ÷åíèÿ K(X) ⊆ T ⊆ K(M) = I, L ⊆ L1. Êðîìå òîãî, òàê êàê L1 = I+− êëàññ âñåõ ïðîñòûõ
àáåëåâûõ ãðóïï, òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

T ∩ L1 = Com(T) = Com(X) = K(X) ∩ L1.

Íàêîíåö, èç ëåììû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî E(T) ∈ cτω∞ .
Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ëåììû 2.5 âûïîëíåíû. Ïðèìåíÿÿ åå ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà L1 = I+,

ïîëó÷àåì
Com(X) = K(X) ∩ L1 = K(F) ∩ L1 = Com(F).

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîãî. �
Ââèäó ëåìì 2.4 è 2.7 èç ëåììû 1.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 2.8.Ïóñòü X−íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, F = cτω∞ formX, f− ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçè-

öèîííûé cτω∞ -çíà÷íûé ñïóòíèê ôîðìàöèè F, è ïóñòü π = π(Com(X))∩ω. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) f(ω′) = cτω∞ form (G/Rω(G) | G ∈ X);
2) f(p) = cτω∞ form (G/Cp(G) | G ∈ X) äëÿ âñåõ p ∈ π;
3) f(p) = ∅ äëÿ âñåõ p ∈ ω \ π;
4) åñëè F = CFω(h) è ñïóòíèê h cτω∞-çíà÷åí, òî äëÿ âñåõ p ∈ π èìååò ìåñòî

f(p) = cτω∞ form (G | G ∈ h(p) ∩ F, Op(G) = 1)

è
f(ω′) = cτω∞ form (G | G ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(G) = 1);

5) π
(
Com(X)

)
∩ ω = π(Com(F)) ∩ ω.

Ëåììà 2.9. Ïóñòü Θ−òàêàÿ ïîëíàÿ ðåøåòêà ôîðìàöèé, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ñîâîêóïíîñòè
ãðóïï X, òàêîé, ÷òî (X) ⊆M, èìååò ìåñòî π

(
Com(X)

)
∩ ω = π

(
Com(F)

)
∩ ω, ãäå F = Θωc form (X). È

ïóñòü fi �ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé Θ-çíà÷íûé ñïóòíèê ôîðìàöèè Fi ∈ Θωc , ãäå i ∈ I. Òîãäà
∨Θ(fi | i ∈ I)− ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé Θ-çíà÷íûé ñïóòíèê ôîðìàöèè F = ∨Θωc (Fi | i ∈ I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = ∨Θ(fi | i ∈ I) è h�ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé Θ-çíà÷íûé
ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òàê êàê Fi ⊆M äëÿ ëþáîãî i ∈ I, òî ∪

i∈I
Fi ⊆M. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó óñëîâèÿ

ëåììû, èìååì π
(
Com

(
∪
i∈I

Fi
))
∩ ω = π

(
Com(F)

)
∩ ω. Ïóñòü π = π

(
Com

(
∪
i∈I

Fi
))
∩ ω.

Ïîêàæåì, ÷òî h = f . Åñëè p ∈ ω\π, òî ñîãëàñíî ëåììå 1.1 äëÿ ëþáîãî i ∈ I èìååò ìåñòî fi(p) = ∅.
Çíà÷èò, f(p) = ∅. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî h(p) = ∅.

Ïóñòü òåïåðü p ∈ π∩ω. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå i ∈ I, ÷òî fi(p) 6= ∅. Ââèäó ëåììû 1.1 èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

h(p) = Θform
(
G/Cp(G) | G ∈ ∪

i∈I
Fi
)

= Θform
(
∪
i∈I

Θform (G/Cp(G) | G ∈ Fi)
)

=

= Θform
(
∪
i∈I
fi(p)

)
=
(
∨Θ(fi | i ∈ I)

)
(p) = f(p).

Êðîìå òîãî, èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî

h(ω′) = Θform
(
G/Rω(G) | G ∈ ∪

i∈I
Fi
)

= Θform
(
∪
i∈I

Θform (G/Rω(G) | G ∈ Fi)
)

=

= Θform
(
∪
i∈I
fi(ω

′)
)

=
(
∨Θ(fi | i ∈ I)

)
(ω′) = f(ω′).

Òàêèì îáðàçîì, h = f . �
Ïîëàãàÿ â ëåììå 2.9 Θ = cτω∞ è ó÷èòûâàÿ ëåììó 2.7, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Ëåììà 2.10. Ïóñòü fi−ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé cτω∞−çíà÷íûé ñïóòíèê τ -çàìêíóòîé

òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèè Fi, ãäå i ∈ I. Òîãäà ∨τcω∞(fi | i ∈ I)�ìèíèìàëüíûé ω-

êîìïîçèöèîííûé cτω∞ -çíà÷íûé ñïóòíèê ôîðìàöèè F = ∨τcω∞(Fi | i ∈ I).
Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà.
Òåîðåìà 2.1.Ïóñòü Θ� òàêàÿ ïîëíàÿ ðåøåòêà ôîðìàöèé, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ñîâîêóïíîñòè

ãðóïï X, òàêîé, ÷òî (X) ⊆ M, èìååò ìåñòî π
(
Com(X)

)
∩ ω = π

(
Com(F)

)
∩ ω, ãäå F = Θωc form (X).

È ïóñòü äëÿ ëþáîé ôîðìàöèè H ∈ Θ ôîðìàöèÿ NpH ∈ Θ äëÿ âñåõ p ∈ ω, Θωc ⊆ Θ. Òîãäà ðåøåòêà
ôîðìàöèé Θ èíäóêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Fi = CFω(fi) | i ∈ I}�ïðîèçâîëüíûé íàáîð ôîðìàöèé èç Θωc , ãäå
fi− íåêîòîðûé âíóòðåííèé ω-êîìïîçèöèîííûé Θ-çíà÷íûé ñïóòíèê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ôîðìàöèþ
∨Θωc (Fi | i ∈ I). Ïîêàæåì, ÷òî F = CFω(∨Θ(fi | i ∈ I)).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: hi− ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé Θ−çíà÷íûé ñïóòíèê
ôîðìàöèè Fi = CFω(Fi), i ∈ I, F = CFω(F ), h−ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé Θ-çíà÷íûé ñïóò-
íèê ôîðìàöèè F. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî p ∈ ω. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 2.9 h = ∨Θ(hi | i ∈ I).
Ââèäó çàìå÷àíèÿ 1 [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000] è ëåììû 1.4 èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

hi(p) ⊆ fi(p) ⊆ Nphi(p) = Fi(p) ∈ Θ.

Ââèäó òîãî, ÷òî

Nphi(p) ⊆ Np(∨Θ(hi(p) | i ∈ I)) è Np(∨Θ(hi(p) | i ∈ I)) ∈ Θ,

èìååì
Θform

(
∪
i∈I

Nphi(p)
)
⊆ Θform

(
Np(∨Θ(hi(p) | i ∈ I))

)
= Np(∨Θ(hi(p) | i ∈ I)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

h(p) = Θform
(
∪
i∈I
hi(p)

)
⊆ Θform

(
∪
i∈I
fi(p)

)
= f(p) ⊆ Θform

(
∪
i∈I

Nphi(p)
)
⊆

⊆ Np(∨Θ(hi(p) | i ∈ I)) = Nph(p) = F (p).

Èòàê, h(p) ⊆ f(p) ⊆ F (p) äëÿ âñåõ p ∈ ω.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó

hi(ω
′) ⊆ fi(ω′) ⊆ Fi(ω′) = Fi ∈ Θωc è Θωc ⊆ Θ,

ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

h(ω′) = Θform
(
∪
i∈I
hi(ω

′)
)
⊆ Θform

(
∪
i∈I
fi(ω

′)
)

= f(ω′) ⊆ Θform
(
∪
i∈I
Fi(ω

′)
)

=

= Θform
(
∪
i∈I

Fi
)
⊆ Θωc form

(
∪
i∈I

Fi
)

= F = F (ω′).

Çíà÷èò, h(ω′) ⊆ f(ω′) ⊆ F (ω′). Òàêèì îáðàçîì, h ≤ f ≤ F , è ïîýòîìó F = CFω(f). �

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðå-
ìû ðàáîòû Í. Í. Âîðîáüåâà [2000] íà ñëó÷àé ðåøåòîê ÷àñòè÷íî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé.

Èç òåîðåìû 2.1 ââèäó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.6.1 [Âîðîáüåâ, 2012, ñ. 213], à òàêæå ëåìì 4.6.3 è
4.6.4 [Âîðîáüåâ, 2012, ñ. 216], âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1. [Âîðîáüåâ, Öàðåâ, 2010; Æèçíåâñêèé, 2010]. Ðåøåòêà cτωn âñåõ τ -çàìêíóòûõ
n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé èíäóêòèâíà.

Ó÷èòûâàÿ ëåììû 2.1, 2.4 è 2.7, èç òåîðåìû 2.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì îòâåòîì íà âîïðîñ 5.5(2) [Tsarev, Vorob'ev, 2018].

Òåîðåìà 2.2. Ðåøåòêà cτω∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé èíäóêòèâ-
íà.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïîëíàÿ ïîäðåøåòêà èíäóêòèâíîé ðåøåòêè òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíîé (ñì.
[Ñêèáà, 1997, ñ. 155]), èç òåîðåìû 2.2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.2 Êàæäàÿ ïîëíàÿ ïîäðåøåòêà ðåøåòêè cτω∞ èíäóêòèâíà.
Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèå âàæíûå ñëåäñòâèÿ.
Åñëè τ -òðèâèàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, òî èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2.3. Ðåøåòêà cω∞ âñåõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé èíäóêòèâíà.
Â ñëó÷àå, êîãäà τ(G) = Sn(G) äëÿ ëþáîé ãðóïïû G, èç òåîðåìû 2.2 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2.4. Ðåøåòêà âñåõ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìà-

öèé èíäóêòèâíà.
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Åñëè ω = {p}, òî èç òåîðåìû 2.2 èìååì
Ñëåäñòâèå 2.5. Ðåøåòêà cτp∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî p-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé èíäóê-

òèâíà.
Åñëè ω = P−ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, èç òåîðåìû 2.2 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2.6. [Tsarev, 2018]. Ðåøåòêà cτ∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîð-

ìàöèé èíäóêòèâíà.

3. Àëãåáðàè÷íîñòü ðåøåòêè cτω∞ âñåõ τ-çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîð-
ìàöèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãåáðà÷íîñòè ðåøåòêè cτω∞ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãà-
òåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü F−íåïóñòàÿ τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ, π−òàêîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ÷òî
π
(
Com(F)

)
∩ ω ⊆ π. Òîãäà ôîðìàöèÿ SπF ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííîé ôîð-

ìàöèåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè π = ∅, òî ââèäó ïðèìåðà 1 [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000] S∅F = (1)F =

F−òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííà, è óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìàöèÿ SπF ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíî ðàçðåøèìî ω-

íàñûùåííîé. Ïóñòü T = (Zp | p ∈ π), ãäå Zp � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p. Òîãäà, î÷åâèäíî, Sπ =
E(T). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî π

(
Com(T)

)
= π

(
Com(Sπ)

)
= π. Òîãäà ââèäó ëåììû 2.6 Sπ = CFω(K),

ãäå K(ω′) = Sπ, K(p) = Sπ ïðè ëþáîì p ∈ π ∩ ω è K(p) = ∅ ïðè p ∈ ω \ π. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

π
(
Com(F)

)
∩ ω ⊆ π = π

(
Com(Sπ)

)
.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå, à òàêæå ëåììó 1.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôîðìàöèÿ SπF èìååò òàêîé
ω-êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê t, ÷òî t(ω′) = SπF, t(p) = K(p)F = SπF ïðè ëþáîì p ∈ π ∩ω è t(p) = ∅
ïðè p ∈ ω \ π (ñì. òàêæå ëåììà 4.5 [Guo et al., 2007] è ëåììà 3.3.8 [Ñåëüêèí, 2011]). Ïîýòîìó
SπF ÿâëÿåòñÿ n−êðàòíî ðàçðåøèìî ω-íàñûùåííîé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ñëåäîâàòåëüíî,
SπF−òîòàëüíî ðàçðåøèìî ω-íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ.

Ïîñêîëüêó ôîðìàöèÿSπ íàñëåäñòâåííà, òî ââèäó ëåììû 1.5 ôîðìàöèÿSπF ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé.
Òàêèì îáðàçîì, SπF� τ -çàìêíóòàÿ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ. �

Ëåììà 3.1. Ïóñòü H = cτω∞ form
(
∪
i∈I

Fi
)
, ãäå Fi− τ -çàìêíóòàÿ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîð-

ìàöèÿ (i ∈ I), A ∈ H−ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà åñëè Soc(A)−íåàáåëåâà ãðóïïà, òî A ∈ ∪
i∈I

Fi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A−ãðóïïà èç óñëîâèÿ ëåììû, π = π
(
Com

(
∪
i∈I

Fi
))
∩ω. Ââèäó ëåììû 2.7

π
(
Com

(
∪
i∈I

Fi
))
∩ ω = π

(
Com(H)

)
∩ ω.

Çíà÷èò, π = π
(
Com(H)

)
∩ ω. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1

Sπτ form ( ∪
i∈I

Fi) ∈ cτω∞ .

Ïîýòîìó
cτω∞ form

(
∪
i∈I

Fi
)
⊆ Sπτ form

(
∪
i∈I

Fi
)
.

Çíà÷èò, A ∈ Sπτ form
(
∪
i∈I

Fi
)
. Ïîñêîëüêó Soc(A)−íåàáåëåâà ãðóïïà, òî

A ∈ τ form
(
∪
i∈I

Fi
)
.

Òîãäà âñëåäñòâèå ëåììû 1.6 çàêëþ÷àåì, ÷òî A ∈ ∪
i∈I

Fi. �

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò
íà âîïðîñ 5.5(1) [Tsarev, Vorob'ev, 2018].

Òåîðåìà 3.1. Ðåøåòêà cτω∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû A îäíîïîðîæäåííàÿ τ -çàìêíóòàÿ
òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F = cτω∞ formA ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè
cτω∞ .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãðóïïà A è ôîðìàöèè Fi ∈ cτω∞ , ãäå i ∈ I, òàêèå,
÷òî

F = cτω∞ formA ⊆ H = cτω∞ form
(
∪
i∈I

Fi
)

è, êðîìå òîãî,
F = cτω∞ formA * cτω∞ form

(
∪
j∈J

Fj
)
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äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊂ I. Ïóñòü A−ãðóïïà ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñðåäè ãðóïï
ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïa A ìîíîëèòè÷íà. Äîïóñòèì, ÷òî N1 è N2− äâå ðàçëè÷íûå
ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû A. Ïóñòü L = cτω∞ form (A/N1), M = cτω∞ form (A/N2).

Ïîñêîëüêó |A/N1| < |A| è |A/N2| < |A|, òî ââèäó âûáîðà ãðóïïû A èç âêëþ÷åíèé

L = cτω∞ formA/N1 ⊆ H = cτω∞ form
(
∪
i∈I

Fi
)
,

M = cτω∞ formA/N1 ⊆ H = cτω∞ form
(
∪
i∈I

Fi
)

ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íàáîðû èíäåêñîâ i1, . . . , ik ∈ I è j1, . . . , jl ∈ I, ÷òî

L ⊆ cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fik),

M ⊆ cτω∞ form (Fj1 ∪ . . . ∪ Fjl).

Ñëåäîâàòåëüíî,
F = L ∨τ

c

ω∞ M ⊆ cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fik ∪ Fj1 ∪ . . . ∪ Fjl).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, A−ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ïóñòü P = Soc(A). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P �íåàáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå A ∈

cτω∞ form
(
∪
i∈I

Fi
)
è ëåììó 3.2, èìååì A ∈ ∪

i∈I
Fi. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ i0 ∈ I, ÷òî A ∈ Fi0 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Fi0 � cτω∞-ôîðìàöèÿ, èìååì F = cτω∞ formA ⊆ Fi0 . Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, P−àáåëåâà p-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ïóñòü

π = π
(
Com

(
∪
i∈I

Fi
))
∩ ω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p /∈ ω. Òîãäà p /∈ π. Ââèäó ëåììû 3.1 Sπτ form ( ∪
i∈I

Fi) ∈ cτω∞ . Çíà÷èò,

H = cτω∞ form
(
∪
i∈I

Fi
)
⊆ Sπτ form

(
∪
i∈I

Fi
)
.

Òàê êàê
A ∈ H = cτω∞ form

(
∪
i∈I

Fi
)
,

òî èìååò ìåñòî
A ∈ Sπτ form

(
∪
i∈I

Fi
)
.

Ïîñêîëüêó p /∈ π, òî
A ∈ τ form

(
∪
i∈I

Fi
)
.

Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1.7, íàéäóòñÿ òàêèå èíäåêñû i1, . . . , im ∈ I, ÷òî

τ formA ⊆ τ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fim).

Èç âêëþ÷åíèÿ
τ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fim) ⊆ cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fim),

ñëåäóåò, ÷òî
τ formA ⊆ cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fim).

Ñëåäîâàòåëüíî,
cτω∞ formA ⊆ cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fim).

Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó p ∈ ω. Òàê êàê A/P ∈ H è |A/P | < |A|, òî â ñèëó âûáîðà ãðóïïû A
ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èíäåêñîâ i1, . . . , is ∈ I, ÷òî

A/P ∈ cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fis).

Ïóñòü T = P h (A/CA(P )). Ïîñêîëüêó A ∈ F, òî ñîãëàñíî ëåììå 1.9 T ∈ F. Çíà÷èò, T ∈ H.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |T | < |A|. Òîãäà ââèäó âûáîðà ãðóïïû A íàéäóòñÿ òàêèå èíäåêñû

j1, . . . , jt ∈ I, ÷òî
T ∈ cτω∞ form (Fj1 ∪ . . . ∪ Fjt).

Ïóñòü V = cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fis ∪ Fj1 ∪ . . . ∪ Fjt), v�íåêîòîðûé ω-êîìïîçèöèîííûé ñïóòíèê
ôîðìàöèè V.

Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå A ∈ V. ßñíî, ÷òî T ∈ V è A/P ∈ V. Èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû T
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

A/CA(P ) ∼= T/P = T/CT (P ) = T/Cp(T ) ∈ v(p).
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Ïóñòü Cp(A/P ) = C̃/P . Ïîñêîëüêó A/P ∈ V, òî èìååò ìåñòî

A/C̃ ∼= (A/P )/(C̃/P ) = (A/P )/Cp(A/P ) ∈ v(p).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Cp(A) = C̃ ∩ CA(P ), ïîëó÷àåì

A/Cp(A) = A/(C̃ ∩ CA(P )) ∈ v(p).

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó P ⊆ Rω(A) è P ⊆ Cq(A) äëÿ âñåõ ïðîñòûõ q 6= p, òî

Rω(A/P ) = Rω(A)/P è Cq(A/P ) = Cq(A)/P.

Ñíîâà ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî A/P ∈ V, èìååì

A/Rω(A) ∼= (A/P )/(Rω(A)/P ) = (A/P )/Rω(A/P ) ∈ v(ω′)

è
A/Cq(A) ∼= (A/P )/(Cq(A)/P ) = (A/P )/Cq(A/P ) ∈ v(q)

äëÿ ëþáîãî q ∈ (π(Com(A)) ∩ ω) \ {p}. Òàêèì îáðàçîì,

A/Cr(A) ∈ v(r)

äëÿ âñåõ π(Com(A)) ∩ ω. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∈ V. Â òàêîì ñëó÷àå

F = cτω∞ formA ⊆ V = cτω∞ form (Fi1 ∪ . . . ∪ Fis ∪ Fj1 ∪ . . . ∪ Fjt).

Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîýòîìó |T | = |A|. Ñëåäîâàòåëüíî, P = CA(P ), ÷òî âëå÷åò

P = CA(P ) = Cp(G) = Fp(A) = F (A) = Op(A).

Ïóñòü fi è h− ìèíèìàëüíûå ω-êîìïîçèöèîííûå cτω∞−çíà÷íûå ñïóòíèêè ôîðìàöèé Fi è H ñîîò-
âåòñòâåííî (i ∈ I). Òîãäà ââèäó ëåììû 2.10

h = ∨τ
c

ω∞(fi | i ∈ I).

Ïîñêîëüêó P = Cp(A) è A ∈ H, òî

A/P = A/Cp(A) ∈ h(p) = (∨τ
c

ω∞(fi | i ∈ I))(p) = ∨τω∞(fi(p) | i ∈ I).

Òàê êàê |A/P | < |A|, òî â ñèëó âûáîðà ãðóïïû A ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èíäåêñîâ
Ĵ = {j1, . . . , jn}, ÷òî

A/P ∈ ∨τ
c

ω∞(fj(p) | j ∈ Ĵ).

Âñëåäñòâèå ëåììû 2.10 w = ∨τcω∞(fj | j ∈ Ĵ)−ìèíèìàëüíûé ω-êîìïîçèöèîííûé cτω∞−çíà÷íûé ñïóò-
íèê ôîðìàöèè

W = ∨τ
c

ω∞(Fj | j ∈ Ĵ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

A/Op(A) = A/P ∈ ∨τ
c

ω∞(fj(p) | j ∈ Ĵ) = (∨τ
c

ω∞(fj | j ∈ Ĵ))(p) = w(p).

Ïîñêîëüêó ñïóòíèê w−âíóòðåííèé, òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.8, çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðóïïà A ∈W. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

F = cτω∞ formA ⊆W = ∨τ
c

ω∞(Fj | j ∈ Ĵ).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî F− êîìïàêòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè cτω∞ . Ïîñêîëüêó
ëþáàÿ τ -çàìêíóòàÿ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ îäíîïî-
ðîæäåííûõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ïîäôîðìàöèé â ðåøåòêå cτω∞ , òî ðåøåòêà
cτω∞ àëãåáðàè÷íà.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ëåììû 4.8.1 [Âîðîáüåâ, 2012, ñ. 247] (ñì. òàêæå ëåììà 4.1(a) [Skiba, Vorob'ev,
2013]) êîìïàêòíûìè ýëåìåíòàìè ðåøåòêè cτω∞ ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè îäíîïîðîæäåííûå ôîðìàöèè èç
cτω∞ . �

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïîëíàÿ ïîäðåøåòêà àëãåáðàè÷åñêîé ðåøåòêè ôîðìàöèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ðåøåòêîé (ñì. [Ùåðáèíà, Ñàôîíîâ, 2019á]), òî èç òåîðåìû 3.1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.1. Êàæäàÿ ïîëíàÿ ïîäðåøåòêà ðåøåòêè cτω∞ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.
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Îòìåòèì òàêæå äðóãèå ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû. Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ïðîáëåìû 1 [Ñêèáà, Øåìåòêîâ, 2000]. Åñëè τ -òðèâèàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, òî èç òåîðåìû
3.1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.2. Ðåøåòêà cω∞ âñåõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêîé.

Â ñëó÷àå, êîãäà τ(G) = Sn(G) äëÿ ëþáîé ãðóïïû G, èç òåîðåìû 3.1 èìååì
Ñëåäñòâèå 3.3. Ðåøåòêà âñåõ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûõ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìà-

öèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.
Åñëè ω = {p}, òî èç òåîðåìû 3.1 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 3.4. Ðåøåòêà cτp∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî p-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêîé.
Åñëè ω = P−ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 3.5. [Tsarev, 2019b]. Ðåøåòêà cτ∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîð-

ìàöèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.
Â ñëó÷àå ω = P äëÿ òðèâèàëüíîãî ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 3.6. [Tsarev, 2019a]. Ðåøåòêà c∞ âñåõ òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêîé.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ïîëîæèòåëüíûå îòâåòû äâóõ îòêðûòûõ ïðîáëåì òåîðèè ðå-
øåòîê ÷àñòè÷íî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé: À. Í. Ñêèáû è Ë. À. Øåìåòêîâà îá àëãåáðàè÷íîñòè
ðåøåòêè âñåõ (ôóíêòîðíî çàìêíóòûõ) ÷àñòè÷íî òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé, à òàêæå À.
À. Öàðåâà è Í. Í. Âîðîáüåâà îá èíäóêòèâíîñòè óêàçàííîé ðåøåòêè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà óñòàíîâëåíû àëãåáðàè÷íîñòü è èíäóêòèâíîñòü ðåøåòêè cτp∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî
p−êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé, à òàêæå ðåøåòêè cτ∞ âñåõ τ -çàìêíóòûõ òîòàëüíî êîìïîçèöèîííûõ
ôîðìàöèé. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ðåøåòîê ôóíêòîðíî çàìêíóòûõ ÷àñòè÷íî òî-
òàëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì ïîäãðóïïîâûì ôóíêòîðàì τ . Òåì
ñàìûì íàéäåíû íîâûå êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ è èíäóêòèâíûõ ðåøåòîê ôîðìàöèé. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ðåøåòîê ÷àñòè÷íî êîìïîçèöèîííûõ
ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Â. Ã. Ñàôîíîâó çà ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ ðàáîòû.
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