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Аннотация.Статья посвящена исследованию оптимального временного интервала хеджирования при недостаточ-
ной ликвидности и наличии транзакционных издержек. Получены нелинейные уравнения типа Блэка – Шоулса
для случая, когда функция затрат неликвидности является линейной и квадратичной. Для определения транзак-
ционных издержек используется модель методологии ценообразования с поправкой на риск (risk-adjusted pricing
methodology (RAPM) model). Практическое применение продемонстрировано для опционной комбинации «long
butterfly».
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1. Введение. Наиболее известной и широко используемой в финансовой индустрии моделью це-
нообразования производных финансовых инструментов является модель Ф. Блэка и М. Шоулса [11].
Эта классическая модель цены для опционов европейского типа разрабатывалась при определенных
ограничениях. «Идеальные условия» включают постоянную процентную ставку, отсутствие дивиден-
дов или других выплат по базовому активу, лог-нормальную динамику цен, постоянную волатильность
базового актива, возможность покупки и продажи любой доли базового актива, отсутствие транзакци-
онных издержек. Сделки трейдеров в рамках указанной модели не могут оказывать ни временного, ни
постоянного влияния на цену.

В последние годы появилось много работ, посвященных включению дополнительных факторов
в модель Блэка – Шоулса. Моделирование ценообразования опционов охватывает многие области, и
вот лишь несколько работ, демонстрирующих это [40, 23, 32, 3, 10]. Эти статьи посвящены вопросам
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фактического распределения цен и волатильности, учету транзакционных издержек и рассмотрению
постоянного или временного воздействия транзакций на цену актива.

Модель Блэка – Шоулса для колл (call) опциона Европейского типа может быть записана как:

𝑢𝑡 +
1
2
𝜎2𝑥2𝑢𝑥𝑥 + 𝑟 (𝑥𝑢𝑥 − 𝑢) = 0,

𝑢 (0, 𝑡) = 0, lim
𝑥→∞

𝑢 (𝑥, 𝑡)
𝑥 − 𝐾𝑒−𝑟 (𝑇−𝑡 )

= 1,

𝑢 (𝑥,𝑇 ) = max(𝑥 − 𝐾, 0),
𝑥 ∈ [0, +∞), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝐾 = const, 𝐾 > 0,
𝜎 = const, 𝜎 > 0, 𝑟 = const, 𝑟 ≥ 0.

(1)

Здесь 𝑥 представляет собой цену базового актива, 𝑢 (𝑥, 𝑡) – цена колл опциона Европейского типа,
𝐾 – цена «страйк», то есть цена исполнения опциона, 𝜎 – это историческая волатильность (обычно
принимается как стандартное отклонение цены), а 𝑟 – это безрисковая процентная ставка.

Исследование влияния транзакционных издержек началось с работы H. E. Leland [30]. Автор предло-
жил корректировать портфель, как в модели Блэка – Шоулса, но с использованием модифицированной
волатильности, отражающей наличие транзакционных издержек. В модели модифицированная вола-
тильность принимает вид

𝜎̂2𝐿 = 𝜎2
[
1 +

√︁
2/𝜋 𝑘/𝜎

√
Δ𝑡

]
,

где 𝜎 — волатильность из модели Блэка — Шоулса, Δ𝑡 — малый, но не бесконечно малый интервал
времени между пересмотрами портфеля (рехеджированием), а 𝑘 — стоимость транзакции:

𝑘 =
𝑥ask − 𝑥bid

𝑥
= 2

𝑥ask − 𝑥bid
𝑥ask + 𝑥bid

,

где 𝑥ask и 𝑥bid — цены лучшей покупки и продажи в книге лимитных ордеров (limit order book, LOB)
соответственно.

Еслипересмотрпортфеляосуществляетсянечастои транзакционныеиздержкинизкие,методH. E. Le-
land хорошо работает на практике (см. также статью M. Avellaneda и A. Parás [6] для случая больших
транзакционных издержек). Однако, как показали Y. M. Kabanov иM. M. Safarian в [28], ошибка хеджиро-
вания в стратегииH. E. Leland для цены европейского опциона колл стремится к нулю только тогда, когда
уровень транзакционныхиздержек снижается до нуля при увеличении числа пересмотров портфеля [28,
Теорема 2]. Поэтому авторы предположили, что 𝑘 = 𝑘𝑛 = 𝑘0𝑛

−𝛼 , 𝛼 ∈ [0, 1/2], и тогда модифицированная
волатильность 𝜎̂𝐾𝑆 , в зависимости от количества ребалансировок, примет вид

𝜎̂2𝐾𝑆 = 𝜎2
(
1 + 𝛾𝑛

𝜎

)
, 𝛾𝑛 =

√︂
8
𝜋
𝑘𝑛𝑛

1/2 =

√︂
8
𝜋
𝑘0𝑛

1/2−𝛼 .

G. Barles и H. M. Soner [8] использовали асимптотический анализ для вывода нелинейного урав-
нения Блэка – Шоулса для модели, которая учитывает транзакционные издержки и неприятие риска
рыночными участниками. Волатильность 𝜎̂𝐵𝑆 в модели принимает вид

𝜎̂2𝐵𝑆 = 𝜎2
(
1 + 𝑌

(
𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )𝑘2𝛾𝐶𝑥2𝑢𝑥𝑥

))
,

где 𝑘 – транзакционные издержки, пропорциональные объему операций. В модели учитывается коли-
чество проданных хеджируемых опционов 𝐶 и фактор неприятия риска 𝛾 . В этом случае 𝑌 является
функцией поправки к волатильности [8, теорема 3.1], которая удовлетворяет дифференциальному урав-
нению

𝑑

𝑑 𝑓
[𝑌 (𝑓 )] = 𝑌 (𝑓 ) + 1

2
√︁
𝑓 𝑌 (𝑓 ) − 𝑓

, 𝑓 ≠ 0, 𝑌 (0) = 0.

M. Jandačka и D. Ševčovič[27] обобщили и проанализировали модель методологии ценообразования с
поправкой на риск (risk-adjusted pricing methodology (RAPM) model). Модель учитывает риск изменения
стоимости портфеля, возникающий из-за недостаточно частых пересмотров портфеля, и риск увели-
чения транзакционных издержек при частом рехеджировании. В этой модели функция волатильности
имеет вид

𝜎̂2𝐽 𝑆 = 𝜎2
(
1 − 𝑞 (𝑥𝑢𝑥𝑥 )

1
3

)
,

где 𝑞 = 3
(
𝑘2𝑅/2𝜋

) 1
3 , 𝑅 ≥ 0 — коэффициент премии за риск.
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Мы также упомянем здесь несколько моделей с модифицированной волатильностью, которые учи-
тывают недостаточную ликвидность и влияние на цены. Эти модели отражают учет влияния сделок
хеджирования портфеля опционов на цены базового актива.

В модели R. Frey и A. Stremme [21] модифицированная волатильность имеет вид

𝜎̂2𝐹𝑆 = 𝜎2

[
1 − 𝜌𝜙 (𝑡, 𝑥)

1 − 𝜌𝜙 (𝑡, 𝑥) − 𝜌𝑥 𝜕𝜙
𝜕𝑥

(𝑡, 𝑥)

]2
,

где 𝜙 (𝑡, 𝑥) – нормализованная функция стратегии хеджирования программных трейдеров, 𝜌 – это доля
программных трейдеров. Программные трейдерыхеджируют своипортфели опционов согласно заранее
определенному алгоритму, в соответствии с функцией стратегии хеджирования.

В модели P. J. Schönbucher и P. Wilmott [37] крупный трейдер использует торговую стратегию, ко-
торая не обязательно направлена на хеджирование портфеля опционов. Волатильность в этой модели
представлена как

𝜎̂2𝑆𝑊 =

(
𝜕𝜒 (𝑥,𝑊 ,𝑡 )

𝜕𝑊

𝜕𝜒 (𝑥,𝑊 ,𝑡 )
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑓 (𝑥,𝑡 )
𝜕𝑥

)2
,

где 𝑓 (𝑥, 𝑡) – торговая стратегия, 𝜒 (𝑆,𝑊 , 𝑡) – избыточный спрос,𝑊 – это случайный процесс поступления
информации на рынок.

Для описания ценообразования опционов R. K. Sircar и G. Papanicolaou [39] получили семейство
нелинейных уравнений в частных производных с волатильностью в форме

𝜎̂2𝑆𝑃 = 𝜎2
[

𝑉 (1 − 𝜌𝑢𝑥 )𝑈 ′(𝑉 (1 − 𝜌𝑢𝑥 ))
𝑉 (1 − 𝜌𝑢𝑥 )𝑈 ′(𝑉 (1 − 𝜌𝑢𝑥 )) − 𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥

]2
,

𝜌 – доля программных трейдеров, 𝐶 – цена Европейских опционов колл, 𝑉 (·) = 𝑈 −1 (·) (обратная функ-
ция), а 𝑈 (·) – функция относительного спроса трейдеров. Авторы исследуют случай функции спроса
𝐷 (𝑥,𝑦) = 𝑈 (𝑦𝛾/𝑥) при𝑈 (𝑧) = 𝛽𝑧, 𝛽 = const.

Помимо учета вышеперечисленных факторов, опубликован ряд работ, моделирующих влияния со-
стояния книги лимитных ордеров (LOB) на хеджирование опционов [14, 36, 1, 4, 12, 7, 24]. Кроме того,
в дополнение к упомянутым работам, существует обширная литература по оптимальному исполне-
нию крупных ордеров, также оказывающих влияние на цены. Перечислим лишь некоторые из них
[9, 3, 34, 2, 15]. В этих работах изучаются эффекты временного и постоянного влияния исполнения
крупных ордеров на цены.

Отдельно отметим ряд работ, посвященных вопросу оптимального рехеджирования портфеля оп-
ционов при наличии транзакционных издержек. M. Davis, V. Panas and T. Zariphopoulou [17] макси-
мизируют экспоненциальную полезность конечного капитала. Авторы предложили рассматривать три
региона цен: «покупка», «продажа» и «без сделок» для рехеджирования портфеля. На границе этих
регионов трейдер должен держать определенное количество базового актива. Эта модель также была
изучена E. Whalley и P. Wilmott [41] с использованием асимптотического анализа. Следующие шаги
по определению оптимального времени для повторного хеджирования были предприняты в работах V.
Zakamouline[42] (аппроксимация оптимальной политики хеджирования и сравнение различных мето-
дов рехеджирования), A. Sepp[38] (максимизация коэффициента Шарпа) и J. Cai et. al. [13].

Численному решению нелинейных уравнений Блэка – Шоулса с модифицированной волатильно-
стью посвящено множество исследований. В работах [5, 16, 26, 19] получены разностные схемы для
различных нелинейных уравнений Блэка – Шоулса.

Основная цель данной работы – найти оптимальный временной интервал для дельта-хеджирования
при наличии неликвидности и транзакционных издержек в рамках модели RAPM. M. Dyshaev и
V. Vedorov [20] рассматривают эту проблему, когда в модели RAPM стоимость ликвидности представлена
линейной функцией. Здесь будет рассмотрен вариант степенной функции стоимости ликвидности. Бу-
дут изучены некоторые эмпирические свойства книги лимитных ордеров (LOB). В целях демонстрации
практического применения базовым активом выбраны наиболее ликвидные фьючерсные контракты,
торгуемые на Московской бирже. На основании эмпирических данных был рассчитан оптимальный
временной интервал для рехеджирования опционной комбинации «long butterfly».

Статья организована следующим образом. В разделе 2 описывается функция стоимости неликвидно-
сти и приводятся некоторые эмпирические факты о ней. В разделе 3 мы кратко напоминаем об основных
свойствахмоделиRAPMипытаемся учесть неликвидность в этоймодели. Для линейнойи квадратичной
функций стоимости ликвидности представлены соответствующие нелинейные уравнения типа Блэка –
Шоулса. В разделе 4 получено численное решение нелинейного уравнения Блэка – Шоулса для модели
RAPM, что позволило рассчитать оптимальный временной интервал для рехеджирования комбинации
опционов «long butterfly».
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2. Модель. Прежде всего, необходимо определить размер возможных потерь трейдера в случае
недостаточной ликвидности. После этого, когда станет известен риск из-за недостаточной ликвидности,
будет проведено обобщение модели RAPM для этого случая.

2.1 Функция стоимости ликвидности из модели L. C. G. Rogers и S. Singh [36]. В этом разделе
мы кратко напомним метод оценки стоимости ликвидности, как это сделано в работе L. C. G. Rogers и
S. Singh [36]. Авторы описывают стоимость ликвидности как нелинейные транзакционные издержки.
Стоимость ликвидности, представленную в другом виде, можно найти в работе P. Malo and T. Pennanen
[31]. Сравнение этих двух способов и пример практического использования можно найти в статье
M. Dyshaev [18].

В рамках этой статьи мы предполагаем, что трейдер может оказывать только временное влияние
на цены. Например, исходя из собственной стратегии хеджирования опционов, трейдеру необходимо
приобрести ℎ единиц базового актива. Для этого трейдер размещает рыночный ордер на покупку.
Если объем ордера превышает объем, представленный по лучшей цене предложения (ask) в LOB, то он
«сметает» существующие ордера на стороне продажи до тех пор, пока не наберет требуемую сумму в ℎ
единиц. После этого LOB быстро заполняется новыми лимитными ордерами. Другими словами, рынок
считается абсолютно устойчивым.

В большинстве статей, посвященных вопросам хеджирования опционов, обычно используется ры-
ночная цена. Это цена, по которой базовый актив продается или покупается (только в модели). Обычно
рыночная цена рассчитывается как средняя цена между лучшей ценой спроса 𝑠bid и лучшей ценой
предложения 𝑠ask:

𝑠 =
𝑠bid + 𝑠ask

2
.

Однако трейдер почти всегда уплатит денег при покупкеℎ единиц больше, чем 𝑠ℎ. Значение 𝑠ℎ часто
называют рыночной стоимостью (themark-to-market value). Фактически трейдерпокупаетпо взвешенной
цене

𝑠 𝑓 (ℎ) = 1
ℎ

𝑁 (ℎ)∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑠𝑖 ,

𝑁 (ℎ)∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 = ℎ,

где 𝑎𝑖 — это купленная сумма базового актива по цене 𝑠𝑖 в книге лимитных ордеров. 𝑁 (ℎ) — это
количество уровней цен в LOB, достаточных для исполнения рыночного ордера на покупку ℎ единиц
базового актива. На практике, если трейдер подает рыночный ордер для хеджирования опционов, не
принимая во внимание эту разницу в ценах, он или она потеряет некоторую сумму денег.

Трейдер покупает базовый актив на ℎ единиц,

ℎ =

𝑠𝑚 (ℎ)∫
1

𝜌 (𝑠)𝑑𝑠,

где 𝑠𝑚 (ℎ) = 𝑠𝑁 (ℎ)/𝑠 — это предельная относительная цена, а 𝜌 (𝑠) — это плотность объема ордеров базовых
активов в LOB. Таким образом, 𝑠𝑚 (ℎ) — последняя максимальная (для рыночного ордера на покупку)
относительная цена.

Общая стоимость, выраженная в деньгах, которую заплатит трейдер, зависит от ℎ:

𝑇 (ℎ) = ℎ𝑠 𝑓 (ℎ) = 𝑠
𝑠𝑚 (ℎ)∫
1

𝑠𝜌 (𝑠)𝑑𝑠.

Разница между рыночной стоимостью 𝑠ℎ и общей стоимостью 𝑇 (ℎ) как раз и представляет собой стои-
мость ликвидности:

𝑇 (ℎ) − ℎ𝑠 = 𝑠
𝑠𝑚 (ℎ)∫
1

𝑠𝜌 (𝑠)𝑑𝑠 − ℎ𝑠 = 𝑠
𝑠𝑚 (ℎ)∫
1

(𝑠 − 1)𝜌 (𝑠)𝑑𝑠.

Таким образом, стоимость ликвидности 𝐶 (ℎ), выраженная в количестве денег, принимает вид

𝐶 (ℎ) = 𝑇 (ℎ) − ℎ𝑠 = 𝑠𝑙 (ℎ), (2)

где

𝑙 (ℎ) =
𝑠𝑚 (ℎ)∫
1

(𝑠 − 1)𝜌 (𝑠)𝑑𝑠.
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Авторы [36] использовали для функции стоимости ликвидности 𝑙 (ℎ) для единиц базового актива в
форме

𝑙 (ℎ) = 1
2
𝜀ℎ2,

где 𝜀 – малый параметр. Для численного решения авторы принимают 𝜀 = 0.006, исходя из практических
наблюдений. Форма функции 𝑙 (ℎ) была выбрана из соображений разрешимости уравнения HJB (см. [36,
Замечание и уравнение (3.12)]).

2.2 Эмпирическая функция стоимости ликвидности в LOB. Построению моделей или изучению
эмпирических свойств LOB посвящено большое количество работ. Заинтересованный читатель может
найти много полезных ссылок в работах M. D. Gould и др. [22] или J. Lehoczky и M. Schervish [29].

Если мы посмотрим на типичные графики с эмпирической функцией стоимости неликвидности на
рисунке 1, мы можем предположить, что эта функция имеет вид

𝑙 (ℎ) = 1
2
𝜀ℎ𝛼 , 𝜀 > 0, 𝛼 > 1, (3)

или ее можно аппроксимировать как линейную функцию от ℎ, которая представляет максимальную
стоимость ликвидности (пунктирные линии на рисунке 1)

𝑙 (ℎ) = 1
2
𝜐ℎ, 𝜐 > 0, if 𝛼 = 1. (4)

Сплошные линии на рисунке 1 представляют собой нелинейную аппроксимацию эмпирических
данных методом наименьших квадратов. Пунктирная линия примерно соответствует максимуму функ-
ции стоимости ликвидности в LOB. По оси абсцисс показано общее количество лотов в LOB до опре-
деленного уровня цен. Ось ординат представляет значения функции стоимости ликвидности 𝑙 (ℎ). На
левой панели представлена функция стоимости ликвидности для стороны спроса книги лимитных ор-
деров (LOB), на правой — для стороны предложения. Исходные данные были получены из мгновенных
«снимков» LOB с интервалом 5 секунд для фьючерсного контракта (RIM0, RTS-6.20) на индекс РТС, тор-
гуемого на Московской бирже [33]. Данные соответствуют периоду с 5 мая 2020 года по 29 мая 2020 года.
Было обработано около 160 000 снимков со 100 уровнями цен каждый (50 уровней для стороны спроса
и 50 уровней для стороны предложения). Таблица 1 содержит аналогичные данные для фьючерсного
контракта на нефть марки Brent (BRM0, BR-06.20) и фьючерсного контракта на обменный курс доллара
США по отношению к российскому рублю (SiM0, Si-06.20).

Рис. 1. Типичная форма функции стоимости ликвидности
(левая панель – спрос, правая панель – предложение)

Fig. 1. The typical form of the liquidity cost function
(left panel — for the bid side of LOB, right panel — for the ask side of LOB)

Расчет на основе мгновенных снимков книги лимитных ордеров был выполнен как для стороны
спроса, так и для стороны предложения, поскольку ряд авторов указывают на наличие разницы в их
свойствах [31, 25, 35].

Чтобы вычислить значения, приведенные в таблице 1, мы аппроксимировали их с помощью нели-
нейного метода наименьших квадратов. Использовалась функция curve_fit() из пакета SciPy для Python.
Как видно на рисунке 1, 𝜀 и 𝛼 сильно меняются со временем.

3 Модель RAPM с учетом недостаточной ликвидности. В начале кратко отмечаются некоторые
результаты, полученные для модели RAPM [27]. После этого делается попытка дополнить эту модель
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Таблица 1: Эмпирические значения 𝜀 и 𝛼 для функции стоимости ликвидности в виде 𝑙 (ℎ) = 1
2𝜀ℎ

𝛼 .
Фьючерс на . . . Brent oil RTS index USD/RUB FX-rate
Код контракта BRM0, BR-06.20 RIM0, RI-06.20 SiM0, Si-06.20
Количество снимков, N 162481 162479 162480
𝜀,×10−3 : all/bid/ask 1.61/3.50/0.69 0.23/0.20/0.25 0.41/0.38/0.41
StdDev 𝜀,×10−6 : all/bid/ask 3.39/10.3/2.04 0.24/0.30/0.37 0.33/0.47/0.46
𝛼 : all/bid/ask 1.16/1.08/1.25 1.36/1.37/1.34 1.04/1.05/1.04
StdDev 𝛼,×10−4 : all/bid/ask 2.13/2.99/2.97 1.40/1.98/1.97 0.92/1.42/1.24

учетом недостаточной ликвидности в случае абсолютной устойчивости. С учетом эмпирического вида
функции стоимости ликвидности получены соответствующие нелинейные уравнения типа Блэка –
Шоулса.

3.1МодельRAPM. Рассмотрим основные этапы получения модели RAPM. Если портфель состоит из
одного опциона и 𝛿 единиц базового актива, изменение портфеля за временной интервал Δ𝑡 составляет

ΔΠ = Δ𝑢 + 𝛿Δ𝑥 . (5)

В предположении о геометрическом броуновском движении цены базового актива

𝑑𝑥 = 𝜇𝑥𝑑𝑡 + 𝜎𝑥𝑑𝑊 ,

где дрейф равен 𝜇, а 𝜎 – стандартное отклонение.
Прежде всего, было сделано предположение, что премия за риск добавляется к изменению портфеля

Π за интервал времени Δ𝑡 :
ΔΠ = 𝑟ΠΔ𝑡 + (𝑟𝑇𝐶 + 𝑟𝑉𝑃 )𝑥Δ𝑡, (6)

где 𝑟 – безрисковая процентная ставка, 𝑟𝑇𝐶 – премия за риск операционных издержек на единицу цены
актива, а 𝑟𝑉𝑃 – премия за риск волатильности портфеля. Первая из них соответствует риску увеличе-
ния транзакционных издержек при частом хеджировании. Вторая учитывает риск незащищенности
портфеля (увеличение ошибки хеджирования) при недостаточно частом хеджировании.

Премия за риск увеличения общей стоимости транзакции 𝑟𝑇𝐶 имеет вид

𝑟𝑇𝐶 =
𝑘𝑥𝜎 |𝑢𝑥𝑥 |√

2𝜋Δ𝑡
,

а премия за риск волатильности портфеля 𝑟𝑉𝑃 из-за редкого рехеджирования может быть представлена
как

𝑟𝑉𝑃 =
1
2
𝑅𝜎4𝑥2𝑢2𝑥𝑥Δ𝑡 .

Находя минимум функции общего риска 𝑟𝑇 = 𝑟𝑇𝐶 + 𝑟𝑉𝑃 в зависимости от Δ𝑡 , получаем выражение
для оптимального интервала рехеджирования Δ𝑡opt:

Δ𝑡opt =

(
𝑘

𝑅

1
√
2𝜋

)2/3 1
𝜎2 |𝑥𝑢𝑥𝑥 |2/3

. (7)

После этого, применив формулу Ито для цены опциона 𝑢, можно найти Δ𝑢

Δ𝑢 =

[
𝑢𝑡 + 𝜇𝑥𝑢𝑥 +

1
2
𝜎2𝑥2𝑢𝑥𝑥

]
𝑑𝑡 + 𝜎𝑥𝑢𝑥𝑑𝑊 .

Подставляя полученные выражения в (5) и учитывая, что используется стратегия 𝛿-хеджирования, т.е.
𝛿 = −𝑢𝑥 :

ΔΠ =

[
𝑢𝑡 +

1
2
𝜎2𝑥2𝑢𝑥𝑥

]
𝑑𝑡 .

Сравнивая с уравнением (6) и подставляя оптимальный временной интервал (7) в 𝑟𝑇𝐶 и 𝑟𝑉𝑃 , получаем
уравнение Блэка – Шоулса с поправкой на риск в виде

𝑢𝑡 +
1
2
𝜎2

(
1 − 𝑞(𝑥𝑢𝑥𝑥 )1/3

)
𝑥2𝑢𝑥𝑥 − 𝑟 (𝑢 − 𝑥𝑢𝑥 ) = 0, (8)

где 𝑞 = 3(𝑘2𝑅/2𝜋)1/3.
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3.2 Премия за риск недостаточной ликвидности. Представляется возможным дополнить модель
RAPM новым фактором риска в (6), если учитывать премию за риск неликвидности так же, как и другие
премии. Как упоминалось выше, стоимость неликвидности может быть измерена как (2). В этом случае,
поскольку интервал между корректировками портфеля принимается равным Δ𝑡 (напомним, что 𝑠 = 𝑥 ):

𝑟𝐼𝐿𝑥Δ𝑡 = 𝑥𝑙 (ℎ). (9)

При выводе формулы для премии за риск транзакционных издержек в [27] было показано, что величина
изменения базового актива для 𝛿-хеджирования равна

Δ𝛿 = −
√
2

√
𝜋
𝜎𝑥𝑢𝑥𝑥

√
Δ𝑡 .

Обратим внимание, чтоℎ соответствует этой сумме Δ𝛿 базового актива, необходимой для ребалансиров-
ки портфеля в модели RAPM. Аналогично аргументам при рассмотрении транзакционных издержек,
|𝑢𝑥𝑥 | также следует использовать при расчете стоимости ликвидности. Заменив 𝑙 (ℎ) из (3) в (9) и исполь-
зуя выражение для Δ𝛿 вместо ℎ, получаем

𝑟𝐼𝐿 =
1
Δ𝑡
𝑙 (ℎ) = 𝜀

2Δ𝑡
ℎ𝛼 =

𝜀

2Δ𝑡

( √
2

√
𝜋
𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |

√
Δ𝑡

)𝛼
=
𝜀

2

( √
2

√
𝜋

)𝛼
(𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |)𝛼 Δ𝑡

𝛼
2 −1.

Функция общей премии за риск изображена на рисунке 2. Представлены графики для разных 𝛼 .
По оси абсцисс показан временной интервал Δ𝑡 (как часть года) для последовательных корректировок
портфеля, соответствующих стратегии 𝛿-хеджирования. По оси ординат показаны значения функции
общего риска 𝑟𝑅 . Для сопоставимости вычислений в расчетах использованы значения 𝑞 = 0.2, 𝑘 = 0.01 и
𝜎 = 0.3, как в [27], и 𝜀 = 0.006, как в [36]. Также для расчетов принято 𝑥 |𝑢𝑥𝑥 | = 0.5. Эта функция имеет вид

𝑟𝑅 = 𝑟𝑇𝐶 + 𝑟𝑉𝑃 + 𝑟𝐼𝐿 =

=
𝑘𝑥𝜎 |𝑢𝑥𝑥 |√

2𝜋
Δ𝑡−

1
2 + 1

2
𝑅𝜎4𝑥2𝑢2𝑥𝑥Δ𝑡 +

𝜀

2

( √
2

√
𝜋

)𝛼
(𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |)𝛼 Δ𝑡

𝛼
2 −1 . (10)

Рис. 2. Функция общей премии за риск 𝑟𝑅 для различных 𝛼
Fig. 2. The function of the total risk premium 𝑟𝑅 for different 𝛼

Необходимо найти интервал времени Δ𝑡opt, при котором общий риск 𝑟𝑅 минимален. Найдем мини-
мум функции 𝑟𝑅 :

𝑟 ′𝑅 = −1
2
𝑘𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |√

2𝜋
Δ𝑡−

3
2 + 1

2
𝑅𝜎4𝑥2𝑢2𝑥𝑥 +

𝜀

2

( √
2

√
𝜋

)𝛼
(𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |)𝛼

(𝛼
2
− 1

)
Δ𝑡

𝛼
2 −2 = 0.

Теперь необходимо убедиться, что функция 𝑟𝑅 достигает минимума на интервалах Δ𝑡 ∈ (0, 1], 𝛼 > 1.
Для этого найдем вторую производную 𝑟𝑅 по Δ𝑡 и покажем, что 𝑟 ′′

𝑅
> 0 для любых Δ𝑡 и 𝛼 из вышеука-

занных интервалов:

𝑟 ′′𝑅 =

(
−1
2

) (
−3
2

)
𝑘𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |√

2𝜋
Δ𝑡−

5
2 + 𝜀

2

( √
2

√
𝜋

)𝛼
(𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |)𝛼

(𝛼
2
− 1

) (𝛼
2
− 2

)
Δ𝑡

𝛼
2 −3

=
3
4
𝑘𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |√

2𝜋
Δ𝑡−

5
2 + 𝜀

4

( √
2

√
𝜋

)𝛼
(𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |)𝛼

(
(𝛼 − 3)2 − 1

)
Δ𝑡

𝛼
2 −3 > 0.
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Первое слагаемое положительное для всех 𝛼 и Δ𝑡 . Второе слагаемое положительно тогда и только тогда,
когда 𝛼 < 2 или 𝛼 > 4.

Вернемся к поиску минимума для (10) и корня его первой производной. Используя следующие
подстановки и обозначения

𝑦 = Δ𝑡
3
2 , 0 < Δ𝑡 ≤ 1 ⇒ Δ𝑡 = 𝑦

2
3 ,Δ𝑡

𝛼
2 −2 = 𝑦

𝛼−4
3 , 0 < 𝑦 ≤ 1,

𝑎 = −1
2
𝑘𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |√

2𝜋
, 𝑏 =

1
2
𝑅𝜎4𝑥2𝑢2𝑥𝑥 , 𝑐 =

𝜀

2

( √
2

√
𝜋

)𝛼
(𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |)𝛼

(𝛼
2
− 1

)
,

мы получим уравнение в виде 𝑎𝑦−1 + 𝑏 + 𝑐𝑦 𝛼−4
3 = 0. Затем, умножая на 𝑦 и разделив на 𝑎, получаем

𝐶𝑦
𝛼−1
3 + 𝐵𝑦 + 1 = 0, (11)

где

𝐶 =
𝑐

𝑎
= − 𝜀

𝑘

√
2𝛼+1

√
𝜋
𝛼−1

(𝛼
2
− 1

)
(𝜎𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |)𝛼−1 , 𝐵 =

𝑏

𝑎
= −𝑅

𝑘

√
2𝜋𝜎3𝑥 |𝑢𝑥𝑥 |.

Исходя из вида полученного уравнения (11) и наличия в нем неизвестного эмпирического параметра
𝛼 , мы будем искать значения оптимального интервала рехеджирования Δ𝑡opt численно.

Замечание 1. Если мы рассмотрим простую модель, когда 𝑙 (ℎ) является линейной функцией отно-
сительно ℎ, как (4), то есть 𝛼 = 1, мы получим следующее нелинейное уравнение Блэка – Шоулса

𝑢𝑡 −
1
2
𝜎2

(
1 − 𝑞(𝑥𝑢𝑥𝑥 )1/3

)
𝑥2𝑢𝑥𝑥 − 𝑟 (𝑥𝑢𝑥 − 𝑢) = 0, (12)

𝑞 = 3((𝑘 + 𝜀)2𝑅/2𝜋)1/3 .

Обратим внимание, что в случае, когда 𝛼 = 2, премия за риск недостаточной ликвидности 𝑟𝐼𝐿 не
зависит от Δ𝑡 . Для 𝛼 = 2 оптимальный интервал рехеджирования Δ𝑡opt будет таким же, как (7), но
соответствующее нелинейное уравнение Блэка – Шоулса будет другим. Чтобы получить его, заменим
Δ𝑡opt из (7) на 𝑟𝑅 (уравнение (10)). Затем стандартными шагами, (применяя формулу Ито для 𝑢 (𝑥, 𝑡) и
следуя стратегии 𝛿-хеджирования), мы получаем новую нелинейную модель Блэка – Шоулса (ср. (8))

𝑢𝑡 −
1
2
𝜎2

(
1 − 𝑞(𝑥𝑢𝑥𝑥 )1/3 − 𝑝𝑥𝑢𝑥𝑥

)
𝑥2𝑢𝑥𝑥 − 𝑟 (𝑥𝑢𝑥 − 𝑢) = 0, (13)

𝑞 = 3(𝑘2𝑅/2𝜋)1/3, 𝑝 = 2𝜀/𝜋.

4. Численное решение. Наличие эмпирического параметра 𝛼 затрудняет получение аналитиче-
ского решения (11). Поскольку отсутствует выражение в явном виде для Δ𝑡opt, также невозможно пред-
ставить аналитическое выражение для модифицированной волатильности. А это, в свою очередь, не
позволяет явно записать нелинейное уравнение Блэка – Шоулса с параметром 𝛼 . Однако для практи-
ческих целей мы рассчитаем оптимальный интервал рехеджирования при определенных допущениях.
Прежде всего, мы найдем значения 𝑥𝑢𝑥𝑥 , полученные для модели RAPM. Затем мы используем эти
значения 𝑥𝑢𝑥𝑥 для численного решения уравнения (11), и это позволит найти Δ𝑡opt.

4.1 Численная схема для нелинейного уравнения в частных производных для моделиRAPM.
Первое, что необходимо сделать, это численно решить начально-краевую задачу для модели RAPM.
Расчеты проводились по методике, описанной в [19].

Рассматривается комбинация опционов

«Long butterfly» = +1 Long call(𝐾1) at 𝑝1 + 2 Short call(𝐾0) at 𝑝0 + 1 Long call(𝐾2) at 𝑝2,

где 𝐾2 > 𝐾0 > 𝐾1 > 0 — цены исполнения («strikes»), 𝑝1, 𝑝0, 𝑝2 > 0 — цены приобретения или продажи
опционов (это могут быть реальные рыночные цены, однако для простоты взяты расчетные цены из
модели Блэка – Шоулса).

Для решения произведено усечение области определения с правой стороны и смена направления
времени. Время было заменено на 𝑡 ′ = 𝑇 − 𝑡 , поэтому время в задаче становится обратным. В результате
мы получим начально-краевую задачу (снова обозначив переменную 𝑡 ′ как 𝑡 ).

Для комбинации опционов «long butterfly» начально-краевая задача, в отличие от (1), выглядит так:

𝑢𝑡 −
1
2
𝜎2

(
1 − 𝑞(𝑥𝑢𝑥𝑥 )1/3

)
𝑥2𝑢𝑥𝑥 − 𝑟 (𝑥𝑢𝑥 − 𝑢) = 0, 𝑞 = 3(𝑘2𝑅/2𝜋)1/3,

(𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1] × [0, 1], 𝜎 = const, 𝜎 > 0, 𝑟 = const, 𝑟 ≥ 0,
𝑢 (0, 𝑡) = (−𝑝1 + 2𝑝0 − 𝑝2)𝑒−𝑟𝑡 ,
𝑢 (1, 𝑡) = [2𝐾0 − 𝐾1 − 𝐾2 + 2𝑝0 − 𝑝1 − 𝑝2] 𝑒−𝑟𝑡 ,
𝑢 (𝑥, 0) = max(𝑥 − 𝐾1, 0) − 2max(𝑥 − 𝐾0, 0) +max(𝑥 − 𝐾2, 0) − 𝑝1 + 2𝑝0 − 𝑝2 .

(14)
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Длячисленногорешения задачи (14) использовалсяшаблондляшеститочечнойдвухслойнойнеявно-
явной схемы с весами. Соответствующая разностная схема в случае 𝜃 = 1/2 называется схемой Кранк —
Николсон. В нашей схеме значения искомой функции 𝑢𝑚+1

𝑛 на слое 𝑚 + 1 имеют вес 𝜃 , а значения из
предыдущего слоя рассматриваются с весом 1 − 𝜃 .

Разностные представления функции 𝑢 (𝑥, 𝑡) и ее производных

𝑢 ∼ 𝜃𝑢𝑚+1
𝑛 + (1 − 𝜃 ) 𝑢𝑚𝑛 , 𝑢𝑡 ∼

𝑢𝑚+1
𝑛 − 𝑢𝑚𝑛

𝜏
,

𝑢𝑥 ∼ 𝜃
𝑢𝑚+1
𝑛+1 − 𝑢𝑚+1

𝑛

ℎ
+ (1 − 𝜃 )

𝑢𝑚𝑛+1 − 𝑢𝑚𝑛
ℎ

,

𝑢𝑥𝑥 ∼ 𝜃
𝑢𝑚+1
𝑛+1 − 2𝑢𝑚+1

𝑛 + 𝑢𝑚+1
𝑛−1

ℎ2
+ (1 − 𝜃 )

𝑢𝑚𝑛+1 − 2𝑢𝑚𝑛 + 𝑢𝑚𝑛−1
ℎ2

,

где 𝜏 — шаг сетки для 𝑡 , а ℎ — постоянный шаг сетки для 𝑥 .
Расчеты выполнены методом «прогонки». Использовались следующие параметры модели:

• волатильность 𝜎 = 0.3;

• шаг изменения волатильности Δ𝜎 = 0.01;

• цены исполнения 𝐾0 = 0.40, 𝐾1 = 0.32, 𝐾2 = 0.48;

• процентная ставка 𝑟 = 0.0.

Выбраны следующие параметры разностной схемы:

• весовой множитель для верхнего слоя шаблона: Θ = 0.9;

• количество узлов сетки вдоль оси 𝑥 : 𝑁 = 120.

На рисунке 3 показан график так называемойGammaP (𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎𝑃 = 𝑥
100𝑢𝑥𝑥 ) для комбинации опционов

«long butterfly». Использовались следующие цены исполнения опционов: 𝐾0 = 0.40, 𝐾1 = 0.32, 𝐾2 = 0.48.

Рис. 3. GammaP для опционной комбинации «long butterfly»
Fig. 3. The GammaP for the options combination «long butterfly»

4.2 Оптимальный временной интервал для корректировки комбинации опционов. Данные,
полученные численно в предыдущем разделе, позволяют рассчитать Δ𝑡opt. Теперь, когда массив зна-
чений 𝑥 |𝑢𝑥𝑥 | из модели RAPM определен, можно найти коэффициенты уравнения (11). Для расчета
использовались 𝜀 = 2.3× 10−4 и 𝛼 = 1.36. Эти значения соответствуют фьючерсному контракту на индекс
РТС. Для каждой пары (𝑥, 𝑡) и, соответственно, 𝑥 |𝑢𝑥𝑥 | были найдены значения коэффициентов 𝐶 и 𝐵.
После этого корни уравнения (11) были найдены численно.

Расчеты проводились по методу Ньютона. Использовалась функция root_scalar (method = ’newton’) из
пакета SciPy для Python. Начальное приближение было установлено как 𝑥0 = 1.0, допустимое отклонение
для завершения составляет 𝜖𝑦 = 2.36 × 10−11.

Результаты показаны на рисунке 4. Представлена зависимость оптимального временного интервала
Δ𝑡opt для рехеджирования комбинации опционов «long butterfly» от цены базового актива 𝑥 и времени 𝑡 .
На левой панели изображен оптимальный временной интервал рехеджирования для модели RAPM без
учета наличия недостаточной ликвидности. На правой панели представлен тот же интервал, но с учетом
стоимости ликвидности фьючерсного контракта на индекс РТС. Использованы эмпирические значения
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𝜀 = 2.3 × 10−4, 𝛼 = 1.36. Как видно из представленных графиков, оптимальный интервал пересмотра
портфеля Δ𝑡𝑜𝑝𝑡 уменьшается при 𝑡 → 𝑇 . Дельта-хеджирование становится особенно необходимым, если
цена базового актива приближается к одному из страйков рассматриваемой комбинации опционов.

Рис. 4. Зависимость оптимального временного интервала дельта-хеджирования Δ𝑡opt для комбинации опционов
«long butterfly» от цены базового актива 𝑥 и времени 𝑡

Fig. 4. The dependence of the optimal time interval Δ𝑡opt for adjustment of options combination «long butterfly» on the
price of underlying asset 𝑥 and time 𝑡

5. Заключение. В статье предлагается обобщение учета затрат при недостаточной ликвидности
при исполнении крупных ордеров в LOB в рамках дельта-хеджирования портфеля опционов. Получено
нелинейное уравнение типа Блэка – Шоулса для случая, когда цена неликвидности является линейной
или квадратичной. Демонстрируется методика расчета оптимального интервала дельта-хеджирования
Δ𝑡𝑜𝑝𝑡 для практического использования.

Интересной переспективой развития полученных в данной работе результатов представляется ка-
чественное и численное изучение уравнения (13). Это новое нелинейное уравнение в частных произ-
водных типа Блэка – Шоулса, которое учитывает нехватку ликвидности в LOB.

Возможно, с практической точки зрения, когда необходимо оценить максимально возможные из-
держки на неликвидность, стоит использовать линейную аппроксимацию функции стоимости ликвид-
ности. С другой стороны, есть много работ, посвященных вопросу оптимального исполнения ордеров.
Эти работы направлены на разработку алгоритмов выполнения крупных ордеров с наименьшим влия-
нием на цену и наименьшей стоимостью ликвидности. Очевидно, что использование таких алгоритмов
на практике позволяет избежать потери ликвидности в LOB. В этом случае, как правило, трейдер дробит
крупный ордер и покупает или продает за один раз только небольшое количество базового актива. Тем
не менее, если по каким-либо причинам использовать алгоритм невозможно, будет полезна оценка
влияния стоимости ликвидности, полученная в данной работе.
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