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Аннотация. Развивается теория интегралов и производных дробного порядка. Построен аналог операционного
исчисления для дифференциального оператора с кусочно-постоянными коэффициентами. Предложены различ-
ные конструкции обобщенного преобразования Лапласа. При помощи операторов преобразования установлена
связь интегральных преобразований Меллина – Лапласа с обобщенным интегральным преобразованием Лапласа.
Найден изоморфизм пространства оригиналов и пространства обобщенных оригиналов. Установлены формулы
обращения типа Меллина – Лапласа. Доказаны теоремы о дифференцировании обобщенного оригинала и другие.
Дано определение обобщенной свертки и установлена формула для ее вычисления, указана связь обобщенной и
классической свертки. На основе понятия обобщенной свертки дано определение обобщенного интеграла и обоб-
щенной производной дробного порядка. Установлены соотношения между обобщенными интегралами дробного
порядка и интегралами Римана – Лиувилля дробного порядка. Для модельного уравнения теплопроводности с
кусочно постоянным коэффициентом решена задача вычисления плотности теплового потока. Тепловой поток
выражен в виде обобщенной производной порядка 1/2 по времени от измеренной зависимости температуры на
границе.
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Abstract. Integrals and derivatives of fractional order theory is being developed. An analogue of the operational calculus
is constructed for a differential operator with piecewise constant coefficients. Various constructions of the generalized
Laplace transform are proposed. The transformation operators establish a connection between the Mellin – Laplace integral
transformations and the generalized Laplace integral transformation. Isomorphism between the space of originals and
the space of generalized originals is found. Mellin – Laplace type inversion formulas are established. Theorems on the
differentiation of the generalized original and others are proved. A definition of a generalized convolution is given and a
formula for its calculation is established, a connection between the generalized and classical convolution is indicated. On the
basis of the concept of generalized convolution, a definition of a generalized integral and a generalized fractional derivative is
given. Relations between generalized fractional integrals and Riemann-Liouville integrals of fractional order are established.
For a model equation of heat conduction with a piecewise constant coefficient, the problem of calculating the heat flow
transfer is solved. The heat flow is expressed as a generalized time derivative of the order of 1/2 of the measured temperature
dependence at the boundary.
Key words: fractional integral and derivative, generalized integral Laplace transform, transformation operator, convolution
of functions.
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Введение. Пусть функция 𝑓 (𝑡) задана на промежутке [0,∞) и является оригиналом, а функция 𝐹 (𝑝)
ее изображение. Интеграл Римана – Лиувилля можно определить [15] формулой

𝐼𝛼 𝑓 (𝑡) = 𝐿̃−1
[
1
𝑝𝛼
𝐹 (𝑝)

]
.

С помощью теоремы о свертке последняя формула преобразуется к форме Римана – Лиувилля

𝐼𝛼 𝑓 (𝑡) = 1
Γ(𝛼)

𝑡∫
0

𝑓 (𝜏) (𝑡 − 𝜏)𝛼−1 𝑑𝜏,

где Γ — гамма-функция, 𝛼 — комплексное число в полуплоскости Re𝛼 > 0. Для функции 𝑓 (𝑡) опреде-
ленной на промежутке [0,∞) производная дробного порядка 𝛼 определяется по правилу

𝐷̃𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝐷𝑛𝐼𝑛−𝛼 [𝑓 (𝑡)], 𝑛 = [𝛼] + 1.

Таким образом, дифференциальное исчисление дробного порядка можно построить на основе опе-
рационного исчисления. Теория дифференциального и интегрального исчисления дробного порядка
рассматривается в работах [10-11], [15]-[16].

В настоящей статье авторы предлагают обобщенное операционное исчисление на основе дифферен-
циального оператора с кусочно-постоянными коэффициентами

𝐷𝑡 =
1

𝑥 ′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
,

где функция 𝑥 = 𝑥 (𝑡) имеет вид линейного сплайна с узлами 𝑡0 = 0, 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, .., 𝑛

𝑥 (𝑡) = 𝑎1𝑡 (𝐻 (𝑡 − 𝑡0) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡1)) + (𝑎2 (𝑡 − 𝑡1) + 𝑎1Δ𝑡1) (𝐻 (𝑡 − 𝑡1) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡2)) +

+ (𝑎3 (𝑡 − 𝑡2) + 𝑎2Δ𝑡2 + 𝑎1Δ𝑡1) (𝐻 (𝑡 − 𝑡1) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡2)) + . . .

+ (𝑎𝑛+1 (𝑡 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + ... + 𝑎1Δ𝑡1)𝐻 (𝑡 − 𝑡𝑛) ,

здесь Δ𝑡𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑡0 = 0. Оператор 𝐷𝑡 возникает при моделировании переходных процессов.
Методы. 1.1 Обобщенное преобразование Лапласа на основе оператора дифференцирования

с кусочно-постоянныммножителем.Методыинтегральных преобразований типа Лапласа можно ис-
пользовать для построения обобщенного дифферинтеграла Римана – Лиувилля. Обобщениям операци-
онного исчисления посвящены работы [1], [3], [4], [6]-[9], [12]-[14], [17]-[20]. Идею конструирования ядер
обобщенных преобразований Лапласа на основе оператора дифференцирования с кусочно-постоянным
множителем проиллюстрируем на примере классического преобразования Лапласа. Как известно, ядро
в формуле обращения Меллина [20] имеет вид 𝐾 (𝑡, 𝑝) = 𝑒𝑝𝑡 , и, значит, удовлетворяет уравнению

𝐾 ′
𝑡 (𝑡, 𝑝) = 𝑝𝐾 (𝑡, 𝑝), 0 < 𝑡 < ∞

и начальному условию
𝐾 (0, 𝑝) = 1.

Будем конструировать ядро 𝐾 (𝑡, 𝑝) обобщенного преобразования Лапласа в виде решения сепаратной
системы дифференциальных уравнений

𝐾 ′
𝑡 (𝑡, 𝑝) = 𝑎𝑘𝑝𝐾 (𝑡, 𝑝), 𝑡𝑘−1 < 𝑡 < 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛 + 1; 𝑡0 = 0, 𝑡𝑛+1 = ∞,

удовлетворяющих начальному условию
𝐾 (0, 𝑝) = 1

и условиям непрерывности в точках деления 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛

𝐾 (𝑡𝑘 − 0, 𝑝) = 𝐾 (𝑡𝑘 + 0, 𝑝).
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Вычисления приводят к формуле:

𝐾 (𝑡, 𝑝) = 𝑒𝑎1𝑝𝑡 , 0 < 𝑡 < 𝑡1,

𝐾 (𝑡, 𝑝) = 𝑒𝑎2𝑝 (𝑡−𝑡1)+Δ𝑡1 , 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2,
...

𝐾 (𝑡, 𝑝) = 𝑒−𝑝 (𝑎𝑛+1 (𝑡−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1) , 𝑡𝑛 < 𝑡,

где Δ𝑡𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1. Пусть функция-оригинал 𝑓 (𝑡) определена на промежутке [0,∞). Будем искать
функцию-изображение 𝐹 (𝑝) как решение интегрального уравнения

𝑓 (𝑡) = 1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝐾 (𝑡, 𝑝)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1.

В развернутом виде получаем сепаратную систему интегральных уравнений

𝑓 (𝑡) = 1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑡𝑎1𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1,

𝑓 (𝑡) = 1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝 (𝑎2 (𝑡−𝑡1)+𝑎1Δ𝑡1)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2, . . . (1)

𝑓 (𝑡) = 1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝 (𝑎𝑛+1 (𝑡−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 𝑡𝑛 ≤ 𝑡 .

Выполним замену переменного в последней формуле 𝑥 = 𝑥 (𝑡), где функция 𝑥 = 𝑥 (𝑡) имеет вид линей-
ного сплайна с узлами 𝑡0 = 0, 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, .., 𝑛,

𝑥 (𝑡) = 𝑎1𝑡 (𝐻 (𝑡 − 𝑡0) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡1)) + (𝑎2 (𝑡 − 𝑡1) + 𝑎1Δ𝑡1) (𝐻 (𝑡 − 𝑡1) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡2)) +

+ (𝑎3 (𝑡 − 𝑡2) + 𝑎2Δ𝑡2 + 𝑎1Δ𝑡1) (𝐻 (𝑡 − 𝑡1) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡2)) + . . .

+ (𝑎𝑛+1 (𝑡 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + ... + 𝑎1Δ𝑡1)𝐻 (𝑡 − 𝑡𝑛) ,

здесь Δ𝑡𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑡0 = 0. График сплайн-функции 𝑥 = 𝑥 (𝑡) является ломаной с вершинами в точках

𝑀0 (0, 0) , 𝑀1 (𝑡1, 𝑎1Δ𝑡1) , 𝑀2 (𝑡2, 𝑎2Δ𝑡2 + 𝑎1Δ𝑡1) ,

. . . , 𝑀𝑛 (𝑡𝑛, 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + ... + 𝑎1Δ𝑡1) .

Угловые коэффициенты звеньев ломаной равны, соответственно 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛+1 . Заметим, что в частном
случае 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, . . . , 𝑎𝑛+1 = 1 ломаная становится прямой. Функция 𝑡 = 𝑡 (𝑥), обратная к функции
𝑥 (𝑡), есть полиномиальный сплайн первого порядка вида

𝑡 (𝑥) = 𝑥

𝑎1
(𝐻 (𝑥) − 𝐻 (𝑥 − 𝑎1Δ𝑡1)) +

+
(
𝑥 − 𝑎1Δ𝑡1

𝑎2
+ 𝑡2

)
(𝐻 (𝑥 − 𝑎1∆𝑡1) − 𝐻 (𝑥 − 𝑎1Δ𝑡1 − 𝑎2Δ𝑡2)) + . . .

+
(
𝑥 − 𝑎1Δ𝑡1 − . . . − 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛

𝑎𝑛+1
+ 𝑡𝑛

)
𝐻 (𝑥 − 𝑎1Δ𝑡1 − . . . − 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛) .

Тогда из формулы (1) получим

𝑓 (𝑥) ≡ 𝑓 (𝑡 (𝑥)) = 1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑥𝐹 (𝑝)𝑑𝑝.

По формуле для прямого преобразования Лапласа [20] получим выражение для обобщенного преобра-
зования Лапласа

𝐹 (𝑝) =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥.

Приведем строгие определения.
Определение 1.Функцию 𝑓 (𝑡) назовем обобщенным оригиналом, если функция 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑡 (𝑥)) является

функцией-оригиналом.
Определение 2. Оператор 𝐽 : 𝑓 → 𝑓 , действующий по правилу 𝑓 (𝑡) = 𝑓 (𝑥 (𝑡)), назовем оператором

преобразования.
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Определение 3. Изображением обобщенной функции-оригинала 𝑓 (𝑡) назовем выражение

𝐿 [𝑓 (𝑡)] = 𝐿̃
[
𝑓 (𝑡)

]
,

где 𝐿̃−оператор преобразования Лапласа.
Теорема 1. Оператор 𝐽−1, обратный к оператору преобразования, действует по правилу 𝐽−1 : 𝑓 (𝑡) →

𝑓 (𝑡), где 𝑓 (𝑡) = 𝑓
(
𝑥−1 (𝑡)

)
, причем выполняются равенства

𝐿 = 𝐿 · 𝐽−1, 𝐿 = 𝐿 · 𝐽 .

Теорема 2. Обобщенное преобразование Лапласа находится по формуле

𝐿 [𝑓 (𝑡)] ≡ 𝐹 (𝑝) =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥 (𝑡 )𝑥 ′(𝑡) 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡,

где функция 𝑥 ′ (𝑡) кусочно-постоянная вида

𝑥 ′ (𝑡) = 𝑎1 (𝐻 (𝑡 − 𝑡0) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡1)) + 𝑎2 (𝐻 (𝑡 − 𝑡1) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡2)) +

+𝑎3 (𝐻 (𝑡 − 𝑡1) − 𝐻 (𝑡 − 𝑡2)) + . . . + 𝑎𝑛+1𝐻 (𝑡 − 𝑡𝑛) ,

Доказательство. По определению 1 имеем

𝐿 [𝑓 (𝑡)] =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 .

В приведенном интеграле выполним замену переменного 𝑥 = 𝑥 (𝑡). Тогда получим

𝐿 [𝑓 (𝑡)] =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥 (𝑡 ) 𝑓 (𝑥 (𝑡)) 𝑥 ′(𝑡)𝑑𝑡 .

Наконец, представим обоснование формулы для обобщенного преобразования Лапласа.
Следствие 1. Пусть 𝑓 (𝑡) – функция-оригинал, тогда обобщенное изображение Лапласа вычисляется по

формуле

𝐹 (𝑝) = 𝑎1
∫ 𝑡1

0
𝑒−𝑎1𝑝𝑡 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 + 𝑎2

∫ 𝑡2

𝑡1

𝑒−𝑝 (𝑎2 (𝑡−𝑡1)+𝑎1Δ𝑡1) 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡+

+𝑎3
∫ 𝑡3

𝑡2

𝑒−𝑝 (𝑎3 (𝑡−𝑡2)+𝑎2Δ𝑡2+𝑎1Δ𝑡1) 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 + . . .

+𝑎𝑛+1
∫ ∞

𝑡𝑛

𝑒−𝑝 (𝑎𝑛+1 (𝑡−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1) 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 .

Приведем аналог формулы Римана – Меллина.
Теорема 3. Если 𝑓 (𝑡) оригинал, то интеграл (1) сходится всюду в полуплоскости 𝑅𝑒𝑝 > 𝑠0. При этом

сходимость равномерная в любой области 𝑅𝑒𝑝 ≥ 𝑠 > 𝑠0 . Функция 𝐹 (𝑝) аналитична в полуплоскости
𝑅𝑒𝑝 > 𝑠0. Имеет место формула обращения

𝐿−1 [𝐹 (𝑝)] ≡ 𝑓 (𝑡) =
∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑥 (𝑡 )𝐹 (𝑝) 𝑑𝑝.

На основании теоремы 3 и определения функции 𝑥 = 𝑥 (𝑡) получается
Следствие 2. Формула обращения Римана – Меллина для обобщенного преобразования Лапласа

𝑓1 (𝑡) =
1
2𝜋

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑡𝑎1𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1,

𝑓2 (𝑡) =
1
2𝜋

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝 (𝑎2 (𝑡−𝑡1)+𝑎1Δ𝑡1)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2,

. . .

𝑓𝑛+1 (𝑡) =
1
2𝜋

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝 (𝑎𝑛+1 (𝑡−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝, 𝑡𝑛 ≤ 𝑡 .
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1.2 Дифференцирование обобщенного оригинала.
Теорема 4. Пусть 𝐷 = 1

𝑥 ′ (𝑡 )
𝑑
𝑑𝑡

оператор обобщенного дифференцирования, а функция 𝐷 [𝑓 (𝑡)] есть
обобщенный оригинал, тогда

𝐿 [𝐷 (𝑓 (𝑡))] = −𝑓 (0) + 𝑝𝐹 (𝑝).
Доказательство. Воспользуемся определением обобщенного преобразования Лапласа. Тогда, интегри-
руя по частям, получим∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥 (𝑡 )𝑥 ′(𝑡) 1

𝑥 ′(𝑡) 𝑓
′(𝑡)𝑑𝑡 = −𝑓 (0) + 𝑝

∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥 (𝑡 )𝑥 ′(𝑡) 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 .

Свертка оригиналов.
Определение 4. Сверткой функций оригиналов 𝑓 (𝑡) , 𝑔 (𝑡) назовем функцию

𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡) = 𝐿−1 [𝐹 (𝑝)𝐺 (𝑝)] .

Теорема 5. Свертка вычисляется по формулам

𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑓

(
𝑥−1 (𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝜏))

)
𝑥 ′ (𝜏) 𝑔 (𝜏) 𝑑𝜏

или
𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡) = 𝐽

[
𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)

]
.

Доказательство. По определению 1 запишем

𝐿 [𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)] =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑥 (𝑡 )𝑥 ′ (𝑡)

∫ 𝑡

0
𝑓

(
𝑥−1 (𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝜏))

)
𝑥 ′ (𝜏) 𝑔 (𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝑡 .

Выполним замену переменного 𝑥 (𝑡) = 𝛽

𝐿 [𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)] =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝛽

∫ 𝑡

0
𝑓

(
𝑥−1 (𝛽 − 𝑥 (𝜏))

)
𝑥 ′ (𝜏) 𝑔 (𝜏) 𝑑𝜏𝑑𝛽.

Проведем вторую замену 𝑥 (𝜏) = 𝜎

𝐿 [𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)] =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝛽

∫ 𝑥−1 (𝜎)

0
𝑓

(
𝑥−1 (𝛽 − 𝜎)

)
𝑔

(
𝑥−1 (𝜎)

)
𝑑𝜎𝑑𝛽.

По теореме о свертке для преобразования Лапласа [20] получим

𝐿 [𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)] = 𝐿̃
[
𝑓

(
𝑥−1 (𝜎)

) ]
𝐿̃

[
𝑔

(
𝑥−1 (𝜎)

) ]
= 𝐿 [𝑓 (𝑡)] 𝐿 [𝑔 (𝑡)] .

Докажем, что изображения правой и левой частей во второй формуле из теоремы 5 одинаковы. По
определению 4 имеем равенство

𝐿 [𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)] = 𝐹 (𝑝)𝐺 (𝑝) .
С другой стороны, получим

𝐿 · 𝐽
[
𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)

]
= 𝐿̃

[
𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)

]
= 𝐹 (𝑝)𝐺 (𝑝) .

Для доказательства второй формулы в теореме 5 перепишем ее правую часть в виде∫ 𝑡

𝑎

𝑓 ((𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝜏)))𝑔 (𝑥 (𝜏)) 𝑥 ′ (𝜏) 𝑑𝜏 .

Затем выполним замену переменной 𝜏 = 𝑥−1 (𝑧) . Тогда∫ 𝑥 (𝑡 )

0
𝑓 ((𝑥 (𝑡) − 𝑧))𝑔 (𝑧) 𝑑𝑧 = 𝐽

[∫ 𝑡

0
𝑓 ((𝑡 − 𝑧))𝑔 (𝑧) 𝑑𝑧

]
=

= 𝐽

[
𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡)

]
= 𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡) .

Теорема доказана.
Приведем формулу для обобщенной свертки в виде, удобном для приложений.
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Следствие 3. Пусть функции 𝑓 (𝑡), 𝑔(𝑡) являются обобщенными оригиналами, тогда справедлива фор-
мула для свертки

𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔(𝑡) = 𝑎1
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝜏)𝑔 (𝑎1𝑡 − 𝑎1𝜏) 𝑑𝜏, 0 < 𝑡 < 𝑡1,

𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔(𝑡) = 𝑎1
∫ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏)𝑔 (𝑎2 (𝑡 − 𝑡1) + 𝑎1 (𝑡1 − 𝜏)) 𝑑𝜏 +

+𝑎2
∫ 𝜏

𝑡1

𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑎2 (𝑡 − 𝜏)) 𝑑𝜏, 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2,
...

𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔(𝑡) = 𝑎1
∫ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏)𝑔 (𝑎𝑛+1 (𝑡 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1) + ... + 𝑎1 (𝑡1 − 𝜏)) 𝑑𝜏 +

+𝑎2
∫ 𝑡2

𝑡1

𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑎𝑛+1 (𝑡 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1) + ... + 𝑎2 (𝑡2 − 𝜏)) 𝑑𝜏 + ... +

+𝑎𝑛+1
∫ 𝑡

𝑡2

𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑎𝑛+1 (𝑡 − 𝜏)) 𝑑𝜏, 𝑡𝑛 < 𝑡 .

Доказательство. Преобразуем формулу для свертки из теоремы 5. Имеем

𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡) = 𝐽
[∫ 𝑡

0
𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏

]
=

∫ 𝑥 (𝑡 )

0
𝑓 (𝜏) 𝑔 (𝑥 (𝑡) − 𝜏) 𝑑𝜏 .

Выполним замену в интеграле 𝜏 = 𝑥 (𝑧), тогда получим

𝑓 (𝑡) ∗ 𝑔 (𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝑧) 𝑔 (𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑧)) 𝑥 ′(𝑧)𝑑𝑧.

Подставим явное выражение функции 𝜏 = 𝑥 (𝑧). В результате получим доказываемую формулу.
2. Обобщенный дифферинтеграл Римана – Лиувилля. 2.1 Обобщенный интеграл Римана –

Лиувилля.
Определение 5. Пусть функция 𝑓 (𝑡) является обобщенным оригиналом, а функция 𝐹 (𝑝)− изображение

функции 𝑓 (𝑡). Обобщенный интеграл Римана – Лиувилля 𝐼𝛼 𝑓 определим по формуле

𝐼𝛼 𝑓 (𝑡) = 𝐿−1 [𝑝−𝛼𝐹 (𝑝)] .

Из определения 5 следует полугрупповое свойство обобщенного интеграла Римана – Лиувилля

𝐼𝛼 𝐼 𝛽 = 𝐼𝛼+𝛽.

Теорема 6. Обобщенный интеграла Римана – Лиувилля 𝐼𝛼 𝑓 порядка 𝛼 вычисляется по формуле

𝐼𝛼 𝑓 (𝑡) = 𝐽 𝐼𝛼 𝑓 (𝑡).

Доказательство. Воспользуемся определением обобщенного интеграла Римана – Лиувилля и форму-
лой 𝐿̃ = 𝐿𝐽 . Тогда получим

𝐼𝛼 𝑓 (𝑝) = 𝐿−1 [𝑝−𝛼𝐹 (𝑝)] = 𝐽 · 𝐿̃−1 [𝑝−𝛼𝐹 (𝑝)] = 𝐽 𝐼𝛼 𝑓 (𝑡).

Следствие 4. Обобщенный интеграла Римана – Лиувилля и интеграла Римана – Лиувилля порядка 𝛼
связаны формулой

𝐼𝛼 = 𝐽 𝐼𝛼 𝐽−1.

Из определения обобщенного интеграла порядка 𝛼 можно получить формулу типа Римана – Лиувилля.
Теорема 7. Для обобщенного интеграла Римана – Лиувилля 𝐼𝛼 𝑓 порядка 𝛼 справедлива формула

𝐼𝛼 𝑓 (𝑡) = 𝑎1
∫ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏)𝐻 (𝑥 (𝑡) − 𝑎1𝜏)

(𝑥 (𝑡) − 𝑎1𝜏)𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏+

+𝑎2
∫ 𝑡2

𝑡1

𝑓 (𝜏) (𝑥 (𝑡) − (𝑎2 (𝜏 − 𝑡1) + 𝑎1Δ𝑡1)𝛼−1

Γ (𝛼) 𝐻 (𝑥 (𝑡) − (𝑎2 (𝜏 − 𝑡1) + 𝑎1Δ𝑡1) 𝑑𝜏+

+... + 𝑎𝑛+1
∫ ∞

𝑡𝑛

(𝑥 (𝑡) − (𝑎𝑛+1 (𝜏 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + . . . + 𝑎1Δ𝑡1))𝛼−1

Γ (𝛼) ·
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·𝐻 (𝑥 (𝑡) − (𝑎𝑛+1 (𝜏 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + . . . + 𝑎1Δ𝑡1)) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏, 0 < 𝑡 .

Доказательство.Пусть для простоты 0 < 𝑡 < 𝑡1, тогда из определения обобщенного дробного интеграла
Римана – Лиувилля 𝐼𝛼 𝑓 имеем:

𝐼𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝐿−1
[
1
𝑝𝛼
𝐺 (𝑝)

]
=

1
2𝜋

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑡𝑎1

1
𝑝𝛼
𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 =

=
1
2𝜋

∫ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝑒𝑝𝑡𝑎1

1
𝑝𝛼

(
𝑎1

∫ 𝑡1

0
𝑒−𝑎1𝑝𝜏 𝑓1 (𝜏)𝑑𝜏+

+𝑎2
∫ 𝑡2

𝑡1

𝑒−𝑝 (𝑎2 (𝜏−𝑡1)+𝑎1Δ𝑡1) 𝑓2 (𝜏) 𝑑𝜏+

+𝑎3
∫ 𝑡3

𝑡2

𝑒−𝑝 (𝑎3 (𝜏−𝑡2)+𝑎2Δ𝑡2+𝑎1∆𝑡1) 𝑓3 (𝜏) 𝑑𝜏 + . . .

+𝑎𝑛+1
∫ ∞

𝑡𝑛

𝑒−𝑝 (𝑎𝑛+1 (𝜏−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1) 𝑓𝑛+1 (𝜏) 𝑑𝜏
)
𝑑𝑝 =

= 𝑎1

∫ 𝑡1

0
𝑓1 (𝜏)𝐻 (𝑡 − 𝜏) (𝑎1𝑡 − 𝑎1𝜏)

𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏+

+𝑎2
∫ 𝑡2

𝑡1

𝑓2 (𝜏)
(𝑎1𝑡 − (𝑎2 (𝜏 − 𝑡1) + 𝑎1Δ𝑡1)𝛼−1

Γ (𝛼) 𝐻 (𝑎1𝑡 − (𝑎2 (𝜏 − 𝑡1) + 𝑎1Δ𝑡1) 𝑑𝜏+

+𝑎𝑛+1
∫ ∞

𝑡𝑛

𝑒−𝑝 (𝑎𝑛+1 (𝜏−𝑡𝑛)+𝑎𝑛Δ𝑡𝑛+...+𝑎1Δ𝑡1) ·

· (𝑎1𝑡 − (𝑎𝑛+1 (𝜏 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + . . . + 𝑎1Δ𝑡1))𝛼−1

Γ (𝛼) ·

·𝐻 (𝑎1𝑡 − (𝑎𝑛+1 (𝜏 − 𝑡𝑛) + 𝑎𝑛Δ𝑡𝑛 + . . . + 𝑎1Δ𝑡1)) 𝑓𝑛+1 (𝜏) 𝑑𝜏, 0 < 𝑡 < 𝑡1.

Учитывая, что на промежутке 0 < 𝑡 < 𝑡1 выполняется условие 𝑥 (𝑡) = 𝑎1𝑡 , доказательство закончим.
Следствие 5.Для случая линейного сплайна 𝑥 = 𝑥 (𝑡) с двумя узлами 𝑡0, 𝑡1 обобщенный дробный интеграл

Римана – Лиувилля имеет вид

𝐼𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝑎1
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝜏) (𝑎1𝑡 − 𝑎1𝜏)

𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏, 0 < 𝑡 < 𝑡1

𝐼𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝑎1
∫ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏) (𝑎2 (𝑡 − 𝑡1) + 𝑎1 (𝑡1 − 𝜏))

𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏+

+𝑎2
∫ 𝑡

𝑡1

𝑓 (𝜏) (𝑎2 (𝑡 − 𝜏))
𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏, 𝑡1 < 𝑡 .

Следствие 6. Для случая линейного сплайна 𝑥 = 𝑥 (𝑡) с тремя узлами 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2 обобщенный дробный
интеграл Римана – Лиувилля имеет вид

𝐼𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝑎1
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝜏) (𝑎1𝑡 − 𝑎1𝜏)

𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏, 0 < 𝑡 < 𝑡1,

𝐼𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝑎1
∫ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏) (𝑎2 (𝑡 − 𝑡1) + 𝑎1 (𝑡1 − 𝜏))

𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏+

+𝑎2
∫ 𝑡

𝑡1

𝑓 (𝜏) (𝑎2 (𝑡 − 𝜏))
𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏, 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2,

𝐼𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝑎1
∫ 𝑡1

0
𝑓 (𝜏) (𝑎3 (𝑡 − 𝑡2) + 𝑎2 (𝑡2 − 𝑡1) + 𝑎1 (𝑡1 − 𝜏))

𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏+

+𝑎2
∫ 𝑡2

𝑡1

𝑓 (𝜏) (𝑎3 (𝑡 − 𝑡2) + 𝑎2 (𝑡2 − 𝜏))
𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏+

+𝑎3
∫ 𝑡

𝑡2

𝑓 (𝜏) (𝑎3 (𝑡 − 𝜏))
𝛼−1

Γ (𝛼) 𝑑𝜏, 𝑡2 < 𝑡 .
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2.2 Обобщенная производная Римана – Лиувилля.
Определение 6. Для функции 𝑓 (𝑡) определенной на промежутке [0,∞) производной дробного порядка 𝛼

назовем функцию
𝐷𝛼 [𝑓 (𝑡)] = 𝐷𝑛𝐼𝑛−𝛼 [𝑓 (𝑡)], 𝑛 = [𝛼] + 1.

Теорема 8. Оператор обобщенного дифференцирования 𝐷 и модельный оператор дифференцирования
𝐷̃, 𝐷̃ = 𝑑

𝑑𝑡
удовлетворяют соотношению

𝐷 [𝑓 (𝑡)] = 𝐽 𝐷̃ [𝑓 (𝑡)] .

т.е. 𝐷 = 𝐽 𝐷̃ 𝐽−1.
Если для функции 𝑓 (𝑡) выполняется полугрупповое свойство

𝐷̃𝛼 𝐷̃𝛽 [𝑓 (𝑡)] = 𝐷̃𝛼+𝛽 [𝑓 (𝑡)],

то выполняется полугрупповое свойство для функции 𝑓 (𝑡)

𝐷𝛼𝐷𝛽 [𝑓 (𝑡)] = 𝐷𝛼+𝛽 [𝑓 (𝑡)] .

Доказательство. Преобразуем данное в условии тождество

𝐽𝐷𝛼 𝐽−1 𝐽𝐷𝛽 𝐽−1 𝐽 [𝑓 (𝑡)] = 𝐽𝐷𝛼+𝛽 𝐽−1 𝐽 [𝑓 (𝑡)] .

Тогда получим
𝐽𝐷𝛼𝐷𝛽 [𝑓 (𝑡)] = 𝐽𝐷𝛼+𝛽 [𝑓 (𝑡)]

. Свойство доказано.
Теорема 9. Фундаметальное соотношение имеет вид

𝐷𝐼𝛼+1 = 𝐼𝛼 .

Доказательство. Преобразуем левую часть доказываемого тождества

𝐷𝐼𝛼+1 = 𝐽 𝐷̃ 𝐽−1 𝐽 𝐼𝛼+1 𝐽−1 = 𝐽 𝐷̃𝐼𝛼+1 𝐽−1.

Аналогично преобразуем правую часть
𝐼𝛼 = 𝐽 𝐼𝛼 𝐽−1 .

На основании модельного фундаметального соотношения 𝐷̃𝐼𝛼+1 = 𝐼𝛼 доказательство закончим.
3. Уравнение теплопроводности с кусочно-постоянными коэффициентами. В качестве при-

ложения рассмотрим задачу вычисления плотности теплового потока 𝑞(𝑡) по измеренной зависимости
температуры на границе по времени 𝑓 (𝑡). Рассмотрим смешанную краевую задачу Коши для однород-
ного уравнения теплопроводности:

𝐷𝑡𝑢 − 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0, (2)

𝑢 (𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 0, (3)
𝑢 (0, 𝑡) = 𝑓 (𝑡), 𝑡 > 0. (4)

Дополним условия (2)-(4) условием непрерывности решения в моменты 𝑡 = 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡𝑘−0

𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡𝑘+0

𝑢 (𝑡, 𝑥)

Расмотрим также модельную смешанную краевую задачу Коши для однородного уравнения теплопро-
водности:

𝑐
𝜕𝑢̃

𝜕𝑡
− 𝜕2𝑢̃

𝜕𝑥2
= 0, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0, (5)

𝑢̃ (𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 0, (6)
𝑢̃ (0, 𝑡) = 𝑓 (𝑡), 𝑡 > 0. (7)

В работе [2] доказана формула для потока 𝑞(𝑡) на границе 𝑥 = 0

𝑞(𝑡) = 𝑘𝐷̃ 1
2 [𝑓 (𝑡)], (8)
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𝐷̃
1
2− производная порядка 1/2. Положим 𝐽 [𝑓 (𝑡)] = 𝑓 (𝑡). Докажем аналог формулы (8). Для этого подей-

ствуем на обе части уравнения (5) оператором 𝐽

𝐽

(
𝜕𝑢̃

𝜕𝑡
− 𝜕2𝑢̃

𝜕𝑥2

)
= 0, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0.

Подставим также значение [𝑓 (𝑡)] = 𝐽−1 [𝑓 (𝑡)]. В итоге имеем

𝐽 𝐷̃ 𝐽−1𝑢 − 𝐽 · 𝐽−1 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2
= 0.

Учитывая, что 𝐽 𝐷̃ 𝐽−1𝑢 = 𝐷𝑢, приходим к уравнению (2). Из определения оператора 𝐽 следует, что
𝑢 (0, 𝑥) = 0. Имеем также

𝐽 [𝑢̃ (𝑡, 0)] = 𝐽 [𝑓 (𝑡)],
значит,

𝑢 (𝑡, 0)] = 𝑓 (𝑡).
Итак, мы доказали, что решение задачи (2)-(4) находится по формуле

𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝐽 [𝑢̃] (𝑡, 𝑥).

Отсюда следует, что
𝑞(𝑡) = 𝐽 [𝑞] (𝑡) = 𝐽 𝐷̃1/2 [𝑓 (𝑡)] = 𝐷1/2 [𝑓 (𝑡)] = 𝐷𝐼 1/2 [𝑓 (𝑡)],

где интеграл порядка 1/2 определен в теореме 7.
4. Заключение. Разработано обобщенное операционное исчисление на основе оператора диффе-

ренцирования с кусочно-постоянным множителем. Установлен изоморфизм функций-оригиналов и
обобщенных функций-оригиналов. При этом предполагалось, что функция-изображение и обобщенная
функция-оригинал тождественны. Таким образом, стало возможным изучать обобщенное операцион-
ное исчисление, основываясь на классическом операционном исчислении. На этом пути определено
понятие обобщенной свертки, а затем с ее помощью были определены обобщенный интеграл и обоб-
щенная производная дробного порядка. Была решена задача вычисления плотности теплового потока
𝑞(𝑡) по измеренной зависимости температуры на границе по времени 𝑓 (𝑡) для модельной смешанной
краевой задачи для уравнения теплопроводности с кусочно-постоянными коэффициентами.

Дальнейшее развитие теоретических исследований возможно по двум направлениям: первое – мо-
дификация дифференциального оператора, например, выбрать дифференциальный оператор с мно-
жителем, имеющим счетное число точек стыка; второе – рассмотреть векторный аналог полученных
в статье результатов. Практика применения обобщенного операционного исчисления предполагает
решение обыкновенных дифференциальных уравнений и систем обыкновенных дифференциальных
уравнений с кусочно-постоянными коэффициентами. Методы обобщенного операционного исчисле-
ния будут полезны при моделировании переходных процессов теории управления.
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