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Аннотация. Рассматривается двухпараметрическое семейство кусочно-гладких векторных полей, заданных на
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Abstract. We consider a two-parameter family of piecewise-smooth vector fields on the plane, "sewn"from smooth vector
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1. Введение. Динамическая система называется обратимой, если она инвариантна относительно
инволюции и обращения времени. Обратимые динамические системы естественно возникают при опи-
сании ряда физических процессов [13]. Обратимые системы изучались с разных точек зрения, см., на-
пример, [2, 14, 15]. В статье [3] дан обзор работ по локальным бифуркациям гладких обратимых систем.
Локальным бифуркациям кусочно-гладких динамических систем посвящено много работ, в частности
[4, 7, 9, 10, 11, 12]. Представляет интерес и изучение бифуркаций обратимых кусочно-гладких динами-
ческих систем. В работах [5, 6] рассматривались обратимые кусочно-гладкие системы на плоскости, для
которых линия разрыва векторного поля, задающего динамическую систему, совпадает с множеством
неподвижных точек соответствующей инволюции. Были описаны локальные бифуркации в типичных
однопараметрических семействах таких систем.
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В этой работе мы рассмотрим два вида локальных бифуркаций в типичных двухпараметрических
семействах обратимых кусочно-гладких векторных полей на плоскости.

2. Обратимые кусочно-гладкие динамические системы на плоскости и их траектории. Пусть
𝑀 – окрестность точки 𝑂 = (0, 0) на координатной плоскости R2, заданная неравенством 𝑥2 + 𝑦2 < 1,
D = (𝑀+, 𝑀−) – ее разбиение на множества 𝑀+ и 𝑀−, определяемые, соответственно, неравенствами
𝑦 ≥ 0 и 𝑦 ≤ 0 . Пусть 𝑋 + и 𝑋− – векторные поля на𝑀 класса𝐶𝑟 (𝑟 ≥ 1). Кусочно-гладким векторным полем
𝑋 = (𝑋 +, 𝑋−) на 𝑀 с разбиением D называется класс всех векторных полей 𝑋∗ на 𝑀 таких, что 𝑋∗ (𝑥,𝑦) =
𝑋 + (𝑥,𝑦), если 𝑦 > 0, и 𝑋∗ (𝑥,𝑦) = 𝑋− (𝑥,𝑦), если 𝑦 < 0. Множество таких векторных полей обозначим
𝔛𝑟 (𝑀,D). Траектории поля 𝑋 = (𝑋 +, 𝑋−) определим согласно [7] как траектории дифференциального
включения ¤𝑧 ∈ 𝑋 (𝑧), где𝑋 (𝑧) = {𝑋 + (𝑧)}, если 𝑧 ∈ int𝑀+,𝑋 (𝑧) = {𝑋− (𝑧)}, если 𝑧 ∈ int𝑀−, и𝑋 (𝑧) – выпуклая
оболочка векторов 𝑋 + (𝑧) и 𝑋− (𝑧), если 𝑧 ∈ 𝑀0 := 𝑀+ ∩𝑀−.

Векторное поле 𝑋 = (𝑋 +, 𝑋−) ∈ 𝔛𝑟 (𝑀,D), где 𝑋± (𝑥,𝑦) = (𝑃± (𝑥,𝑦), 𝑄± (𝑥,𝑦)), называется обратимым
(относительно инверсии 𝐼 : (𝑥,𝑦) ↦→ (𝑥,−𝑦)) [5, 6], если

𝑃− (𝑥,𝑦) = −𝑃+ (𝑥,−𝑦), 𝑄− (𝑥,𝑦) = 𝑄+ (𝑥,−𝑦). (1)

Множество таких векторных полей будем обозначать 𝔛𝑟
𝐼
(𝑀,D). Из (1) следует, что если 𝐿 – дуга траек-

тории векторного поля 𝑋 + ��
𝑀+ , то 𝐼 (𝐿) – дуга траектории векторного поля 𝑋 + ��

𝑀− .
Точка 𝑧0 = (𝑥0, 0) ∈ 𝑀0 называется особой точкой поля 𝑋 = (𝑋 +, 𝑋−) ∈ 𝔛𝑟

𝐼
(𝑀,D), если 𝑄+ (𝑥0, 0) = 0.

Особая точка является траекторией поля. Если на 𝑀0 поле имеет конечное число особых точек, то
любая его траектория 𝐿 либо является траекторией одного из векторных полей 𝑋 + ��

𝑀+ или 𝑋− ��
𝑀− , либо

«сшивается» из дуг траекторий этих векторныхполей:𝐿 = {𝑧 = 𝜁 (𝑡) : 𝑡 ∈ 𝐽 }, где 𝜁 : 𝐽 → 𝑀 –непрерывная
функция на промежутке 𝐽 (открытом, полуоткрытом или замкнутом), причем для всех 𝑡 ∈ 𝐽 , кроме их
конечного числа, 𝜁 (𝑡) ∈ 𝑀+ и ¤𝜁 (𝑡) = 𝑋 + (𝜁 (𝑡)) или 𝜁 (𝑡) ∈ 𝑀− и ¤𝜁 (𝑡) = 𝑋− (𝜁 (𝑡)) или 𝜁 (𝑡) – особая точка и
¤𝜁 (𝑡) = 0. При этом уравнение 𝑧 = 𝐼 (𝜁 (−𝑡)) также задает траекторию поля 𝑋 .

Особая точка 𝑧0 = (𝑥0, 0) называется квазиседлом, если 𝑃+ (𝑧0) (𝑄+) ′𝑥 (𝑧0) > 0, и квазицентром, если
𝑃+ (𝑧0) (𝑄+) ′𝑥 (𝑧0) < 0 [5, 6]. Через квазиседло проходят траектории векторных полей 𝑋 + ��

𝑀+ и 𝑋− ��
𝑀− ,

касающиеся в этой точке 𝑀0. Их положительные (отрицательные) полутраектории, начинающиеся в
точке 𝑧0, будем называть выходящими (входящими) сепаратрисами квазиседла. Сепаратрисы разбивают
окрестность квазиседла на четыре гиперболических сектора (рис. 1а). Квазицентр является траекторией
поля 𝑋 , а все остальные траектории, проходящие через точки некоторой его окрестности, являются
замкнутыми (периодическими) (рис. 1б).

Особую точку 𝑧0 назовем клювом, если 𝑄+ (𝑧0) = (𝑄+) ′𝑥 (𝑧0) = 0, 𝑃+ (𝑧0) (𝑄+) ′′𝑥𝑥 (𝑧0) ≠ 0. Пусть для
определенности 𝑃+ (𝑧0) (𝑄+) ′′𝑥𝑥 (𝑧0) > 0. Траектория поля 𝑋 + ��

𝑀+ ( 𝑋− ��
𝑀− ), начинающаяся в точке 𝑧0 ,

совпадает со своей положительной (отрицательной) полутраекторией и касается𝑀0 в этой точке. Будем
называть ее выходящей (входящей) сепаратрисой клюва. Сепаратрисы разбивают окрестность клюва на
два гиперболических сектора (рис. 1в). Случай 𝑃+ (𝑧0) (𝑄+) ′′𝑥𝑥 (𝑧0) < 0 сводится к рассмотренному случаю
переходом к векторному полю −𝑋 . Бифуркации клюва рассматривались в работе [6].

Рис. 1. Особые точки: а) квазиседло, б) квазицентр, в) клюв
Fig. 1. Singular points: а) quasisaddle, б) quasicenter, в) beak

3. Основные результаты. Рассмотрим семейство векторных полей 𝑋𝜀 = (𝑋 +
𝜀 , 𝑋

−
𝜀 ) ∈ 𝔛𝑟

𝐼
(𝑀,D), за-

висящих от параметра 𝜀, меняющегося в некоторой окрестности E′ нуля двумерного пространства E.
Пусть𝑋±

𝜀 (𝑥,𝑦) = (𝑃± (𝑥,𝑦, 𝜀), 𝑄± (𝑥,𝑦, 𝜀)), где 𝑃±𝑖 , 𝑄±
𝑖 (𝑖 = 1, 2) –𝐶𝑟 -функции, 𝑟 ≥ 4. Будем предполагать, что

выполняются следующие условия:
Условие 1. 𝑃+ (0) > 0, 𝑄+ (0) = (𝑄+) ′𝑥 (0) = (𝑄+) ′′𝑥𝑥 (0) = 0, (𝑄+) ′′′𝑥𝑥𝑥 (0) ≠ 0, (𝑄+) ′𝑦 (0) ≠ 0.
Условие 2. Ковекторы (𝑄+) ′𝜀 (0) и (𝑄+) ′′𝑥𝜀 (0) линейно независимы.
Из условия 1 следует, что для векторного поля 𝑋0 поведение траектории в окрестности особой точки

𝑂 = (0, 0) при (𝑄+) ′′′𝑥𝑥𝑥 (0) > 0 аналогично поведению траекторий в окрестности квазиседла, отличие
только в большем порядке касания сепаратрис с 𝑀0, а при (𝑄+) ′′′𝑥𝑥𝑥 (0) < 0 аналогично поведению
траекторий в окрестности квазицентра.

Без ограничения общности можно считать (𝑄+) ′𝑦 (0) < 0. Если (𝑄+) ′𝑦 (0) > 0, то следует заменить
векторные поля 𝑋𝜀 на векторные поля −𝑋𝜀 , а координату 𝑥 на −𝑥 .
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Выберем число 𝑑0 > 0 и окрестности E′′ нуля в E так, чтобы 𝑃+ (𝑥,𝑦, 𝜀) > 0 при |𝑥 | < 𝑑0, |𝑦 | < 𝑑0,
𝜀 ∈ E′′. Тогда траектории поля 𝑋 +

𝜀 , 𝜀 ∈ E′′, в области |𝑥 | < 𝑑0, |𝑦 | < 𝑑0 являются интегральными кривыми
дифференциального уравнения 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑅(𝑥,𝑦, 𝜀), где 𝑅 = 𝑄+/𝑃+. Из условия 1 имеем

𝑅(0) = 𝑅′
𝑥 (0) = 𝑅′′

𝑥𝑥 (0) = 0, sgn𝑅′′′
′𝑥𝑥𝑥 (0) = sgn(𝑄+) ′′′𝑥𝑥𝑥 (0), (2)

𝑅′
𝑦 (0) < 0. (3)

Определим функции 𝑓𝑖 : E′′ → R, положив

𝑓1 (𝜀) := −𝑅′
𝑥 (0, 0, 𝜀) · sgn𝑅′′′

𝑥𝑥𝑥 (0), 𝑓2 (𝜀) := 𝑅(0, 0, 𝜀). (4)

Так как 𝑅′
𝜀 (0) = 𝑄 ′

𝜀 (0)/𝑃 (0), 𝑅′′
𝑥𝜀 (0) = 𝑄 ′′

𝑥𝜀 (0)/𝑃 (0) − 𝑃 ′
𝑥 (0)𝑄 ′

𝜀 (0)/𝑃2 (0), то из условия 2 и (4) следует,
что и ковекторы (𝑓2) ′𝜀 (0) и (𝑓1) ′𝜀 (0) линейно независимы. Поэтому в некоторой окрестности E0 нуля в E
существуют такие 𝐶𝑟−1-координаты 𝜀1, 𝜀2, что

∀𝜀 ∈ E0 𝑓1 (𝜀) = 𝜀1, 𝑓2 (𝜀) = 𝜀2. (5)

Далее будем отождествлять точку 𝜀 ∈ E0 с ее координатной строкой: 𝜀 = (𝜀1, 𝜀2) и полагать E0 =

(−𝛿0, 𝛿0)2 при некотором 𝛿0 > 0.

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма в случае (𝑄+)′′′𝑥𝑥𝑥 (0) > 0
Fig. 2. Bifurcation diagram in the case (𝑄+)′′′𝑥𝑥𝑥 (0) > 0

Теорема 1. Пусть для семейства векторных полей 𝑋𝜀 ∈ 𝔛𝑟
𝐼
(𝑀,D) выполняются условия 1 и 2, а

(𝑄+) ′′′𝑥𝑥𝑥 (0) > 0. Тогда существуют окрестность 𝑈 точки 𝑂 , число 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) и разбиение области пара-
метров (−𝛿, 𝛿)2 на множества 𝐵0 = {(0, 0)}, 𝐸𝑘 , 𝐵𝑘 , 𝑘 = 1, 2, 3, где

𝐵𝑘 = {𝜀 : 𝜀2 = 𝑏𝑘 (𝜀1)}, 𝑏𝑘 : (0, 𝛿) → (−𝛿, 𝛿), 𝑏𝑘 ∈ 𝐶1, 𝑏1 (+0) = 𝑏 ′1 (+0) = 𝑏3 (+0) = 𝑏 ′3 (+0) = 0, ∀ 𝜀1 ∈ (0, 𝛿)
𝑏1 (𝜀1) < 0, 𝑏3 (𝜀1) > 0, 𝑏1 (𝜀1) < 𝑏2 (𝜀1) < 𝑏3 (𝜀1),

𝐸𝑘 – связная компонента (−𝛿, 𝛿)2\⋃3
𝑖=0 𝐵𝑖 , в границу которой входят 𝐵𝑘 и 𝐵𝑘+1 (𝐵4 := 𝐵1), со следующими

свойствами:
Фазовые портреты векторных полей 𝑋𝜀 в𝑈 при 𝜀 ∈ 𝐸𝑘 и 𝜀 ∈ 𝐵𝑘 имеют вид, изображенный на рис. 2.
Если 𝜀 ∈ 𝐵1 или 𝜀 ∈ 𝐵3, то 𝑋𝜀 имеет в 𝑈 две особые точки: квазиседло и клюв. Выходящие (входящие) се-

паратрисы квазиседла при возрастании (убывании) времени покидают𝑈 . При 𝜀 ∈ 𝐵1 входящая (выходящая)
сепаратриса клюва принадлежит 𝑀+ (𝑀−) и при убывании (возрастании) времени покидает 𝑈 . При 𝜀 ∈ 𝐵3
входящая (выходящая) сепаратриса клюва принадлежит𝑀− (𝑀+), и при убывании возрастании (возраста-
нии) времени покидает 𝑈 . Все остальные траектории выходят из 𝑈 и при возрастании, и при убывании
времени.

Если 𝜀 ∈ 𝐵2 ∪ 𝐸1 ∪ 𝐸2, то 𝑋𝜀 имеет в 𝑈 три особых точки: квазиседла 𝑧± (𝜀) = (𝑥± (𝜀), 0) и квазицентр
𝑧0 (𝜀) = (𝑥0 (𝜀), 0), где 𝑥− (𝜀) < 𝑥0 (𝜀) < 𝑥+ (𝜀).

При 𝜀 ∈ 𝐵2 выходящая (входящая) сепаратриса квазиседла 𝑧+ (𝜀) совпадает с входящей (выходящей) сепа-
ратрисой квазиседла 𝑧− (𝜀). Эти сепаратрисы образуют контур, являющийся периодической траекторией
и ограничивающий вместе с квазицентром 𝑧0 (𝜀) кольцевую область, состоящую из периодических траек-
торий. Две другие выходящие (входящие) сепаратрисы точек 𝑧± (𝜀) при возрастании (убывании) времени
покидают𝑈 . Все остальные траектории выходят из𝑈 и при возрастании и при убывании времени.
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При 𝜀 ∈ 𝐸1, соотв. при 𝜀 ∈ 𝐸2, выходящая и входящая сепаратриса квазиседла 𝑧− (𝜀), соотв. 𝑧+ (𝜀), обра-
зуют контур, являющийся периодической траекторией, и ограничивающий вместе с квазицентром 𝑧0 (𝜀)
кольцевую область, состоящую из периодических траекторий. Другая выходящая (входящая) сепаратриса
этой точки, а также выходящие (входящие) сепаратрисы точки 𝑧+ (𝜀) соотв. точки 𝑧− (𝜀), при возраста-
нии (убывании) времени покидают 𝑈 . Все остальные траектории выходят из 𝑈 и при возрастании и при
убывании времени.

Если 𝜀 ∈ 𝐸3, то 𝑋𝜀 имеет в 𝑈 единственную особую точку – квазиседло, выходящие (входящие) сепара-
трисы которого при возрастании (убывании) времени покидают 𝑈 . Все остальные траектории выходят
из𝑈 и при возрастании, и при убывании времени.

При любых 𝜀 ′, 𝜀 ′′ ∈ 𝐸𝑘 (𝜀 ′, 𝜀 ′′ ∈ 𝐵𝑘 ) векторные поля 𝑋𝜀′ и 𝑋𝜀′′ топологически эквивалентны в𝑈 .
Доказательство теоремы 1 приведено в разделах 4–6.
Теорема 2. Пусть семейство векторных полей 𝑋𝜀 ∈ 𝔛𝑟

𝐼
(𝑀,D) удовлетворяет условиям 1 и 2 и

(𝑄+) ′′′𝑥𝑥𝑥 (0) < 0. Тогда существуют окрестность 𝑈 точки 𝑂 , число 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) и разбиение области па-
раметров (−𝛿, 𝛿)2 на множества 𝐵0 = {(0, 0)}, 𝐸𝑘 , 𝐵𝑘 , 𝑘 = 1, 2, где

𝐵𝑘 = {𝜀 : 𝜀2 = 𝑏𝑘 (𝜀1)}, 𝑏𝑘 : (0, 𝛿) → (−𝛿, 𝛿), 𝑏𝑘 ∈ 𝐶1, 𝑏𝑘 (+0) = 𝑏 ′𝑘 (+0) = 0, 𝑏1 (𝜀1) < 0 < 𝑏3 (𝜀1),
𝐸𝑘 – связная компонентамножества (−𝛿, 𝛿)2\(𝐵0∪𝐵1∪𝐵2), в границу которой входят𝐵𝑘 и𝐵𝑘+1 (𝐵3 := 𝐵1),

со следующими свойствами:
Фазовые портреты векторных полей 𝑋𝜀 в𝑈 при 𝜀 ∈ 𝐸𝑘 и 𝜀 ∈ 𝐵𝑘 имеют вид, изображенный на рис. 3.
При любых 𝜀 ′, 𝜀 ′′ ∈ 𝐸𝑘 (𝜀 ′, 𝜀 ′′ ∈ 𝐵𝑘 ) векторные поля 𝑋𝜀′ и 𝑋𝜀′′ топологически эквивалентны в𝑈 .
Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1 и потому опускается.

Рис.3. Бифуркационная диаграмма в случае (𝑄+)′′′𝑥𝑥𝑥 (0) < 0
Fig. 3. Bifurcation diagram in the case (𝑄+)′′′𝑥𝑥𝑥 (0) < 0

4. Окрестность 𝑈 . Особые точки. Бифуркационные кривые 𝐵1 и 𝐵3. По условию теоремы
(𝑄+) ′′′𝑥𝑥𝑥 (0) > 0. Ввиду (2) и (3) можно выбрать такое число 𝑑1 > 0, что 𝑅(0, 𝑑1, 0) < 0. Отсюда и из (2)
следует, что, взяв достаточно малые 𝑑2 > 0 и 𝛿1 ∈ (0, 𝛿0), будем иметь при всех 𝑥 ∈ [−𝑑2, 𝑑2], 𝜀 ∈ [−𝛿1, 𝛿1]2

𝑅(𝑥, 𝑑1, 𝜀) < 0, (6)

𝑅′′′
′𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 0, 𝜀) > 0, (7)

±𝑅(±𝑑2, 0, 𝜀) > 0. (8)

Зададим окрестность 𝑈 точки 𝑂 неравенствами |𝑥 | < 𝑑2, |𝑦 | < 𝑑1. Ее граница 𝜕𝑈 является объеди-
нением дуг 𝛾±𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3), где 𝛾+1 = {(𝑥,𝑦) : 𝑥 = −𝑑2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑1}, 𝛾+2 = {(𝑥,𝑦) : −𝑑2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑2, 𝑦 = 𝑑1},
𝛾+3 = {(𝑥,𝑦) : 𝑥 = 𝑑2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑1}, 𝛾−𝑖 = 𝐼 (𝛾+𝑖 ). Вследствие (6) ∀𝜀 ∈ (−𝛿1, 𝛿1)2 траектории векторного поля
𝑋 +
𝜀 (𝑋−

𝜀 ) трансверсальны дугам 𝛾+𝑖 (𝛾−𝑖 ), причем во внутренних точках 𝛾+1 и 𝛾+2 (𝛾−1 и 𝛾−2 ) они входят в 𝑈
(выходят из𝑈 ), а в точках 𝛾+3 (𝛾−3 ) они выходят из из𝑈 (входят в𝑈 ).

Вследствие (7) и (8) функция 𝑅(·, 0, 𝜀) имеет на отрезке [−𝑑2, 𝑑2] либо один, либо три нуля с учетом их
кратности.

Пусть 𝑌 (𝑥,𝑢, 𝑣, 𝜀) – решение уравнения 𝑦 ′ = 𝑅(𝑥,𝑦, 𝜀), которое удовлетворяет начальному усло-
вию 𝑌 (𝑢,𝑢, 𝑣, 𝜀) = 𝑣 . Обозначим 𝑁 наибольшее значение |𝑅(𝑥,𝑦, 𝜀) | в 𝑈 × [−𝛿1, 𝛿1]2. Пусть 0 < 𝑑∗ <

min{𝑑2, 𝑁 /2𝑑2}. Тогда при |𝑢 | < 𝑑∗ решение 𝑌 (𝑥,𝑢, 0, 𝜀) определено для всех 𝑥 ∈ [−𝑑2, 𝑑2].
Вследствие (2) числа 𝑑∗ и 𝛿2 ∈ (0, 𝛿1) можно выбрать так, что все нули функции 𝑅(·, 0, 𝜀), 𝜀 ∈ (−𝛿2, 𝛿2)2,

принадлежат интервалу (−𝑑∗, 𝑑∗).
Кратные нули функции𝑅(·, 0, 𝜀) удовлетворяют системе уравнений𝑅(𝑥, 0, 𝜀) = 𝑅′

𝑥 (𝑥, 0, 𝜀) = 0. С учетом
равенств (2), (4) и (5) ее можно записать в виде

𝜀2 − 𝜀1𝑥 + 𝑎(𝜀)𝑥2 + 𝑐 (𝑥, 𝜀) = 0, −𝜀1 + 2𝑎(𝜀)𝑥 + 𝑐 ′𝑥 (𝑥, 𝜀) = 0, (9)
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где

𝑎(·) ∈ 𝐶1, 𝑎(0) = 0, 𝑐 (·, ·) ∈ 𝐶4, 𝑐 (𝑥, 𝜀) = (𝑅′′′
𝑥𝑥𝑥 (0, 𝜀)/6)𝑥3 + 𝑜 (𝑥3), 𝑐 ′𝑥 (𝑥, 𝜀) = (𝑅′′′

𝑥𝑥𝑥 (0, 𝜀)/2)𝑥2 + 𝑜 (𝑥2).

По теореме о неявной функции существует такое 𝑥 ∈ (0, 𝑑∗), что для любого 𝑥 ∈ [−𝑥, 𝑥] система (9)
имеет относительно 𝜀 ∈ (−𝛿2, 𝛿2)2 решение 𝜀 = 𝜀 (𝑥) = (𝜀1 (𝑥), 𝜀2 (𝑥)), где 𝜀𝑘 (·) (𝑘 = 1, 2) – 𝐶3-функции,
𝜀𝑘 (0) = 0. Записав их в виде

𝜀1 (𝑥) = 𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑥2 + 𝑜 (𝑥2), 𝜀2 (𝑥) = 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 + 𝑜 (𝑥3)

и подставив в (9), получим 𝛼1 = 𝛽1 = 𝛽2 = 0, 𝛼2 = 𝑅′′′
𝑥𝑥𝑥 (0)/2, 𝛽3 = 𝑅′′′

𝑥𝑥𝑥 (0)/3. Таким образом, 𝑅(·, 0, 𝜀) имеет
кратный нуль 𝑥 ∈ [−𝑥, 𝑥] при значениях параметров

𝜀1 = 𝜀1 (𝑥) = 𝛼2𝑥
2 + 𝑜 (𝑥2), 𝜀2 = 𝜀2 (𝑥) = 𝛽3𝑥

3 + 𝑜 (𝑥3), (10)

где 𝛼2 > 0, 𝛽3 > 0. Так как

𝑅′′
𝑥𝑥 (𝑥, 0, 𝜀 (𝑥) ) = 2𝑎(𝜀 (𝑥) ) + 𝑅′′′

𝑥𝑥𝑥 (0, 0, 𝜀 (𝑥) )𝑥 + 𝑜 (𝑥) = 𝑅′′′
𝑥𝑥𝑥 (0)𝑥 + 𝑜 (𝑥),

то 𝑥 можно считать выбранным так, что sgn𝑅′′
𝑥𝑥 (𝑥, 𝜀 (𝑥) ) = sgn𝑥 при 𝑥 ∈ [−𝑥, 𝑥]. Следовательно,

𝑥 ∈ [−𝑥, 𝑥], 𝑥 ≠ 0 – двукратный нуль функции 𝑅(·, 0, 𝜀) при 𝜀 = 𝜀 (𝑥). Ввиду (10) мы можем также
считать 𝑥 столь малым, что 1) 𝜀1 (𝑥) убывает на [−𝑥, 0], возрастает на [0, 𝑥] и потому имеет на этих
отрезках непрерывные обратные функции, соответственно 𝑥− (𝜀1), 𝜀1 ∈ [0, 𝜀1 (−𝑥)] и 𝑥+ (𝜀1), 𝜀1 ∈ [0, 𝜀1 (𝑥) ],
дифференцируемые при 𝜀1 ≠ 0; 2) |𝜀2 (±𝑥) | < 𝜀1 (±𝑥). Возьмем 0 < 𝛿 < min{𝜀1 (−𝑥), 𝜀1 (𝑥)} и положим
𝑏1 (𝜀1) := 𝜀2 (𝑥− (𝜀1)) , 𝜀1 ∈ (0, 𝛿) и 𝑏3 (𝜀1) := 𝜀2 (𝑥+ (𝜀1)) , 𝜀1 ∈ (0, 𝛿). Из (10) следует, что 𝑏𝑘 (+0) = 𝑏 ′𝑘 (+0) = 0,
𝑘 = 1, 3.

При 𝜀2 = 𝑏1 (𝜀1) 𝑅(·, 0, 𝜀) кроме 𝑥− (𝜀1) имеет еще один (простой) нуль, который обозначим 𝑥+ (𝜀1). При
𝜀2 = 𝑏1 (𝜀1) 𝑅(𝑥, 0, 𝜀) = 𝑅′′

𝑥𝑥 (𝑥− (𝜀1), 𝜀 ) (𝑥 − 𝑥− (𝜀1))2 + 𝑜 ((𝑥 − 𝑥− (𝜀1))2). Поэтому 𝑅(𝑥∗, 0, 𝜀) < 0 при некотором
𝑥∗ > 𝑥− (𝜀1). Отсюда и из (8) получаем что 𝑥− (𝜀1) < 𝑥+ (𝜀1) < 𝑑 и

𝑅(𝑥, 0, 𝜀) < 0 при 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑥− (𝜀1)) ∪ (𝑥− (𝜀1), 𝑥+ (𝜀1)), 𝑅(𝑥, 0, 𝜀) > 0 при 𝑥 ∈ (𝑥+ (𝜀1), 𝑑], (11)

𝑅′
𝑥 (𝑥+ (𝜀1), 0, 𝜀) > 0. (12)

Аналогично, при 𝜀2 = 𝑏3 (𝜀1) функция 𝑅(·, 0, 𝜀) кроме 𝑥+ (𝜀1) имеет еще один (простой) нуль 𝑥− (𝜀1); при
этом −𝑑 < 𝑥− (𝜀1) < 𝑥+ (𝜀1),

𝑅(𝑥, 0, 𝜀) < 0 при 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑥− (𝜀1)), 𝑅(𝑥, 0, 𝜀) > 0 при 𝑥 ∈ (𝑥− (𝜀1), 𝑥+ (𝜀1)) ∪ (𝑥+ (𝜀1), 𝑑], (13)

𝑅′
𝑥 (𝑥− (𝜀1), 0, 𝜀) > 0. (14)

Пусть 𝐵𝑘 := {𝜀 : 𝜀2 = 𝑏𝑘 (𝜀1)}, 𝑘 = 1, 3.
5. Бифуркационная кривая 𝐵2. Обозначим 𝐵∗ := {𝜀 : 0 < 𝜀1 < 𝛿, 𝑏1 (𝜀1) < 𝜀2 < 𝑏3 (𝜀1)}. Так как при

𝜀2 = 0 точка 𝑥 = 0 – нуль функции 𝑅(𝑥, 0, 𝜀) = −𝜀1𝑥 + 𝑎(𝜀)𝑥2 + 𝑜 (𝑥2) и 𝑅′
𝑥 (0, 0, 𝜀) = −𝜀1 < 0, то с учетом (8)

получаем, что имеется еще два простых нуля. Так как простые нули непрерывно зависят от параметра,
а 𝐵∗ – связное множество, то ∀𝜀 ∈ 𝐵∗ 𝑅(·, 0, 𝜀) имеет на (−𝑑, 𝑑) три простых нуля

𝑥− (𝜀) < 𝑥0 (𝜀) < 𝑥+ (𝜀). (15)

По теореме о неявной функции 𝑥− (·), 𝑥0 (·), 𝑥+ (·) ∈ 𝐶1. Из (8) следует, что

𝑅(𝑥, 0, 𝜀) > 0 при 𝑥 ∈ (𝑥− (𝜀), 𝑥0 (𝜀)) ∪ (𝑥+ (𝜀), 𝑑2),
𝑅(𝑥, 0, 𝜀) < 0 при 𝑥 ∈ (−𝑑2, 𝑥− (𝜀)) ∪ (𝑥0 (𝜀), 𝑥+ (𝜀)),

(16)

𝑅′
𝑥 (𝑥± (𝜀), 0, 𝜀) > 0, 𝑅′

𝑥 (𝑥0 (𝜀), 0, 𝜀) < 0, и потому точки 𝑧± (𝜀) = (𝑥± (𝜀1), 0) – квазиседла, а точка 𝑧0 (𝜀) =

(𝑥0 (𝜀1), 0) – квазицентр.
Производная 𝑌 ′

𝜀2 (𝑥,𝑢, 𝑣, 𝜀) решения 𝑌 (𝑥,𝑢, 𝑣, 𝜀) уравнения 𝑦 ′ = 𝑅(𝑥,𝑦, 𝜀) удовлетворяет уравнению в
вариациях

𝑑
𝑑𝑥
𝑌 ′
𝜀2 = 𝑅

′
𝑦 (𝑥,𝑌 (𝑥,𝑢, 𝑣, 𝜀), 𝜀)𝑌 ′

𝜀2 + 𝑅
′
𝜀2 (𝑥,𝑌 (𝑥,𝑢, 𝑣, 𝜀), 𝜀)

и начальному условию 𝑌 ′
𝜀2 (𝑢,𝑢, 𝑣, 𝜀) = 0. Следовательно,

𝑌 ′
𝜀2 (𝑥,𝑢, 𝑣, 𝜀) =

𝑥∫
𝑢

𝑅′
𝜀2 (𝑠, 𝑌 (𝑠,𝑢, 𝑣, 𝜀), 𝜀) exp

𝑥∫
𝑠

𝑅′
𝑦 (𝜉, 𝑌 (𝜉,𝑢, 𝑣, 𝜀), 𝜀)𝑑𝜉 𝑑𝑠. (17)
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Функции𝑌 (·, 𝑥± (𝜀), 0, 𝜀) определеныво всех точках отрезка [−𝑑2, 𝑑2]. Так как𝑅(0, 0, 𝜀) = 𝜀2, то𝑅′
𝜀2 (0, 0, 𝜀) = 1,

и потому окрестность 𝑈 и 𝛿 можно считать столь малыми, что 𝑅′
𝜀2 (𝑥,𝑦, 𝜀) ≥ 1/2 при всех (𝑥,𝑦) ∈ 𝑈 ,

𝜀 ∈ [−𝛿, 𝛿]2. Теперь из (15) и (17) имеем

𝑌 ′
𝜀2 (0, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) > 0, 𝑌 ′

𝜀2 (0, 𝑥+ (𝜀), 0, 𝜀) < 0. (18)

Определим функцию Δ(𝜀) := 𝑌 (0, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) − 𝑌 (0, 𝑥+ (𝜀), 0, 𝜀). Ее производная

Δ′
𝜀2 (𝜀) = 𝑌

′
𝑢 (0, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) (𝑥−) ′𝜀2 (𝜀) + 𝑌

′
𝜀2 (0, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) − 𝑌

′
𝑢 (0, 𝑥+ (𝜀), 0, 𝜀) (𝑥+) ′𝜀2 (𝜀) − 𝑌

′
𝜀2 (0, 𝑥+ (𝜀), 0, 𝜀). (19)

По формуле для производной решения дифференциального уравнения по начальному значению
аргумента [8, с. 120] 𝑌 ′

𝑢 (0, 𝑥± (𝜀), 0, 𝜀) = −𝑌 ′
𝑣 (0, 𝑥± (𝜀), 0, 𝜀)𝑅(𝑥± (𝜀), 0, 𝜀) = 0. Отсюда, из (18) и (19) получаем

Δ′
𝜀2 (𝜀) > 0. (20)

Фиксируем 𝜀1 ∈ (0, 𝛿). Пусть 𝜀 = 𝜀 (𝜇) := (𝜀1, 𝑏1 (𝜀1) + 𝜇). При достаточно малом 𝜇 > 0 𝑥− (𝜀 (𝜇)) <

𝑥0 (𝜀 (𝜇)) < 0 < 𝑥+ (𝜀 (𝜇)), причем

lim
𝜇→0

𝑥− (𝜀 (𝜇)) = lim
𝜇→0

𝑥0 (𝜀 (𝜇)) = 𝑥− (𝜀1), (21)

lim
𝜇→0

𝑥+ (𝜀 (𝜇)) = 𝑥+ (𝜀1). (22)

Ввиду (11)
𝑌 (𝑥− (𝜀1), 𝑥+ (𝜀1), 0, 𝜀 (0)) > 0. (23)

Вследствие (21) – (23) при достаточно малых 𝜇

𝑌 (𝑥0 (𝜀 (𝜇)), 𝑥+ (𝜀 (𝜇)), 0, 𝜀 (𝜇)) > 𝑌 (𝑥− (𝜀1), 𝑥+ (𝜀1), 0, 𝜀 (0))/2 > 0. (24)

Из (21) следует, что lim
𝜇→0

𝑌 (𝑥0 (𝜀 (𝜇)), 𝑥− (𝜀 (𝜇)), 0, 𝜀 (𝜇)) = 𝑌 (𝑥− (𝜀1), 𝑥− (𝜀1), 0, 𝜀 (0)) = 0. Отсюда и из (24)
получаем, что про достаточно малых 𝜇

𝑌 (𝑥0 (𝜀 (𝜇)), 𝑥− (𝜀 (𝜇)), 0, 𝜀 (𝜇)) < 𝑌 (𝑥0 (𝜀 (𝜇)), 𝑥+ (𝜀 (𝜇)), 0, 𝜀 (𝜇)).

Но тогда и 𝑌 (0, 𝑥− (𝜀 (𝜇)), 0, 𝜀 (𝜇)) < 𝑌 (0, 𝑥+ (𝜀 (𝜇)), 0, 𝜀 (𝜇)). Тем самым,

Δ(𝜀1, 𝑏1 (𝜀1) + 𝜇) < 0. (25)

Аналогично, используя (13), доказывается, что достаточно малых 𝜇 > 0

Δ(𝜀1, 𝑏3 (𝜀1) − 𝜇) > 0. (26)

Из (25), (26) и (20) получаем, что существует число 𝑏2 (𝜀1) ∈ (𝑏1 (𝜀1), 𝑏3 (𝜀1)) такое, что

sgnΔ(𝜀) = sgn(𝜀2 − 𝑏2 (𝜀1)). (27)

Из (27) и (20) по теореме о неявной функции следует, что 𝑏2 (·) ∈ 𝐶1. Положим 𝐵2 := {𝜀 : 𝜀2 = 𝑏2 (𝜀1)}.
6. Перестройки фазовых портретов в 𝑈 . Множества B𝑘 уже были определены выше. Множества

E𝑘 определим согласно формулировке теоремы 1.
Пусть сначала 𝜀 ∈ B1. В обозначении 𝑥− (𝜀1) будем опускать тильду. Так как для 𝑅(·, 0, 𝜀), а потому и

для 𝑄+ (·, 0, 𝜀), 𝑥− (𝜀1) – двукратный нуль, sgn𝑄 ′′
𝑥𝑥 (𝑥− (𝜀1), 𝜀 ) = sgn𝑅′′

𝑥𝑥 (𝑥− (𝜀1), 𝜀 ) = −1, то 𝑧− (𝜀) = (𝑥− (𝜀1), 0)
является клювом, входящая сепаратриса которого является траекторией поля 𝑋 +

𝜀

��
𝑀+ . Вследствие (12)

особая точка 𝑧+ (𝜀) = (𝑥+ (𝜀1), 0) – квазиседло. Из (11) и поведения траекторий в точках 𝜕𝑈 следует, что
входящая сепаратриса клюва пересекает 𝜕𝑈 в точке 𝑁 + (𝜀) ∈ 𝛾+1 , одна входящая (выходящая) сепаратриса
квазиседла не выходит из𝑀+ и пересекает 𝜕𝑈 в точке𝑁 +

𝑖𝑛 (𝜀) ∈ 𝛾+1 (𝑁 +
𝑒𝑥𝑡 (𝜀) ∈ 𝛾+𝑒𝑥𝑡 ). Обозначим 𝐿+ (𝜀), 𝐿+𝑖𝑛 (𝜀),

𝐿+𝑒𝑥𝑡 (𝜀) соответственно дуги траекторий векторного поля 𝑋 +
𝜀

��
𝑀+ между точками 𝑧− (𝜀) и 𝑁 + (𝜀), 𝑧+ (𝜀) и

𝑁 +
𝑖𝑛 (𝜀), 𝑧+ (𝜀) и 𝑁 +

𝑒𝑥𝑡 (𝜀). Тогда 𝐿− (𝜀) = 𝐼 (𝐿+ (𝜀)), 𝐿−𝑒𝑥𝑡 (𝜀) = 𝐼 (𝐿+𝑖𝑛 (𝜀)) и 𝐿−𝑖𝑛 (𝜀) = 𝐼 (𝐿+𝑒𝑥𝑡 (𝜀)) соответственно дуги
выходящей сепаратрисы клюва, выходящей и входящей сепаратрисы квазиседла. Через каждую точку
множества𝑈 \(𝐿+ (𝜀) ∪ 𝐿− (𝜀) ∪ 𝐿+𝑖𝑛 (𝜀) ∪ 𝐿−𝑖𝑛 (𝜀) ∪ 𝐿+𝑒𝑥𝑡 (𝜀) ∪ 𝐿−𝑒𝑥𝑡 (𝜀)) проходит единственная траектория поля
𝑋𝜀 , выходящая из𝑈 , как при возрастании, так и при убывании времени.

Пусть 𝜀 ′, 𝜀 ′′ ∈ B1. Покажем, что векторные поля 𝑋𝜀′ |𝑈 и 𝑋𝜀′′ |𝑈 топологически эквивалентны, то есть
существует гомеоморфизм𝑈 , переводящий траектории поля𝑋𝜀′ |𝑈 в траектории поля𝑋𝜀′′ |𝑈 . Достаточно
построить гомеоморфизмℎ : 𝑈+ → 𝑈+, где𝑈+ := 𝑈 ∩𝑀+, переводящий особые точки в особые точки и лю-
бую траекториюполя𝑋𝜀′

��
𝑈+ в траекториюполя𝑋𝜀′′

��
𝑈+ . Обозначим 𝑆 (𝜀) := 𝐿+ (𝜀)∪𝐿+𝑖𝑛 (𝜀)∪𝐿+𝑒𝑥𝑡 (𝜀). Ясно, что

существует гомеоморфизм ℎ𝑆 : 𝑆 (𝜀 ′) → 𝑆 (𝜀 ′′), переводящий точки 𝑧− (𝜀 ′) и 𝑧+ (𝜀 ′) соответственно в точки
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𝑧− (𝜀 ′′) и 𝑧+ (𝜀 ′′), дуги 𝐿+ (𝜀 ′), 𝐿+𝑖𝑛 (𝜀 ′), 𝐿+𝑒𝑥𝑡 (𝜀 ′) соответственно в дуги 𝐿+ (𝜀 ′′), 𝐿+𝑖𝑛 (𝜀 ′′), 𝐿+𝑒𝑥𝑡 (𝜀 ′′). Обозначим𝑄 (𝜀)
связную компоненту𝑈+\𝑆 (𝜀), в границу которой входят дуги 𝐿+ (𝜀), 𝐿+𝑖𝑛 (𝜀), дуга 𝑙 (𝜀) ⊂ 𝛾+1 между точками
𝑁 + (𝜀) и𝑁 +

𝑖𝑛 (𝜀), а также дуга𝑦 = 0, 𝑥− (𝜀1) ≤ 𝑥 ≤ 𝑥+ (𝜀1). Пусть 𝑧 = 𝜁 (𝑡, 𝑥, 𝜀) – уравнение траектории поля𝑋 +
𝜀 ,

начинающейся в точке 𝑧 = (𝑥, 0): 𝜁 (0, 𝑥, 𝜀) = 𝑧. Так как имеет место (11), а поле 𝑋 +
𝜀 трансверсально дуге

𝛾+1 , то из [1, п. 3.6] следует, что существует такая непрерывная функция 𝑇𝜀 : [𝑥− (𝜀1), 𝑥+ (𝜀1)] → (−∞, 0),
что 𝜁 (𝑇𝜀 (𝑥), 𝑥, 𝜀) ∈ 𝑙 (𝜀), а 𝑄 (𝜀) = {𝑧 = 𝜁 (𝑡, 𝑥, 𝜀) : 𝑥− (𝜀1) < 𝑥 < 𝑥+ (𝜀1), 𝑇𝜀 (𝑥) < 𝑡 ≤ 0}. Гомеоморфизм
ℎ𝑆 : 𝑆 (𝜀 ′) → 𝑆 (𝜀 ′′) индуцирует такие гомеоморфизмы 𝜏± : [0, 1] → [0, 1], 𝜏± (0) = 0, что

∀𝑠 ∈ [0, 1] ℎ𝑆𝜁 (𝑠𝑇𝜀 (𝑥± (𝜀 ′1)), 𝑥± (𝜀 ′1), 𝜀 ′) = 𝜁 (𝜏± (𝑠)𝑇𝜀 (𝑥± (𝜀 ′′1 )), 𝑥± (𝜀 ′′1 ), 𝜀 ′′).

Пусть 𝜑 : [𝑥− (𝜀 ′1), 𝑥+ (𝜀 ′1)] → [𝑥− (𝜀 ′′1 ), 𝑥+ (𝜀 ′′1 )] – гомеоморфизм, 𝜑 (𝑥− (𝜀 ′)) = 𝑥− (𝜀 ′′),

𝜏 (𝑠, 𝑥) := 𝑥+ (𝜀 ′) − 𝑥
𝑥+ (𝜀 ′) − 𝑥− (𝜀 ′)

𝜏− (𝑠) +
𝑥 − 𝑥− (𝜀 ′)

𝑥+ (𝜀 ′) − 𝑥− (𝜀 ′)
𝜏+ (𝑠).

Равенство ℎ𝑄 (𝜁 (𝑠𝑇𝜀′ (𝑥), 𝑥, 𝜀 ′)) = 𝜁 (𝜏 (𝑠, 𝑥)𝑇𝜀′′ (𝜑 (𝑥)), 𝜑 (𝑥), 𝜀 ′′)) задает гомеоморфизм ℎ𝑄 : 𝑄 (𝜀 ′) → 𝑄 (𝜀 ′′),
переводящий траектории поля𝑋𝜀′

��
𝑈+ в траектории поля𝑋𝜀′′

��
𝑈+ и совпадающий с ℎ𝑆 в граничных точках

𝑄 (𝜀 ′). Аналогично задаются гомеоморфизмыℎ𝑄 : 𝑄 (𝜀 ′) → 𝑄 (𝜀 ′′) для остальных компонент𝑄 (𝜀 ′) и𝑄 (𝜀 ′′)
множеств𝑈+\𝑆 (𝜀 ′) и𝑈+\𝑆 (𝜀 ′′). Тогда гомеоморфизм ℎ : 𝑈+ → 𝑈+ задается равенствами ℎ(𝑧) := ℎ𝑄 (𝑧), для
любой компоненты 𝑄 = 𝑄 (𝜀 ′) множества𝑈+\𝑆 (𝜀 ′), содержащей в своем замыкании точку 𝑧.

Случай 𝜀 ∈ B3 рассматривается аналогично случаю 𝜀 ∈ B1. Вместо (11) и (12) надо использовать (13) и
(14).

Пусть 𝜀 ∈ E1. Векторное поле𝑋𝜀 имеет два квазиседла 𝑧± (𝜀) = (𝑥± (𝜀), 0) и квазицентр 𝑧0 (𝜀) = (𝑥0 (𝜀), 0).
Из (16) и (27) имеем 𝑌 (𝑥, 𝑥+ (𝜀), 0, 𝜀) > 0 при всех 𝑥 ∈ [−𝑑2, 𝑑2], 𝑥 ≠ 𝑥+ (𝜀), а также 𝑌 (𝑞(𝜀), 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) =

0, 𝑌 (𝑥, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) > 0 при 𝑥 ∈ (−𝑑2, 𝑞(𝜀)), 𝑥 ≠ 𝑥− (𝜀) где 𝑥0 (𝜀) < 𝑞(𝜀) < 𝑥+ (𝜀). Отсюда получаем следующие
утверждения: Уравнение 𝑦 = 𝑌 (𝑥, 𝑥+ (𝜀), 0, 𝜀) при 𝑥 ∈ (−𝑑2, 𝑥+ (𝜀)] (при 𝑥 ∈ [𝑥+ (𝜀), 𝑑2)) задает входящую
(выходящую) сепаратрису 𝐿++,𝑖𝑛 (𝜀) (𝐿++,𝑒𝑥𝑡 (𝜀)) квазиседла 𝑧+ (𝜀); 𝐿−+,𝑖𝑛 (𝜀) = 𝐼 (𝐿++,𝑒𝑥𝑡 (𝜀)) (𝐿−+,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) = 𝐼 (𝐿++,𝑖𝑛 (𝜀)))
также входящая (выходящая) сепаратриса 𝑧+ (𝜀). Уравнение 𝑦 = 𝑌 (𝑥, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) при 𝑥 ∈ (−𝑑2, 𝑥− (𝜀)] за-
дает входящую сепаратрису 𝐿+−,𝑖𝑛 (𝜀) квазиседла 𝑧− (𝜀); 𝐿−−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) = 𝐼 (𝐿+−,𝑖𝑛 (𝜀)) – выходящая сепаратриса
точки 𝑧− (𝜀). Уравнение 𝑦 = 𝑌 (𝑥, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) при 𝑥 ∈ [𝑥− (𝜀), 𝑞(𝜀)] задает дугу 𝐿+−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) выходящей сепара-
трисы квазиседла 𝑧− (𝜀); 𝐿−−,𝑖𝑛 (𝜀) = 𝐼 (𝐿+−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀)) – дуга входящей сепаратрисы 𝑧− (𝜀). «Петля сепаратрисы»
𝐿+−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀)∪𝐿−−,𝑖𝑛 (𝜀) является периодической траекторией поля𝑋𝜀 . Все траектории, проходящие через точки
кольцевой области 𝐾 (𝜀), ограниченной этой петлей и квазицентром 𝑧0 (𝜀), также периодические. Через
каждую точку множества

𝐷 (𝜀) := 𝑈 \(𝐾 (𝜀) ∪ 𝐿++,𝑖𝑛 (𝜀) ∪ 𝐿−+,𝑖𝑛 (𝜀) ∪ 𝐿++,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) ∪ 𝐿−+,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) ∪ 𝐿+−,𝑖𝑛 (𝜀) ∪ 𝐿−−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀))

проходит единственная траектория поля 𝑋𝜀 , выходящая из𝑈 , как при возрастании, так и при убывании
времени.

Случай 𝜀 ∈ E2 отличается от случая 𝜀 ∈ E1 только сменой ролей точек 𝑧− (𝜀) и 𝑧+ (𝜀). Теперь совпадают,
образуя петлю, выходящая и выходящая сепаратрисы точки 𝑧+ (𝜀).

В случае 𝜀 ∈ B2 из (16) и (27) получаем 𝑌 (𝑥, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀) = 𝑌 (𝑥, 𝑥+ (𝜀), 0, 𝜀) > 0 при всех 𝑥 ∈ [−𝑑2, 𝑑2], 𝑥 ≠

𝑥± (𝜀). Тем самым, выходящая сепаратриса𝐿+−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) точки𝑧− (𝜀), задаваемаяуравнением𝑦 = 𝑌 (𝑥, 𝑥− (𝜀), 0, 𝜀),
𝑥 ∈ [𝑥− (𝜀), 𝑥+ (𝜀)] совпадает с входящей сепаратрисой точки 𝑧+ (𝜀), а входящая сепаратриса 𝐿−−,𝑖𝑛 (𝜀) =

𝐼 (𝐿+−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀)) точки 𝑧− (𝜀) совпадает с входящей сепаратрисой точки 𝑧+ (𝜀). Замкнутая кривая 𝐿+−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) ∪
𝐿−−,𝑖𝑛 (𝜀) является периодической траекторией. Все траектории, проходящие через точки кольцевой обла-
сти 𝐾 (𝜀), ограниченной этой кривой и квазицентром 𝑧0 (𝜀), также периодические. Сепаратрисы 𝐿+−,𝑖𝑛 (𝜀),
𝐿−−,𝑒𝑥𝑡 (𝜀), 𝐿++,𝑒𝑥𝑡 (𝜀) и 𝐿−+,𝑖𝑛 (𝜀) определяются также как и в случае 𝜀 ∈ B1. Через каждую точку множества𝐷 (𝜀)
проходит единственная траектория поля 𝑋𝜀 , выходящая из𝑈 , как при возрастании, так и при убывании
времени.

При 𝜀 = (𝜀1, 0) ∈ E3 точка 𝑥 = 0 – нуль функции 𝑅(·, 0, 𝜀) и 𝑅′
𝑥 (0, 0, 𝜀) = −𝜀1 > 0. Ввиду (8) других

нулей на [−𝑑2, 𝑑2] у 𝑅(·, 0, 𝜀) нет. Так как E3 – связное множество, то ∀𝜀 ∈ E3 𝑅(·, 0, 𝜀) имеет на [−𝑑2, 𝑑2]
единственный нуль 𝑥0 (𝜀), при этом 𝑅′

𝑥 (𝑥0 (𝜀), 0, 𝜀) > 0. Тем самым, поле 𝑋𝜀 имеет в 𝑈 единственную
особую точку – квазиседло 𝑧0 (𝜀) = (𝑥0 (𝜀), 0).

Вследствие (2) и (7) 𝑅(·, 0, 0) имеет на [−𝑑2, 𝑑2] единственный нуль 𝑥 = 0 и ∀𝑥 ∈ [−𝑑2, 𝑑2] sgn𝑅(𝑥, 0, 0) =
sgn𝑥 . Поэтому поле 𝑋0 имеет в 𝑈 единственную особую точку 𝑂 , а поведение его траектории в 𝑈
аналогично поведению траекторий векторных полей 𝑋𝜀 , 𝜀 ∈ E3.

Топологическая эквивалентность векторных полей 𝑋𝜀′ |𝑈 и 𝑋𝜀′′ |𝑈 при 𝜀 ′1 и 𝜀
′′
1 , принадлежащих соот-

ветственно B2, B3, E1, E2, E3, доказывается аналогично тому, как это было сделано для случая 𝜀 ′, 𝜀 ′′ ∈ B1.
На этом доказательство теоремы 1 закончено.
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