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1. Введение. В статье рассматривается задача отыскания решения в ограниченной области 𝑄𝑇 =

(0, 𝑙) × (0,𝑇 ) гиперболического уравнения

𝑢𝑡𝑡 − (𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 )𝑥 + 𝑐 (𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓 (𝑥, 𝑡), (1)

удовлетворяющего начальным данным

𝑢 (𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡 (𝑥, 0) = 0 (2)

и нелокальным условиям

𝑢 (0, 𝑡) +
𝑙∫
0
𝐾1 (𝑥)𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0,

𝑢 (𝑙, 𝑡) +
𝑙∫
0
𝐾2 (𝑥)𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0.

(3)
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Задачи с нелокальными условиями для уравнений с частными производными уже несколько де-
сятилетий являются объектом пристального внимания математиков. Большой интерес вызывают за-
дачи с нелокальными интегральными условиями различных видов. Это связано с их разнообразны-
ми приложениями [11]. Многие процессы, изучаемые современным естествознанием, приводят при
математическом моделировании к нелокальным задачам, которые часто оказываются более точны-
ми отражениями исследуемых процессов [16]. Отметим также тесную связь нелокальных и обратных
задач [3, 14, 20], в которых условие переопределения задается в интегральном виде. Нелокальные за-
дачи для гиперболического уравнения, в том числе с интегральными условиями, изучались в работах
[1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 13, 15, 17, 18, 19, 21].

Исследования разрешимости нелокальных задач сталкивается с дополнительными трудностями, не
свойственными самосопряженным краевым задачам ([2], [12]). Хорошо известно, что классические ме-
тоды, применяемые для исследования разрешимости начально–краевых задач, неприменимы в случае
нелокальных. К настоящему времени разработаны некоторые методы, позволяющие преодолеть труд-
ности, возникающие из–за нелокальных условий. Эти методы различны, и выбор конкретного метода
зависит от вида нелокальных условий. В этой статье мы рассматриваем пространственно нелокальные
условия второго рода, содержащие след искомого решения на боковой границе.

Для обоснования разрешимости задачи с такими нелокальными условиями разработан метод [5],
суть которого заключается в том, что вводится новая неизвестная функция специальным образом, в
результате чего нелокальная задача сводится к обычной начально–краевой задаче для нагруженного
уравнения относительно новой неизвестной функции, доказательство разрешимости которой получено
методом продолжения по параметру.

Реализуя идею этого метода в одномерном случае, введем новую неизвестную функцию следующим
образом:

𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡) +
𝑙∫

0

𝐻 (𝑥, 𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉,

где 𝐻 (𝑥, 𝜉) = 1
𝑙
((𝑙 − 𝑥)𝐾1 (𝜉) + 𝑥𝐾2 (𝜉)) .

В [4] доказана разрешимость поставленной задачи, однако только при выполнении весьма обреме-
нительных условий на функции 𝐾𝑖 (𝑥). А именно, требуется, чтобы 𝐾𝑖 (0) = 𝐾𝑖 (𝑙) = 0, 𝑖 = 1, 2. Эти усло-
вия удалось ослабить, модифицировав метод сведения нелокальной задачи к краевой. Демонстрация
предложенного метода и доказательство разрешимости нелокальной задачи и представляют основное
содержание статьи.

Для обоснования разрешимости задачи с такими нелокальными условиями разработан метод [5],
суть которого заключается в том, что вводится новая неизвестная функция специальным образом, в
результате чего нелокальная задача сводится к обычной начально–краевой задаче для нагруженного
уравнения относительно новой неизвестной функции, доказательство разрешимости которой получено
методом продолжения по параметру.

Другой метод исследования разрешимости нелокальной задачи для уравнения (1) предложен в
[10]. В этой статье показано, что условия (3) можно свести к динамическим нелокальным условиям,
содержащим производные по пространственной переменной, что позволяет применить методы работы
[9]. Однако в этом случае неизбежно возникают дополнительные требования на поводение решения на
границе.

Ставя своей целью доказательство разрешимости задачи в пространстве𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ), дальнейшие иссле-

дования мы проводим с помощью техники, отличной от примененной как в [5], так и в [10]. Предложен-
ная нами техника позволяет не только доказать разрешимость задачи, но и может оказаться полезной
для нахождения приближенных решений.

В [4] доказана разрешимость поставленной задачи, однако только при выполнении весьма обреме-
нительных условий на функции𝐾𝑖 (𝑥). А именно, требуется, чтобы𝐾𝑖 (0) = 𝐾𝑖 (𝑙) = 0, 𝑖 = 1, 2. Эти условия
удалось ослабить, модифицировав метод сведения нелокальной задачи к краевой.

Демонстрация предложенногомодифицированногометода доказательства разрешимости нелокаль-
ной задачи и представляют основное содержание статьи.

2. Разрешимость задачи в𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ).

Определение 1.1. Функцию 𝑢 ∈ 𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ) будем называть обобщенным решением задачи (1)–(3), если

для всех𝑤 ∈𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ), 𝑤 (𝑥,𝑇 ) = 0, 𝑤 (0, 𝑡) = 𝑤 (𝑙, 𝑡) = 0 выполняется тождество∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
(−𝑢𝑡𝑤𝑡 + 𝑎𝑢𝑥𝑤𝑥 + 𝑐𝑢𝑤)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝑓 (𝑥, 𝑡)𝑤 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡, (4)

𝑢 (𝑥, 0) = 0 и (3)выполняются в смысле равенств в 𝐿2 (0,𝑇 ).
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Теорема 1.1. Пусть выполняются следующие условия:

𝑎, 𝑎𝑡 , 𝑎𝑥 , 𝑐, ∈ 𝐶 (𝑄𝑇 ),

𝐾𝑖 ∈ 𝐶2 (𝑄𝑇 ), 𝐾2 (0, 𝑡) = 𝐾1 (𝑙, 𝑡) = 0, 2𝑙
∫ 𝑙

0
(𝐾2

1 + 𝐾2
2 )𝑑𝑥 < 1 ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

𝑓 , 𝑓𝑡 ∈ 𝐿2 (𝑄𝑇 ).

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1)–(3).
Доказательство. Доказательство состоит из нескольких этапов:
1. Сведение к краевой задаче для нагруженного уравнения.
2. Доказательство разрешимости краевой задачи для нагруженного уравнения.
3. Доказательство разрешимости задачи (1)–(3).
Приступим к доказательству теоремы.
1. Пусть 𝑢 (𝑥, 𝑡) – решение задачи (1)–(3). Введем новую неизвестную функцию, положив

𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡) +
∫ 𝑥

0
𝐾2 (𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫ 𝑙

𝑥

𝐾1 (𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉. (5)

Тогда 𝑣 (𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению

𝑣𝑡𝑡 − (𝑎𝑣𝑥 )𝑥 + 𝑐𝑣 −
∫ 𝑥

0
𝐻1 (𝑥, 𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 −

∫ 𝑙

𝑥

𝐻2 (𝑥, 𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉

+𝑏 (𝑥)𝑢 (𝑥, 𝑡) − 𝛼𝑢 (0, 𝑡) + 𝛽𝑢 (𝑙, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (6)

где обозначено

𝐻1 (𝑥, 𝜉) = (𝐾2𝜉𝑎)𝜉 − 𝐾2 (𝜉) [𝑐 (𝜉) − 𝑐 (𝑥)];𝐻2 (𝑥, 𝜉) = (𝐾1𝜉𝑎)𝜉 − 𝐾1 (𝜉) [𝑐 (𝜉) − 𝑐 (𝑥)],

𝑏 (𝑥) = (𝐾2𝑎)𝑥 − (𝐾1𝑎)𝑥 + 𝑎[𝐾2𝑥 − 𝐾1𝑥 ],

𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥, 𝑡) −
∫ 𝑥

0
𝐾2 (𝜉) 𝑓 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 −

∫ 𝑙

𝑥

𝐾1 (𝜉) 𝑓 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉,

𝛼 = 𝐾 ′
2 (0)𝑎(0), 𝛽 = 𝐾 ′

1 (𝑙)𝑎(𝑙).

Заметим, что
𝑣 (𝑥, 0) = 𝑣𝑡 (𝑥, 0) = 0, 𝑣 (0, 𝑡) = 0, 𝑣 (𝑙, 𝑡) = 0. (7)

Таким образом, мы приходим к краевой задаче:
Найти в 𝑄𝑇 решение уравнения (6), удовлетворяющее условиям (7).
Заметим, что мы получили в результате введения новой неизвестной функции нагруженное урав-

нение. Вместо того чтобы выразить функцию 𝑢 (𝑥, 𝑡) через 𝑣 (𝑥, 𝑡) из (5), будем искать пару функций
(𝑢, 𝑣).

Обозначим
𝑊 1

2,0 (𝑄𝑇 ) = {𝑣 (𝑥, 𝑡) : 𝑣 ∈𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ), 𝑣 (0, 𝑡) = 𝑣 (𝑙, 𝑡) = 0},

�̂� 1
2,0 (𝑄𝑇 ) = {𝜂 (𝑥, 𝑡) : 𝜂 ∈𝑊 1

2,0 (𝑄𝑇 ), 𝜂 (𝑥,𝑇 ) = 0}.

Определение 2. Пару функций (𝑢, 𝑣) будем называть обобщенным решением задачи (6)–(7), если 𝑢 ∈
𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ), 𝑣 ∈𝑊 1
2,0 (𝑄𝑇 ), 𝑣 (𝑥, 0) = 0, для любой 𝜂 ∈ �̂� 1

2,0 (𝑄𝑇 ) выполняется тождество∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
(−𝑣𝑡𝜂𝑡 + 𝑎𝑣𝑥𝜂𝑥 + 𝑐𝑣𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡)

∫ 𝑥

0
𝐻1 (𝑥, 𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑥𝑑𝑡

+
∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

𝑥

𝜂 (𝑥, 𝑡)
𝑙∫

𝑥

𝐻2 (𝑥, 𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑥𝑑𝑡

+
∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡) [𝑏 (𝑥)𝑢 (𝑥, 𝑡) − 𝛼𝑢 (0, 𝑡) + 𝛽𝑢 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑥𝑑𝑡

+
∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝐹 (𝑥, 𝑡)𝜂 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡, (8)
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а функции 𝑢, 𝑣 связаны соотношением

𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡) +
∫ 𝑥

0
𝐾2 (𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫ 𝑙

𝑥

𝐾1 (𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉. (9)

2. Покажем, что при выполнении условий теоремы существует единственное обобщенное решение
задачи (6)–(7).

Будем искать приближенное решение задачи (6)–(7). Положим 𝑢0 = 0 и определим (𝑢𝑛, 𝑣𝑛) следую-
щим образом:∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
(−𝑣𝑛𝑡 𝜂𝑡 + 𝑎𝑣𝑛𝑥𝜂𝑥 + 𝑐𝑣𝑛𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡)

∫ 𝑥

0
𝐻1 (𝑥, 𝜉)𝑢𝑛−1 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑥𝑑𝑡

−
∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡)

∫ 𝑙

𝑥

𝐻2 (𝑥, 𝜉)𝑢𝑛−1 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑥𝑑𝑡

+
∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡) [𝑏 (𝑥)𝑢𝑛−1 (𝑥, 𝑡) − 𝛼𝑢𝑛−1 (0, 𝑡) + 𝛽𝑢𝑛−1 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑥𝑑𝑡

=

∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝐹 (𝑥, 𝑡)𝜂 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡, (10)

𝑣𝑛 (𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑛 (𝑥, 𝑡) +
∫ 𝑥

0
𝐾2 (𝜉)𝑢𝑛 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫ 𝑙

𝑥

𝐾1 (𝜉)𝑢𝑛 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 . (11)

Так как 𝑢0 = 0, то для 𝑣1 имеем∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
(−𝑣1𝑡 𝜂𝑡 + 𝑎𝑣1𝑥𝜂𝑥 + 𝑐𝑣1𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝐹𝜂𝑑𝑥𝑑𝑡 .

Это означает, что 𝑣1 (𝑥, 𝑡) представляет собой обобщенное решение первой начально–краевой задачи
для уравнения

𝑣𝑡𝑡 − (𝑎𝑣𝑥 )𝑥 + 𝑐𝑣 = 𝐹 (𝑥, 𝑡). (12)

Известно ([7], с. 213-215), что это решение единственно и справедливо неравенство | |𝑣1 | |𝑊 1
2,0
(𝑄𝑇 ) ≤

𝐶 | |𝐹 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) . Кроме того, если 𝐹𝑡 ∈ 𝐿2 (𝑄𝑇 ), то 𝑣1 ∈𝑊 2
2 (𝑄𝑇 ) ([7], с. 216-219).

Теперь мы можем найти 𝑢1 (𝑥, 𝑡) из (11), так как при выполнении условий теоремы 1 (11) имеет
единственное решение. Это решение принадлежит тому же пространству, что и 𝑣1 (𝑥, 𝑡), значит, 𝑢1 ∈
𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ).
Затем находим 𝑣2 (𝑥, 𝑡) из (11) как решение первой начально–краевой задачи для уравнения (12) с

правой частью

𝐹1 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑡) +
∫ 𝑥

0
𝐻1𝑢

1𝑑𝜉 +
∫ 𝑙

𝑥

𝐻2𝑢
1𝑑𝜉 − 𝑏 (𝑥)𝑢1 (𝑥, 𝑡) + 𝛼𝑢1 (0, 𝑡) − 𝛽𝑢1 (𝑙, 𝑡).

Продолжив этот процесс, мы найдем 𝑢𝑛 (𝑥, 𝑡) и 𝑣𝑛 (𝑥, 𝑡). Условия теоремы гарантируют, что для каждого
𝑛 𝐹𝑛, 𝐹𝑛𝑡 ∈ 𝐿2 (𝑄𝑇 ).

Таким образом, последовательность (𝑢𝑛, 𝑣𝑛) построена.
Покажем, что эта последовательность сходится при 𝑛 → ∞ в𝑊 1

2,0 и ее предел (𝑢, 𝑣) является искомым
обобщенным решением задачи (6)–(7). Для этого получим априорные оценки.

Обозначим 𝑧𝑛 = 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛, 𝑟𝑛 = 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 . Из (10) и (11) имеем∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
(−𝑧𝑛𝑡 𝜂𝑡 + 𝑎𝑧𝑛𝑥𝜂𝑥 + 𝑐𝑧𝑛𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡)

∫ 𝑥

0
𝐻1 (𝑥, 𝜉)𝑟𝑛−1 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑥𝑑𝑡

+
∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡)

∫ 𝑙

𝑥

𝐻2 (𝑥, 𝜉)𝑟𝑛−1 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑥𝑑𝑡

−
∫ 𝑇

0

∫ 𝑙

0
𝜂 (𝑥, 𝑡) [𝑏 (𝑥)𝑟𝑛−1 (𝑥, 𝑡) − 𝛼𝑟𝑛−1 (0, 𝑡) + 𝛽𝑟𝑛−1 (𝑙, 𝑡)]𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝑧𝑛 (𝑥, 𝑡) = 𝑟𝑛 (𝑥, 𝑡) +
∫ 𝑥

0
𝐾2 (𝜉)𝑟𝑛 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫ 𝑙

𝑥

𝐾1 (𝜉)𝑟𝑛 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 . (13)
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Начнем с (13). В силу условий теоремы существуют положительные числа 𝜎1, 𝜎2 такие, чтоmax
[0,𝑙 ]

|𝐾𝑖 (𝑥) | ≤
𝜎𝑖 . Пусть 𝜎 = max{𝜎1, 𝜎2} и 1 − 2𝑙𝜎 > 0. Из (13) легко следует

| |𝑟𝑛 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) ≤ ||𝑧𝑛 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) + ||
∫ 𝑥

0
𝐾2𝑟

𝑛𝑑𝜉 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) + ||
∫ 𝑙

𝑥

𝐾1𝑟
𝑛𝑑𝜉 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) .

Тогда
| |𝑟𝑛 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) ≤

1
1 − 2𝜎𝑙

| |𝑧𝑛 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) .

Из равенств 𝑧𝑛𝑡 = 𝑟𝑛𝑡 +
∫ 𝑥

0 𝐾2𝑟
𝑛
𝑡 𝑑𝜉 +

∫ 𝑙

𝑥
𝐾1𝑟

𝑛
𝑡 𝑑𝜉 и 𝑧𝑛𝑥 = 𝑟𝑛𝑥 + (𝐾2 − 𝐾1)𝑟𝑛 получаем

| |𝑟𝑛𝑡 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) ≤
1

1 − 2𝜎𝑙
| |𝑧𝑛𝑡 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) ,

| |𝑟𝑛𝑥 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) ≤ ||𝑧𝑛𝑥 | | +
2𝜎

1 − 2𝜎𝑙
| |𝑧𝑛 | |𝐿2 (𝑄𝑇 ) .

Следовательно,
| |𝑟𝑛 | |2

𝑊 1
2 (𝑄𝑇 )

≤ 𝐴| |𝑧𝑛 | |2
𝑊 1

2 (𝑄𝑇 )
, (14)

где 𝐴 = max{ 1+4𝜎2

(1−2𝜎𝑙)2 , 2}.
Заметим, что мы ищем 𝑧𝑛 как решение уравнения

𝑧𝑛𝑡𝑡 − (𝑎𝑧𝑛𝑥 )𝑥 + 𝑐𝑧𝑛 = 𝐹𝑛 (𝑥, 𝑡)

с правой частью

𝐹𝑛 (𝑥, 𝑡) =
∫ 𝑥

0
𝐻1 (𝑥, 𝜉)𝑟𝑛−1 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫ 𝑙

𝑥

𝐻2 (𝑥, 𝜉)𝑟𝑛−1 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 − 𝑏 (𝑥)𝑟𝑛−1 (𝑥, 𝑡)

+𝛼𝑟𝑛−1 (0, 𝑡) − 𝛽𝑟𝑛−1 (𝑙, 𝑡),

удовлетворяющее условиям

𝑧𝑛 (0, 𝑡) = 𝑧𝑛 (𝑙, 𝑡) = 𝑧𝑛 (𝑥, 0) = 𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 0) = 0.

Так как 𝐹𝑛, 𝐹𝑛𝑡 ∈ 𝐿2 (𝑄𝑇 ), то 𝑧𝑛 ∈𝑊 2
2 (𝑄𝑇 ) и мы можем вывести следующее соотношение:∫ 𝑙

0
[(𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 𝜏))2 + 𝑎(𝑥) (𝑧𝑛𝑥 (𝑥, 𝜏))2]𝑑𝑥 = −2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝑐𝑧𝑛𝑧𝑛𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
𝐹𝑛𝑧𝑛𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡 .∫ 𝑙

0
[(𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 𝜏))2 + 𝑎(𝑥) (𝑧𝑛𝑥 (𝑥, 𝜏))2]𝑑𝑥 ≤ 𝐴1

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
[(𝑧𝑛)2 + (𝑧𝑛𝑡 )2 + (𝑧𝑛𝑥 )2]𝑑𝑥𝑑𝑡

+𝑐 (𝜀)
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑧𝑛𝑡 )2𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜀

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝐹𝑛 (𝑥, 𝑡))2𝑑𝑥𝑑𝑡 . (15)

Оценим последнее слагаемое с помощью неравенства Коши – Буняковского и неравенства, связыва-
ющего значения функции на границе и во внутренних точках области [9]

(𝑟𝑛−1 (𝜉𝑖 , 𝑡))2 ≤ 2𝑙
∫ 𝑙

0
(𝑟𝑛−1𝑥 )2𝑑𝑥 + 2

𝑙

∫ 𝑙

0
(𝑟𝑛−1)2𝑑𝑥, 𝜉1 = 0, 𝜉2 = 𝑙 .

Тогда ∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0

(∫ 𝑥

0
𝐻1𝑟

𝑛−1𝑑𝜉

)2
𝑑𝑥𝑑𝑡 +

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0

(∫ 𝑙

𝑥

𝐻2𝑟
𝑛−1𝑑𝜉

)2
𝑑𝑥𝑑𝑡

≤ 𝑙2 (𝜎1 + 𝜎2)
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑟𝑛−1)2𝑑𝑥𝑑𝑡 ;∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑏𝑟𝑛−1)2𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝑏20

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑟𝑛−1)2𝑑𝑥𝑑𝑡 ;

𝛼2
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑟𝑛−1 (0, 𝑡))2𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝛽2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑟𝑛−1 (𝑙, 𝑡))2𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
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≤ 2(𝛼2 + 𝛽2)
∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
[𝑙2 (𝑟𝑛−1𝑥 )2 + (𝑟𝑛−1)2𝑑𝑥𝑑𝑡 .

Прибавим к (15) неравенство∫ 𝑙

0
(𝑧𝑛 (𝑥, 𝜏))2𝑑𝑥 ≤ 𝜏

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
(𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 𝑡))2𝑑𝑥𝑑𝑡 .

Для его вывода заметим, что имеет место представление 𝑧𝑛 (𝑥, 𝜏) =

𝜏∫
0
𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑧𝑛 (𝑥, 0). Так как

𝑧𝑛 (𝑥, 0) = 0, то 𝑧𝑛 (𝑥, 𝜏) =
𝜏∫
0
𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 . Возведя обе части этого равенства в квадрат и применяя неравенство

Коши – Буняковского в правой его части, получим

(𝑧𝑛 (𝑥, 𝑡))2 = (
𝜏∫

0

𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡)2 ≤ (
𝜏∫

0

𝑑𝑡

𝜏∫
0

(𝑧𝑛𝑡 )2𝑑𝑡) = 𝜏
𝜏∫

0

(𝑧𝑛𝑡 )2𝑑𝑡,

интегрируя которое по 𝑥 и убеждаемся в справедливости данного неравенства .
Тогда получим∫ 𝑙

0
[(𝑧𝑛 (𝑥, 𝜏))2 + (𝑧𝑛𝑡 (𝑥, 𝜏))2 + 𝑎(𝑥, 𝜏) (𝑧𝑛𝑥 (𝑥, 𝜏))2]𝑑𝑥 ≤ 𝐴2

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
[(𝑧𝑛)2 + (𝑧𝑛𝑡 )2 + (𝑧𝑛𝑥 )2]𝑑𝑥𝑑𝑡

+𝜀𝐴3

∫ 𝜏

0

∫ 𝑙

0
[(𝑟𝑛−1)2 + (𝑟𝑛−1𝑡 )2 + (𝑟𝑛−1𝑥 )2]𝑑𝑥𝑑𝑡,

где 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 зависят только от 𝑎0, 𝑎1, 𝑐0, 𝑏0, 𝜎1, 𝜎2 и не зависят от 𝑛.
Применив лемму Гронуолла и проинтегрировав результат по (0,𝑇 ), получим

| |𝑧𝑛 | |2
𝑊 1

2 (𝑄𝑇 )
≤ 𝜀𝐵 | |𝑟𝑛−1 | |2

𝑊 1
2 (𝑄𝑇 )

, (16)

где 𝐵 = 𝑇𝐴3𝑒
𝐴2𝑇 . Таким образом, из (14) и (16)

| |𝑧𝑛 | |2
𝑤1
2 (𝑄𝑇 )

≤ 𝐴𝐵𝜀 | |𝑧𝑛−1 | |2
𝑤1
2 (𝑄𝑇 )

, | |𝑟𝑛 | |2
𝑤1
2 (𝑄𝑇 )

≤ 𝐴𝐵𝜀 | |𝑟𝑛−1 | |2
𝑤1
2 (𝑄𝑇 )

.

Выберем 𝜀 так, чтобы 0 < 𝜀𝐴𝐵 < 1. Тогда последовательность{𝑢𝑛, 𝑣𝑛} сходится в𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ) к некоторой

паре (причем единственной) (𝑢, 𝑣) ∈𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ).

Переходя при 𝑛 → ∞ в (10), (11), убеждаемся в том, что (𝑢, 𝑣) является искомым решением задачи
(6)–(7).

3. Разрешимость задачи (1)–(3). Если (𝑢, 𝑣) – решение задачи (6)–(7), то в соответствии с определением
обобщенного решения (8) и (9) выполняются.

Подставив 𝑣 (𝑥, 𝑡), представленную формулой (9) в (8), после несложных преобразований получим (3).
Очевидно, (4) также выполнено.

Следовательно, 𝑢 (𝑥, 𝑡) есть решение задачи (1)–(3).
Теорема доказана полностью.
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