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1. Введение. Дробное исчисление и теория дифференциальных уравнений и включений дробного
порядка приобрели значительную популярность и важность в течение последних трех десятилетий, в
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основном благодаря продемонстрированным приложениям в многочисленных, казалось бы, разнооб-
разных и широко распространенных областях науки и инженерии (см. монографии [19], [22], статьи [1],
[2], [3], [14], [17], [18]). Данный раздел математики действительно предоставляет множество полезных
инструментов для различных задач, связанных со специальными функциями математической физики,
а также их расширениями и обобщениями для одной или нескольких переменных (см. работы [20],
[23], [24]). Помимо этого, область применения дробного анализа в современной науке включает иссле-
дования в теории потоков жидкости, реологии, динамических процессов в самоподобных и пористых
структурах, диффузионного переноса, электросетей, теории управления динамическими системами,
теории вязкоупругости, электрохимии оптики и многом другом (см. монографии [11], [25], статью [4]).
Одной из важных задач качественного исследования, напрямую связанной с прикладной проблемати-
кой, является задача существования периодических траекторий систем (см., например, [5], [6], [7], [12],
[13]). В настоящей работе данная задача решается для класса полулинейных дифференциальных вклю-
чений дробного порядка 𝑞 ∈ (3, 4) в банаховом пространстве, для которых многозначная нелинейность
удовлетворяет условию регулярности, выраженному в терминах мер некомпактности.

В сепарабельном банаховом пространстве 𝐸 мы исследуем периодическую краевую задачу для по-
лулинейного дифференциального включения следующего вида:

𝐶𝐷𝑞𝑥 (𝑡) ∈ 𝜂𝑥 (𝑡) + 𝐹 (𝑡, 𝑥 (𝑡)), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], (1)

𝑥 (0) = 𝑥 (𝑇 ), 𝑥 ′(0) = 𝑥 ′(𝑇 ), 𝑥 ′′(0) = 𝑥 ′′(𝑇 ), 𝑥 ′′′(0) = 𝑥 ′′′(𝑇 ). (2)

Здесь 𝐶𝐷𝑞 – дробная производная Герасимова – Капуто, число 𝜂 > 0, и 𝐹 : [0,𝑇 ] × 𝐸 ( 𝐸 – многозначное
отображение. Отметим, что для полулинейного случая с дробной производной порядка 𝑞 ∈ (3, 4) такого
рода задачи до настоящего времени не были исследованы.

Статья организована следующим образом. Во втором разделе мы приводим необходимые понятия
и факты из дробного анализа и теории уплотняющих отображений. В третьем пункте мы конструиру-
ем функцию Грина для указанной выше задачи, затем мы вводим и исследуем разрешающий инте-
гральный оператор в пространстве непрерывных функций, неподвижные точки которого совпадают с
решениями задачи. На этой основе мы доказываем основной результат существования периодического
решения (теорема 4.1).

2. Предварительные сведения. 2.1. Дробный анализ. Вначале приведем известные понятия и
утверждения из дробного анализа (см. [19, 22]).

Определение 2.1. Дробным интегралом порядка 𝑞 > 0 функции 𝑔 : [0,𝑇 ] → R называется функция 𝐼𝑞𝑔
следующего вида:

𝐼𝑞𝑔(𝑡) = 1
Γ(𝑞)

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝑔(𝑠) 𝑑𝑠, где Γ − гамма-функция Эйлера

Γ(𝑞) =
∫ ∞

0
𝑥𝑞−1𝑒−𝑥𝑑𝑥 .

Для гамма-функции Эйлера выполняется следующее условие, необходимое нам в дальнейшем (см.,
например, [22]):

1
Γ(𝑞) = 0, для𝑞 = 0,−1,−2, .... (3)

Определение 2.3. Дробной производной Герасимова – Капуто порядка 𝑞 ≥ 0 функции 𝑔 ∈ 𝐶𝑛 ( [0,𝑇 ])
называется функция 𝐶𝐷𝑞𝑔 следующего вида:

𝐶𝐷𝑞𝑔(𝑡) = 1
Γ(𝑛 − 𝑞)

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑛−𝑞−1𝑔 (𝑛) (𝑠) 𝑑𝑠, 𝑛 = [𝑞] + 1.

Определение 2.4. Функция вида

𝐸𝑞,𝛽 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝑞𝑛 + 𝛽) , 𝑞 > 0, 𝛽 ∈ C, 𝑧 ∈ C,

называется функцией Миттаг – Леффлера.
Зачастую функцию 𝐸𝑞,1 обозначают через 𝐸𝑞 . Функция Миттаг – Леффлера имеет огромное значение

в теории дифференциальных уравнений дробного порядка. Рассмотрим задачу Коши для скалярного
дифференциального уравнения дробного порядка

𝐶𝐷𝑞𝑥 (𝑡) = 𝜂𝑥 (𝑡) + 𝑓 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 2 < 𝑞 < 3, (4)
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𝑥 (0) = 𝑐1, 𝑥 ′(0) = 𝑐2, 𝑥 ′′(0) = 𝑐3, 𝑥 ′′′(0) = 𝑐4, (5)

где 𝜂 ∈ R, 𝑓 : [0,𝑇 ] → R – функция, для которой существует дробный интеграл порядка 𝑞.
Решением последней задачи является непрерывная функция 𝑥 : [0,𝑇 ] → R, удовлетворяющая усло-

виям (5), для которой дробная производная Герасимова – Капуто 𝐶𝐷𝑞𝑥 также непрерывна и удовлетво-
ряет уравнению (4). Известно (см. [19]), что единственным решением данной задачи является функция

𝑥 (𝑡) = 𝑐1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐2𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐3𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐4𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞) +
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Справедливы следующие соотношения и утверждение (см. [10]):

𝐸𝑞,𝛽 (𝑡) =
1

Γ(𝛽) + 𝑡𝐸𝑞,𝛽+𝑞 (𝑡), (6)

( 𝑑
𝑑𝑡

)𝑛
(𝑡𝛽−1𝐸𝑞,𝛽 (𝜂𝑡𝑞)) = 𝑡𝛽−𝑛−1𝐸𝑞,𝛽−𝑛 (𝜂𝑡𝑞), (7)∫ 𝑧

0
𝑡𝛽−1𝐸𝑞,𝛽 (𝜂𝑡𝑞)𝑑𝑡 = 𝑧𝛽𝐸𝑞,𝛽+1 (𝜂𝑧𝑞). (8)

Лемма 2.1. (см. [16]). Для функции 𝑓 ∈ 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸) и 𝑞 > 1, 𝛽 ∈ R, имеет место равенство( ∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝛽 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠

) ′
𝑡
=

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝛽−1 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

2.2. Многозначные отображения. Пусть E – банахово пространство. Введем следующие обозначе-
ния:

• 𝑃 (E) = {𝐴 ⊆ E : 𝐴 ≠ ∅} ;

• 𝑃𝑏 (E) = {𝐴 ∈ 𝑃 (E) : 𝐴 ограничено} ;

• 𝑃𝑣 (E) = {𝐴 ∈ 𝑃 (E) : 𝐴 выпукло} ;

• 𝐾 (E) = {𝐴 ∈ 𝑃𝑏 (E) : 𝐴 компактно} ;

• 𝐾𝑣 (E) = 𝑃𝑣 (E) ∩ 𝐾 (E).

Определение 2.5. (См., например, [15, 21]). Пусть (A, ≥) частично–упорядоченное множество. Функ-
ция 𝛽 : 𝑃𝑏 (E) → A называется мерой некомпактности (МНК) в E, если для каждого Ω ∈ 𝑃𝑏 (E) выполня-
ется:

𝛽 (coΩ) = 𝛽 (Ω),

где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки Ω.
Мера некомпактности 𝛽 называется:

1) монотонной, если для любых Ω0,Ω1 ∈ 𝑃𝑏 (E), включение Ω0 ⊆ Ω1 влечет неравенство 𝛽 (Ω0) ≤
𝛽 (Ω1);

2) несингулярной, если для любого𝑎 ∈ E и любогоΩ ∈ 𝑃𝑏 (E) выполняется равенство 𝛽 ({𝑎}∪Ω) = 𝛽 (Ω).

Если A конус в банаховом пространстве, то мера некомпактности 𝛽 называется:

3) правильной, если равенство 𝛽 (Ω) = 0 эквивалентно относительной компактности множества Ω ∈
𝑃𝑏 (E);

4) вещественной, если A подмножество действительных чисел R с естественным порядком;

5) алгебраически полуаддитивной, если 𝛽 (Ω0 + Ω1) ≤ 𝛽 (Ω0) + 𝛽 (Ω1), для всех Ω0,Ω1 ∈ 𝑃𝑏 (E) .

Примером вещественной МНК, удовлетворяющей всем вышеперечисленным свойствам, является
МНК Хаусдорфа 𝜒 (Ω): 𝜒 (Ω) = inf{𝜀 > 0, для которых Ω имеет конечную 𝜀-сеть в E}.

Отметим, что МНК Хаусдорфа удовлетворяет также свойству полуоднородности 𝜒 (𝜂Ω) = |𝜂 |𝜒 (Ω),
для всех 𝜂 ∈ R и Ω ∈ 𝑃𝑏 (E). Более того, если L : E → E – линейный ограниченный оператор, то
𝜒 (L(Ω)) = ‖L‖𝜒 (Ω) для любого Ω ∈ 𝑃𝑏 (E). Норма множества 𝑀 ∈ 𝑃𝑏 (E) определяется по формуле
‖𝑀 ‖ = sup𝑥 ∈𝑀 ‖𝑥 ‖E .

Следующие понятия и утверждения можно найти в монографиях [15, 21].
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Определение 2.6. Пусть 𝑋 – метрическое пространство. Многозначное отображение (мультиотоб-
ражение) F : 𝑋 → 𝑃 (E) называется:

(i) полунепрерывным сверху (п.н.с.), если F −1 (𝑉 ) = {𝑥 ∈ 𝑋 : F (𝑥) ⊂ 𝑉 } – открытое подмножество 𝑋
для любого открытого множества 𝑉 ⊂ E,

(ii) замкнутым, если график ΓF = {(𝑥,𝑦) : 𝑦 ∈ F (𝑥)} – замкнутое подмножество 𝑋 × E,
(iii) компактным, если F (𝑋 ) – относительно компактно в E,
(iv) квазикомпактным, если сужение на любое компактное подмножество 𝐴 ⊂ 𝑋 компактно.
Лемма 2.2. Пусть 𝑋 и 𝑌 – метрические пространства и F : 𝑋 → 𝐾 (𝑌 ) – замкнутое квазикомпактное

мультиотображение, тогда F – п.н.с.
Определение 2.7.Мультиотображение F : 𝑋 ⊆ E → 𝐾 (E) называется уплотняющим относительно

МНК 𝛽 (𝛽 - уплотняющим), если для любого ограниченного множества Ω ⊆ 𝑋, не являющегося относительно
компактным, выполнено:

𝛽 (𝐹 (Ω)) � 𝛽 (Ω).

Справедлива следующая теорема о неподвижной точке для уплотняющих мультиотображений (см.,
например, [15, 21]).

Теорема 2.1. ПустьM – выпуклое замкнутое подмножество E и F : M → 𝐾𝑣 (M) – 𝛽 - уплотняющее
мультиотображение, где 𝛽 – несингулярная мера некомпактности в E . Тогда множество неподвижных
точек F : FixF := {𝑥 : 𝑥 ∈ F (𝑥)} – непустое множество.

2.3. Измеримые мультифункции. Напомним некоторые понятия (см., например, [15, 21]). Пусть
𝐸 – банахово пространство.

Определение 2.8. Мультифункция 𝐺 : [0,𝑇 ] → 𝐾 (𝐸), для 𝑝 ≥ 1, называется:
•𝐿𝑝 -интегрируемой, если она допускает 𝐿𝑝 -интегрируемое сечение по Бохнеру, т.е. существует функ-

ция 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ];𝐸) такая, что 𝑔(𝑡) ∈ 𝐺 (𝑡) для п. в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ];
•𝐿𝑝 -интегрально ограниченной, если существует функция 𝜉 ∈ 𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ]) такая, что:

‖𝐺 (𝑡)‖ := 𝑠𝑢𝑝
{
‖𝑔‖𝐸 : 𝑔(𝑡) ∈ 𝐺 (𝑡)

}
≤ 𝜉 (𝑡)

для п. в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] .
Множество всех 𝐿𝑝 -интегрируемых сечений мультифункции 𝐺 : [0,𝑇 ] → 𝐾 (𝐸) обозначается S𝑝

𝐺
.

Определение2.9.Последовательностьфункций {𝜉𝑛} ⊂ 𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ];𝐸), 𝑝 ≥ 1, называется𝐿𝑝 -полукомпакт-
ной, если она 𝐿𝑝 -интегрально ограничена, то есть

‖𝜉𝑛 (𝑡)‖𝐸 ≤ 𝑣 (𝑡) для всех𝑛 = 1, 2, ..., и п.в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

где 𝑣 ∈ 𝐿𝑝+ ( [0,𝑇 ]) и множество {𝜉𝑛 (𝑡)} относительно компактно в 𝐸 для п.в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].
3. Основные результаты
Рассмотрим в сепарабельном банаховом пространстве 𝐸 краевую задачу (4), (5):

𝐶𝐷𝑞𝑥 (𝑡) = 𝜂𝑥 (𝑡) + 𝑓 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 3 < 𝑞 < 4,

𝑥 (0) = 𝑐1, 𝑥 ′(0) = 𝑐2, 𝑥 ′′(0) = 𝑐3, 𝑥 ′′′(0) = 𝑐4, где 𝑓 : [0,𝑇 ] → 𝐸.

Определение 3.1.Интегральным решением краевой задачи (4), (5) называется функция 𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸),
удовлетворяющая равенству

𝑥 (𝑡) = 𝑐1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐2𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐3𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐4𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞) +
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Лемма 3.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) и

𝛼 =

(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)4
− 2(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 2(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)−

2(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 3(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸3𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)−

2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))+

𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸3𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)−

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)+

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))−

(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) ≠ 0. (9)
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Тогда краевая задача (4),(2):

𝐶𝐷𝑞𝑥 (𝑡) = 𝜂𝑥 (𝑡) + 𝑓 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 3 < 𝑞 < 4,

𝑥 (0) = 𝑥 (𝑇 ), 𝑥 ′(0) = 𝑥 ′(𝑇 ), 𝑥 ′′(0) = 𝑥 ′′(𝑇 ), 𝑥 ′′′(0) = 𝑥 ′′′(𝑇 )

имеет единственное решение

𝑥 (𝑡) =
∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠,

где функция Грина 𝐺 (𝑡, 𝑠) имеет следующий вид

𝐺 (𝑡, 𝑠) =

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −3𝛼10

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼9 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼7 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 3𝛼4 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)+

(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −3𝛼10

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼9 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼7 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 3𝛼4 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1

)
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞),

0 ≤ 𝑡 < 𝑠 < 𝑇,
где

𝛼1 = (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)−

𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)),

𝛼2 = 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 − 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))+

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)),

𝛼3 = 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2+

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)),

𝛼4 = 𝐸
3
𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2+

2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)),

𝛼5 = 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)+

𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)),

𝛼6 = (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)−

𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞),

𝛼7 = 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)+

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞),

𝛼8 = 𝐸
2
𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))+

𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2,
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𝛼9 = 2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2+
𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞),

𝛼10 = 𝐸
3
𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)−

𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 2𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) .
Доказательство. Решение краевой задачи (4), (5) в банаховом пространстве 𝐸 имеет следующий вид

𝑥 (𝑡) = 𝑐1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐2𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐3𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐4𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞) +
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Применяя формулу (7) и лемму 2.1, мы можем найти

𝑥 ′(𝑡) = 𝑐1𝑡−1𝐸𝑞,0 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐2𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐3𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐4𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞) +
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,

𝑥 ′′(𝑡) = 𝑐1𝑡−2𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐2𝑡−1𝐸𝑞,0 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐3𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐4𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞) +
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,

𝑥 ′′′(𝑡) = 𝑐1𝑡−3𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐2𝑡−2𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐3𝑡−1𝐸𝑞,0 (𝜂𝑡𝑞) + 𝑐4𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) +
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Заметим, что благодаря свойству 1
Γ (0) =

1
Γ (−1) =

1
Γ (−2) = 0, для функций 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑡𝑞), 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑡𝑞) и 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑡𝑞)

мы имеем

𝐸𝑞,0 (𝜂𝑡𝑞) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛) =

1
Γ(0) +

∞∑︁
𝑛=1

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛) =

∞∑︁
𝑛=1

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛) ,

𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑡𝑞) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛 − 1) =

1
Γ(−1) +

∞∑︁
𝑛=1

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛 − 1) =

∞∑︁
𝑛=1

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛 − 1) ,

𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑡𝑞) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛 − 2) =

1
Γ(−2) +

∞∑︁
𝑛=1

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛 − 2) =

∞∑︁
𝑛=1

(𝜂𝑡𝑞)𝑛
Γ(𝑞𝑛 − 2) ,

следовательно,

𝑡−1𝐸𝑞,0 (𝜂𝑡𝑞) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛𝑡𝑞𝑛−1

Γ(𝑞𝑛) ,

𝑡−2𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑡𝑞) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛𝑡𝑞𝑛−2

Γ(𝑞𝑛 − 1) ,

𝑡−3𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑡𝑞) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛𝑡𝑞𝑛−3

Γ(𝑞𝑛 − 2) .

В силу последних формул, имеем 𝑥 (0) = 𝑐1, 𝑥 ′(0) = 𝑐2, 𝑥 ′′(0) = 𝑐3 𝑥 ′′′(0) = 𝑐4 .
Теперь, используя условия (2), мы получаем систему

𝑐1 = 𝑐1𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐2𝑇𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐3𝑇 2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐4𝑇 3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)+∫ 𝑇

0 (𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,
𝑐2 = 𝑐1𝑇

−1𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐2𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐3𝑇𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐4𝑇 2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)+∫ 𝑇

0 (𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,
𝑐3 = 𝑐1𝑇

−2𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐2𝑇 −1𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐3𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐4𝑇𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)+∫ 𝑇

0 (𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,
𝑐4 = 𝑐1𝑇

−3𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐2𝑇 −2𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐3𝑇 −1𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝑐4𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)+∫ 𝑇

0 (𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Выпишем определители для решения последней системы, на основе правила Крамера

Δ =

(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)4
− 2(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 2(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)−

2(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 3(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸3𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)−
2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))+
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𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸3𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)−

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)+

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))−

(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) = 𝛼,

Δ1 =
(
(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠−(

𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠−

2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇

(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 − 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇

(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇

(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2
(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2
(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2
(
𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 3
(
𝐸3𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 3
(
𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

2𝑇 3𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 =

𝛼1

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇𝛼2

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2𝛼3

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 3𝛼4

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,

Δ2 = 𝑇
−1

(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1
(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1
(
− 𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+(

(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠−(

𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+(

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+
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𝑇𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2
∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇

(
2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇

(
𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2
(
𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2
(
− 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2
(
𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑇 −1𝛼5

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 + 𝛼6

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇𝛼7

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 2𝛼3

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,

Δ3 = 𝑇
−2

(
𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −2
(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −2
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −12𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1
(
𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+(

(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠−(

𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠−(

𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇

(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠)+

𝑇

(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠)+

𝑇

(
𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) =

𝑇 −2𝛼8

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 −1𝛼9

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝛼6

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇𝛼2

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠),

Δ4 = 𝑇
−3

(
𝐸3𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+
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𝑇 −3
(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −3
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1−𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) +𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1−𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 −𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 −𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −2
(
𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −2
(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −2
(
− 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1
(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1
(
𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1
(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+(

(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠−(

𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠−(

𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))
) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑇 −3𝛼10

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 −2𝛼8

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1𝛼5

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 + 𝛼1

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Таким образом, получаем следующие значения:

𝑐1 =
Δ1

Δ
= 𝛼−1𝛼1

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇𝛼−1𝛼2

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 2𝛼−1𝛼3

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 3𝛼−1𝛼4

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,

𝑐2 =
Δ2

Δ
= 𝑇 −1𝛼−1𝛼5

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 + 𝛼−1𝛼6

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇𝛼−1𝛼7

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 2𝛼−1𝛼3

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠,

𝑐3 =
Δ3

Δ
= 𝑇 −2𝛼−1𝛼8

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 −1𝛼−1𝛼9

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝛼−1𝛼6

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇𝛼−1𝛼2

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠),

𝑐4 =
Δ4

Δ
= 𝑇 −3𝛼−1𝛼10

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 +𝑇 −2𝛼−1𝛼8

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝑇 −1𝛼−1𝛼5

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 + 𝛼−1𝛼1

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.
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Подставляя найденные коэффициенты в формулу для решения, мы получаем

𝑥 (𝑡) =

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −3𝛼10

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼9 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼7 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 3𝛼4 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠+∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠 =

∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠.

Для того, чтобы установить аналогичный результат для функции 𝑓 ∈ 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸), нам потребуются
следующие утверждения.

Лемма 3.2. Для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸) существует последовательность {𝑓𝑛} ⊂ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸)
такая, что 𝑓𝑛 (𝑡) → 𝑓 (𝑡) во всех точках Лебега функции 𝑓 из [0,𝑇 ], причем ‖ 𝑓𝑛 ‖𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) ≤ ‖ 𝑓 ‖𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸) .

Примером такой последовательности может послужить следующая, построенная на основе проек-
тора Стеклова

𝑓𝑛 (𝑡) =
{

1
2𝑛

∫ 𝑡+ 1
𝑛

𝑡− 1
𝑛

𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ];
0, 𝑡 ∉ [0,𝑇 ],

𝑓 (𝑡) =
{
𝑓 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ];
0, 𝑡 ∉ [0,𝑇 ] .

Лемма 3.3. (см. [8]) Для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸) множество ее точек Лебега есть множество
полной меры для [0,𝑇 ] .

Таким образом, мы можем построить функцию Грина для краевой задачи (4), (2), имеющую тот же
вид, что и в лемме 3.1, но уже при условии, что 𝑓 ∈ 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸).

Будем полагать, что мультиотображение 𝐹 : [0,𝑇 ] × 𝐸 → 𝐾𝑣 (𝐸) из задачи (1)–(2) удовлетворяет
следующим условиям:

(𝐹1) для всех 𝑥 ∈ 𝐸 мультифункция 𝐹 (·, 𝑥) : [0,𝑇 ] → 𝐾𝑣 (𝐸) допускает измеримое сечение;
(𝐹2) для п.в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] многозначное отображение 𝐹 (𝑡, ·) : 𝐸 → 𝐾𝑣 (𝐸) – полунепрерывно сверху;
(𝐹3) для каждого 𝑟 > 0 существует функция 𝜔𝑟 ∈ 𝐿∞+ ( [0,𝑇 ]) такая, что для любого 𝑥 ∈ 𝐸 с ‖𝑥 ‖𝐸 < 𝑟,

мы имеем
‖𝐹 (𝑡, 𝑥)‖𝐸 ≤ 𝜔𝑟 (𝑡);

(𝐹4) существует функция 𝜇 ∈ 𝐿∞+ ( [0,𝑇 ]) такая, что для любого ограниченного множества Ω ⊂ 𝐸, мы
имеем

𝜒 (𝐹 (𝑡,Ω)) ≤ 𝜇 (𝑡)𝜒 (Ω),
для п.в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], где 𝜒 – МНК Хаусдорфа в 𝐸.

Для 𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) введем в рассмотрение мультифункцию:

Φ𝐹 : [0,𝑇 ] → 𝐾𝑣 (𝐸), Φ𝐹 (𝑡) = 𝐹 (𝑡, 𝑥 (𝑡)) .

Изусловий (𝐹1)−(𝐹3) следует (см., [15], теорема 1.3.5), чтомультифункцияΦ𝐹 является𝐿𝑝–интегрируемой
для любого 𝑝 ≥ 1.

Для решения нашей задачи мы будем использовать суперпозиционный мультиоператор P∞
𝐹

:
𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) ( 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸), определенный следующим образом:

P∞
𝐹 (𝑥) = S∞

Φ𝐹
.

Рассмотрим мультиоператор Γ, заданный следующим образом:

Γ𝑥 (𝑡) =
∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, где 𝑓 ∈ P∞

𝐹 (𝑥).

Из условий (𝐹1) − (𝐹4) следует, что для функции 𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸), функция 𝑓 ∈ 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸). При этом
из определения функции Грина следует, что для любого 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] и 3 < 𝑞 < 4 : 𝐺 (·, 𝑠) ∈ 𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ]), 𝑝 ≥ 1,
и функция Грина теряет непрерывность только в точке 𝑠 = 𝑇, поэтому Γ : 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) ( 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸).
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Если функция 𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) является решением задачи (1)–(2), то она является неподвижной точкой
мультиоператора Γ. Поэтому мы в дальнейшем будем доказывать существование неподвижных точек
мультиоператора Γ.

Покажем, что если выполняется условие (𝐴), функция Грина 𝐺 не меняет знак на квадрате [0,𝑇 ] ×
[0,𝑇 ]; тогда справедливо равенство ∫ 𝑇

0
|𝐺 (𝑡, 𝑠) | 𝑑𝑠 = 1

𝜂
. (10)

Действительно, ∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 =

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −3𝛼10

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼9 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −2𝛼8

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼7 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝛼6 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 −1𝛼5

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠+

𝛼−1
(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 3𝛼4 + 𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝑇 2𝛼3 + 𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝑇𝛼2 + 𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝛼1

) ∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠+∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠.

Вычислим интегралы в последнем выражении на основе формулы (8):∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)𝑑𝑠 = −

∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)𝑑 (𝑇 − 𝑠) =

∫ 𝑇

0
𝑦𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂𝑦𝑞)𝑑𝑦 =

𝑇𝑞𝐸𝑞,𝑞+1 (𝜂𝑇𝑞).
Таким образом, мы получаем∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠 = 𝑇𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂𝑇𝑞),∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠 = 𝑇𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂𝑇𝑞),∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠 = 𝑇𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂𝑇𝑞),∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞)𝑑𝑠 = 𝑡𝑞𝐸𝑞,𝑞+1 (𝜂𝑡𝑞).

Заметим, что если взять 𝛽 = 1 в формуле (6), то мы получим

𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) = 1
Γ(1) + 𝜂𝑇

𝑞𝐸𝑞,𝑞+1 (𝜂𝑇𝑞) = 1 + 𝜂𝑇𝑞𝐸𝑞,𝑞+1 (𝜂𝑇𝑞),

𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) =
1

Γ(1) + 𝜂𝑡
𝑞𝐸𝑞,𝑞+1 (𝜂𝑡𝑞) = 1 + 𝜂𝑡𝑞𝐸𝑞,𝑞+1 (𝜂𝑡𝑞).

Воспользовавшись свойством (3), считая 𝛽 = 0, 𝛽 = −1 и 𝛽 = −2 соответственно в (6), мы имеем

𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) = 1
Γ(0) + 𝜂𝑇

𝑞𝐸𝑞,𝑞 (𝜂𝑇𝑞) = 𝜂𝑇𝑞𝐸𝑞,𝑞 (𝜂𝑇𝑞),

𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) = 1
Γ(−1) + 𝜂𝑇

𝑞𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂𝑇𝑞) = 𝜂𝑇𝑞𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂𝑇𝑞),

𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) = 1
Γ(−2) + 𝜂𝑇

𝑞𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂𝑇𝑞) = 𝜂𝑇𝑞𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂𝑇𝑞).

Таким образом, мы имеем следующие равенства∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞)𝑑𝑠 = 𝑇𝑞 1

𝜂𝑇𝑞

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
=

1
𝜂

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
,
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∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−2𝐸𝑞,𝑞−1 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠 = 1

𝜂𝑇
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞),∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−3𝐸𝑞,𝑞−2 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠 = 1

𝜂𝑇 2 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇
𝑞),∫ 𝑇

0
(𝑇 − 𝑠)𝑞−4𝐸𝑞,𝑞−3 (𝜂 (𝑇 − 𝑠)𝑞) 𝑑𝑠 = 1

𝜂𝑇 3 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇
𝑞),∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞)𝑑𝑠 =

1
𝜂

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) − 1

)
.

Поэтому, мы получаем ∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 =

𝛼−1𝜂−1
(
𝛼1

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼2𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼3𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼4𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1
(
𝛼5

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼6𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼7𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼3𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2
(
𝛼8

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼9𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼6𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼2𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3
(
𝛼10

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼8𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼5𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼1𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)+

1
𝜂

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) − 1

)
= 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 +

1
𝜂

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) − 1

)
.

Вычислим отдельно значение каждого слагаемого.

𝐼1 = 𝛼
−1𝜂−1

(
𝛼1

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼2𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼3𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼4𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) =

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
− (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))4 +

(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
( (
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 − 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸3𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)
(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) + 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸3𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+

𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) = −𝛼−1𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞)𝛼 = −𝜂−1𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞);

𝐼2 = 𝛼
−1𝜂−1𝑇 −1

(
𝛼5

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼6𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼7𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼3𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞) =

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)
(
− 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)
(
− (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)
(
(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+
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𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)
(
− 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)
(
𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

(
− 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)
(
− 𝐸2𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)
(
𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −1𝑡𝐸𝑞,2 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) = 0;

𝐼3 = 𝛼
−1𝜂−1𝑇 −2

(
𝛼8

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼9𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼6𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼2𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞) =

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)
(
− 𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 +

(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)
(
− 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 −

(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)
(
−

(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)
(
− 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)
(
− 𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)
(
− 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)
(
𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −2𝑡2𝐸𝑞,3 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,4 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) = 0;

𝐼4 = 𝛼
−1𝜂−1𝑇 −3

(
𝛼10

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞) − 1

)
+ 𝛼8𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼5𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝛼1𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞) =

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)
(
−

(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

)
𝐸3𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)
(
1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)

) (
− 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)

)
−

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)
(
(1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 − (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸3𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) − 𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)
(
𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)

)
+
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𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2 + 𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))2

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))−

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞) + 𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)
(
𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))3 − 𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸2𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞)

)
+

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)
(
− 𝐸2𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) − 𝐸𝑞,3 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,−1 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞))

)
−

𝛼−1𝜂−1𝑇 −3𝑡3𝐸𝑞,4 (𝜂𝑡𝑞)𝐸𝑞,−2 (𝜂𝑇𝑞)2𝐸𝑞,2 (𝜂𝑇𝑞)𝐸𝑞,0 (𝜂𝑇𝑞) (1 − 𝐸𝑞 (𝜂𝑇𝑞)) = 0.

Тогда ∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 = − 1

𝜂
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) +

1
𝜂

(
𝐸𝑞 (𝜂𝑡𝑞) − 1

)
= − 1

𝜂
.

Для доказательства существования неподвижных точек мультиоператора Γ введем в рассмотрение
оператор 𝑆 : 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸) → 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) вида

𝑆 (𝑓 ) (𝑡) =
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Лемма 3.4. (см. [16]) Для каждого компактного множества 𝐾 ⊂ 𝐸 и ограниченной последовательности
{𝜉𝑛} ⊂ 𝐿∞ ( [0,𝑇 ];𝐸) такой, что {𝜉𝑛 (𝑡)} ⊂ 𝐾 для п.в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], слабая сходимость 𝜉𝑛 ⇀ 𝜉0 в 𝐿1 ( [0,𝑇 ];𝐸)
влечет сходимость 𝑆 (𝜉𝑛) → 𝑆 (𝜉0) в 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸).

Лемма 3.5. (см. [16])Пусть Ω ⊂ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) – непустое ограниченное множество и Ω(𝑡) – относительно
компактное подмножество 𝐸 для каждого 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], тогда

𝑀 =

{
𝑆 (𝑓 ) (𝑡) =

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 : 𝑓 ∈ P∞

𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω

}
является равностепенно непрерывным множеством.

Для доказательства того, что мультиоператор Γ уплотняющий, рассмотрим конус

R2+ = {𝜁 = (𝜁1, 𝜁2) : 𝜁1 ≥ 0, 𝜁2 ≥ 0}

с естественным частичным порядком и введем в пространстве 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) следующую векторную меру
некомпактности

𝜈 : 𝑃𝑏 (𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸)) → R2+,
определенную как

𝜈 (Ω) = (𝜑 (Ω),𝑚𝑜𝑑𝐶 (Ω)) ,
где 𝜑 (Ω) есть модуль послойной некомпактности

𝜑 (Ω) = sup
𝑡 ∈[0,𝑇 ]

𝜒 ({𝑦 (𝑡) : 𝑦 ∈ Ω}),

а вторая компонента – модуль равностепенной непрерывности

𝑚𝑜𝑑𝐶 (Ω) = lim
𝛿→0

sup
𝑦∈Ω

max
|𝑡1−𝑡2 | ≤𝛿

‖𝑦 (𝑡1) − 𝑦 (𝑡2)‖.

Теорема 3.1. Пусть выполняются условия (𝐹1) − (𝐹4), (9), (𝐴), предположим, что дополнительно
выполняется условие

‖𝜇‖∞
𝜂

< 1, (11)

где 𝜇 (·) – функция из условия (𝐹4). Тогда мультиоператор Γ является 𝜈-уплотняющим.
Доказательство. Пусть Ω ⊂ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) – непустое ограниченное множество такое, что

𝜈 (Γ(Ω)) ≥ 𝜈 (Ω). (12)

Покажем, что Ω – относительно компактно.
Из (12), следует, что

𝜑 (Γ(Ω)) ≥ 𝜑 (Ω). (13)
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Используя свойство (𝐹4) и (10), мы получаем

𝜒 (Γ(Ω) (𝑡)) ≤ 𝜒

(∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 : 𝑓 ∈ P∞

𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω

)
≤ ‖𝜇‖∞

∫ 𝑇

0
|𝐺 (𝑡, 𝑠) | 𝜒 (Ω(𝑠))𝑑𝑠 ≤

≤ ‖𝜇‖∞𝜑 (Ω)
∫ 𝑇

0
|𝐺 (𝑡, 𝑠) | 𝑑𝑠 =

‖𝜇‖∞
𝜂

𝜑 (Ω).

Из последней оценки мы имеем

sup
𝑡 ∈[0,𝑇 ]

𝜒 (Γ(Ω) (𝑡)) ≤
‖𝜇‖∞
𝜂

𝜑 (Ω),

или что то же самое
𝜑 (Γ(Ω)) ≤

‖𝜇‖∞
𝜂

𝜑 (Ω).

Условия (11) и (13) вместе с последним влекут за собой равенство 𝜑 (Ω) = 0. Теперь покажем, что
𝑚𝑜𝑑𝐶 (Γ(Ω)) = 0. Неравенство (12) влечет за собой следующее𝑚𝑜𝑑𝐶 (Γ(Ω)) ≥ 𝑚𝑜𝑑𝐶 (Ω) . В то же время из
леммы 3.5 известно, что множество функций

𝑀 =

{
𝑆 (𝑓 ) (𝑡) =

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑠)𝑞−1𝐸𝑞,𝑞 (𝜂 (𝑡 − 𝑠)𝑞) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 : 𝑓 ∈ P∞

𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω

}
является равностепенно непрерывным, поэтому𝑚𝑜𝑑𝐶 (Γ(Ω)) = 0, следовательно и𝑚𝑜𝑑𝐶 (Ω) = 0, поэтому
𝜈 (Ω) = (0, 0), что доказывает относительную компактность множества Ω.

Теорема 3.2. Мультиоператор Γ является п.н.с.
Доказательство. Из аналитического задания мультиоператора Γ и свойств многозначных отобра-

жений (см., например, [15]), следует, что утверждение достаточно доказать для мультиоператора 𝑆 ◦P∞
𝐹
.

Покажем, что мультиотображение 𝑆 ◦ P∞
𝐹

является квазикомпактным. Возьмем непустое компакт-
ное множество 𝐴 ⊂ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) и рассмотрим последовательность {𝑦𝑛} ⊂ 𝑆 ◦ P∞

𝐹
(𝐴), 𝑦𝑛 = 𝑆 (𝑓𝑛), где

𝑓𝑛 ∈ P∞
𝐹
(𝑥𝑛) для произвольной последовательности {𝑥𝑛} ⊂ 𝐴. Предположим, без ограничения общ-

ности, что 𝑥𝑛 → 𝑥0 ∈ 𝐴. Из условия (𝐹4) следует, что последовательность {𝑓𝑛 (𝑡)} ⊂ 𝐸 относительно
компактна для п.в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], поэтому последовательность {𝑓𝑛}∞𝑛=1 является 𝐿1-полукомпактной. По кри-
терию слабой относительной компактности Дистеля (см. [9]) мы можем предположить для произволь-

ной подпоследовательности {𝑓𝑛𝑘 }, что 𝑓𝑛𝑘
𝐿1

⇀ 𝑓0. В силу свойств слабой замкнутости суперпозиционного
мультиоператора (см. [15], лемма 5.1.1), мы получаем тогда, что 𝑓0 ∈ P∞

𝐹
(𝑥0). Теперь, применяя лемму

3.4., мы для соответствующей подпоследовательности получаем, что 𝑦𝑛𝑘 → 𝑦0 = 𝑆 (𝑓0) ∈ 𝑆 ◦ P∞
𝐹
(𝑥0).

Аналогично рассуждая мы придем к утверждению о том, что мультиоператор 𝑆 ◦ P∞
𝐹

является
замкнутым. Сославшись на утверждение леммы 2.2, мы получаем желаемый результат.

Теперь мы можем перейти к доказательству главного утверждения.
Теорема 3.3. При выполнении условий (𝐹1), (𝐹2), (𝐹4), (9), (𝐴), предположим, что условие (𝐹3) имеет

следующий вид:
(𝐹3′) существует функция 𝜔 ∈ 𝐿∞+ ( [0,𝑇 ]) такая, что ‖𝐹 (𝑡, 𝑥)‖𝐸 ≤ 𝜔 (𝑡) (1 + ‖𝑥 ‖𝐸).
Если

𝑘

𝜂
< 1, где 𝑘 = max

{
‖𝜔 ‖∞, ‖𝜇‖∞

}
, функции 𝜔 и 𝜇 из условий (𝐹3′) и (𝐹4) соответственно. Тогда

задача (1)–(2) имеет решение.
Доказательство. Возьмем произвольную функцию 𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸), тогда для 𝑓 ∈ P∞

𝐹
(𝑥) и 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

мы имеем следующую оценку:

‖Γ𝑥 (𝑡)‖𝐸 ≤





 ∫ 𝑇

0
𝐺 (𝑡, 𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠







𝐸

≤
∫ 𝑇

0
|𝐺 (𝑡, 𝑠) | ‖ 𝑓 (𝑠)‖𝐸𝑑𝑠 ≤

∫ 𝑇

0
|𝐺 (𝑡, 𝑠) | ‖𝜔 ‖∞ (1 + ‖𝑥 ‖𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) )𝑑𝑠 =

= ‖𝜔 ‖∞ (1 + ‖𝑥 ‖𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) )
∫ 𝑇

0
|𝐺 (𝑡, 𝑠) | 𝑑𝑠 =

‖𝜔 ‖∞ (1 + ‖𝑥 ‖𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) )
𝜂

≤
𝑘 (1 + ‖𝑥 ‖𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) )

𝜂
.

Таким образом, если мы возьмем

𝑅 ≥ 𝑘𝜂−1

1 − 𝑘𝜂−1 ,

тогда неравенство ‖𝑥 ‖𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) ≤ 𝑅 влечет, что ‖Γ𝑥 ‖𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) ≤ 𝑅. Таким образом, мультиоператор Γ
преобразует замкнутый шар 𝐵𝑅 (0) ⊂ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸) в себя. Поскольку мультиоператор Γ уплотняющий, по
теореме 2.1 он имеет неподвижную точку, которая есть решение задачи (1) – (2).
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