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Abstract. Lattice models of statistical mechanics of classical systems with a summable pair interaction potential,
which from the physical point of view describe the so-called diluted systems of many particles are studied. The
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Ââåäåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ÿâëÿ-
þòñÿ ãèááñîâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ìåð, êîòîðûé èçó÷àåòñÿ â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ ãèááñîâñêèå ìåðû, ñâÿçàííûå ñ ò. í. ðåøåò÷àòûìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö, ðàññìàòðèâàåìûõ â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà.
Äëÿ ðåøåò÷àòûõ ìîäåëåé ìåðû îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ ñåìåéñòâà ñîãëàñîâàííûõ ìåæ-
äó ñîáîé ÷àñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé PΛ[·] íà ïðîñòðàíñòâàõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω(Λ),
êàæäîå èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâó Λ ⊂ Zd, |Λ| <∞, d = 1, 2, 3 (êîíå÷íîé ÷àñòè êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ðåøåòêè), ïðèíàäëåæàùåìó ñïåöèàëüíîìó êëàññó êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ èç Zd. Òîãäà
ãèááñîâñêàÿ ìåðà P[Σ] ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ Σ, ñâÿçàííîãî ñ ôèêñèðîâàííûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
Λ ⊂ Zd îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈PΛ[Σ]; Λ ⊂ Zd〉,
Σ ⊂ Ω(Λ), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðÿþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ Λ → Zd. Òàêèå
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàçûâàþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè ïðåäåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
Ïî ïîâîäó èñïîëüçóåìîé òåðìèíîëîãèè (ñì., íàïðèìåð, [Ìèíëîñ, 2002], [Gallavotti, 1999]).

Îäíîé èç çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé
P [Σ] è îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ñâÿçûâàåòñÿ ñ íàõîæäåíèåì ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû
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óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ P[Σ] ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé Σ. Â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå ðåøåò÷àòûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãèááñîâñêèì òî÷å÷íûì ñëó÷àéíûì ïîëÿì
è íàçûâàþòñÿ ¾ðåøåòî÷íûì ãàçîì¿, òàêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé â ðàáîòàõ [Gallavotti, Miracle-Sole, 1967],
[Äîáðóøèí, 1968], à òàêæå åå âèäîèçìåíåíèå â ðàáîòå [Ïàñòóð, 1974]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé àíàëîãè÷íà ñèñòåìå óðàâíåíèé Êèðêâóäà � Çàëüöáóðãà [Kirkwood, Salsburg, 1953],
èñïîëüçóåìîé ïðè èçó÷åíèè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïî-
ñâÿùåíà âûâîäó ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ñèñòåì
óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ, íà ñëó÷àé ðåøåò÷àòûõ ñèñòåì, êîòîðûå ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ãèááñîâñêèõ òî÷å÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Êðîìå òîãî, ìû ðàñïðî-
ñòðàíèì ïîëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè Ë. À. Ïàñòóðà äëÿ ïîëó÷åííîé íàìè ñèñòåìû óðàâíåíèé.

2. Âåêòîðíûå ðåøåò÷àòûå ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî
ìíîæåñòâà Λ âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà 〈S(Λ),PΛ〉 ðåøåò÷àòûõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
èçó÷àåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ãäå S(Λ) � ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé) è PΛ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà, çàäàííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé
èçìåðèìîñòè íà Ω(Λ).

Ïðåæäå âñåãî, îïèøåì êëàññ ïîäìíîæåñòâ Λ(L) ≡ Λ ⊂ Zd. Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî L ∈ N+

ìíîæåñòâî Λ = {0, 1, ..., L}d−aL〈1, ..., 1〉 c aL = L/2, åñëè L � ÷åòíîå, è (L−1)/2, åñëè L � íå÷åòíîå.
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî L èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Λ(L + 1) ⊃ Λ(L) è

⋃∞
L=0 Λ(L) = Zd. ×èñëî L

áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðîì ìíîæåñòâà Λ. Ïðè ýòîì ÷èñëî òî÷åê â ìíîæåñòâå Λ ñ ðàçìåðîì L ðàâíî
|Λ| ≡ (L+ 1)d.

Ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ðåøåò÷àòûõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè äëÿ êàæäîãî èç óêàçàí-
íûõ âûøå ìíîæåñòâ Λ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

S(Λ) =
⊗
x∈Λ

S({x}) . (1)

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé SΛ èìååòñÿ ñòðóêòóðà èçìåðèìîñòè è íà íåé
îïðåäåëåí èíòåãðàë ïî σ-àääèòèâíîé ìåðå. Ïðè ýòîì èçìåðèìûå ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðÿ-
ìûå ïðîèçâåäåíèÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ S({x}) ñîñòîÿíèé ñ x ∈ Λ, à
ìåðà íà S(Λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ìåð

∏
x∈Λ dmx, ãäå âõîäÿùèå â ýòî ïðîèçâåäåíèå ìå-

ðû dmx, x ∈ Λ ýêâèâàëåíòíû. Òîãäà ãèááñîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé PΛ[Σ] ñëó÷àéíûõ
ñîáûòèé Σ ⊂ S(Λ) äëÿ ñèñòåì ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè îïðåäåëÿþòñÿ, äëÿ êàæäîãî Λ, íà îñíîâå
çàäàíèÿ ôóíêöèîíàëà HΛ[·] íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé S(Λ) ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

PΛ[Σ] = Q−1
Λ

∫
Σ

exp
(
− HΛ/T

) ∏
x∈Λ

dmx , (2)

QΛ =

∫
SΛ

exp
(
− HΛ/T

) ∏
x∈Λ

dmx . (3)

Çäåñü ïàðàìåòð T > 0, íàçûâàåìûé òåìïåðàòóðîé. Ôóíêöèîíàë HΛ[·] íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì
ñèñòåìû.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè â ýòîé ðàáîòå âåêòîðíûõ ðåøåò÷àòûõ ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâî ñî-
ñòîÿíèé S({x}) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Λ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S({x}) = {〈ρ(x), s(x)〉 : ρ(x) ∈ {0, 1}, s(x) ∈ Rn, s2(x) ≤ s2}, (4)

s ∈ (0,∞), n ∈ N òàê, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî S(Λ) ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî ïàð 〈ρ(x), s(x)〉 ôóíêöèé
íà Λ, èç êîòîðûõ ρ(x) � äèõîòîìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè {0, 1} è s(x) � âåêòîðíîå ïîëå íà
Λ ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, n = 1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà S(Λ) ÿâëÿþòñÿ ïàðû
〈ρ(x), s(x)〉 è ãàìèëüòîíèàí HΛ[·] ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òàêîé ïàðå ÷èñëî èç R. Ïîýòîìó åãî çíà÷åíèÿ
ìû áóäåì, äàëåå, îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì HΛ[ρ, s].

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ âåêòîðíûõ ìîäåëåé èçìåðèìûå ìíîæåñòâà â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâS({x}),
x ∈ Λ îïðåäåëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâàìè â Rn êàê ïðè çíà÷åíèè ρ(x) = 0, òàê è
ïðè çíà÷åíèè ρ(x) = 1, à ìåðà dm[s(x)] íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîé ïëîòíîñòüþ f(s), ñîñðåäîòî÷åííîé íà [0, s] òàê, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ Λ
äèôôåðåíöèàë ìåðû ìíîæåñòâà òî÷åê ïðîñòðàíñòâàS({x}) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ρ = ρ(x) ∈ {0, 1},
ñîñòàâëÿþùèé äèôôåðåíöèàëüíóþ ÷àñòü sn−1dsdΩ ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ îêîëî òî÷êè s ∈ Rn ñ |s| = s,
îïðåäåëÿåìóþ äèôôåðåíöèàëîì òåëåñíîãî óãëà dΩ, ðàâåí w(s)sn−1dsdΩ ≡ w(s)ds. Òàêèì îáðàçîì,
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â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (2), (3), ãèááñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ Σ â ïðîñòðàíñòâå S(Λ) âåêòîðíûõ ìîäåëåé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PΛ[Σ] = Q−1
Λ

∑
ρ(x)∈{0,1}Λ :
〈ρ,s〉∈Σ

∫
Σs

exp
(
− HΛ[ρ, s]/T

) ∏
x∈Λ

w(s(x))ds(x) , (4)

QΛ =
∑

ρ(x)∈{0,1}Λ

∫
(Rn)|Λ|

exp
(
− HΛ[ρ, s]/T

) ∏
x∈Λ

w(s(x))ds(x) , (5)

ãäå |s(x)| = s(x) è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Σs = {〈s(x); x ∈ Λ〉 : 〈〈ρ(x), s(x)〉; x ∈ Λ〉 ∈ Σ}.
Äàëåå, â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì èññëåäîâàòü âåêòîðíûå ìîäåëè, ãàìèëüòîíèàíû êîòîðûõ ñîäåðæàò

òîëüêî ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òî÷êàìè x ∈ Λ. Òàêîãî ðîäà ôóíêöèîíàëû îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé

HΛ[ρ(x), s] = −
∑
x∈Λ

ρ(x)(s(x),h) +
1

2

∑
x,y∈Λ2

U(x− y)ρ(x)I
(
s(x), s(y)

)
ρ(y) . (6)

Çäåñü â ïåðâîì ñëàãàåìîì (s(x),h) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà s(x) è ïîñòîÿííî-
ãî âåêòîðà h. Ôóíêöèÿ U(·) : Zd 7→ R îáëàäàåò ñâîéñòâîì U(−x) = U(x), U(0) = 0 è ÿâëÿåòñÿ
ñóììèðóåìîé

∑
x∈Zd

|U(x)| <∞. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ I(s1, s2) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî

ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ, îãðàíè÷åííîé |I(s1, s2)| ≤ I, sj ∈ Rn, j = 1, 2 íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé I > 0.
Ôóíêöèÿ I(s1, s2) ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñÿùåé òîëüêî îò èíâàðèàíòîâ ïàðû âåêòîðîâ 〈s1, s2〉, òî åñòü
îò s2

1, s2
2 è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (s1, s2).

Äëÿ êàæäîãî n = 1 ÷ |Λ| è íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Λ, |X| = m è ñâÿçàííîãî ñ íèì íàáîðà
〈Σs(x); x ∈ X〉 ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòè

Pr{ρ̃(x) = 1 ∨ s̃(x) ∈ Σs(x); x ∈ X} = Q−1
Λ

∑
ρ∈{0,1}Λ

( ∏
x∈X

ρ(x)
)
×

×
∫

s(x)∈Σs(x);
x∈X

∫
s(x)∈Rn;
x∈Λ\X

exp
(
− HΛ[ρ, s]/T

) ∏
y∈Λ

w(s(y))ds(y) .

Çäåñü çíàêîì ¾òèëüäà¿ ïîìå÷åíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ââåäåì ïëîòíîñòè fm(X; s(x),x ∈ X) ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ

ïðîèçâîäíûìè ïî ìåðå
∏

x∈X ds(x) ìíîæåñòâà Σs,

f (Λ)
m (X; s(x),x ∈ X) = Q−1

Λ

∑
ρ∈{0,1}Λ

( ∏
x∈X

ρ(x)w(s(x))
)
×

×
∫

s(y)∈Rn :
y∈Λ\X

exp
(
− HΛ[ρ, s]/T

) ∏
y∈Λ\X

w(s(y))ds(y) . (7)

Òîãäà êàæäàÿ èç âåðîÿòíîñòåé p(X) = Pr{ρ̃(x) = 1; x ∈ X}, ∅ 6= X ⊂ Λ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

p(X) =
∑

ρ∈{0,1}Λ

∫
s(y)∈Rn :

y∈X

f (Λ)
m (X; s(x),x ∈ X)

∏
y∈X

w(s(y))ds(y) =

= Q−1
Λ

∑
ρ∈{0,1}Λ

( ∏
x∈X

ρ(x)w(s(x))
) ∫

s(y)∈Rn :
y∈Λ\X

exp
(
− HΛ[ρ, s]/T

) ∏
y∈Λ\X

w(s(y))ds(y).

Ôîðìóëó (7) ìîæíî çàïèñàòü â èíîé ôîðìå, áîëåå óäîáíîé äëÿ ðåøåíèÿ òîé çàäà÷è, êîòîðîé
ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ôóíêöèè ρ(x), ìíîæåñòâî Z = {z ∈ Λ : ρ(z) = 1},
â òåðìèíàõ êîòîðîãî çàïèøåì ôîðìóëó (6) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû

HΛ[ρ(x), s] ≡ HΛ(Z; s) = −
∑
z∈Z

(s(z),h) +
1

2

∑
〈x,y〉∈Z

U(x− y)I
(
s(x), s(y)

)
. (8)
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Ïëîòíîñòü f (Λ)
m (X; s(x),x ∈ X) â òåðìèíàõ òàêîé ôóíêöèè H(Z), Z ⊂ Λ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f (Λ)
m (X; s(x),x ∈ X) = Q−1

Λ

( ∏
x∈X

w(s(x))
)
×

×
∑

Y⊂Λ\X

∫
s(y)∈ΣX;

y∈Y

exp
(
− HΛ(X ∪ Y ; s)/T

) ∏
y∈Y

w(s(y))ds(y), (9)

QΛ =
∑
X⊂Λ

∫
s(x);x∈X

exp
(
− HΛ(X; s)/T

) ∏
x∈X

w(s(x))ds(x) . (10)

3. Ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ,
îñíîâàííàÿ íà çàìåíå ãàìèëüòîíèàíà HΛ ãàìèëüòîíèàíîì ĤΛ, ïîëó÷àåìîì â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâ-
ëåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà Λ, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî S(Λ)
ñîñòîÿíèé ìîäåëè. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè ýòîì ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè (ñì. [Ìèíëîñ, 2002]). Èñïîëüçîâàíèå
ìîäåëè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè óïðîùàåò âñåâîçìîæíûå êîíñòðóêöèè â ðàìêàõ
ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêèõ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ìîäåëè è äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î åå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ.

Îáû÷íî, ïîíÿòèå ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ââîäèòñÿ â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà âçàèìîäåéñòâèå îáëàäàåò êîíå÷íûì ðàäèóñîì [Ìèíëîñ, 2002]. Îäíàêî ïðè îöåíêå ýíåðãèè êîí-
êðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîé
ñèñòåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî ãàìèëüòî-
íèàíà HΛ[·] ñèñòåìû, êîòîðûé ôèçè÷åñêè íå îáëàäàåò êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, êàêèì-ëèáî
ãàìèëüòîíèàíîì êîíå÷íîãî ðàäèóñà äåéñòâèÿ, ïðèâîäèò ê áëèçîñòè âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èí.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââîäèì äëÿ êàæäîé ìîäåëè, îïðåäåëÿåìîé ãàìèëüòîíèàíîì (6), ïîíÿòèå
àïïðîêñèìèðóþùåé åå ìîäåëè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîòåí-
öèàë U íå îáëàäàåò êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, è íàõîäèì îöåíêó áëèçîñòè ýíåðãèé èñõîäíîé è
àïïðîêñèìèðóþùåé ìîäåëåé äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ èç S(Λ).

Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî Λ è íà åãî îñíîâå îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Zd äåéñòâèå îïåðà-
òîðà PΛ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Òî÷êà x ∈ Zd îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå x = (L + 1)

∑d
j=1 njej + y,

y ∈ Λ, ej � îðòû â Rd, (ej)i = δij , nj ∈ Z, i, j = 1÷ d. Ïîëîæèì, ïî îïðåäåëåíèþ, PΛx = y.
Îïðåäåëåíèå. Ãàìèëüòîíèàí

ĤΛ[ρ, s] = −
∑
x∈Λ

ρ(x)(s(x),h) +
1

2

∑
x∈Λ,

y∈Zd,y 6=x

U(x− y)ρ(x)I
(
s(x), s(PΛy)

)
ρ(PΛy) (11)

íàçîâåì ãàìèëüòîíèàíîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, àïïðîêñèìèðóþùèì ãàìèëüòî-

íèàí HΛ[ρ, s].
Ñîïîñòàâèâ êàæäîé ôóíêöèè ρ(x) ìíîæåñòâî Z = {x ∈ Λ : ρ(x) = 1}, ôîðìóëó (11), îïðåäåëÿ-

þùóþ ãàìèëüòîíèàí ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, çàïèøåì â âèäå

ĤΛ(Z; s) = −
∑
x∈X

(s(x),h) +
1

2

∑
x∈Z,

y∈Zd:x6=PΛy∈Z

U(x− y)I
(
s(x), s(PΛy)

)
. (12)

Íîðìîé ‖ · ‖0 ãàìèëüòîíèàíà ĤΛ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

‖HΛ[ρ, s]‖0 = max{|Λ|−1|HΛ[ρ, s]| : 〈ρ(x), s(x); x ∈ Λ〉 ∈ S(Λ),Λ ⊂ Zd} . (13)

Â ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàíà ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ýíåð-
ãèÿìè HΛ[s] è ĤΛ[s] äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, òî åñòü Ld−1

ïðè L → ∞. Åñëè æå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèì, òî òàêàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü
ñëàáåå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê áëèçîñòè ïî íîðìå ‖ · ‖0 ãàìèëüòîíèàíîâ HΛ[ρ, s] è ĤΛ[ρ, s] óñòàíîâèì
ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ îöåíêó

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Zd èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

|Λ ∩ (Zd \ Λ + z)| ≤ dLd−1 max{|zj |; j = 1, ..., d} ≡ dLd−1‖z‖ (14)

è ïðè |z| > L
√
d+ 1 âûïîëíÿåòñÿ |Λ ∩ (Zd \ Λ + z)| = 0.
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� Ëþáàÿ òî÷êà x ∈ Λ ïîñëå ñäâèãà âäîëü îäíîé èç îñåé íà âåëè÷èíó L ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî
îíà ëèáî âûéäåò çà ïðåäåëû Λ, ëèáî ïåðåéäåò â ãðàíè÷íóþ òî÷êó Λ. Òîãäà ñäâèã íà ëþáîé âåêòîð
z = L

∑d
j=1 θjej , θj ∈ {0, 1} ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî îíà âûéäåò çà ïðåäåëû Λ, ëèáî ïîïàäåò â óãëîâóþ

òî÷êó Λ. Äëèíà âåêòîðà z â ýòîì ñëó÷àå íå ïðåâîñõîäèò L
√
d. Òîãäà òî÷êà x, íàâåðíÿêà, âûéäåò çà

ïðåäåëû Λ, åñëè |z| > L
√
d. Ââèäó òîãî, ÷òî òî÷êà x ∈ Λ âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, òî Λ∩(Zd\Λ+z) = ∅,

åñëè |z| ≥ L
√
d+ 1. Îòñþäà ñëåäóåò ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ôîðìóëèðîâêå ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (14) ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî d. Ïðè d = 1 è |z| ≤ L èìååì òî÷íîå
ðàâåíñòâî, òàê êàê Λ = {0, 1, ..., L} è Λ+z = {z, z+1, ..., z+L}. Òîãäà |Λ∩(Z\Λ+z)| = L−(L−|z|) = |z|.

Ïóñòü íåðàâåíñòâî (14) èìååò ìåñòî äëÿ çíà÷åíèÿ d. Òîãäà, òàê êàê, â îáùåì ñëó÷àå,

|Λ ∩ (Zd \ Λ + z)| = (L+ 1)d −
d∏
j=1

(L+ 1− |zj |) ,

òî äëÿ çíà÷åíèÿ (d+ 1) è ëþáîé òî÷êè z = 〈z1, ..., zd, zd+1〉, èìååì, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè,

|Λ ∩ (Zd+1 \ Λ + z)| = (L+ 1)d+1 −
d+1∏
j=1

(L+ 1− |zj |) =

= (L+ 1)
(

(L+ 1)d −
d∏
j=1

(L+ 1− |zj |)
)

+
(

(L+ 1)
d∏
j=1

(L+ 1− |zj |)−
d+1∏
j=1

(L+ 1− |zj |)
)
≤

≤ dLd max{|zj |; j = 1, ..., d}+
( d∏
j=1

(L+ 1− |zj |)
)

(L+ 1− (L+ 1− |zd+1|)) ≤

≤ d(L+ 1)d max{|zj |; j = 1, ..., d}+ (L+ 1)d|zd+1| ≤ (d+ 1)(L+ 1)d max{|zj |; j = 1, ..., d+ 1}.�

Èç ïîëó÷åííîé ãåîìåòðè÷åñêîé îöåíêè ñëåäóåò îöåíêà áëèçîñòè ýíåðãèé ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ 〈ρ(x), s(x)〉, x ∈ Λ, âû÷èñëåííûõ íà îñíîâå ãàìèëüòîíèàíîâ HΛ è ĤΛ.

Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖HΛ[ρ, s]− H̃Λ[ρ, s]‖0 ≤
dI

2(L+ 1)

∑
x∈Zd :z6=0

|U(z)| ‖z‖ . (15)

� Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|HΛ[ρ, s]− ĤΛ[ρ, s]| ≤ 1

2

∑
x∈Λ,

y∈Zd\Λ

|U(x− y)|
∣∣∣I(s(x), s(PΛy)

)∣∣∣ ≤

≤ I

2

∑
x∈Λ,

y∈Zd\Λ

|U(x− y)| = I

2

∑
z∈Zd :z6=0

|U(z)| |Γ(z; Λ)| , (16)

ãäå Γ(z; Λ) = {〈x,y〉 : x− y = z,x ∈ Λ,y 6∈ Λ}.
Êàæäàÿ ïàðà, ïðèíàäëåæàùàÿ Γ(z,Λ), âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé x ∈ Λ

òàê, ÷òî y = x− z 6∈ Λ. Ïðè ýòîì x = y + z ∈ Zd \ Λ + z. Ñëåäîâàòåëüíî,

{x : 〈x,y〉 ∈ Γ(z,Λ)} ⊂ {x : x ∈ Λ,x ∈ Zd \ Λ + z} = Λ ∩ (Zd \ Λ + z) .

Òîãäà |Γ(z,Λ)| ≤ |Λ ∩ ((Zd \ Λ) + z)| . Ïîýòîìó, ïðèìåíèâ îöåíêó (14), ïîëó÷àåì (15). �
Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè (15) ðàçíîñòè ýíåðãèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàëüíîäåéñòâóþùèõ âçàèìîäåé-

ñòâèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖ · ‖0, äëÿ êîòîðûõ∑
x∈Zd

|U(x)| ‖x‖ =∞ ,

ðàçíîñòü (15) âîçðàñòàåò áûñòðåå, ÷åì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Λ. Ýòî çàòðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå àï-
ïðîêñèìàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùåé åé ñèñòåìîé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè â ñëó÷àå äàëüíîäåéñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòîò ôàêò áûë îòìå÷åí â ðàáîòàõ
[Êëþåâ, Âèð÷åíêî 2015], [Âèð÷åíêî, 1991]. Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâî
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Ñëåäñòâèå. Åñëè HΛ[ρ, s] èìååò êîíå÷íóþ íîðìó, òî ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïå-
ðåõîäå èìååò ìåñòî

lim
|Λ|→∞

1

|Λ|
|HΛ[ρ, s]− ĤΛ[ρ, s]| = 0 . (17)

� Òàê êàê ‖HΛ[ρ, s]‖0 <∞, òî
∑

z∈Zd |U(z)| <∞. Äëÿ ôóíêöèé U(·) òàêîãî òèïà èìååò ìåñòî

lim
L→∞

1

L

∑
z∈Λ

|U(z)|‖z‖ = 0 .

Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0 è íàéäåì òàêîé ðàçìåð Lε, äëÿ êîòîðîãî∑
z :|z|>Lε

|U(z)| < ε .

Òîãäà ïðè L > Lε ñïðàâåäëèâà îöåíêà∑
z∈Λ

|U(z)|‖z‖ =
∑

z∈Λ :|z|>Lε

|U(z)| ‖z‖+
∑

z∈Λ :|z|≤Lε

|U(z)| ‖z‖ .

Äëÿ îöåíêè ïåðâîé ñóììû èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ‖z‖ < L ïðè ôèêñèðîâàííîì Lε,∑
z∈Λ

|U(z)|‖z‖ < εL+
∑

z∈Λ :|z|≤Lε

|U(z)| ‖z‖ .

Ïîäñòàâèì ýòó îöåíêó â (15), ãäå ó÷òåì, ÷òî ïðè |z| > L
√
d+ 1, Λ ∩ ((Zd \ Λ) + z) = ∅,

|HΛ[ρ, s]− ĤΛ[ρ, s]| < 1

2
d(L+ 1)d−1I

∑
x∈Zd : z6=0

|z|≤L
√
d+1

|U(z)| ‖z‖ <

<
1

2
dLdIε+

1

2
d(L+ 1)d−1I

∑
x∈Zd : z6=0,|z|≤Lε
|z|≤L

√
d+1

|U(z)| ‖z‖ ,

òàê êàê L
√
d+ 1 > Lε. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà |Λ| = Ld è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó L→∞. Â

ðåçóëüòàòå, òàê êàê âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå
Lε, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî

lim
|Λ|→∞

1

|Λ|
|HΛ[ρ, s]− ĤΛ[ρ, s]| ≤ ε .

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âåëè÷èíû ε > 0, ïîëó÷àåì (17). �

4. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé fm. Âûâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïëîòíî-
ñòåé f (Λ)

m (X; s(x),x ∈ X) ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà ñ ïàðíûì ïîòåíöèàëîì U , àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìå,
ââåäåííîé â ðàáîòå [Ïàñòóð, 1974], ïðè èçó÷åíèè ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà. Ïðè åå âûâîäå èñïîëü-
çóåòñÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íàÿ òîé (ñì. [Ðþýëü, 1971]), êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà
ìíîãî÷àñòè÷íûõ êîíôèãóðàöèîííûõ ôóíêöèé â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå íåïðåðûâíûõ ñèñòåì.

Ïóñòü X = {x : ρ(x) = 1} ⊂ Λ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (12), çàïèøåì âûðàæåíèå (7) äëÿ
ïëîòíîñòåé f (Λ)

m (X; s(x),x ∈ X) â ñëåäóþùåì âèäå:

f (Λ)
m (X; s(x),x ∈ X) = Q−1

Λ

∑
Y⊂Λ\X

( ∏
x∈X

w(s(x))
)
×

×
∫

s(y)∈Rn :
y∈Y

exp
(
− HΛ(X ∪ Y ; s)/T

) ∏
y∈Y

w(s(y))ds(y) . (18)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ K(x1−x2; s1, s2) = exp(−U(x1−x2)I(s1, s2)/T )−1, îïðåäåëåííóþ
äëÿ êàæäûõ x1,x2 ∈ Zd, s1, s2 ∈ Rn, à òàêæå ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ íà Zd × P(Zd), ãäå P(Zd) �
ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Zd:

WΛ(x;X; s(y),y ∈ X) = exp
(

[(s(x),h)−
∑

x∈X,y∈Zd:
x6=PΛy∈X

U(x− y)I
(
s(x), s(PΛy)

)
]/T
)
,
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WΛ(x;∅) = 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ X ⊂ Λ \ {x}, Y ⊂ Λ \ {x}, X ∩ Y = ∅ èìååò ìåñòî

exp
(
− HΛ({x} ∪X ∪ Y ; s)/T

)
=

= WΛ(x;X; s(y),y ∈ X)WΛ(x;Y ; s(y),y ∈ Y ) exp
(
− HΛ(X ∪ Y ; s)/T

)
=

= WΛ(x;X; s(y),y ∈ X)
∏
y∈Y

(
1 +K(x− y; s(x), s(y))

)
exp

(
− HΛ(X ∪ Y ; s)/T

)
. (19)

Ýòî ðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè |X ∪ Y | = 1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå HΛ(X ∪ Y ; s) = exp((h, s(z))),
ãäå z = x,y, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç ìíîæåñòâ ïóñòî.

Îïðåäåëèì, äàëåå, ôóíêöèþ

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y ) =
{ ∏

y∈Y
K(x− y; s, s(y),y ∈ Y ), ïðè |Y | > 0 ; 1, ïðè |Y | = 0 .

}
òàêóþ, ÷òî∏

y∈Z

(
1 +K(x− y; s(x), s(y))

)
=
∑
Y⊂Z

∏
y∈Y

K(x− y; s(x), s(y)) =
∑
Y⊂Z

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y ). (20)

Íàêîíåö, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî EΛ âñåõ íàáîðîâ fλ = 〈f (Λ)
m (X; s(x), x ∈ X) : ∅ 6=

X ⊂ Λ〉 ôóíêöèé ñ s(x) ∈ Rn, x ∈ Λ.
Ïîäñòàâèì (19), âìåñòå ñ (20), â âûðàæåíèå äëÿ f (Λ)

m+1(X ∪ {x}; s(y),y ∈ X ∪ {x}) c X ⊂ Λ \ {x},
ïîëó÷àåìîå íà îñíîâå (18):

f
(Λ)
m+1(X ∪ {x}; s(y),y ∈ X ∪ {x}) = w(s(x))WΛ(x;X; s(y),y ∈ X) ×

×Q−1
Λ

∑
Y⊂Λ\X∪{x}

∑
Z:Y⊂Z,

Z⊂Λ\X∪{x}

( ∏
y∈X

w(s(y))
) ∫

s(y)∈Rn :
y∈Y

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y )×

× exp
(
− HΛ(X ∪ Y ; s)/T

) ∏
y∈Y

w(s(y))ds(y) (21)

è ïðîèçâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû:

Q−1
Λ

∑
Y⊂Λ\X∪{x}

∑
Z:Y⊂Z,

Z⊂Λ\X∪{x}

( ∏
y∈X

w(s(y))
) ∫

s(y)∈Rn :
y∈Y

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y )×

× exp
(
− HΛ(X ∪ Y ; s)/T

) ∏
y∈Y

w(s(y))ds(y) =

=
∑

Y⊂Λ\X∪{x}

∫
s(y)∈Rn :

y∈Y

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y )
∏

y∈X∪Y
w(s(y))ds(y)×

×Q−1
Λ

∑
Z⊂Λ\(X∪Y ∪{x})

∫
s(z)∈Rn :

z∈ΛZ

exp
(
− HΛ(X ∪ Y ∪ Z; s)/T

) ∏
z∈Z

w(s(z))ds(z) =

=
∑

Y⊂Λ\(X∪{x})

∫
s(y)∈Rn :

y∈Y

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y )×

×
[
f

(Λ)
m+|Y |(X ∪ Y ; s(z), z ∈ X ∪ Y )− f (Λ)

m+1+|Y |({x} ∪X ∪ Y ; s(z), z ∈ X ∪ Y ∪ {x})
] ∏

y∈Y
ds(y) ,

òàê êàê
∑
Z⊂Λ\({x}∪X∪Y )(·) =

∑
Z⊂Λ\(X∪Y )(·)−

∑
x∈Z⊂Λ\(X∪Y )(·). Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

â (21). Âûäåëèâ ñëàãàåìûå ñ Y = ∅, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ íàáîðà
ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f (Λ)

m (X; s(x), x ∈ X) ñ s(x) ∈ Rn, x ∈ X, ∅ 6= X ⊂ Λ:

f
(Λ)
m+1(X ∪ {x}; s(y),y ∈ X ∪ {x}) = w(s(x))WΛ(x;X; s(y),y ∈ X) ×
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×
[
f (Λ)
m (X; s(z), z ∈ X)− f (Λ)

m+1({x} ∪X; s(z), z ∈ X ∪ {x})+

+
∑

Y⊂Λ\(X∪{x})

∫
s(y)∈Rn :

y∈Y

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y )×

×
[
f

(Λ)
m+|Y |(X ∪ Y ; s(z), z ∈ X ∪ Y )− f (Λ)

m+1+|Y |({x} ∪X ∪ Y ; s(z), z ∈ X ∪ Y ∪ {x})
] ∏

y∈Y
ds(y)

]
. (22)

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà, êîòîðîé
ïîä÷èíåí íàáîð ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âåêòîðíûõ ðåøåò÷àòûõ ìîäåëåé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâå EΛ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, åå
âèä íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x â êàæäîì èç ìíîæåñòâ X ∪ {x} ⊂ Λ. Ïîýòîìó åå âûáîð ìîæíî
óíèôèöèðîâàòü. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â êàæäîì X ⊂ Λ ýòà òî÷êà âûáèðàåòñÿ ïåðâîé â ñìûñëå
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà íà ðåøåòêå Zd.

Íàêîíåö, óêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíûå ïëîòíîñòè fm(X; s(y),y ∈ X), m ∈ N, ∅ 6= X ⊂ Zd, ïîëó-
÷àåìûå ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå Λ → Zd, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé
ïðåäåëüíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

fm+1(X ∪ {x}; s(y),y ∈ X ∪ {x}) = w(s(x))W (x;X; s(y),y ∈ X) ×

×
[
fm(X; s(z), z ∈ X)− fm+1({x} ∪X; s(z), z ∈ X ∪ {x})+

+
∑

Y⊂Zd\(X∪{x})

∫
s(y)∈Rn :

y∈Y

K(x, s;Y ; s(y),y ∈ Y )×

×
[
fm+|Y |(X ∪ Y ; s(z), z ∈ X ∪ Y )− fm+1+|Y |({x} ∪X ∪ Y ; s(z), z ∈ X ∪ Y ∪ {x})

] ∏
y∈Y

ds(y)
]
. (23)

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âèäîèçìåíåíèå, ïî îòíîøåíèþ ê êëàññè÷åñêèì âåêòîð-
íûì ðåøåò÷àòûì ìîäåëÿì, èçâåñòíîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Êèðêâóäà � Çàëüöáóðãà
[Kirkwood, Salsburg, 1953] â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé.
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