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МАТЕМАТИКА 
 

УДК 517.95 
 

ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДРОБНОЙ  
ДИФФУЗИИ 

 
A PROBLEM WITH AN INTEGRAL CONDITION FOR FRACTIONAL DIFFUSION  

EQUATION 
 
 

Ф.М. Лосанова 
F.M. Losanova 

 
 

Институт прикладной математики и автоматизации, Россия, 360000, г. Нальчик, ул. Шортанова, д. 89А 
Institute of Applied Mathematics and Automation, 89 A, Shortanov St, Nalchik, 360000, Russia 

 
 

E-mail:losanovaf@gmail.com 
 
 

Аннотация. В данной работе рассматривается нелокальная краевая задача с интегральным условием 
для уравнения дробной диффузии. Доказана теорема существования решения исследуемой задачи. 

Abstract. In this paper we consider a nonlocal boundary value problem with integral condition. The theorems 
of existence and uniqueness of the problem are proved. 

 
Ключевые слова: задача с интегральным условием, уравнение дробной диффузии, дробная производ-

ная Римана-Лиувилля, аналог условия Тихонова. 
Key words: problem with an integral condition, fractional diffusion equation, fractional Riemann-Liouville de-

rivative, analogue of Tikhonov conditions. 
 

Введение 

Дифференциальные уравнения с частными производными дробного порядка являются 
обобщением уравнений с частными производными целого порядка и имеют не только огромный 
теоретический интерес, но и большое практическое значение. Такие уравнения могут выступать в 
качестве математических моделей, описывающих различные процессы, в том числе в средах с 
фрактальной структурой [1], [2]. 

В области   Tyxyx  0,0:,  евклидовой плоскости независимых переменных	

 yx, 	рассмотрим уравнение		

),,(),(),( 0 yxfxuDyxu yxx          (1) 

где  

 
 

 
 

 
 

































nnnxuD
y

yxu
y

dxu

yxuD

n
yn

n

y

y

,1,,

,0,,

,0,,1

,

0

0
1

0  

– оператор дробного интегродифференцирования (в смысле Римана-Лиувилля) порядка    
[1, с. 9],    – гамма функция Эйлера, 10  . 
 Уравнения вида (1) как с дробной производной Капуто, так и с дробной производной Рима-
на-Лиувилля исследовались ранее многими зарубежными и отечественными учеными. В работе 
[3] для уравнения (1) рассматривались первая краевая задача в прямоугольной области, задача 
Коши и краевая задача в бесконечной области, а в [4, с. 104] методом редукции к системе уравне-
ний меньшего порядка построено решение задачи Коши и первой краевой задачи для уравнения 
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(1). Также в работе [4, с. 115] построено общее представление решения уравнения (1) в прямоуголь-
ной области, решены основные краевые задачи и найдены соответствующие функции Грина. Для 
обобщенного уравнения (1) с младшими членами доказан принцип экстремума в работе [5]. 

Краевые задачи с интегральными условиями для параболических уравнений, в том числе с 
дробной производной, исследовались в работах [6] - [9]. 

Решение  yxu ,  уравнения (1) назовем регулярным в области  , если     Cyxuy ,1 , 

 yxu ,  имеет непрерывные производные до 2-го порядка по x ,   ,1
0 xuD y  - непрерывную произ-

водную по y  в области  . 
В работе исследуется следующая задача. 

В области   требуется найти регулярное решение  yxuu ,  уравнения (1), удовлетворяющее 
следующим условиям:  

   ,,lim 1
00

xxuD y
y




    x0 ,      (2) 

     ydxyxuyx 


0
,, ,   Ty 0 ,      (3) 

где  x ,  y ,  yx,  – заданные достаточно-гладкие функции. 

Без ограничения общности можно считать, что   0, yxf ,   0 x . Действительно рассмот-
рим задачу 

),,(),(),( 0 yxfxDyx yxx          (4) 

   ,,lim 1
00

xxD y
y




  ,0  x       (5) 

  ,0,0  y    .0 Ty        (6) 

Тогда решение задачи (4)-(6) имеет вид [3] 

          



y

ddyxGfdyxGyx
0 00

,,,,0,,,, . 

Искомое решение ищем в виде      yxyxuyxu ,,~,  , 

,0),(~),(~
0   xuDyxu yxx                       (7) 

  ,0,~lim 1
00




xuD y

y
                      (8) 

     ydxyxuyx 
 ~,~,
0

, ,0 Ty        (9) 

где        dxyxyxyy 



0

,,~ . 

 Таким образом задача (1)-(3) эквивалента задаче (7)-(9). 
Поэтому далее будем рассматривать следующую задачу. 

В области   требуется найти регулярное решение  yxuu ,  однородного уравнения 

 ,0),(),( 0   xuDyxu yxx                       (1)’ 

удовлетворяющее следующим условиям:  

  ,0,lim 1
00




xuD y

y
   x0 ,      (2)’ 

     ydxyxuyx 


0
,, ,  Ty 0 ,                    (3)’ 

где  y ,  yx,  – заданные функции. 

Теорема существования. Пусть     Сyx, ,     Сyxx , , Κሺ0, ሻݕ ≢ 0,  

 
   TAС

y

y
D y ,0

,0
1

0 

 , 

 
  ,0

,0
lim 1

00





 y

y
D y

y
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причем   

















 2

2

exp, xoyx  и   

















 2

2

exp, xoyxx ,   – некоторая положительная кон-

станта. Тогда существует регулярное решение уравнения (1)’ в области  , удовлетворяющее 
краевым условиям (2)’ (3)’ и представимое в виде 

 
 

  












 

y

d
y

x
e

y
yxu

0

0,1
,1 ,1,      (10) 

где    ygDy y
 0 , а  yg  – является решением интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода  

       
  ,,0

,
0 y

y
dttgtyyGyg

y




   

где        
 



 














0

0,1
,11 .,1

,0
1, dxyx

y

x
e

yy
tyyG x  

 Доказательство. 
Используя представление решения задачи (10) с условиями (3)’ и    yyu ,0  для одно-

родного уравнения (1) [3, c. 38] и удовлетворив условию (9), получим 

           ydxd
y

x
e

y
yxdxyxuyx

y














  



0

0,1
,1

00

1,,,     (11) 

здесь  ze 


,
,  – функция типа Райта [4, с. 22]. 

Перепишем (11) в виде  

     ydy
y


0

1 , ,      (12) 

где  

     


 














0

0,1
,11

1,, dx
y

x
e

y
yxy .    (13) 

 Уравнение (12) является интегральным уравнением Вольтерра 1-го рода с ядром   ,1 y  и 

правой частью  y . 
 Проинтегрировав (13) по частям, получим 

     
       


























0

,1
,1

1
1

1 .,,0, dxyx
y

x
ey

y
yy x  

Подставим   ,1 y  в (12) 

   
         ydyyd

y
y

yy





 


0
2

0

1

,,0 , 

где        






 











0

,1
,1

1
2 .,, dxyx

y

x
eyyy x  

         ydyyyDy
y

y  

0
20 ,,0 .     (14) 

В силу формулы дробного интегрирования функции Райта [4, с. 26], второе слагаемое в левой ча-
сти уравнения (14) можно записать в виде 

             


y

t

y

y

y

dttDtyydyyDdyy
0

03
0

3
0

2 ,,,,    (15) 

где  
   

 


 














0

0,1
,113 .,1, dxyx

y

x
e

y
yy x  

Далее обозначив    yDyg y  
0  с учетом (15), равенство (14) перепишем в виде 

         ydttgtyyygy
y

 
0

3 ,,0 .     (16) 

Так как по условию Κሺ0, ሻݕ ≢ 0, то соотношение (16) принимает вид  

       ydttgtyyyg
y

1
0

4 ,   ,        (17) 
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где    
 y

tyy
tyy

,0
,, 3

4 


 ,    
 y

y
y

,01 


 . 

Уравнение (17) является интегральным уравнением Вольтерра 2-го рода. Из теории инте-
грального уравнения Вольтерра второго рода известно [10, с. 227], что для любых функций 

  )(,4 DСtyy   и   ],0[1 TLy   существует единственное решение   ],0[ TLyg   уравнения (17) и 
выписывается в виде 

        
y

dtttyRyyg
0

11 , , 

где  tyR ,  – резольвента ядра  tyy  ,4 . 

 Учитывая условия теоремы, накладываемые на  y  и на  yxK , , получим что

   ygDy y
 0 . 

Теорема доказана. 
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Аннотация. В данной работе рассматриваются  нелокальные краевые задачи для уравнения смешан-
ного типа третьего порядка с кратными характеристиками в области ограниченной отрезками  заданных 
прямых.  Ставится задача - определить функцию, обладающую определенными свойствами и удовлетворяю-
щую определенными граничными условиями. Доказывается существование единственности решения постав-
ленной задачи. 

Abstract. In this paper, we consider nonlocal boundary value problem for a mixed-type equation  of the third 
order with multiple characteristics within the domain bounded by given line segments. We state the problem to de-
termine function with specific features that satisfies certain boundary conditions. The existence of solution unique-
ness to the stated problem is proved. 

 
Ключевые слова: определить функцию, граничные условия, относительно  коэффициентов уравне-

ния,  справедливо равенство,  путем дифференцирования, в результате преобразований. 
 Key words: to define the function, border conditions, regarding the coefficients  of the equation, true equali-

ty, by differentiation, as a result of reforms. 
 

 
Рассмотрим уравнение 

 0=

   









































0,

,0,,,

2

2

2

2

01

y     
y

u

x

u

yx

y   uuyxauyxau yxxxx


                                           (1)          

в области  , ограниченной отрезками 0AA , 0A 0B , 0B B  прямых x = 0,  y =h,     x = l,  соответ-

ственно, и характеристиками AC: x + y = 0, BC: x – y = l, уравнения (1), при y<0 выходящими из то-

чек A(0;0), B(l;0). Пусть  ,0 y   ,0 y     ,0, xxu      xxu y 0, . 

Задача 1. Определить функцию u(x, y), обладающую следующими свойствами:  

1)            21,3
,

1, CCCCyxu yx , 2) u(x,y) – решение уравнения (2.1.1) в 

   , 3)  yxu ,  удовлетворяет граничным условиям: 

u (0,y) = 1 (y), u(l, y) = 2 (y), 

               ,0  ,,,0 3 hyyyluyu xx                                            (2) 

     ,2/0  ,      , 21 lx   x
n

u
xu

AC
AC





                            (3) 
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где 1 (y), 2 (y), 3 (y) и 1 (x), 2 (x) – известные функции, причем 

       ,,0     ,,0 3,2
1

1 hCyhCy       2/,02
1 lCx  , ,    00 11   . 

Относительно коэффициентов  уравнения (1) в дальнейшем предполагается, что 

       1110 ,   ,,    ,, Cyxayxayxa x , const , , 022   . 

Вначале рассмотрим случай, когда  ,1  0 . 

Пусть      
 








.0,,
,0,,

,
2

1

y     yxu

y     yxu
yxu   

Тогда любое решение уравнения (1) в области   при y  0 представимо в виде [1] 

),(),(),( 222 yyxyxu                                                        (4) 
где  2(x, y) – регулярное решение уравнения 

,0,022  yyyxx                                                                     (5) 

)(2 y – дважды непрерывно дифференцируемая функция, причем без ограничения  

общности считаем, что 0)0(')0( 22   . 
Очевидно, что функция 

   yxfyxfyx  212 ),(  
является общим решением уравнения (5), а следовательно, из (4) находим: 

                                               yyxfyxfyxu 2212 ),(  .                             
(6) 

Удовлетворяя (6) условиям (3), а также условию    xxu y 0,2 , приходим к следую-

щей системе относительно )(1 xf , )(2 xf , )(2 x :

  

                                          

   
   

   


















.0,

,,
,,

2

2
2

12

xxu

x
n

yxu

xyxu

y

AC

AC







                                                                   

(7)  
Решая систему (7), находим 

  xf1  














xx

dt
tt

d
t

0
2

0
1 222

1
22

  

  xf2      xfdttf
x

x

0
2

10
2 1

2

0
211 






   

     xfdttx
x

02
2

1
1

0
22  



  

Подставляя найденные значения искомых функций  xf1 ,  xf2  и  x2  в общее реше-
ние (6), находим 

 
 

                                 

    












 







 

 


dt
tyxyx

yxu
yx

222
10

22
, 2

0
1112   

   2/,01
2 lCx 
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       






yx

yx
yyx

dttdttdttdtt
0

2

0
2

0
2

0
2 2

1
2

1
2

1
                                                 

(8) 
Справедлива следующая 

Лемма 1. Если ,0,0 2
2 





AC

AC n

u
   u  то для любого решения  задачи 1 в области     

справедливо равенство 

                                                      0
0

  dtttI
l

 ,                                                                                            

(9) 

где )(),(lim),(),(lim 1010
xyxuxyxu x

yy
 


. 

Доказательство. При     021  xx   из представления (8) имеем 

   



yx

dttyxu
0

2 ,  , 

откуда 

     xdttxu
x

  
0

2 0, . 

Путем дифференцирования из последнего соотношения находим 

                                                  xx   .                                                                                      
(10)  
Вычислим теперь интеграл вида  

                                                

   dtttI
l


0

 .                                                                         

(11) 
С учетом соотношения (10) имеем 

             
2

0
2

222

00
0

 
 

lt
dtttdtttI

lll

. 

Но в силу условия согласования     000 1  ,      002  l ,  откуда  получаем (9). 
Далее займемся исследованием вопроса о поведении интеграла (11) при предельном пере-

ходе из области   на линию 0y . Здесь справедлива следующая 

Лемма 2. Пусть коэффициенты  yxa ,0  и  yxa ,1  уравнения (1) таковы, что 

   0,0,2 10 xaxa   и выполняются равенства 

          xuxu    xuxu xx
lx

xx
x

00,0,lim,00,0,lim 110110



                       (12) 

Тогда равенство (9) может иметь место в том и только в том случае когда   0x . 

 Доказательство. Переходя в уравнении (1) к пределу 0y , получим фундаментальное  

соотношение между функциями    xxu 0,2  и    xxu y 0,2  следующего вида 

                                     xxxaxxax   0,0, 01 .                        (13) 

С учетом однородных граничных условий, соответствующих условиям (2) из (13) находим    

       
llll

dxxxadxxxxadxxxdxxvxI
0

2
0

0
1

00
)(0,)(0,)()()()(   
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          







 

lll
l

dxxxa
x

dxadxxxxx
0

2
0

0

2

1
0

0 )(0,
2

)(0,)(   

              
lll

dxxxadxxxax
xa

xdx
l

0

2
0

0

2
1

21

0
)(0,)(0,

2
1

2
0,

0
  

                 





 
l

dxxxaxa
allal

0

2
10

2
1

2
1

22
)(0,0,2

2
1

2
00,00,

2
0 

 

     
l

dxxxaxa
0

2
10 )(0,0,2

2
1  .     (14) 

Из равенства (14), в силу условия    0,0,2 10 xaxa   леммы 2 равенство (9) может иметь 

место в том и только в том случае, когда   0x . При этом из соотношений (10) и (13) получаем, 

что и   0x . При этом из формулы (8) следует, что   0,2 yxu  в области D .  С учетом того, 

что   0x , а также с учетом однородных условий, соответствующих граничным условиям (2), в 

области   приходим к следующей задаче 

    0,, 110111  yxxxx uuyxauyxau ,    (15) 

  0,01 yu ,      0,,0 11  yluyu xx ,   0,1 ylu ,  (16) 

                                            00,1 xu .                                                      (17) 
Справедлива следующая 

Теорема 1. Задача (15) – (17) имеет только тривиальное решение,   0,1 yxu  в  .  

Методом от противного, доказываем, что   0, yxu  в области  , откуда вытекает един-
ственность решения исследуемой задачи 1. 

Докажем теперь существование решения задачи1, когда     0,  ,, 10  yxaconstyxa  .  

Переходя в уравнении (1) к пределу при 0y , получим 

 0)()()(  xxvx  .                                                         (18) 

Соотношение между )(x  и  x , принесенное из гиперболической части   на линию 
y=0, имеет вид 

 














22
)()( 21

xx
xvx  .                                                     (19) 

Исключая из равенств (18) и (19)  x , получим двухточечную нелокальную краевую зада-
чу для обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка со спектральным пара-
метром  

 )()()()( xxxx   ,                                                        (20) 

 )0()()0(  ),0()(  ),0()0( 321   ll ,                          (21) 

где      2/2/ 21 xxx   . 
Решение задачи (20), (21) существенно зависит от расположения корней характеристиче-

ского уравнения  

 03  kk ,                                                                               (22) 
соответствующему однородному уравнению 

 0)()()(  xxx  .                                                              (23) 
Введем обозначение  

 
27
1

4

2




S .                                                                          (24) 
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Известно [2], что уравнение (22) имеет один действительный и два комплексных корня, ес-
ли 0S . Оно имеет три различных действительных корня, если 0S . При 0S  все три корня  
действительны, причем два из них равны.  

Теорема 2. Пусть выполняются условия  
     03131220   kleklklklklch , если 0S ;                     (25) 

                                              323213
12211

kkllkkkllk eekkeekk  

      0312
13   kkllk eekk  если ;0S                           (26) 

    ,0sin3cos2 2
2   albeblablbshal  если 0S ,                          (27) 

где ,104,14,2,104,14,2,2,1,
2
3 2

3
2

21 bbk   bbk   bk    k    , ua  

  ,2/3  ub  ,
2

3 Su 


 ,
2

3 S
  при 0S , 0S  и   ,2sin3/1 a  

ctgb   при 0S , тогда задача (20), (21) разрешима, притом единственным образом.  
 

Рассмотрим теперь случай, когда     1  ,0  ,0,   ,, 10  yxaconstyxa . 

Положим, что  
 ),()0,(  ),()0,( 1111 xxuxxu y                                                           (28)  

 ),()0,(  ),()0,( 2222 xxuxxu y                                                          (29) 

тогда условия согласования принимают вид  ),0()0( 11    ),0()( 21  l  

                                       )0(2)0()0( ),0()()0( 122311   l . 

Воспользуемся тем, что любое регулярное решение уравнения (1) в области 2  представи-
мо  

в виде )(),(),(2 yyxyxu   , где ),( yx – регулярное решение уравнения 0 yyxxL  ,  

а )(y  – дважды непрерывно дифференцируемая функция, которую можно подчинить условию 

    000   . 
Пользуясь общим представлением  

)()()() ,( 212 yyxFyxFyxu   

решения уравнения (1) в области  , находим, что решение уравнения (1), удовлетворяющее 
условиям (3), имеет вид  

 

    ).0()0(2/2/1

2/2/1
2

)() ,(

11

2

0
2

0
2112

FFyxdtt

dtt
yx

yxFyxu

y

yx









 













 

Отсюда получаем функциональное соотношение между )(2 x  и  x2  в виде  

                                                                    xxx   22 ,                              
(30) 

где        022/22/ 221   xxx .  

Переходя к пределу в уравнении (1) при 0y , получим соотношение между )(1 x  и  x1 :  

             00,0, 10111  xxaxxaxx  .                                (31) 

По условию задачи,            xxx  xxx   2112   , .  
Тогда, учитывая граничные условия (2), приходим к нелокальной двухточечной краевой  

задаче для обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка 

             xxxaxxax   0,10, 01 ,                                (32) 
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              00  ,0  ,00 321   ll .                              (33) 

Справедливы следующие леммы.  

 Лемма 3. Если     0,  ,0, 



 xx
n

u
xxu , то для любого решения уравнения (1) имеет 

место неравенство 

    
x

dtttJ
0

22 0  при любом  lx ,0 . 

Доказательство. Действительно, если     ,0  ,0 21  xx   то   0x . Используя       

     xxx   22 ,  получим 

             
 
x x

dtttJ
0

2
2

22 0
2


 .                                                        (34) 

 Лемма 4. Если     00,20, 01  xaxa  и  

              ,0000   ,00,0,lim  ,00,0,lim 32100



xuxuxuxu xx

lx
xx

x
 то для любого  

решения уравнения (1) справедливо неравенство 

    
x

dtttJ
0

11 0  ,  lx ,0 . 

Доказательство. Из равенства  

            00,0, 10111  xxaxxaxx   

имеем 

                  
l l

dxxxaxxaxxdtttJ
0 0

10111111 0,0,  . 

В результате простых преобразований будем иметь 

           

                 
l l

dxxxaxaldxxaaJ
0

2
1

0
01

2
1

2
1

2
101 00,20,

2
10

2
12

2
1  ,                

(35) 

так как    0  l . Сравнивая (34), (35) заключаем, что 0J  или, с учетом вида правой  

части (34), имеем     021  xx  . 

Доказывается   3,1  следующая  

 Теорема 3. Пусть  yxu , – решение в области   однородной задачи 1. Тогда   0, yxu  в  . 

Опираясь  на  найденную  функцию  x , в области   приходим к задаче 2. 

Задача 2. Определить решение в области   уравнения (1) при 0y , непрерывное в  

замкнутой области   и удовлетворяющее граничным условиям (2) и    xxu 0, .  

А в области   решаем задачу 3.   5,4  

Задача 3. Определить решение уравнения (1)  в области   при 0y , непрерывное в  

замкнутой области  , удовлетворяющее граничным условиям (3) и    xxu 0, . 

Опираясь на все проведенные доказательства,   имеет место 

Теорема 4. Если          hCyyhCy ,0   ,  ,,0 32
1

1   ,    2/,02
1 lCx  , 

   2/,01
2 lCx  ,        Cyxayxayxa x ,  ,,  ,, 110 ,    00 11   ,  ,, const , 

0 22   ,   02 y , то существует единственное решение задачи 1. 



 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ            Серия Математика. Физика. 2017. №6 (255). Выпуск 46  ________________________________________________________________  

 

15

Список литературы 
References 

1. Джураев Т.Д. 1979. Краевые задачи для уравнений смешанного и смешанно – составного типов. / 
Т.Д. Джураев //  Ташкент: ФАН. С238. 

Juraev T.D. 1979 Boundary value problems for equations of mixed and mixed - composite type. / TD Juraev 
Tashkent //: FAN. p 238 

2. Сабитов К.Б. 1989. К теории уравнений смешанного параболо-гиперболического типа со спек-
тральным параметром. / К.Б. Сабитов // Дифференц. уравнения. Т.25, №1, С.117-126. 

Sabitov K.B. 1989. The theory of equations of mixed parabolic-hyperbolic type with a spectral parameter. / 
KB Sabitov // Differential  equation. V.25, №1, S.117-126. 

3. Джураев Т.Д. 1986. Краевые задачи для уравнений параболо- гиперболического типа. / Т.Д. Джу-
раев, А. Сопуев, М. Мамажанов // Ташкент: ФАН, С. 220. 

Juraev T.D. 1986 Boundary value problems for equations of hyperbolic type parabolic-hyperbolic type with a 
spectral parameter. / Juraev T.D., Sopuev A.M. Mamazhanov // Tashkent: FAN, S. 220. 

4. Елеев В.А. 1976. О некоторых задачах типа задачи Коши и задач со смещением для одного вырож-
дающегося гиперболического уравнения. / В.А. Елеев //  Дифференц. уравнения. Т.12, №1  С. 44-58. 

Eleev V.A. 1976. Some problems of Cauchy type problems and problems with shift for a degenerate hyperbol-
ic equation. / VA Eleev // Differential equations. Vol.12, №1 pp 44-58. 

5. Иргашев Ю. 1976. Некоторые краевые задачи для уравнений третьего порядка с кратными харак-
теристиками.  / Ю. Иргашев //  Ташкент: ФАН. С.17-27. 

Irgashev Yu. 1976. Some boundary value problems for a third order equations with multiple characteristics. / 
Yu Irgashev // Tashkent: FAN. p.17-27. 
 
 
 
  



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ           Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46 
 ________________________________________________________________   

 

 

16 

УДК 512.62 
 

О СИММЕТРИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА  
 

ON SYMMETRIC POLYNOMIALS OF A SPECIAL FORM  
 
 

С.М. Рацеев 1  , О.И. Череватенко 2   
S.M. Ratseev, O.I. Cherevatenko 

 
1Ульяновский государственный университет, 432017, г. Ульяновск, ул. Льва Толстого, 42. 

 
Ulyanovsk State University, 432017, Ulyanovsk, Lev Tolstoy 42 

 
2Ульяновский государственный педагогический университет имени И.Н.Ульянова, 432063, г. Ульяновск, пл. 

100-летия со дня рождения В.И. Ленина, 4. 
 

Ulyanovsk State I.N.Ulyanov Pedagogical University, Ploshchad' 100-letiya so dnya rozhdeniya V.I. Lenina, 4 
 
 

                     E-mail: ratseevsm@mail.ru; chai@pisem.net 
 
 

Аннотация. Работа посвящена исследованию симметрических многочленов специального вида. 
Получены критерии симметричности таких многочленов. Данная задача является частным случаем очень 
сложных задач о подходах к классификации первичных многообразий ассоциативных алгебр над полями 
положительной характеристики. 
              Resume.  The paper is devoted to the study of symmetric polynomials of a special form. The necessary and 
sufficient conditions for the symmetry of such polynomials. This problem is a special case of very difficult problems 
on approaches to the classification of the prime varieties of associative algebras over fields of positive characteristic. 
 

Ключевые слова: многочлен, симметрический многочлен. 
            Key words: polynomial, symmetric polynomial. 

Введение 

Один из способов изучения свойств многочленов из кольца ],,[ 1 nxxR   над кольцом R  

состоит в описании таких многочленов, которые не изменяются при различных преобразованиях 
этого кольца. Одним из важных классов таких многочленов являются многочлены, которые 
являются инвариантными относительно действия элементов симметрической группы ,nS  то есть 

такие многочлены ,],,[),,( 11 nn xxRxxf    для которых выполнено равенство  

.  ),,,(=),,( 1)((1) nnn Sxxfxxf    

Такие многочлены называются симметрическими многочленами. Основными 
симметрическими многочленами в кольце ],,[ 1 nxxR   являются  

.1  ,=),,(
1

<<11
1 nkxxxx

kii
nkii

nk  





 

Основная теорема теории симметрических многочленов гласит, что любой 
симметрический многочлен может быть представлен единственным образом в виде многочлена от 
основных симметрических многочленов. 

Симметрические функции имеют приложения в комбинаторике, алгебраической 
геометрии, теории представлений и т.д. (см., например, [1, 2, 3]). 

Данная работа посвящена исследованию симметрических многочленов специального вида. 
Эта задача является частным случаем чрезвычайно сложных задач, возникших в работах 
А.Р.Кемера [4] о подходах к классификации первичных многообразий ассоциативных алгебр над 
полями положительной характеристики. 
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Пусть K  — некоторое поле, X  и Y  — некоторые счетные множества, причем .= YX  
Целью данной работы является описание всех симметрических многочленов относительно 
переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   вида  

 ,  1),(1)(
111111

Kyxyx
kjjkiikjkijikjjkii               (1) 

 где ,,,
1

Xxx
kii   ,,,

1
Yyy

kjj   причем 
kii xx ,,

1
  попарно различны и 

kjj yy ,,
1
  попарно 

различны. 
Хорошо известное строение кольца всех симметрических многочленов не зависит от 

характеристики основного поля. Для многочленов вида (1) это уже не так. Размерности 
пространств таких многочленов существенно зависят от характеристики основного поля. В 
частности, над полями положительной характеристики такие ненулевые многочлены вообще 
могут отсутствовать. 

 
1.  Симметрические многочлены специального вида 

 
Определим умножение элементов вида 1)(1)(

11


kjkiji yxyx   и 1)(1)(
11


nbnaba yxyx   

следующим образом:  

    
   














иначе
bbjj

иaaiiеслиyxyxy

yxyxyxyx

nk

nkbabaj

nbnabakjkiji

nnk

,0
,,...,,...,

,...,,...,),1)...(1)(11)...(xy(x

=1)(1)(1)(1)(

11

11iji

1111

11k11



  

Распространим это правило на все многочлены вида (1), используя линейность. Не трудно 
заметить, что полученное множество относительно операций + и   будет являться ассоциативным 
коммутативным кольцом с единицей. 

Пусть K  — некоторое поле. Рассмотрим многочлены вида  

 ,  1),(1)(
111111

Kyxyx
kjjkiikjkijikjjkii     (2) 

 где },,{1,},,{  },,{1,},,{ 11 njjnii kk    .=},,{=#},,{# 11 kjjii kk   

Ввиду коммутативности скобок, можно считать, что kjjj <<< 21   в каждом слагаемом из 

(2). 
Пусть k

nA  — множество всех размещений без повторений из n  элементов по k  множества 

.},{1, n  То есть множество k
nA  состоит из упорядоченных выборок вида ,),,( 1 kii   где 

},{1,},,{ 1 nii k    и 1i ,... , ki  попарно различны. 

Обозначим через ,),,,,,( 11 nn
n

k yyxxF   где ,1 nk   многочлен вида (2), в котором каждое 

слагаемое состоит ровно из k  скобок. Тогда многочлен n
kF  имеет такой общий вид:  

 1),(1)(=),,,,,(
1111

<<11
),,1(

11 



kjkijikjjkii

nkjj

k
nkii

nn
n

k yxyxyyxxF  



 A

 (3) 

 то есть сумма берется по всем элементам множества k
nA  и по всем k -элементным подмножествам 

},,{ 1 kjj   в множестве ,},{1, n  при этом .<<< 21 kjjj   

 
Лемма 1.  Пусть K  — поле нулевой характеристики и N.n  Многочлен 

),,,,,( 111 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом относительно переменных 

nxx ,,1   тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  

.  ,=),,,,,(
1=1=1=

111 KnyxyyxxF jj

n

j
jj

n

j
i

n

i
nn

n 















   

Многочлен ),,,,,( 111 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом относительно 

переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  
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.  ,=),,,,,( 2

1=1=
111 KnyxyyxxF j

n

j
i

n

i
nn

n 















   

Доказательство. Учитывая (3), многочлен nF1  имеет такой общий вид:  

.  1),(=),,,,,(
1=1=

111 KyxyyxxF ijjiij

n

j

n

i
nn

n   

После преобразования получаем  

.=1)(=),,,,,(
1=1=1=1=1=1=

111 ij

n

j

n

i
jij

n

j
i

n

i
jiij

n

j

n

i
nn

n yxyxyyxxF 







   

Для любой перестановки nS  выполнено равенство nn FF 11 =  тогда и только тогда, когда 

для любых },{1,2,, 21 nii   выполнено равенство ,=
21 jiji   то есть коэффициенты ij  не зависят 

от .i  Обозначим .= jij   Поэтому элемент ,1
nF  симметричный относительно переменных 

,,,1 nxx   имеет такой вид:  

 .  ,=),,,,,(
1=1=1=

111 KnyxyyxxF jj

n

j
jj

n

j
i

n

i
nn

n 















   (4) 

При этом многочлен nF1  вида (4) симметричен относительно переменных nyy ,,1   тогда и 

только тогда, когда для любых i  и j  выполнено равенство .==  ji  

Поэтому многочлен ),,,,,( 111 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом 

относительно переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  

.  ,=),,,,,( 2

1=1=
111 KnyxyyxxF j

n

j
i

n

i
nn

n 















   

Лемма доказана. 
 
Лемма 2.  Пусть K  — поле нулевой характеристики и N.n  Многочлен 

),,,,,( 112 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом относительно переменных 

nxx ,,1   тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  

.1)()(1)(2!=),,,,,(
<11=

1

1=1=1=<1<1
112 st

nts
jjt

n

jt
sj

j

s

n

j
i

n

i
tsst

nts
ji

nji
nn

n nnyxnyyxxyyxxF 


































 







  

Многочлен ),,,,,( 112 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом относительно 

переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  

.  ,
2

1)(1)(2!=),,,,,(
22

1=1=

2

<1<1
112 K

nn
yxnyyxxyyxxF j

n

j
i

n

i
ts

nts
ji

nji
nn

n 



































 



  

Доказательство. Рассмотрим случай 2=k . Общий вид многочлена вида ,2
nF  учитывая 

(3), будет следующим:  
1).1)((=),,,,,(

<1
, ,,1

112 



tjsiijst

nts

jinji
nn

n yxyxyyxxF   

После преобразования получаем  
=1)1)((=),,,,,(

<1
, ,,1

112 



tjsiijst

nts

jinji
nn

n yxyxyyxxF   

=)(=

<1
, ,,1

<1
, ,,1

ijst

nts

jinji
tjsitsjiijst

nts

jinji

yxyxyyxx  






 

.)(=

<1
, ,,1

<1
, ,,1<1 ,,1

ijst

nts

jinji
tjsiijst

nts

jinji
tsijst

nts
ji

jinji

yxyxyyxx 







 






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Для любой перестановки nS  выполнено равенство nn FF 22 =  тогда и только тогда, когда 

коэффициенты ijst  не зависят от i  и j . Обозначим stijst  = . Поэтому nF2  можно записать в таком 

виде:  

.1)()(2!=),,,,,(
<1

<1
, ,,1<1<1

112 st
nts

tjsist

nts

jinji
tsst

nts
ji

nji
nn

n nnyxyxyyxxyyxxF 
















 





  

Преобразуем сумму )(

<1
, ,,1

tjsist

nts

jinji

yxyx 



 к виду  .
1=1=

















  bb

n

b
a

n

a

yx  

Зафиксируем пару индексов }.,{1,},{1,),( nnba    Элемент ba yx  может находиться либо 

на первом месте в элементе )( tjsi yxyx  , либо на втором. Если ba yx  находится на первом месте, то 

такие слагаемые имеют вид  
}.,1,{ },{\},{1,  ),( nbtanjyxyx tjba    

Если ba yx  находится на втором месте, то такие слагаемые имеют вид  

1}.,{1, },{\},{1,  ),(  bsaniyxyx basi   

Поэтому  

,1)(=)()(
1=

1

1=1=1

1

1=1
Gyxnyxyxyxyx babt

n

bt
sb

b

s
tjbabt

n

bt

aj

nj
basisb

b

s

ai

ni









 














 

где многочлен G  не содержит слагаемых ba yx . Таким образом, элемент nF2  имеет такой вид:  

 
















 


tsst

nts
ji

nji
nn

n yyxxyyxxF
<1<1

112 2!=),,,,,(   (5) 

.1)()(1)(
<11=

1

1=1=1=
st

nts
jjt

n

jt
sj

j

s

n

j
i

n

i

nnyxn 
















 





 

При этом многочлен nF2  вида (5) симметричен относительно переменных nyy ,,1   тогда и 

только тогда, когда для любых 1s , 1t  и 2s , 2t  выполнено равенство 
2211

= tsts  . Поэтому многочлен 

),,,,,( 112 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом относительно переменных nxx ,,1   и 

nyy ,,1   тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  

 .  ,
2

1)(1)(2!=),,,,,(
22

1=1=

2

<1<1
112 K

nn
yxnyyxxyyxxF j

n

j
i

n

i
ts

nts
ji

nji
nn

n 



































 



  

Лемма доказана. 
 
Лемма 3.  Пусть K  — поле нулевой характеристики и N.n  Многочлен 

),,,,,( 113 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом относительно переменных 

nxx ,,1   и nyy ,,1   тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  


































 


ts

nts
ji

nji
uts

nuts
kji

nkji
nn

n yyxxnyyyxxxyyxxF
<1<1

2

<<1<<1
113 2)(2!3!=),,,,,(   

.  ,
3!

2)(1)(
2

2)(1)( 222

1=1=

22

K
nnn

yx
nn

j

n

j
i

n

i























   

Доказательство. Общий вид многочлена вида ,3
nF  учитывая (3), будет следующим:  

1).1)(1)((=),,,,,(

<<1
,3),,(

113 




uktjsiijkstu

nuts
nkji

nn
n yxyxyxyyxxF

A

  

После преобразования получаем: 
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











utsijkstu
nuts

kji

nkji

nn
n yyyxxxyyxxF

<<13),,(
113 =),,,,,(

A

  

.)()(

<<1
,3),,(

<<1
,3),,(

<<1
,3),,(

ijkstu

nuts
nkji

uktjsiijkstu

nuts
nkji

utkjuskitsjiijkstu

nuts
nkji

yxyxyxyyxxyyxxyyxx  








 AAA

 

Многочлен ),,,,,( 113 nn
n yyxxF   является симметрическим многочленом относительно 

переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   тогда и только тогда, когда коэффициенты ijkstu  не зависят от 

индексов utskji ,,,,, . Поэтому многочлен nF3  имеет такой вид:  






















 



uts
nuts

kji

nkji

nn
n yyyxxxyyxxF

<<13),,(
113 3!=),,,,,(

A

  

.
3!

2)(1)()()(
222

<<1
,3),,(

<<1
,3),,(


 







nnn
yxyxyxyyxxyyxxyyxx uktjsi

nuts
nkji

utkjuskitsji

nuts
nkji AA

 

Рассуждая аналогичным образом, как и в лемме 2, получаем требуемый вид многочлена 
nF3 . Лемма доказана. 

 
Рассмотрим общий случай. 
 
Теорема 1.  Пусть K  — некоторое поле нулевой характеристики и n  — некоторое 

натуральное число. Пусть .1 nk   Многочлен  

),,,,,( 11 nn
n

k yyxxF   

является симметрическим многочленом относительно переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   

тогда и только тогда, когда он имеет такой вид:  

,)!(=),,,,,(
1

<<11
1

<<110=
11 




























  skjj
nskjj

skii
nskii

s
skn

s
skn

k

s
nn

n
k yyxxCAskyyxxF 



 (6) 

где k
nA  — число размещений из n  по ,k  k

nC  — число сочетаний из n  по ,k  .K  

Доказательство. Пусть .1 nk   Общий вид многочлена n
kF  имеет вид (3). Рассуждая 

аналогичным образом, как и в леммах 1-3, получаем, что для симметричности многочлена n
kF  

относительно переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты 

kjjkii  11
  были равны между собой. Пусть все 

kjjkii  11
  равны .  Тогда  

1).(1)(=),,,,,(
11

<<11
),,1(

11  



kjkiji

nkjj

k
nkii

nn
n

k yxyxyyxxF 



 A

 

Покажем, что данный многочлен совпадает с (6). Вычислим коэффициенты при 

,
1

<<11
1

<<11 

























 skjj

nskjj
skii

nskii

yyxx 


 где .,0,= ks   После раскрытия скобок в элементе  

1)(1)(
!

1=1)(1)(
11

),,1(

),,1(
11

<<11
),,1(

 






kjkiji

k
nkjj

k
nkii

kjkiji

nkjj

k
nkii

yxyx
k

yxyx 









A

AA

 

будут получаться суммы вида  

 







ktt

jijijiji

k
nkjj

k
nkii s

kkststtt
yxyxyxyx

k ...1

),,1(

),,1( 1
1111

...€€...€€...
!

1

A

A





 (7) 
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где ^ означает, что элемент отсутствует. Понятно, что сумма 
 ktt

jijijiji

s

kkststtt
yxyxyxyx

...1 1
1111

...€€...€€...  

состоит их s
kC  слагаемых. Далее, число элементов вида  

 ,),,,,(),,,,,( 11
k
n

k
nsksk bbaa AA    

где ,,,1 skaa   skbb ,,1   зафиксированы, равно   .2s
sknC   Поэтому суммы вида (7) можно 

записать следующим образом:  

  =
!

1
1

),,1(
1

),,1(

2




































  skjj
sk

nskjj
skii

sk
nskii

s
k

s
skn yyxxCC

k


 AA

 

    .)!(
!

1=
1

<<11
1

<<11

22





























  skjj
nskjj

skii
nskii

s
k

s
skn yyxxskCC

k




 

Осталось заметить, что  

    .)!(=)!(
!

1 22 s
skn

s
skn

s
k

s
skn CAskskCC

k    

Теорема доказана. 
 
Пример 1.  Пусть поле K  имеет нулевую характеристику. Приведем некоторые 

частные случаи симметрических многочленов ),,,,,( 11 nn
n

k yyxxF   относительно переменных 

nxx ,,1   и nyy ,,1   из теоремы 1. В качестве параметра   возьмем единицу.  

2,))((2=),,,( 212121212121
2

2  yyxxyyxxyyxxF  

18.))((4))((2=),,,,,( 321321323121323121321321
3

2  yyyxxxyyyyyyxxxxxxyyyxxxF  

6.))((2))((26=),,,,,( 321321323121323121321321321321
3

3  yyyxxxyyyyyyxxxxxxyyyxxxyyyxxxF

 
 
Теорема 2.  Пусть ),,,,,( 11 nn yyxxf   — многочлен от переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   

вида (1)  над полем K  нулевой характеристики. Данный многочлен является симметрическим 

многочленом относительно переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   тогда и только тогда, когда он 

имеет следующий вид:  





























 







 sjj

nsjj
sii

nsii

si
sn

si
sni

n

is
nn yyxxCAsyyxxf 


1

<<11
1

<<112=

2

0=
11 !=),,,,,(  





























 







 tjj

ntjj
tii

ntii

ti
tn

ti
tni

n

ti

n

t

yyxxCAt 


1
<<11

1
<<11=3=

!  

для некоторого набора чисел .,,, 32 Kn     

Доказательство. Нетрудно видеть, что многочлен ),,,,,( 11 nn yyxxf   является 

симметрическим многочленом относительно переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   тогда и только тогда, 

когда он является линейной комбинацией симметрических многочленов ,),,,,,( 11 nn
n

k yyxxF   

,,2,= nk   вида (6):  

).,,,,,(=),,,,,( 11
2=

11 nn
n

kk

n

k
nn yyxxFyyxxf    

Осталось преобразовать суммы к требуемому виду. Теорема доказана. 
 
2.  Симметрические многочлены специального вида в случае поля положительной  

характеристики 
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Теорема 3.  Пусть K  — некоторое поле и n  — некоторое натуральное число. 
 В зависимости от характеристики поля K  симметрические многочлены относительно 
переменных nxx ,,1   и nyy ,,1   из теоремы 1  при 1=  будут иметь следующий вид. 

I. 1.  Пусть .2= Kchar  Тогда  

,=),,,,,(
2
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2

1=
2121

2
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
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
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2.  Пусть .3= Kchar  Тогда  
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3
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
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
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
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 II. Рассмотрим общий случай. Пусть .0>= pKchar  Тогда  
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Доказательство. Достаточно показать пункт II, так как I является частным случаем 
пункта II в плане равенства .12  0,=),,,,,( 11 nkpyyxxF nn

n
k   Покажем, что при 12  pk  все 

коэффициенты в формуле (6) делятся на .p  Итак, рассмотрим коэффициент ,)!( s
skn

s
skn CAsk    

который представим в виде  
.)(1)()!(=)!( s

skn
s

skn
s

skn CsknknskCAsk     

Если ,ps   то число )(1)( sknkn   делится на ,p  так как в этом числе не менее p  

множителей, состоящих из подряд идущих натуральных чисел. Если же ,< ps   

то !.=1)!1(21)!()!( ppppksk   Поэтому )!( sk   делится на .p  Теорема доказана. 
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Пример 2.  Пусть .3= Kchar  Рассмотрим все симметрические многочлены при ,3=n  

используя теорему 3.  
 

),)((=),,,,,( 321321321221
3

1 yyyxxxyyyxxxF   

),)(())((2=),,,,,( 321321323121323121321321
3

2 yyyxxxyyyyyyxxxxxxyyyxxxF   

).)((2))((2=),,,,,( 321321323121323121321321
3

3 yyyxxxyyyyyyxxxxxxyyyxxxF   
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Аннотация. В работе рассматриваются вопросы о ширине собственных вербальных подгрупп для ано-

мальных произведений с бесконечной циклической группой. Получены результаты, продолжающие теоремы 
В.Г. Бардакова и И.В. Добрыниной о ширине вербальных подгрупп для свободных произведений с объедине-

нием и HNN-расширений. Ширина вербальной подгруппы V(G) равна наименьшему  m   такому, 

что всякий элемент подгруппы V(G) записывается в виде произведения не более чем m значений слов из V. 
Доказана бесконечность ширины всякой собственной вербальной подгруппы в аномальных произведениях 
бесконечной циклической группы и группы, для которой выполнена теорема о свободе при некоторых до-
полнительных условиях. Аналогичное утверждение доказано для аномальных произведений бесконечной 
циклической группы с группой, которая не является конечно порожденной. 

 Resume.  In this paper questions of the width for proper verbal subgroups in anomalous products with the in-
finite cyclic group. The results continue to theorems of V.G. Bardakova and I.V. Dobrynin about the width of verbal 
subgroups in free products with amalgamation and HNN-extensions are obtained. The width of the verbal subgroups 

V(G) is equal to а least value of   m   such that every element of the subgroup V(G) is represented as the 

product of at most m values of words V. It is prove that width of any proper verbal subgroup in anomalous products of 
the infinite cyclic group and a group for which the theorem of freedom holds is infinite under certain additional con-
ditions. A similar statement is proved for anomalous products of the infinite cyclic group and a group that is not fi-
nitely generated. 

 
Ключевые слова: ширина вербальных подгрупп, аномальные произведения, HNN-расширения 
Key words: width of verbal subgroup, anomalous products, HNN-extensions 

 

Введение 

Шириной [1] вербальной подгруппы V(G) относительно множества слов V называется 
наименьшее число  m  такое, что любой элемент подгруппы V(G) записывается в виде 

произведения не более чем m значений слов из V.  
Ширина вербальной подгруппы, в общем случае, зависит от множества слов V. Как прави-

ло, рассматривается конечное множество слов, так как для любой вербальной подгруппы V(G) 
можно подобрать такое бесконечное множество слов W, что V(G) = W(G), а ширина W(G) равна 
единице. Будем называть V собственным множеством слов, а V(G) — собственной вербальной под-
группой, если 2( )V F E и 2 2( )V F F . Ширина несобственной вербальной подгруппы всегда будет 
конечна. 

Исследованиями ширины вербальных подгрупп для различных типов групп занимались 
многие алгебраисты. Понятие "ширина” было введено Ю. И. Мерзляковым [2] в 1967 году. А. Х. 
Ремтулла [3] доказал, что ширина всякой собственной вербальной подгруппы v(G) будет бесконеч-
на в свободном произведении неединичных групп G = A * B, за исключением Z2 * Z2 

Результаты о ширине вербальных подгрупп для свободных произведений с объединенной 
подгруппой и HNN-расширений были получены в работах В.Г. Бардакова [4], И. В. Добрыниной [5, 
6], В. А. Файзиева [7], В.Н. Безверхнего [6]. 
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Заметим, что в некоторых работах изучалась ширина коммутантных вербальных подгрупп 
– подгрупп, порожденных словами из коммутанта. 

Р. И. Григорчуком [8] установлены условия бесконечности собственной коммутантной вер-
бальной подгруппы для свободных произведений с объединением и HNN–расширений. При этом 
используется техника построения на группах нетривиальных псевдохарактеров. 

В работах автора решен вопрос об условиях бесконечности ширины собственных комму-
тантных вербальных подгрупп для групп с одним определяющим соотношением и нетривиальным 
центром. Также найдены различные условия бесконечности ширины коммутантных вербальных 
подгрупп для некоторых аномальных произведений [9-10]. 

Подробный обзор результатов о ширине вербальных подгрупп приведен в [11]. 
В данной статье доказываются утверждения о ширине произвольных собственных вер-

бальных подгрупп (не только коммутантных) для аномальных произведений определенных типов 
групп. Отметим следующее важное обстоятельство. Для доказательства бесконечности ширины 
коммутантных вербальных подгрупп часто используется метод построения на рассматриваемых 
группах специальных функций - нетривиальных псевдохарактеров. В общем случае для произ-
вольных вербальных подгрупп этот метод неприменим. Из существования на группе G нетриви-
альных псевдохарактеров не следует бесконечность ширины вербальных подгрупп, порожденных 
не только коммутаторными словами. Например, с помощью псевдохарактеров невозможно дока-
зать бесконечность ширины для вербальных подгрупп, порожденных степенями ( )SV X . 

При доказательстве утверждений мы будем использовать условия бесконечности ширины 
вербальных подгрупп для свободных произведений с объединенной подгруппой и HNN-
расширений. Поэтому приведем формулировки соответствующих теорем. 

Теорема. (И.В. Добрынина, [5]) В свободных произведениях с объединением UA* B , где            

|A : U| ≥ 2, |B : U| ≥ 3, ширина всякой собственной вербальной подгруппы бесконечна. 
Теорема. (В.Г. Бардаков, [4]) Пусть в HNN-расширении 1

0G G ,t | tAt B   связанные 

подгруппы A и B отличны от базовой группы G0. Тогда ширина всякой собственной вербальной 
подгруппы бесконечна.  

Аномальные произведения  

В данной статье доказываются утверждения о ширине произвольных собственных вербальных 
подгрупп (не только коммутантных) для аномальных произведений определенных типов групп. Отме-
тим следующее важное обстоятельство. Для доказательства бесконечности ширины коммутантных 
вербальных подгрупп часто используется метод построения на рассматриваемых группах специальных 
функций - нетривиальных псевдохарактеров. В общем случае для произвольных вербальных подгрупп 
этот метод неприменим. Из существования на группе G нетривиальных псевдохарактеров не следует 
бесконечность ширины вербальных подгрупп, порожденных не только коммутаторными словами.  

Понятие аномального произведения было введено С.Д. Бродским [12] в 1984 году. Пусть                             

F = A * B — свободное произведение некоторых групп A и B. Пусть также 1 1 l lw a b ...a b  — цикличе-

ски несократимый элемент в группе F, при этом, элементы длины один не считаются циклически 
несократимыми по определению.   Тогда, фактор-группа / FG F w    группы F по нормальному 
замыканию элемента w называется аномальным произведением групп А и В с аномалией w и обо-

значается AwB. Число l называется длиной аномалии. 
Отметим, что в определении аномального произведения элемент w предполагается цикли-

чески несократимым, не лежащим в группах-множителях A или B. Поэтому мы всегда можем рас-

сматривать циклически несократимую запись элемент w в произведении F = A * B: 1 1 l lw a b ...a b , 

где первый слог и последний слоги принадлежат разным группам A и B и не равны 1. 
Сформулируем также еще одно определение, которое будем использовать в дальнейшем.  
Теорема о свободе выполнена для группы G, если выполняется следующее условие. Пусть 

* *...* /C G G G w    — свободное произведение нескольких изоморфных копий группы G, на 
которое наложено одно дополнительное соотношение w, которое считается циклически несокра-
тимым. Тогда подгруппа группы C, порожденная всеми изоморфными копиями группы G, кроме 
одной, элементы которой входят в циклически несократимую запись w, является свободным про-
изведением этих копий. В частности, любая из изоморфных копий естественным образом вложима 
в группу C, т.е. 1C

iw G  .  
Согласно результатам Магнуса теорема о свободе выполнена для свободных групп. С.Д. Брод-

ский в той же статье [12] доказал, что теорема о свободе выполнена для локально индикабельных 
групп. 
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При доказательстве теоремы, мы будем использовать некоторые обозначения, применяв-
шиеся С.Д. Бродским в [12], а также в работе автора [9]. 

Основная теорема  

Теорема 1. Пусть группа G является аномальным произведением групп A и B, G = AwB.  
Группа A — бесконечная циклическая, A x   ,  группа B – не равна нормальному замыканию 
никакого своего элемента, и для группы B выполнена теорема о свободе. Пусть сумма всех степе-

ней элемента х, с которыми он входит в запись слова 1
1...

r rl
lw x b x b , равна нулю: 

1
0

l

i
k

k


 . Тогда 

ширина всякой собственной вербальной подгруппы V(G) группы G, определенной конечным мно-
жеством слов V, бесконечна относительно V. 

Доказательство. Заметим, что при выполнении условий теоремы длина аномалии долж-
на быть больше 1,  l>1. Тогда аномалия w имеет вид 1 1w a b , при этом оба элемента 1 1,a b  не равны 
единице. В противном случае элемент w не является циклически несократимым и это противоре-
чит определению аномального произведения. Если l=1, 1 1w a b , то группа G является свободным 
произведением с объединенной циклической подгруппой. 

Обозначим нормальное замыкание подгруппы B в свободном произведении F=A*B через H. 
Поскольку произведение всех элементов группы A, входящих в запись w равна 1, элемент w принадле-
жит H. 

Будем обозначать через Bi группу B, сопряженную порождающим бесконечной цикличе-
ской группы x в i-ой степени, i i

iB x Bx . Группа H является свободным произведением групп Bi, 

* i
i

H B



Z

. 

Для произвольных целых чисел p1 ≤ p2 обозначим 
2

1 2

1

, *
p

p p i
i p

H B


 . Выберем теперь числа k и 

n, как минимальный и максимальный индексы, с которыми элементы из Bi, входят в циклически 
несократимую запись w.  

Группа F = A*B является HNN-расширением базы Hk,n с изоморфными подгруппами Hk,n-1 и     
Hk+1 ,n  и проходной  буквой х.  

1
, , 1 1,( , | )k n k n k nF HNN x H xH x H

    

Группа Hk,n-1

1

*
n

i
i k

B




  является свободным произведением групп Bi, i=k,…,n-1. Действитель-

но, для группы B выполнена теорема о свободе, и элементы из группы Bn с максимальным индек-
сом входят в несократимую запись аномалии w. Следовательно, ,

, 1 1k nH

k nH w  .  Аналогично, 

вторая изоморфная подгруппа Hk+1,n также является свободным произведением соответствующих 
групп Bi, i=k+1,…,n и ,

1, 1k nH

k nH w  . 

В той же статье С.Д. Бродского [12] приводится утверждение об HNN-расширениях. Если  
1( , | )R HNN t S tAt B  , N – нормальный делитель группы S и N тривиально пересекается с под-

группами A и B, 1, 1N A N B   , то 1/ ( , / | ( / ) / )RR N HNN t S N t AN N t BN N  . 
Отсюда применительно к рассматриваемой группе G = AwB следует 

1
, , 1 1,/ ( , / | )F

k n k n k nG F w HNN x H N xH t H
      , 

где N – нормальное замыкание w в группе Hk,n. 
Согласно вышеприведенной теореме Бардакова о HNN-расширениях, ширина всякой соб-

ственной вербальной подгруппы относительно конечного множества слов будет бесконечной, если 
изоморфные подгруппы будут собственными в базе HNN-расширения. Таким образом, для того, 
чтобы в группе G ширина всякой собственной вербальной подгруппы была бесконечной, доста-
точно выполнение следующего условия: группы Hk,n-1 и Hk+1 ,n должны быть собственными под-
группами в фактор-группе , /k nH N . Докажем, что при выполнении условий теоремы обе изоморф-

ные подгруппы Hk,n-1 и Hk+1 ,n будут собственными в , /k nH N . 

Если группа Hk,n-1 не является собственной в , /k nH N , любой элемент ,k nh H  представляет-

ся в виде 1h h n � , где 1 , 1,k nh H n N  . Тогда произведение 1hh N  для любых , 1 , 1,k n k nh H h H   . 
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Каждый элемент группы Hk,n представляется в виде несократимой записи в разложении 

, *
n

k n i
i k

H B


 . Для произвольного элемента ,k ng H  обозначим через ( )nB g  произведение всех эле-

ментов из Bn,  входящих в несократимую запись g, сопряженное элементом x-n. Таким образом, 

 ( )n n n nB g x произведение всех элементов из B в g x   , Bn(g) будет элементом группы И, равным про-

изведению всех bi из несократимой записи элемента ,k ng H  с максимальным индексом n.    
В несократимой записи произведения элементов 1hh N , где , 1 , 1,k n k nh H h H    слоги из 

группы Bn могут входить лишь в запись h. Поэтому, 1( ) ( )n nB h h B h� . 
Элемент ( )nB w  в соответствии с введенным обозначением равен произведению всех эле-

ментов из Bn (всех элементов bi с максимальным индексом n), входящих в запись элемента w в 

разложении , *
n

k n i
i k

H B


 . По условию теорема группа B не является нормальным замыканием од-

ного своего элемента. В частности, ( ( ))n BB B w . Для любого элемента n N  выполняется 

 ( ) ( )
Bn nB n B w . 

Следовательно, существует элемент b группы B, не принадлежащий нормальному замыка-
нию элемента ( )nB w в группе B. Рассмотрим в группе nB  элемент n nx bx , где b не принадлежит 

нормальному замыканию ( )nB w .  

Для любого элемента h1, принадлежащего группе Hk,n-1 будет выполняться 1( ) ( )n nB h h B h� ,  
следовательно 

 1( ) ( ) ( )
Bn n n n n n nB x bx h B x bx b B w     . 

Это означает, что элемент 1
n nx bx h   не лежит в группе N ни для какого  1 , 1k nh H  . Значит, 

рассматриваемый элемент n nx bx  не принадлежит группе Hk,n-1 в фактор-группе , /k nH N . 

Следовательно, группа Hk,n-1 является собственной подгруппой в , /k nH N . Аналогично до-

казывается, что Hk+1,n также является собственной подгруппой. Таким образом, в группе
1

, , 1 1,/ ( , / | )F
k n k n k nG F w HNN x H N xH t H

       обе изоморфные подгруппы являются собственны-

ми, выполнены условия теоремы Бардакова.  
Поэтому любая вербальная подгруппа, определенная конечным собственным множеством 

слов, имеет бесконечную ширину относительно этого множества. Теорема доказана.  

Теорема 2 

Теорема 2. Пусть G = AwB — аномальное произведение бесконечной циклической группы
A x    и B – группы, которая не является конечно порожденной. Пусть также сумма всех степе-

ней элемента х, с которыми он входит в запись аномалии 1
1...

r rl
lw x b x b , равна нулю: 

1
0

l

i
k

k


 . То-

гда ширина всякой собственной вербальной подгруппы V(G) группы G, определенной конечным 
множеством слов V, бесконечна относительно V. 

Доказательство. Представим группу AwB в виде свободного произведения с объединен-
ной подгруппой 0 0( * ; )AwB AwB B B , где 0

1 2( , ,..., )lB gp b b b  — подгруппа группы B, порожденная 
элементами, входящими в несократимую запись аномалии. 

Согласно теореме Добрыниной, для бесконечности ширины собственных вербальных под-
групп достаточно, чтобы число смежных классов одного множителя по объединенной подгруппе 
было не меньше 3, а другого – не меньше 2 (т.е. чтобы объединенная подгруппа была собственной 
во втором множителе). 

То, число смежных классов B по B0 будет больше 2 следует из того, что группа B не является 
конечно порожденной. Докажем, что группа B0 будет собственной в 0AwB . 

В противном случае в группе 0AwB  должно выполняться равенство ,x b где 0b B . Но то-

гда элемент 1xb  должен лежать в нормальном замыкании аномалии w в свободном произведении 
F=A* B0. Поскольку суммарная степень, с которой порождающий x входит в запись w равна 0, то и 

для любого элемента из нормального замыкании  
0*A B

w  суммарная степень также равна 0. Зна-
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чит, ни для какого  0b B  элемент 1xb  не будет принадлежать  
0*A B

w . Следовательно, порожда-

ющий бесконечной циклической группы x не принадлежит подгруппе 0B  в группе 0AwB и, соот-
ветственно, подгруппа 0B  будет собственной в 0AwB .  

Все условия для бесконечности ширины свободных произведений с объединением выпол-
нены. Теорема доказана. 
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     Аннотация. В данной работе  получен результат являющийся следствием   вполне непрерывного 
вложения энергетического пространства порожденного дифференциальным оператором второго порядка с 
дробными производными в младших членах. Доказана теорема, позволяющая охарактеризовать рост соб-
ственных значений задачи Штурма-Лиувилля для дифференциального оператора второго порядка с дробны-
ми производными в младших членах. 

   Resume. In this paper we investigate the result which is a consequence of a completely continuous embed-
ding energy space generated by a differential operator of second order with fractional derivatives in junior members. 
A theorem that allows to describe the growth of the eigenvalues of the Sturm-Liouville problem for a differential op-
erator of second order with fractional derivatives in junior members is proved. 

  
     Ключевые слова: энергетическое пространство, оператор дробного дифференцирования,  оператор 

Штурма-Лиувилля. 
     Key words:  energetic space, operator of fractional differentiation,  operator  of Sturm-Liouville.  

  

Введение 

   Считается известным (например см.[1]), что  вполне непрерывное вложение энергетиче-
ского пространства порожденного положительно определенным оператором в исходное простран-
ство,  дает возможность  с помощью задания   отношения частичного порядка на множестве поло-
жительно определенных  операторов,  оценить собственные значения оператора  собственными 
значениями оператора более простого типа. В работе [2] 1977 г. рассмотрена задача Штурма-
Лиувилля для дифференциального уравнения второго порядка с непрерывными коэффициентами 
при дробных производных в младших членах. Доказанная в работе [3] 2015 г. полуограниченность 
снизу оператора дробного дифференцирования, действующего в весовом пространстве Лебега 
суммируемых с квадратом функций, дает возможность   перенести некоторые классические ре-
зультаты теории положительно определенных операторов, для оператора дробного дифференци-
рования полуограниченного снизу. В частности как было сказано ранее важное значение имеет 
вопрос о вполне непрерывном вложении энергетического пространства порожденного оператором 
дробного дифференцирования в исходное пространство. Если не оговорено иное, будем полагать:

(0,1), ( , ) .x a b   Интегрирование  понимается в смысле Лебега. Следуя [4] для дробного инте-
грала и дробной производной, соответственно будем  
использовать обозначения   

  
 

 
 

   1 1
1 1

1 ( ) 1 ( )( ) , ( ) , ( ) , ( ) .
( ) ( )

x b

a b a a b b

a x

u t u t d d
I u x dt I u x dt D u x I u D u x I u

dx dxx t t x

     
          

        

                        
В терминах обозначений  [5] будем рассматривать гильбертово пространство 
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,1 2 2 2
,1 2 2 ( )

1 1( ) : , : , ( ), , , ,
2 2a a aN L L L

N L u v u v I L u v D u v D v u


  
   

     
  . 

Также  будем рассматривать оператор типа потенциала, и сумму операторов дробного 
дифферен-цирования                                      

, .ab a b ab a bI u I u I u D u D u D u     
        

   Обозначим через  n  собственные значения оператора задачи Штурма-Лиувилля для 
дифференциального уравнения второго порядка с дробными производными в младших членах 

                                                                 0( ) ,ab

d du
Au p x q D u

dx dx
    

 
                                                        (1) 

                                                                            2 , 0,u x C u                                                          (2) 

с следующими предположениями относительно коэффициентов 

                                               1
0 1 0 0 0 0 , ( ) , , , , 0.x C p p x p p q const p qp                              

(3)  
              
Будем также рассматривать вспомогательную   задачу Штурма-Лиувилля в обозначениях   

(3) для коэффициентов, и с краевыми условиями (2); cобственные значения оператора которой 
обозначим как: .n Оператор вспомогательной задачи 

                                                        0
0

( ) .
(1 )

q b ad du
Bu p

dx dx

       
                                                       (4) 

Вспомогательные утверждения 

Лемма 1.  Оператор A  положительно определенный. 
 Доказательство.  Область определения оператора  A   является всюду плотным 

множеством в 2.L  Это следует из включения: 0 ( )C D A  . Покажем, что оператор A  симметричный.  

Имеем  для  , ( ) :u v D A  

0 00
, ( ) .

b b b

a b

a a a

d du
Au v v p x dx q vD udx q vD udx

dx dx
 
 

     
     

  
Применяя для первого слагаемого правой части последнего равенства формулу Грина, а 

также используя следствие 2 теоремы 2.4  [4,c.51]  для   третьего слагаемого (законность 
применения следствия 2 докажем ниже), имеем симметричное выражение для  , ( ) :u v D A   

                              0 00
, ( ) .

b b b

a a

a a a

dv du
Au v p x dx q vD udx q uD vdx

dx dx
 
                                           (5)  

 
Докажем законность применения следствия 2 теоремы 2.4  [4,c.51]. Для этого покажем, что 

при условиях (2)  имеет место: ( ), ( ), 1 / 1 /  < 1 .b p a qu I L v I L p q 
       Это будет следовать из 

фундаментальности последовательности: ( )x     . 13.7  4, .181  см формулу c в 1 ,,pL p 
  

Положим:    2 .u x C  Использовав обобщенное неравенство Минковского, имеем для 

1 2> > 0 :     

1 2

1 2

1
1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

  

p pb b b bpp

a a x x

u x u u x u
x x dx d d dx

x x   
 

                      
     

2 2 1

1 1 2

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

p p pp p pxb b b

a x a a

u x u u x u x t u x u x t
d dx dt dx dt dx

x t t

  

  
  

                                   
       
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                 
1

2 2

1

1

1

1 1 1
1 2( ) ( ) .

1

b p
p

C
a

M
t u x u x t dx dt u t dt

 
  








 
        

  
                           (6)  

Фундаментальность  ( ) , 0x   доказана.  В силу полноты    0: ( )p pL x L     так, 

что имеет место сходимость: 0( ) ( ),pL
x x  из чего в силу теоремы 13.2  [4,c.183] следует: 

( ) ( ), 1 .b pu x I L p
     Доказательство принадлежности:  , 1( )a qv I L q

      полностью анало-

гично.  Доказательство возможности применения следствия 2 теоремы 2.4  [4,c.51]  завершено.  Из 
(5) получим представление для нормы в AH : 

                                  
2

2
2

0, ( ) 2 , ( ).
A

b b

aH L
a a

du
u Au u p x dx q uD udx u D A

dx



     
                            (7) 

Оценим снизу первое и второе слагаемые правой части последнего равенства. Для этого  
используем,  для первого и второго слагаемого  соответственно: неравенство Фридрихса 

 (см. теорема 30.2 [6, c.344]), и полуограниченность  снизу оператора дробного дифферен-
цирования  (лемма 1.1 [3]). Имеем неравенство положительной определенности 

2

1/2
22 0 0

20

( ), , .
( ) (1 )L

p q b a
Au u u

b a

 
        

 

Таким образом мы показали, что: 1)  для оператора A  имеет место неравенство положи-

тельной определенности,  2) 2( )D A L , 3) оператор A  симметричный. Следовательно оператор A  
положи-тельно определенный.  Лемма доказана. 

Определение 1.  Под  обозначением АH  будем подразумевать энергетическое простран-

ство порожденное положительно определенным оператором .А  

Лемма 2. AH  как множество элементов совпадает с пространством 1
2 ( )W 


. 

Доказательство. Предположим, что Au H . По теореме 4.3.2  [1,c.68]  существует после-

довательность:   ( )nu D A  такая, что: 

                                                      
2

0, 0.
A

n m n nH L
u u u u                                                             (8) 

Используя представление (7) для нормы в ,AH имеем 

              2 2
0( ) 2 , ( ).

A

b b

n m n n m n n m n a n m n nH
a a

u u u u p x dx q u u D u u dx u D A
                     (9) 

Поскольку в силу леммы 1.1 [3] второе слагаемое правой части последнего равенства неот-
рицательно,  то 

                                             
2

2 2

0

1 ( ) 0.
b

n m n n m nL
a

u u u u p x dx
p                                                     (10)  

Следовательно в силу полноты пространства 2L существует 2u L ,такая, что: 2 .L
nu u 

Несложно показать (например см. [1,c.82] ), что nu равномерно сходится к u , где u  имеет пред-
ставление 

                                                              ( ) ( ) ( ) .
x b

a x

u x u t dt u t dt                                                              (11) 

Из чего следует, что: 1
2( ) ( ), ( ) ( ) 0u x W u a u b    , а значит: 1

2( ) ( ).u x W 


Пусть теперь:

1
2 ,u W


покажем, что: Au H . Согласно теореме 4.3.2  [1,c.68]  достаточно показать, что существует  

последовательность:   ( )nu D A  обладающая свойствами (8). Применим метод  доказательства  

использованный в [1,c.83] и разложим производную u  в ряд Фурье по косинусам (это возможно 
поскольку u  элемент пространства 2L ): 
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1

( ) cos ,k
k

x a
u x a k

b a





  
                                                           (12) 

0 0,a   поскольку   0.u   Почленно интегрируя  ряд Фурье (12), получим 

                                                  
1

( )( ) sin , .k
k k

k

a b ax a
u x b k b

b a k






  

                                                (13)  

Как известно из теории рядов Фурье ряд (13) сходится равномерно (см. теорема 44 [7,c.55]). 
Обозначив частичные суммы рядов (12) и (13) как: nu  и nu соответственно, имеем 

 
2 ,1 2

2 2 2

( )
( ) ' , ( ).

A
n m n n m n n m n nH L N L

u u u u u u u D A


         

Первое слагаемое правой части последнего равенства стремится к нулю, в силу сходимости 
ряда (12) по норме 2.L Оценим второе слагаемое. Используя неравенство Коши-Гельдера, с учетом: 
леммы 2.2  [4,c.43] , теоремы 3.5  [4,c.64]. Имеем  

                                       ,1 2 2 2

2 1
( )

, ( ) , ( ) 'n m n n m n a n m n n m n a n m nN L L L
u u u u D u u u u I u u



 
               

2 2 22

1 ( ) ' ( ) ' , .n m n a n m n n m n n m nL L LL
u u I u u С u u u u C const

                     (14) 

Заметим, что поскольку ряд (13) сходится равномерно, то и подавно сходится по норме 
простран-ства 2.L Следовательно в силу сходимости в 2L рядов (12) и (13) второе слагаемое  также 

стремится к нулю. Мы показали, что существует последовательность:  ( )nu D A со свойствами 

(8); значит: .Au H  Лемма  доказана. 
Лемма 3.   Для функции  Au H   имеет место представление для нормы (7). 

Доказательство.  Докажем, что (7) верно для любой функции: Au H . Обозначим иде-
альный элемент (см.[8, c.25]) полученный в результате пополнения унитарного пространства об-

разованного парой:  , ( )
AH

D A , через: .u Заметим, что (7) можно переписать в терминах норм 

пространств 

                                                            
2 ,1 2

2 2 2
0( , ) ( )

' 2 .
A

n n nH L p N L
u u q u


                                                (15) 

Поскольку u - идеальный элемент, то существует последовательность:  ( )nu D A  сходя-

щаяся к u в смысле нормы .AH  Фундаментальность  nu в пространстве AH  влечет,  как следует 

из  хода доказательства леммы 2, существование функции: 1
2u W


 такой, что 
2 2, .L L

n nu u u u    

Из условия (3) на коэффициент ( )p x , следует эквивалентность норм: 2 ( )L   и 2 ( , )L p . 
Значит 

 2 ( , )' ',L p
nu u   

из чего в свою очередь, с учетом свойства нормы  имеем 

                                                                       
2 2( , ) ( , )

' ' .n L p L p
u u

 
                                                      (16) 

Покажем, что: 
,1 2 ,1 2

2 2

( ) ( )
.n N L N L

u u
 

 Оценивая полностью аналогично (14), имеем 

 
,1 2 2 2

2 1
( )

, ( ) , ( ) 'n n a n n a nN L L L
u u u u D u u u u I u u



 
          

                   
2 2 22

1 ( ) ' ( ) ' , .n a n n nL L LL
u u I u u С u u u u С const

                                    (17) 

Поскольку в силу предыдущих рассуждений правая часть последнего неравенства стремит-

ся к нулю, то: ,1 2( ) .N L
nu u  Используя общие свойства нормы имеем 

                                                                
,1 2 ,1 2( ) ( )

.n N L N L
u u

 
                                                              (18) 
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Осуществляя предельный переход в левой и правой части (15) с учетом (16) и (18), имеем  
преlставление для нормы в AH :  

                                                     
2 ,1 2

2 2 2
0( , ) ( )

' 2 .
A

L p N LH
u u q u






                                                         (19) 

 Лемма доказана. 

 Лемма 4.  .
A BH H

u u  

Доказательство. Сразу заметим, что согласно  [1,c.81]: B - положительно определенный  

оператор, следовательно  обозначение BH  корректно, BH  как множество элементов совпадает 1
2 .W


 
В силу:  условия (3), леммы 3, леммы 1.1 [3]  имеем 

 
2 ,1 2 2

2 2 2 2 20
0 0( , ) ( )

' 2 ' ( )
(1 )A

b

H L p N L L
a

q
u u q u p u u t b t dt






     

     

2 2

2 2 20
0

( )' .
(1 ) BL L H

q b a
p u u u


  

 
 

Лемма доказана. 
 Теорема 1.  Пространство ,1 2( )N L  вполне непрерывно вложено в  2L . 

Доказательство. Покажем, что множество ограниченное по норме пространства ,1 2( )N L   

 является компактным в 2L . Используя свойство квадрата суммы получим 
2

2 2/2 2 1 /2 /2 /2( / 2) ( ) | |
b b b b

ab a b

a a a a

I dx t x t dt dx I I dx     
                

2 2/2 /2 /2 /22 .
b b b

a a b b

a a a

I dx I I dx I dx   
             

Из формулы (2.20) [4, c.42], с учетом положительности оператора дробного интегрирова-
ния (см.[9])  следует 

/ 2 /2 0,
b b

a b a

a a

I I dx I dx  
          

Используя разложение в ряд Фурье (см. рассуждения в ходе доказательства теоремы 1 [5]), 
имеем  

     
2

/2 /2/2 1 /2 1 1 /2 1( ) ( / 2) ( ) ( / 2) , ( ) , , .
2

ni
x

b a
ab n n n n

b a
I x x x a c e x c x a


       




           � � �  

Следовательно 

  22 2 /2/2 /2 /2 /2 2 22 ( / 2)
b b b

a a b b n n

a a a

I dx I I dx I dx a c


    
   



              

 
 

/2 2
/2 22 2 2 2 10

0
1

( ) , ( ) ( ) / 2 2 .
2 n n n

n

a
a a a b b a

 
 



           
  

  

Так как в силу теоремы 2.22  [10, c.305], для коэффициентов Фурье  ядра: 1x имеет место 
асимпто-тическое равенство 

  ( )sin (1 ) / 2, ,na n n     �  
 
то существует константы: 0, ( 1,2,3)iС i   такие, что 

 
 

 
 

2

/2 2
2 /2 2/2 2 2 2 2 2 20 0

1 0 2 0 3
1 1

( ) ( ) , ,
2 2

b

a n n n n n n a L
n na

a a
I dx C a a a b C a a a b C I

  
  

 
 

                  
      

   

или 

2 ,1 2

/2

( )
, .a aL N L

I C I C const


 
      
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Следовательно из ограниченности множества:   2,aI L
     в  пространстве ,1 2( )N L   

следует ограниченность  множества:  /2
aI   в пространстве 2L .   Поскольку оператор дробного 

интегри-рования можно определить следующим образом 
/2 1

/2 1
2

( ) , 0 ,
( ) ( , ) ( ) , ( , ) ( ), ( , ) ,

0, .

b

a

a

x t t x
I u K x t u t dt K x t L K x t

x t b

 
 


   
      

 
  

  
 то он вполне непрерывно действует в 2 ,L  (доказательство этого факта можно найти  к при-

меру в  [11, c.262] ), а значит переводит всякое ограниченное множество в пространстве 2 ,L  в ком-

пактное множество пространства 2.L  В силу закона композиции оператора Римана-Лиувилля с 
одинаковы-ми началами, имеем 

  /2 /2 , .a a aI I I  
       

 

Из чего следует компактность множества  aI 
  в пространстве 2.L  Таким образом мы по-

казали, что всякое ограниченное множество в пространстве ,1 2( )N L , является компактным в про-

странстве  2L . Теорема доказана. 

Основная теорема 

Теорема 2.  Для собственных значений оператора задачи (1) имеет место оценка 

                                                
2

20 0
2

( ) , 1,2,... .
( ) (1 )n

p q b a
n n

b a

 
   

  
                                             (20) 

 
 Доказательство.  В силу лемм: 1,2,4 для операторов  A  и B   выполнены условия 1,2 в 

определе-нии отношения частичного порядка на множестве положительно определенных опера-
торов [1,с. 111]. В силу  теоремы 1  ограниченное множество в пространстве ,1 2( )N L , является ком-

пактным в пространстве 2L . Доказательство полной непрерывности вложения пространства BH  в 

2L  можно найти в [1,c.102].  Таким образом операторы A  и B  переводят ограниченное множество 
энергети-ческого пространства в компактное множество исходного пространства. Следовательно 
выполнены условия теоремы 5.10.1 [1,c.111], значит 

, 1,2,... .n n n     
 Согласно [1, c.113],  имеем 

2
20 0

2

( ) ,
( ) (1 )n

p q b a
n

b a

 
  

  
 

 из  чего и следует оценка (20). 
Теорема доказана. 
      Автор выражает благодарность за ряд ценных замечаний и предложений академику 

Шкаликову  Андрею Андреевичу  и профессору  Ляхову Льву Николаевичу. 
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Аннотация. В настоящей статье тензор Схоутена на многообразии с почти контактной метрической 
структурой определяется двумя способами: как тензор кривизны внутренней связности и как трансверсаль-
ная часть тензора кривизны ассоциированной связности. Тензор кривизны Схоутена получает название тен-
зора кривизны распределения почти контактного метрического многообразия. Изучаются свойства тензора 
кривизны распределения, доказывается, в частности, что тензор кривизны распределения почти контактного 
метрического многообразия равен нулю тогда и только тогда, когда на многообразии M существует атлас 
адаптированных карт, в котором коэффициенты внутренней связности равны нулю. В случае обращения в 
нуль тензора Схоутена, распределение почти контактной метрической структуры названо в работе распреде-
лением нулевой кривизны. Показано, что всякое контактное метрическое пространство с распределением 
нулевой кривизны является K-контактным метрическим пространством, а всякое сасакиево многообразие с 
распределением нулевой кривизны - η-Эйнштейновым многообразием. 

Resume. In the present paper, the Schouten tensor on a manifold with an almost contact metric structure is 
defined in two ways: as the curvature tensor of the interior connection and as the transversal component of the curva-
ture tensor of the associated connection. The Schouten curvature tensor obtains the name of the curvature tensor of 
the distribution of an almost contact metric manifold. The properties of the curvature tensor of the distribution are 
studied, in particular, it is shown that the curvature tensor of an almost contact metric manifold equals zero if and 
only if on the manifold M there exists an atlas of adapted charts with respect to that the Christoffel symbols of the 
interior connection equal zero. In the case, when the Schouten tensor is zero, the distribution of the almost contact 
metric structure is called in this paper the distribution of zero curvature. It is shown that each contact metric space 
with distribution of zero curvature is a Ќ-contact metric space, and each Sasaki manifold of zero curvature is an η-
Einstein manifold. 
  

Ключевые слова: многообразия Сасаки, внутренняя связность, ассоциированная связность, тензор 
кривизны Схоутена, распределение нулевой кривизны. 

 Key words:  Sasaki manifold, interior connection, associated connection, Schoten curvature tensor, distri-
bution of zero curvature.  
  

 
 Введение 

 

Понятие тензора кривизны оснащенного неголономного многообразия введено Схоутеном и 
ван Кампеном [2]. Впоследствии, заданный Схоутеном и ван Кампеном тензор был назван В.В. Ваг-
нером тензором Схоутена [5]. Существуют два основных способа введения тензора Схоутена в гео-
метрию почти контактных метрических многообразий. Тензор Схоутена может быть определен как 
тензор кривизны внутренней связности (связности в неголономном многообразии) [2], [5-7]. Аль-
тернативным способом задания тензора Схоутена является выделение трансверсальной составляю-
щей у тензора кривизны некоторой связности (отличной от связности Леви-Чивита), возникающей 
на многообразии с почти контактной метрической структурой. При этом термин «тензор Схоутена» 
не употребляется [1], [3].   
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В настоящей работе тензор Схоутена мы называем тензором кривизны распределения D 

многообразия M с почти контактной метрической структурой  , , , , ,M g D  


. Существуют и 

другие способы определения тензора кривизны распределения почти контактного метрического 
многообразия. В [10] под тензором кривизны распределения понимается тензор кривизны неко-

торой связности в векторном расслоении  , ,M D . В работе [5] Вагнер вводит понятие тензора 

кривизны (тензора кривизны Вагнера) оснащенного неголономного многообразия коразмерности 
1. В случае контактного метрического многообразия тензор кривизны Вагнера также может быть 
описан как тензор кривизны связности (отличной от связности, изучаемой в работе [10]) в вектор-

ном расслоении  , ,M D . Задание связности Вагнера сводится к продолжению внутренней связ-

ности до связности (N-продолженной связности) в векторном расслоении с помощью эндомор-
физма :N D D , имеющего специальное строение.  

Предлагаемая работа устроена следующим образом. Во втором разделе на почти контакт-
ном метрическом многообразии M вводится понятие внутренней связности, определяется тензор 
кривизны Схоутена. и изучаются его свойства. В третьем разделе доказываются основные резуль-
таты работы. В частности, показывается, что контактное метрическое многообразие с распределе-
нием нулевой кривизны является К-контактным многообразием. Доказывается, также, что сасаки-
ево многообразие с распределением нулевой кривизны является η-Эйнштейновым многообрази-
ем. 

 Тензор кривизны Схоутена и его свойства 

Пусть M – гладкое многообразие нечетной размерности n=2m+1,  TM  – модуль глад-

ких векторных полей на M. Все многообразия, тензорные поля и другие геометрические объекты 

предполагаются гладкими класса C . Предположим, что на M задана почти контактная метриче-

ская структура  , , , , ,M g D  


, где φ – тензор типа (1,1), называемый структурным эндомор-

физмом или допустимой почти комплексной структурой, 


 и η – вектор и ковектор, называемые, 
соответственно, структурным вектором и контактной формой, g – (псевдо) риманова метрика. При 
этом выполняются следующие условия: 

1) 
2 I     


, 2)   1  


, 3)        , ,g x y g x y x y    

     
, 4)  , 0d x  

 
, 

где  ,x y TM
 

. 

Гладкое распределение kerD   называется распределением почти контактной структуры. 
В качестве следствия условий 1) – 4) получаем:  

5) 0 
 

, 6) 0   , 7)    ,x g x 
 

,  x TM


. 

Если 2rk m  , где d  , вектор 


 однозначно определяется из условий   1  


, 

 ker Span 


. 

Кососимметрический тензор    , ,x y g x y 
   

 называется фундаментальной формой 

структуры. Почти контактная метрическая структура называется контактной метрической струк-

турой, если выполняется равенство d . Гладкое распределение  D Span  


, ортогональное 

распределению D, называется оснащением распределения D. Имеет место разложение 

TM D D  . 
Многообразие Сасаки – контактное метрическое пространство, удовлетворяющее дополнительно-

му условию 2 0N d    


, где          2, , , , ,N x y x y x y x y x y          
         

 – тензор 

Нейенхейса эндоморфизма φ. Выполнение условия 2 0N d    


 означает, что пространство 

Сасаки является нормальным пространством. 
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Карту ( )K x  (α, β, γ = 1,..., n; a, b, c = 1,..., n-1) многообразия M будем называть адаптиро-

ванной к распределению D, если n  


 [2]. Пусть :P TM D  – проектор, определяемый разло-

жением TM D D  , и ( )K x  – адаптированная карта. Векторные поля ( ) n
a a a a nP e      


 

линейно независимы и в области определения соответствующей карты порождают распределение 

D:  aD Span e


. Таким образом, мы имеем на многообразии M неголономное поле базисов 

( ) ( , )a ne e  
 

 и соответствующее ему поле кобазисов ( , )a n n n a
adx dx dx     . Непосредствен-

но проверяется, что [ , ] 2a b ba ne e  
 

. Адаптированным будем называть также базис 
n

a a a ne     


, как базис, определяемый адаптированной картой. Имеет место равенство 0n
n a  

.  

Пусть ( )K x  и ( )K x   – адаптированные карты, тогда получаем следующие формулы 
преобразования координат: 

 ,a a ax x x    .n n n ax x x x    

Тензорное поле t типа (p,q), заданное на почти контактном метрическом многообразии, 
назовем допустимым (к распределению D), если t обращается в нуль каждый раз, когда среди его 

аргументов встречаются 


 или η. Координатное представление допустимого тензорного поля в  
адаптированной карте имеет вид:  

1 1
11

...
... ... ...p q

pq

a a bb
a ab bt t e e dx dx     
 

. 

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных координатах 
подчиняется следующему закону: 

a a b a
b ba bt A A t 

  , где 
a

a
a a

x
A

x


 



. 

Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует, что произ-

водные a
n bt  компонент допустимого тензорного поля являются компонентами допустимого тен-

зорного поля того же типа. Заметим, что обращение в нуль производных a
n bt  не зависит от выбо-

ра адаптированных координат.  
Внутренней линейной связностью   [8] на многообразии с почти контактной метрической 

структурой называется отображение 

     : D D D    , 

удовлетворяющее следующим условиям: 

1) 
1 2 1 2f x f y x yf f        ;  

2)  x xf y xf y f y       
. 

3)   ,x x xy z y z       
 

где  D  – модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой точке принадлежа-

щих распределению D. 
Внутренняя связность определяет дифференцирования допустимых тензорных полей. Так, 

например, для допустимой почти комплексной структуры выполняется равенство 

     x x xy y y          
,  ,x y D
 

. 

Коэффициенты внутренней линейной связности определяются из соотношения 

a

c
e b ab ce e    

. Из равенства a
a a ae A e 
 

, где 
a

a
a a

x
A

x


 



, обычным образом следует формула преоб-

разования для коэффициентов внутренней связности: 
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.c a b c c c c
a aab b bc a b cA A A A e A   

      


 

Кручением внутренней связности назовем допустимое тензорное поле 

 , [ , ]x yS x y y x P x y          
,  ,x y D
 

. 

Внутреннюю связность будем называть симметричной, если ее кручение равно нулю. В 
случае симметричности внутренней связности в адаптированных координатах получаем: 

0c c c
ab ab baS       или c c

ab ba   . 

Допустимое тензорное поле, определяемое равенством  

   [ , ], , , ,x y y x P x yR x y z z z z P Q x y z        
            

 

где Q I P  , названо Вагнером [5] тензором кривизны Схоутена. Тензор Схоутена будем называть 
тензором кривизны внутренней связности. Координатное представление тензора Схоутена в адап-

тированных координатах имеет вид: [ ] [ | | ]2 2 .d d d e
abc a b c a e b cR e      

Тензор кривизны внутренней связности возникает в результате альтернирования вторых ковари-
антных производных: 

[ ]2 4 .c c e c
a b abe ba nv R v v      

Назовем тензор кривизны внутренней связности тензором кривизны распределения D, а 
распределение D, в случае обращения в нуль тензора Схоутена, - распределением нулевой кривиз-
ны.  

Аналогом связности Леви-Чивита является внутренняя симметричная связность   такая, 
что 0g  , где g  – допустимое тензорное поле, определяемое метрическим тензором исходной 

почти контактной метрической структуры. Назовем связность   внутренней метрической связно-
стью. Известно [5], что внутренняя симметричная метрическая связность существует и определена 
единственным образом. Ее коэффициенты задаются равенствами  

                                        1
2

a ad
bc b cd c bd d bcg e g e g e g   

  
.                                           (1) 

Введем в рассмотрение допустимые тензорные поля, определяемые равенствами 

  1 ,
2

hx L x  
     1, , ,

2
C x y L g x y    

    , , ,g Cx y C x y
   

  , .x y TM
 

 В адаптирован-

ных координатах получаем: 
1 ,
2

a a
b n bh    

1 ,
2ab n abC g   .a da

b dbC g C  

Будем использовать следующие обозначения для связности и коэффициентов связности 

Леви-Чивита тензора g : ,  
 . В результате непосредственных вычислений убеждаемся в 

справедливости следующей теоремы. 
Теорема 1. Коэффициенты связности Леви-Чивита контактного метрического про-

странства в адаптированных координатах имеют вид: 
c c
ab ab   , n

ab ba abC   , b b b b
an na a aC       , 0n

n nn


    , 

где  1
2

a ad
bc b cd c bd d bcg e g e g e g   

  
. 

Пусть  ,K x y z
  

 – тензор кривизны связности Леви-Чивита контактного метрического  

пространства. Используя результаты теоремы 1, и проводя вычисления в адаптированных коорди-
натах, убеждаемся в справедливости следующей теоремы.  

Теорема 2. Тензор кривизны  ,K x y z
  

 связности Леви-Чивита   связан с тензором 

кривизны Схоутена  ,R x y z
  

 следующим соотношением: 
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               , , , , , ,K x y z R x y z x P y z y P x z g z x y g z y x          
                

 

                 2 , , ,g x y z z y x z x y x g y z y g x z             
              

                               (2) 

Здесь  ,P x y
 

 – допустимое тензорное поле с компонентами a a
bc n bcP    . 

Прежде чем переходить к обсуждению свойств тензора Схоутена, введем понятия N-

связности N  [4], [9] и ассоциированной связности A , естественным образом связанных с дан-

ной внутренней связностью. 

Пусть на многообразии M с почти контактной структурой и внутренней линейной связно-

стью   задан эндоморфизм :N D D . 

N-связность N  определим как единственную связность на многообразии M, удовлетво-

ряющую следующим условиям: 

1)   ,N
x y D                                                                                                                          (3) 

2) 0,N
x  
 

                                                                                                                              (4) 

3) , ,N
x y y N y    


  
                                                                                                             (5) 

4) ,N
y yz z   

                                                                                                                         (6) 

 x TM


,  ,y z D
 

. 

Корректность определения N-связности связности подтверждается следующей теоремой.  
 

Теорема 3. На почти контактном метрическом многообразии M с заданной на нем  
внутренней связностью   и эндоморфизмом :N D D  существует и притом единственная 

связность N
x  , удовлетворяющая условиям (3)-(6).   

Доказательство.  

1. Единственность. Предположим, что связность N
x  , удовлетворяющая условиям (3)-(6),  

существует. Введем следующее обозначение для ее коэффициентов: N
 . Из выполнения условий 

(3)-(6) следует, что в адаптированных координатах отличными от нуля коэффициентами A
   

являются коэффициенты Na c
bc ab    и Na a

nc cN  . 

2. Существование. Определяя в адаптированных координатах отличные от нуля коэффици-

енты N
  с помощью равенств Aa c

bc ab   , Na a
nc cN   получаем искомую связность. Теорема 

доказана. 

Кручение  ,S x y
 

 и кривизна  ,K x y z
  

 N-связности определяются, соответственно, 

 следующем образом:  

       , 2 , ,S x y x y x Ny y N x     
       

 

                   , 2 , , , , ,N N
Py PxK x y z x y N z R x y z x P y z N z y P x z N z                         

 

 , ,x y z TM
  

. 
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N-связность с нулевым эндоморфизмом N будем называть ассоциированной связностью  

с внутренней связностью   и обозначать A . Для кривизны и кручения ассоциированной связно-
сти имеем следующие равенства: 

   , 2 , ,S x y x y 
   

                                                                                                                                                (7) 

           , , , , ,K x y z R x y z x P y z y P x z   
          

                                                                                  (8) 

 , ,x y z TM
  

. 

Таким образом, из равенства (8) следует, что  

   , ,K x y z R x y z
    

, если  , ,x y z D
  

.                                                                                                        (9) 

Пусть  ,R x y z
  

,  , ,x y z D
  

 – тензор кривизны распределения почти контактной  

метрической структуры. Допустимое тензорное поле     , , , , ,R x y z u g R x y u z
      

, 

 , , ,x y z u D
  

, также будем называть тензором кривизны распределения почти контактной мет-

рической структуры. Тензор кривизны Схоутена К-контактных пространств наделен теми же фор-
мальными свойствами, что и тензор кривизны риманова многообразия. В более общем случае 

препятствием к этому выступает наличие производных n bcg  в равенстве 

  2 d d
bc ea n bc dc eab bd eace a g g g R g R      .  Тем не менее, имеет место 

Теорема 4. Тензор  , , ,R x y z u
  

 кривизны распределения почти контактной метриче-

ской структуры удовлетворяет следующим условиям: 

                                                               , , , , , , 0,R x y z u R y x z u 
      

                                                               (10) 

                                                                       , , , , , 0,x y z R x y z u      
                                                               (11) 

где  , , ,x y z u D
  

. 

Справедливость равенства (10) подтверждается известным свойством тензора кривизны 
произвольной связности и равенством (9).  

Для доказательства (11) воспользуемся тождеством Бьянки, координатная запись которого 
имеет вид: 

                                                                     2 4 .i i h i
kkjl jl kj l h

K S S S                                                                 (12) 

Из (7) следует, что отличными от нуля компонентами тензора кручения ассоциированной 
связности являются  

                                                                                2 .n
ab abS                                                                                (13) 

Подставляя (13) в (12), получаем 

   4 .n
c abcab

K    

В адаптированных координатах компоненты d  имеют вид: 

 1 ,
3abc a bc b ca c abd e e e     
  

 
1 .
3nab n abd    

Таким образом, учитывая симметричность внутренней связности, убеждаемся в том, что  

равенство 0d    влечет равенство   0c ab  . Тем самым, теорема доказана. 

 Контактные метрические пространства с распределением нулевой кривизны 

Пусть M - контактное метрическое многообразие. 
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Теорема 5. Контактное метрическое многообразие размерности с распределением ну-
левой кривизны является K-контактным пространством. 

Доказательство. Пусть   – внутренняя метрическая связность: 

     , , , 0,z zzg x y g x y g x y          
  , ,x y z D
  

. Дифференцируя последнее равенство по-

вторно и альтернируя полученный результат, получаем: 2 0d d
ea n bc dc eab bd eacg g R g R     . 

Учитывая невырожденность формы  , заключаем, что равенство 0d
eacR   влечет равенство 

0n bcg  . Что и доказывает теорему. 

В качестве следствия теоремы 5 с учетом равенства (1) получаем: 
Теорема 6. Пусть M – многообразие, наделенное контактной метрической структу-

рой, тогда обращение в нуль тензора кривизны Схоутена влечет равенство 0a
bcP  . 

Теорема 7. Пусть  , , ,M   


 – почти контактная метрическая структура, задан-

ная на многообразии M. Тогда, обращение в нуль тензора Схоутена эквивалентно существова-
нию такого атласа, состоящего из адаптированных карт, для которого выполняются равен-

ства 0a
bc  . 

Доказательство. Достаточность утверждения непосредственно подтверждается коор-
динатным представлением тензора Схоутена в адаптированных координатах. Докажем необходи-

мость. Обращение в нуль тензора Схоутена влечет независимость коэффициентов связности a
bc  

от последней координаты: 0a a
n bc bcP    . Покажем, что на многообразии M можно построить 

атлас адаптированных карт, в которых коэффициенты связности равны нулю. Составим систему 
уравнений в полных дифференциалах 

                                                                   ' ' ,b b
a af A   ' '.c c c

a b ab cA A                                                            (14) 

Условия интегрируемости полученной системы сводятся к следующим соотношениям: 
' 0,c c

ab cS A   ' 0,d d
abc dR A   

которые выполняются тождественно. Следовательно, система (14) вполне интегрируема и имеет 
решение с произвольными начальными условиями, что и завершает доказательство теоремы.  
Пусть M – многообразие Сасаки. Многообразие M называется η-Эйнштейновым сасакиевым мно-
гообразием [10], если выполняется равенство  

,
gijR g v      , .v �  

Здесь 
gijR   – тензор Риччи риманова многообразия M. 

Теорема 8. Многообразие Сасаки с распределением нулевой кривизны является η-
Эйнштейновым сасакиевым многообразием с 2   . 

Доказательство теоремы сводится к вычислению компонент тензора Риччи в адаптирован-
ных координатах.  

Начнем с тензора кривизны  ,K x y z
  

. Подставляя в (2) векторы неголономного базиса 

( ) ( , )a ne e  
 

 и используя результаты теоремы 1, получаем: 

2 ,d d d d
abc ca b cb a ba cK          

.n
nbc cbK g  

Далее, получаем: 

3 2 .cb cb cb cbK g g g
       

Аналогично, 0bnK
   и 2nnK m

  , что и доказывает теорему. 
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Аннотация. Вводится понятие о слагаемых векторных произведений, которыми являются первая или 
ортоположительная часть и вторая или ортоотрицательная часть; дальнейшим развитием этого понятия яв-
ляется представление о сопряженных векторах, векторном дифференциальном поверхностном операторе, 
поверхностном градиенте, производной по поверхности, поверхностных дивергенции и роторе. Рассматрива-
ются поверхностные функции, их поверхностное дифференцирование и интегрирование. Показаны особен-
ности поверхностных функций, для которых все слагаемые являются функциями не менее чем двух перемен-
ных, кроме того, поверхностные функции имеют смешанные частные производные второго порядка, при 
этом, по крайней мере, одна из смешанных частных производных второго порядка от любого слагаемого не 
обращается в нуль. Доказывается теорема о восстановлении поверхностной функции по ее поверхностному 
градиенту. Вводится понятие о линейной комбинации координат и ее делении на вектор, нулевом и мнимом 
нулевом векторных операторах, псевдовекторах и комбинированных векторах. Приведен ряд разложений с 
использованием введенных операций.  
           Resume.  We introduce the notion of the terms of vector products, which are the first or ortopolozhitelnaya part 
and the second part or ortootritsatelnaya; further development of this concept is the notion of conjugate vectors, vec-
tor differential operator of the surface, the surface gradient, the derivative on the surface, the surface divergence and 
rotor. Treated surface functions, their surface differentiation and integration. The features of surface functions for 
which all terms are functions of at least two variables, in addition, surface features have mixed partial derivatives of 
the second order, with at least one of the mixed partial derivatives of second order of any term does not vanish . We 
prove a theorem on the restoration of surface features on its surface gradient. We introduce the notion of a linear 
combination of coordinates and its division by a vector zero and zero imaginary vector operators, pseudo and com-
bined vectors. Is a series of expansions using these operations. 
 

Ключевые слова: слагаемые векторных произведений, сопряженный вектор, векторный дифференци-
альный поверхностный оператор. 

Key words: : items of vector products, conjugate vector, vector differential surface operator. 
 

Введение 

Работа посвящена рассмотрению ряда операций на пространстве гладких функций и век-
торных полей в 3� . В качестве исходного пункта могут выступать нулевые величины. Их можно 
условно разделить на две категории. К первой категории относятся величины, содержимое кото-
рых "пусто". Ко второй – состоящие из величин, сумма которых равна нулю. К последней катего-
рии относится векторное произведение оператора Гамильтона (набла) на самого себя. При этом 
использование взаимно противоположных компонентов этого произведения создает определен-
ные перспективы, в частности, развития элементов поверхностного векторного анализа. К таким 
элементам могут быть отнесены векторный дифференциальный поверхностный оператор, поверх-
ностный градиент, производная по произвольной поверхности, поверхностные дивергенция и ро-
тор, являющиеся аналогами соответствующих величин первого порядка [1; 2]. Названные опера-
ции относятся к поверхностному дифференцированию, которое можно рассматривать в качестве 
обратной задачи к поверхностному интегрированию. Перечисленные операции могут использо-
ваться для получения разложений ряда векторных представлений второго порядка, часть которых 
имеет аналоги первого порядка. В ряде случаев для этого придется прибегнуть к специальным ме-
тодам, таким, как сопряжение векторов, использование линейной комбинации координат, ее де-
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ление на вектор, введение нулевого и мнимого нулевого векторных операторов, псевдовекторов и 
комбинированных векторов.  

1. Слагаемые векторных произведений 

Для векторов G и H имеет место операция векторного произведения 

     y z z y z x x z x y y xG H G H G H G H G H G H      G H i j k . 

Его можно представить в виде:   

   y z z x x y z y x z y xG H G H G H G H G H G H      G H i j k i j k . 

Определение 1.1. Операция    I : y z z x x yG H G H G H   G H i j k  

называется первой или ортоположительной частью векторного произведения G H  векторных  
полей x y zG G G  G i j k  и x y zH H H  H i j k . 

Определение 1.2. Операция     II I: z y x z y xG H G H G H     G H H G i j k  

называется второй или ортоотрицательной частью векторного произведения. 
Очевидно, что               I I I II        G H G H H G G H G H . 
Все вышесказанное справедливо и для ротора.  

Определение 1.3. Операция     I Irot : yxz
MMM

y z x


    

  
M M i j k  

называется первой или ортоположительной частью ротора rotM  векторного поля 

x y zM M M  M i j k . 

Определение 1.4. Операция      II IIrot : y xz
M MM

z x y

 
    

  
M M i j k  

называется второй или ортоотрицательной частью ротора rotM . 
Очевидно, что        I IIrot rot rot M M M    или   I II  M M M . 

2.  Сопряженные векторы 

Определение 2.1. Операция       *
I I I II:        G H G H H G G H G H  

называется сопряженным векторным произведением векторных полей G и H. 

Определение 2.2. Операция     *
I IIrot : rot rot M M M  или *

I II  M M M  
называется сопряженным ротором векторного поля M. 

Определение 2.3. Оператор      
* 2 2 2

I II:
2S y z x z x y

    
          

     
i j k  

называется векторным дифференциальным поверхностным оператором.  

3. Поверхностный градиент и производная по поверхности 

Определение 3.1. Вектор  

                                                 

2 2 2

grad :S S

W W W
W W

y z x z x y

  
    

     
i j k                                                 (3.1) 

называется поверхностным градиентом функции W.  
По аналогии с производной по направлению вычисляется производная по поверхности 

                                   
 

2 2 2 2

: grad cos cos cosS
S

d W W W W
W

d y z x z x y

  
       

      
n .                                  (3.2) 

Здесь cos cos cos   n i j k  – поле единичных нормалей поверхности дифференцирования. 

Теорема 3.1. Производная функции ( , , )W x y z  (скалярного поля) по некоторой поверхно-
сти равна проекции поверхностного градиента на единичный вектор нормали к этой поверхно-
сти  
(в соответствующей точке).   

 
2

S Sgrad cos grad ,Sd W
W W

d



n . 



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ           Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46 
 ________________________________________________________________   

 

 

46 

Справедливость этой теоремы непосредственно вытекает из (3.2.). 
Следствие. Поверхностный градиент скалярного поля равен по величине производной 

поля по поверхности, для которой эта производная (в соответствующей точке) является 
максимальной, и совпадает по направлению с единичным вектором нормали к этой  
поверхности. 

2 2 22 2 2 2

Smax gradSd W W W W
W

d y z x z x y

         
                      

. 

Определение 3.2. Функция U(x, y, z), для каждого приведенного слагаемого которой 
найдется смешанная частная производная второго порядка, не являющаяся тождественно нулевой 
функцией, называется поверхностной. 

Число слагаемых поверхностной функции не ограничено. 
Теорема 3.2. Поверхностная функция ( , , )U x y z  может быть восстановлена по ее по-

верхностному градиенту G  в соответствии с формулой: 

2x y zU G dydz G dxdz G dxdy V        

1 2 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) 2P x y z P y z Q x y z Q x z R x y z R x y V       . 

При этом  1 1 1V P Q R   , а интегралы понимаются как повторные неопределенные с нуле-
выми аддитивными составляющими.  

Доказательство 

                                                           

3
yx z

GG GU

x x y z y z

 
  

     
.                        

(3.3) 
U  можно искать в виде:    

( , , )x y zU G dydz G dxdz G dxdy f x y z      . 

При этом       

1 2( , , ) ( , )xG dydz P x y z P y z  ,     1 2( , , ) ( , )yG dxdz Q x y z Q x z  ,     1 2( , , ) ( , )zG dxdy R x y z R x y  , 
33

1x
x

G P
G dydz

x y z x x y z

 
 

       ,     
33

1y
y

G Q
G dxdz

x y z y x y z

 
 

       ,     
33

1z
z

G R
G dxdy

x y z z x y z

 
 

       . 

С учетом (3.3) 1 1 1 ( , , )P Q R V x y z   . Тогда  ( , , ) 2f x y z V  . При этом  
2 2

( , , )x y z

U
G dydz G dxdz G dxdy f x y z

y z y z

                

 
2

1 2 1 2( , ) ( , ) 2x xG Q Q x z R R x y V G
y z


     
 

. 

Аналогично  2
yU x z G    ,       2

zU x y G    . Теорема доказана. 

Замечание 1. Равенство нулю аддитивных составляющих повторных неопределенных  
интегралов вытекает из того, что в поверхностных функциях соответствующих слагаемых нет. 

Замечание 2. Поверхностная функция может быть восстановлена по ее поверхностному  
градиенту и с помощью поверхностного интеграла, однако это решение может оказаться более 
громоздким из-за необходимости определения поверхности интегрирования. Кроме того, при по-
верхностном интегрировании могут появляться константы и функции одной переменной, вслед-
ствие чего возникает необходимость прибегать к их отбрасыванию, т.е. к произволу. 

Пример.                    2
2 2

1grad 3 sin 2S

x z
U z x z y

yy y

    
          

    
i j k , 

   3 2 3 2sin 2 sinxz xz xz xz xz
U yz x z xy yz x z xy

y y y y y
             . 

 4. Поверхностная дивергенция и поверхностный ротор 

В (3.1) имеет место произведение вектора S  на скаляр W . Могут быть рассмотрены ска-

лярное и векторное произведения S  на вектор M  
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Определение 4.1. Операция       
22 2

div : yx z
S S

MM M

y z x z x y

 
     

     
M M  

называется поверхностной дивергенцией векторного поля M. 
Определение 4.2. Операция       

2 22 22 2

rot : y yx xz z
S S

M MM MM M

x z x y x y y z y z x z

       
                              

M M i j k  

называется поверхностным ротором векторного поля M. 

Определение 4.3. Операция        
222

,I Irot : yxz
S S

MMM

x z x y y z


     

     
M M i j k  

называется первой или ортоположительной частью поверхностного ротора rotS M .  

Определение 4.4. Операция        
2 22

,II IIrot : y xz
S S

M MM

x y y z x z

 
     

     
M M i j k  

называется второй или ортоотрицательной частью поверхностного ротора rotS M .  

,I ,IIrot rot rotS S S M M     или     I IIS S S     M M M . 

Определение 4.5. Операция      *
,I ,IIrot : rot rotS S S M M M  или *

I II:S S S      M M M  

называется сопряженным поверхностным ротором векторного поля M. 

 5. Некоторые формулы 

  ( const, const)S S SV W V W            . 

 S S S          E F E F .                S S S          E F E F . 
4 4 4

2 2 2 2 2 2S S S y z x z x y

  
      

     
.                 

3

3S S x y z


     

  
. 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2S S x y zy z z x x y

             
                          

i j k . 

3 3 3

I 2 2 2S x y y z z x

  
    

     
i j k .               

3 3 3

II 2 2 2S x z y x z y

  
    

     
i j k . 

4 4 4

2 2 2 2 2 2 ( , , ) div gradS S S S SW W x y z W W
y z x z x y

   
              

. 

 S S SV W V W        .               S S x S y S zF F F    F i j k . 

 
3

3 divgrad div gradS S S S S

W
W W W W W

x y z


          

  
. 

      S S SV W V W        . 

      S S S S SVW V W V W W V W V               . 

       S S x S y S zF F F          F i j k . 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2S

W W W W W W
W

x y zy z z x x y

             
                        

i j k  

Srotgrad rot gradS S SW W W W       . 

   
2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2
y yx x z z

S S

F FF F F F

x y zy z z x x y

          
                             

F F
 

   divrot div rotS S S S         F F F F . 

 
2 2 2 2

2 2
y y x xz z z z

S

F F F FF F F F

y z y z z y x z x z z xx y

                                                         
F i j

 

       
2 2

2
y yx x

S S S S

F FF F

x y x y y xz

        
                             

k F F F F . 
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     graddivS S S S         F F F F .              grad divS S S S        F F F F . 

   Sgrad divS S S S S S          F F F F .               rotrotS S S S        F F F F . 

     rot rotS S S S         F F F F .            rot rotS S S S S S S          F F F F . 

rot grad 0S S S SW W   .            div rot 0S S S S     F F . 

  *
S S SVW W V V W V W         .              *( ) ( )S S SW W W W           F F F F . 

Известные методы не позволяют получить аналогичные формулы для выражений 

 S F G ,  S  F G , ( )S WG F , ( )S W  F , ( )S  F G , ( )SG F ,  S VW . Для их получения, а 

также для решения других задач существующий арсенал средств операций с векторами может 
быть расширен за счет введения в рассмотрение линейной комбинации координат и ее деления на 
вектор, нулевого и мнимого нулевого векторных дифференциальных операторов, псевдовекторов 
и комбинированных векторов. 

6. Линейная комбинация координат 

В результате операций над векторными функциями, например, скалярного произведения, 
взятия дивергенции и т.п. появляются скалярные функции вида  

                                                                   
 C x y z C

W W W W   .                                                                (6.1) 

Такая функция называется линейной комбинацией координат. Ее особенностью является 
то, что подобные, входящие в состав слагаемых xW , yW , zW , не приведены.    

Пример 6.1.         2 2 2 2 2 2( ) ( )C C
W xy z yz y z xy z xy z xy z yz          F G i j k i j k   

– линейная комбинация координат, а 2 22W xy z yz   – линейной комбинацией координат не яв-
ляется. 

Здесь и далее волнистой чертой "" помечена операция, результатом которой является 
сумма с неприведенными слагаемыми. 

Может быть введена операция деления линейной комбинации координат на вектор.  

                                

 1 x y z yС C x z
С

x y z x y z

W W W WW W W
W

G G G G G G


 
      

 
F G i j k

G i j k
.                                      (6.2) 

Действительно,  

x x xF G W ,     y y yF G W ,      z z zF G W ,      x
x

x

W
F

G
 ,       y

y
y

W
F

G
 ,      z

z
z

W
F

G
 , 

 yx z
x y z С

x y z

WW W
G G G W

G G G

 
       

 
i j k i j k . 

CW , в отличие от W, содержит информацию, достаточную для восстановления одного из  
векторов-сомножителей при известном другом.      

 x x y y z z y yC x x z z

x y z x y z

F G F G F G F GF G F G

G G G G G G

 
    

 
F G i j k F

G i j k
 . 

Пример 6.2. См. данные примера 6.1.   

 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2C

xy z xy z yz xy z xy z yz
xy z yz y

z xy z z xy z

 
      

 
F i j k i j k

i j k
. 

Линейную комбинацию координат можно делить на любой вектор, а не только на один из 
 сомножителей, которые ее образовали 

 x x y y z z y yC x x z z

x y z x y z

F G F G F G F GF G F G

H H H H H H

 
   

 
F G i j k

H i j k
 . 

Пример 6.3.           
 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2
0,5 0,5

C
xy z xy z yz xy z xy z yz z

xyz
yz yz xx y yz yz x y

 
      

 
F i j k i j k

i j k
. 

Замечание. В общем виде линейная комбинация координат имеет вид 

 *
C x y z C

W W W W    , 
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где  ,  ,   - постоянные коэффициенты. Последнее выражение может быть получено из (6.1)  
следующим образом 

       * C
C x y z x y z C

W
W W W W W W W                  

 
i j k i j k i j k

i j k
  . 

7.  Нулевой векторный оператор 

Может быть рассмотрена следующая задача. Имеются две линейные комбинации коорди-

нат СW  и СV . Найти формулы, связывающие СW  и СV  с выражениями  x x y y z z C
W V W V W V    и  

 x y y z z x C
W V W V W V  .  

Для решения этих и подобных задач может быть введен нулевой векторный оператор   
0 0 0

0 0 0 0x y z

  
      

  
i j k i j k . 

Верхние индексы «0» в выражении означают частные производные нулевого порядка, т.е. 
производные берутся ноль раз. 

Некоторые свойства. 

0U U U U   i j k . 
Эта величина может рассматриваться в качестве нулевого градиента G0 функции U. 

0 0 0grad U U G  

 0 C x y z C
F F F F     F . 

Эта величина может рассматриваться в качестве нулевой дивергенции векторного поля F.  

0 0div  F F  

     0 z y x z y xF F F F F F       F i j k . 

Эта величина может рассматриваться в качестве нулевого ротора векторного поля F.  

0 0rot  F F . 

0 0 0 0( ) div (rot ) 0     F F . 
Из (6.2)   

 1
0

0

С
x y z x y zC

W
W W W W W W        


i j k W . 

 1
0 0 C CW W     .              1

0 0
    F F .               1

0 0 0 0
       .  

2 2 2

0 S y z x z x y

  
    

     
.                1

0 0( )S S
       .                  0 x y z

  
    

  
. 

1
0 0( )       .               

2 2 2
1

0 2 2 2x y z
   

    
  

i j k .             1
0 0( )      . 

2 2 2 2 2 2

0 S x y x z y z x y x z y z

          
                            

i j k . 

0 z y x z y x

                             
i j k . 

2 2 2 2 2 2
1

0 0 2 2 2 2 2 2( )
z y x z y x

           
                        

i j k . 

*
0 0

0 I 0 0 II 0 02
  

          . 

Возвращаясь к задаче, приведенной в начале параграфа, 

     1 1
0 0x x y y z z C CC

W V W V W V W V         , 

     1 1
0 0 I 0x y y z z x C CC

W V W V W V W V            . 

Таким образом, применение нулевого векторного оператора позволяет решать подобные  
задачи.    

Представление полного дифференциала функции с помощью векторных операторов 
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1
0 1( ) ( )W W W

dW dx dy dz W dS
x y z

  
       

  
. 

Здесь 1dS  – полный дифференциал элементарной симметрической функции    1S x y z   . 
С помощью нулевого векторного оператора можно, например, преобразовать вектор в ли-

нейную комбинацию координат, выполнить некие операции, а затем результат преобразовать об-
ратно в вектор. И наоборот, сначала линейную комбинацию координат преобразовать в вектор, 
выполнить векторные операции, а результат преобразовать в линейную комбинацию координат. 

8. Мнимый нулевой векторный оператор 

Может быть рассмотрена следующая задача. Имеются линейная комбинация координат 

СW  и вектор F . Найти формулу, связывающую СW  и F  с выражением x y y z z xF W F W F W i j k . Для 

решения подобных задач может быть введен мнимый нулевой векторный оператор  
0 0 0

0 0 0 0{ } { } { } { }
x y z

       
           

       
i j k i j k . 

Его главное отличие от оператора 0  заключается в том, что псевдоорты (мнимые орты) 

{ }i , { }j , { }k  с ортами i , j, k не взаимодействуют, а взаимодействуют только с псевдоортами. По-

этому правила применения оператора 0{ }  по отношению к векторам такие же, как и оператора 

0  в отношении линейных комбинаций координат.  

Некоторые свойства 0{ } . 

0{ } { } { } { }U U U U   i j k . 
Эта величина может рассматриваться в качестве мнимого нулевого градиента {G0} функ-

ции U. 0 0 0{ } {grad } { }U U  G . 

 1
0

0

{ } { } { } { }
{ }

C
x y z x y zC

W
W W W W W W       


i j k . 

 1
0 0{ } { } C CW W     .                       1

0 0 0 0{ } { } { } { }       . 

1
0

0

{ } { } { } { }
{ } x y zF F F     

F F i i j j k k .                    1

0 0{ } { }    F F . 

       1
0 0{ } { } { } { } { }z y x z y xF F F F F F         F k j i i k j j i k . 

2 2 2
1

0{ } { } { } { }S y z x z x y
   

    
     

i i j j k k .                          1
0 0{ } { } S S

      . 

 
2 2 2 2 2 2

1
0 0{ } { } { } { } { }S x y x z y z x y x z y z

           
                              

k j i i k j j i k . 

1
0{ } { } { } { }

x y z
   

    
  

i i j j k k .                            1
0 0{ } { }      . 

 1
0 0{ } { } { } { } { }

z y x z y x
                                

k j i i k j j i k . 

2 2 2
1

0 2 2 2{ } { } { } { }
x y z

   
    

  
i j k .                      1

0 0{ } ({ } )      . 

2 2 2 2 2 2
1

0 0 2 2 2 2 2 2{ } ({ } ) { } { } { }
z y x z y x

           
                        

i j k . 

 
2 2 2 2 2 2

1 1
0 0 0 2 2 2 2 2 2{ } { } { } { } { }

z y x z y x
                                         

k j i i k j j i k . 

 1
0 0 0{ } { } { } 0CW         .               

*
0 0

0 I 0 0 II 0 0
{ } { }

{ } { } { } { } { }
2

  
          . 

Возвращаясь к задаче, приведенной в начале параграфа, 

   1 1
0 0 I 0{ } { } { }x y y z z x CF W F W F W W            i j k F  . 
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Таким образом, применение мнимого нулевого векторного оператора позволяет решать  
подобные задачи. Другими словами, применение 0{ }  позволяет сохранить орты исходного вектора. 

9. Псевдовекторы и комбинированные векторы 

Применение мнимого векторного оператора приводит к появлению псевдовекторов. В 
частности, { }, { }, { }i j k  являются псевдоортами.  

Определение 9.1. Псевдовектор – это скаляр, в котором содержится информация о  
включенном в него векторе. 

Псевдовектор может быть обозначен следующим образом: 

 { }
x y z

A
A A P P P

P P
     
 

P P i j k . 

Из представленных выше выражений значительная часть является комбинированными  
векторами, т.е. сочетаниями векторов и псевдовекторов.  

Комбинированный вектор может быть обозначен следующим образом:   

B
P F

   
 

{P}
F

P FB . 

Нижний индекс содержит информацию о направлении вектора, верхний индекс – инфор-
мацию о направлении псевдовектора.  

При выполнении операций с комбинированными векторами орты взаимодействуют с ор-
тами, а псевдоорты – с псевдоортами. Орты и псевдоорты между собой не взаимодействуют. 

При умножении комбинированного вектора на другой комбинированный вектор могут  
использоваться следующие четыре формы записи операций умножения:   

"{ }  ",     "{}  ",     "{ }  ",     "{ }  ". 
Действие знака произведения, расположенного в скобках, распространяется на псевдо-

векторные составляющие комбинированных векторов, а расположенного за скобками – на век-
торные. 

Пример 9.1.    { } { } { } { } { } { } { }x y z x y z x x y y z zW W W V V V W V W V W V        i j j k k i i k j i k j i j k . 

При перемножении псевдовектора и комбинированного вектора нет необходимости раз-
мещения знака произведения в скобки. Очевидно, что знак произведения "  " или "" в этом слу-
чае распространяется на псевдовекторные составляющие. 

Величина                                      0 0div { } { } { } x y z C
F F F     F F  

может рассматриваться в качестве мнимой нулевой дивергенции мнимого векторного поля {F}. 
Она совпадает с нулевой дивергенцией векторного поля F. 

Величина                     0 0rot { } { } { } { } { } { }z y x z y xF F F F F F        F F i j k  

может рассматриваться в качестве мнимого нулевого ротора мнимого векторного поля {F}. 

0 0 0 0{ } ({ } { }) div {(rot { })} 0     F F . 
С помощью мнимого нулевого векторного оператора можно преобразовать вектор в ком-

бинированный вектор, выполнить некие операции, а затем результат преобразовать обратно в век-
тор. И наоборот, сначала комбинированный вектор преобразовать в вектор, выполнить векторные 
операции, а результат преобразовать в комбинированный вектор. 

10. Некоторые формулы (продолжение) 

      1 1 1
0 0 0S S S
                        F G F G G F     

           I I I I II I I IIS S               G F F G F G G F  

                  1 1 1 1
0 0 I 0 0 I 0

                                   F G G F  . 

 
  I II( ) ( ) ( ) ( )S S S                F G G F F G F G  

 1 1
II I 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )                    F G F G  . 

 
( ) ( ) ( )S S SW W W     G F F G G F  

 1 * 1 *
0 0 II{ } ( ) { } ( ) ( ) ( )W W                        G F G F . 
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При этом 

   1 * 1 1 * 1
0 0 0 0{ } ( ) { } ( ) ( ) ( )W W                                   G F G F   . 

   *
II I II II II( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )W W W                  G F G F G F . 

 

    1 1
0 0 0( ) { } { } { }S S SW W W W                          F F F F  

I I II II( ) ( )W W     F F . 
 

S S( ) ( ) ( ) ( ) ( )S S S             F G G F G F F G F G  

       1 1 * 1 * 1 *
0 0 0 0{ } { } { } { }                         F G G F  

I I II II( ) ( ) ( ) ( )      F G F G . 

 

          1 1 1 1
0 0 II 0 0 II( ) { } { }S S S S S
                            G F G F G F G F G F 

 
 

  ( ) ( ) 4( ) ( )S S S S SVW V W W V V W           

       * * 1 * 1
0 0 02 2S SV W W V V W                   . 

Без применения "расщепления" векторных произведений на слагаемые, сопряжения век-
торов, использования линейной комбинации координат, ее деления на вектор, введения нулевого 
и мнимого нулевого векторных операторов, псевдовекторов и комбинированных векторов полу-
чить представленные выше разложения было бы невозможно. 

Замечание. Несмотря на то, что в некоторых приведенных разложениях использован  
мнимый оператор 0{ } , разложения сами по себе являются "чистыми" скалярами или векторами. 

11. Некоторые физические интерпретации 

Если в некоторой области среды (поля) объемом V определена функция мощности, скон-
центрированной в этой области, 

0 0 0

( , , ) ( , , )
yz x

V z y x

P x y z pdv dz dy p x y z dx     , 

где p(x, y, z) – объемная плотность мощности, то поверхностный градиент от этой функции пред-
ставляет собой вектор Умова (вектор Умова-Пойнтинга для электромагнитного поля), т.е. вектор 
скорости движения энергии через единицу поверхности. 

grad ( , , ) ( , , )S SP x y z P x y z U . 

Производная функции мощности ( , , )P x y z  по некоторой поверхности с единичным векто-
ром нормали n представляет собой количество энергии, проходящей через единицу площади этой 
поверхности в единицу времени. 

2

gradS
S S

d P
P P

d
      


n n U n . 

Пусть в некоторой области поля гравитации (или электростатического поля) для пробной 
массы (или электрического заряда) определена функция пространственного распределения сил 

( , , )x y zF , действующих на нее (на него) со стороны поля. Тогда поверхностная дивергенция век-

торного поля ( , , )x y zF  представляет собой объемную плотность энергии гравитационного (или 
электростатического) поля в рассматриваемой точке. 

0
div limS S

V

E

V 


  


F F . 

Если для излучающего диполя с электрическим моментом ep  известна функция простран-
ственного распределения производной напряженности электрического поля по времени 

( , , )d dt x y zE , то величина 1 rote SA d dtp E  представляет собой вектор Умова-Пойнтинга в рассмат-

риваемой точке. 
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rot ( , , )e S e S

d d
A A x y z

dt dt
   

E Ep p U , 

где A  – безразмерный коэффициент. 

Заключение 

 Основным результатом работы является «расщепление» векторного произведения на две  
части – ортоположительную и ортоотрицательную. Это позволяет, в частности, в случае векторно-
го произведения вектора на себя самого из нулевой величины, которой является это произведение,  
«извлечь» две ненулевые. Применение этого приема к векторному произведению оператора  
Гамильтона (набла) на себя самого приводит к появлению векторного дифференциального  
смешанного оператора второго порядка, являющегося ключевым элементом при определении  
понятий поверхностного векторного анализа – поверхностного градиента, поверхностной  
производной по направлению, поверхностнных дивергенции и ротора. 

Введенные элементы поверхностного векторного анализа, в частности, расширяют арсенал 
средств для исследования физических полей, в том числе, определения вектора Умова как поверх-
ностного градиента от функции мощности, объемной плотности энергии силового поля как по-
верхностного дивергенции от функции пространственного распределения сил и т.д. 
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Аннотация. В данной работе рассматривается задача Дирихле для обыкновенного непрерывного диф-
ференциального уравнения с производными Римана-Лиувилля сегментного порядка.  
             Resume. In this paper we consider the Dirichlet problem for an ordinary continuous differential equation with 
Riemann-Liouville derivatives of segment order. 
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Введение 

В интервале lx 0  рассмотрим уравнение 
    ),()()()()()( ,

0
,

0 xfxduxucDxubxuaDxuLu xx     (1) 
где (см. [1, 2]), 

       




  dsxuDxuD s
xx )()( 0

,
0      (2) 

 - оператор непрерывного интегродифференцирования порядка  ,,  )(0 xuDs
x  - оператор дробного  

интегродифференцирования Римана-Лиувилля порядка s [2], ,21   ,10   dcba ,,,  - 
const. 

Уравнение (1) относится к классу непрерывных дифференциальных уравнений [1]. Опера-
тор (2) был введен в работе [1], а в [2] были изучены их свойства, в частности, доказана положи-
тельность этих операторов, получена формула непрерывного интегрирования по частям. 

В работе [3] построен оператор, обращающий оператор (2) и получены аналоги формулы  
Ньютона-Лейбница, а в [4, c. 148] доказан принцип экстремума для оператора непрерывного инте-
гродифференцирования (2). 

Уравнения с операторами вида (2) исследовались ранее многими учеными, в случае когда 
под интегралом стоит оператор Римана-Лиувилля - А.М. Нахушевым и А.В. Псху (см. [5, гл. 2,4], [4, 
гл. 5]). 

В работе [6] для обыкновенного дифференциального уравнения континуального порядка 
  1),()()(,
0  xfxuxuD x  

построено фундаментальное решение и найдено представление решения задачи Коши, показана по-
ложительность фундаментального решения и характер зависимости от спектрального параметра. 

Для уравнения (1) при ,0 dba  c  построено фундаментальное решение и найдены 

решения начальной и краевых задач [7-9]. В случае , cba  ,0d  для уравнения (1) получены 
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необходимые начальные условия [10]. В работе [11] для уравнения (1) найдено фундаментальное 
решение и с его помощью построено явное представление решения видоизмененной задачи Коши 
для уравнения (1). 

Регулярным решением уравнения (1) в области [,0] l  назовем функцию )(xuu  , принадле-

жащую классу [,0]],0[ 2 lClC   и удовлетворяющую уравнению (1) в области [,0] l . 

 Задача. Найти регулярное решение )(xuu  уравнения (1) в интервале [,0] l , удовлетво-

ряющее следующим условиям:  
,)(,)0( 0 luluuu      (3) 

где .,0 constuu l   
 Рассмотрим функцию  

    ,
)(

)()()()(),(
lW

tlWxW
txWtxHtxG


     (4) 

,)(,)()1(),,,;()( 0
0

xxxxWxW
n

n
n  





 

,,),2,2(1),2,2(1)()(
0

1 NndtdttVi
t

cbtVi
t

atxx
x

nn 



     

.0,0,
)(

),,(  




xdt
tГ

x
xVi

t

 

Здесь )(xW фундаментальное решение уравнения (1) [11], )(xH функция Хевисайда, )(xГ

гамма-функция Эйлера. 
 Оператор   ,

0 x  называется регуляризованным оператором дифференцирования сег-

ментного порядка и связан с оператором непрерывного интегродифференцирования   ,
0 xD  (2)  

соотношением  

    .,1),,1,1(1)0()()(
1

0

)(,
0

,
0 NnnnxkkVi

x
uxuDxu

n

k

k
xx  





  

Лемма. Функция ),( txG  обладает следующими свойствами: 
1) ),( txG  как функция переменной x  является решением задачи 

    ,0),(),(),(),(),( ,
0

,
0   txdGtxGcDtxbGtxGaDtxG xxxxx   (5) 

  ,0),(,0),0(  tlGtG     
 (6) 

2) ),( txG  как функция переменной t  является решением задачи 

    ),2,2(1
)(
)(),(),(),(),(),( ,, tlVi

tllW

xW
atxdGtxGctxbGtxGatxG lttlttt 


  , (7) 

,0),(,0)0,(  lxGxG     
 (8) 

3) ),( txG  удовлетворяет условию 

  .1),(),(lim
0




xxGxxG tt     (9) 

 Действительно, из определения фундаментального решения уравнения (1) следу-
ет, что функция )(xW  удовлетворяет условиям [11] 

       ,0)()()()()( ,
0

,
0   xdWxWcDxWbxWaDxW xx    (10) 

    ),,2,2(1)()()()()( ,
0

,
0 xVi

x
axdWxWcxWbxWaxW xx     (11) 

     .1)0(,0)0(  WW     (12) 
Равенства (6) и(8) непосредственно получаются из представления (4) функции ),( txG  с 

учетом первого соотношения (12). 
Теперь докажем формулу (9). В силу соотношения )()( txWtxW xt   и второго равенства  

(12) имеем 
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  






 





 )(
)()()(

)(
)()(lim),(),(lim

00 lW

xlWxW
xxW

lW

xlWxW
xxGxxG t

t
t

tt  

.1)0(
)(

)()()0(
)(

)()(






 W

lW

xlWxW
W

lW

xlWxW t
t

t  

 Если вместо ),( txG  в формулу (5) подставить представление (4), то в силу равенства  
(10) получится тождество. Справедливость равенства (7) следует из соотношения (11). 
 Функцию ),( txG , определяемая формулой (4) и обладающая свойствами 1) - 3), назовем  
функцией Грина задачи Дирихле (3) для уравнения (1). 

Теорема. Пусть [,0]],0[)( lClLxf  и выполнено условие .0)( lW Тогда задача Дирихле  
(3) для уравнения (1) однозначно разрешима и решение имеет вид 

.)(),(),()0,()(
0

0 
l

tlt dttftxGlxGuxGuxu    (13) 

 Доказательство. Пусть )(xu решение уравнения (1). Проинтегрируем выражение 
)(),( tLutxG  по переменной t  от  до ,l l0  

    .)(),()(),()(),()(),()(),()(),( ,
0

,
0 dttftxGdttutxGddttuDtxGcdttutxGbdttuDtxGadttutxG

ll

t

ll

t

ll






























(14) 
Вычислим интегралы стоящие в левой части равенства (14) 

).,()(),()(),()(),()()()(),()(),(  








xGulxGluxGulxGluxudttutxGdttutxG tt

l

tt

l

(15) 

       













 dttuDtxGdttuD

dt

d
txGdttuDtxG t

l

ttt

l

t

l

)(),()(),()(),( 2,2
0

2,2
02

2
,

0  

        ).,()(),()(),()(),()( 1,1
0

2,2
)(0

1,1
0

1,1
)(0  










 xGuDlxGluDxGuDlxGluD ttll  
 (16) 

С учетом формулы непрерывного интегрирования по частям [5, c. 34] 

    0,)()()()( ,,    dxxvDxudxxuDxv Bx

B

A
Ax

B

A

 

интеграл в правой части (16) равен 

       

















 dttuDtxGdttuDtxGdttuDtxG t

l

tt

l

ttt

l

tt )(),()(),()(),( 2,22,2
0

2,2
0  

        .),()()(),(),()()(),( ,
)(

2,2
0

2,2
)(

2,2
0 dttxGtudttuDtxGdttxGDtudttuDtxG tl

ll

tttttl

ll

tt




























   

В силу последнего равенства из соотношения (16) окончательно получим 

  



 dttuDtxG t

l

)(),( ,
0

     












 dttxGtudttuDtxG tl

ll

tt ),()()(),( ,
)(

2,2
0  

        ).,()(),()(),()(),()( 1,1
0

2,2
)(0

1,1
0

1,1
)(0  










 xGuDlxGluDxGuDlxGluD ttll  (17) 

).,()(),()()(),()(),(  








xGulxGludttutxGdttutxG
l

t

l

  (18) 

          ).,()(),()(),()()(),()(),( 1,1
0

1,1
)(0

,
)(

1,1
0

,
0  























 xGuDlxGluDdttxGtudttuDtxGdttuDtxG ltl

ll

tt

l

                                                                                                                                    (19) 
 Подставляя равенства (15), (17)-(19) в формулу (14) и устремляя 0 будем иметь 

          dtuDtxGdttxdGtxGctxbGtxGatxGtuxu
l

tt

l

lttlttt )0(),(),(),(),(),(),()()( 2,2
00

00

,,  

          )0()0()0,()()(),()(),()0(),( 2,2
00

2,2
0

0

1,1
00

0
uaDuxGluaDlulxGdttftxGdtuDtxG tlt

ll

t  

         ,)0()0()0()0()0,()()()()(),( 1,1
00

1,1
00

1,1
0

1,1
0 ucDbuuaDuxGluclbuluaDlulxG ll

 
 (20) 

где     ).(lim)0( ,
00

,
00 tuDuD t

t





   



 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ            Серия Математика. Физика. 2017. №6 (255). Выпуск 46  ________________________________________________________________  

 

57

 Так как операторы    1,1
0

2,2
0 , 

tt DD являются интегральными, то     .0)0()0( 1,1
00

2,2
00   uDuD  

С учетом свойства 2) функции ),( txG формулу (20) перепишем в виде 

 




  dttlVi
tl

tu
lW

xW
axu

l

0
),2,2(1)(

)(
)()(  

  .)(),(),()()0,()0(),()(
0

2,2
0 dttftxGlxGluxGulxGluaD

l

tttl     (21) 

В силу равенства  

  dttlVi
tl

tuluD
l

l  




0

2,2
0 ),2,2(1)()(  

из формулы (21) получаем соотношение (13). 
 Подставляя найденное представление решения (13) в уравнение (1) и в краевые условия (3) 
с учетом соотношений (5), (6) получаем, что функция ),(xu определяемая формулой (13) действи-
тельно является решением задачи Дирихле (3) для уравнения (1). 
 Покажем теперь, что при отрицательных коэффициентах уравнения (1), т.е. 0,,, dcba  

условие разрешимости 0)( lW выполняется. Обозначим через  

dxxVi
x

cbxVi
x

ax  ),2,2(1),2,2(1)( . 

Из определения следует, что функция ),,( xVi   положительна при положительных аргументах.  

Значит, при отрицательных коэффициентах dcba ,,,  функция .0)(  x  Отсюда имеем, что 0)(  xn

для нечетных n  и 0)(  xn для четных n . Таким образом, при 0,,, dcba  знакопеременный ряд 
)(lW  становится положительным, т.е. .0)( lW  
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Аннотация. С помощью теоремы о расщеплении получена оценка собственных значений матрицы 
при условии, что собственное значение невозмущенной матрицы сильно отделено от остальных. В основе ис-
следований лежит метод подобных операторов. При исследовании спектральных свойств матрицы матрица 
представляется в виде суммы хорошо изученной матрицы и возмущения. Получены условия малости возму-
щения, при котором данная матрица является блочно-диагональной.  

Resume. The estimates of matrix eigenvalues in case if eigenvalue of unperturbed matrix is strongly separat-
ed from others are obtained using a theorem on splitting. The investigation is based on the similar operator method. 
While investigation of matrix spectral properties matrix is represented as sum of a well-studied matrix and perturba-
tion. Smallness conditions of perturbation for which this matrix is block-diagonal are obtained.  

 
Ключевые слова: метод подобных операторов, спектр. 
Key words: the similar operator method, spectrum. 
 

Введение 

Пусть имеется линейный оператор  ८	 ∈ ሺԧ௡ሻ, заданный матрицей ॏܮ	 ൌ ሺܽ௜௝ሻ, внедиаго-
нальные элементы которой малы по сравнению с диагональными, и элемент ܽଵଵ ് ܽ௜௜, где ݅ ൌ
2,… , ݊. Представим оператор ८ в виде разности  ܣ ൌ ޿ െ ,двух линейных операторов Α  ߀ Β	 ∈ 	Lሺԧ௡ሻ, 
заданных матрицами ܣ и ܤ соответственно: 

ࣛ ൌ	൮

ܽଵଵ 0 ⋯ 0
0 ܽଶଶ ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ ܽ௡௡

൲ ,   ࣜ ൌ െ൮

0 ܽଵଶ ⋯ ܽଵ௡
ܽଶଵ 0 ⋯ ܽଶ௡
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ ⋯ 0

൲. 

Оператор Α будем называть невозмущенным оператором, оператор Β – возмущением опе-
ратора Α, а исходный оператор ८ – возмущенным линейным оператором. 
 Требуется получить оценку одного определенного собственного значения возмущенного  
оператора ८. 

Разложим пространство ԧ௡ в прямую сумму ଵࣲ ⨁ ଶࣲ, двух инвариантных относительно опе-
ратора Α подпространств ଵࣲ и ଶࣲ, где ଵࣲ ൌ 	ԧ, ଶࣲ ൌ 	ԧ௡ିଵ. Будем искать оценку одного собственного  
значения, поэтому пусть ଵࣲ ൌ 	ࣦሺ݁ଵሻ, а ଶࣲ ൌ 	ࣦሺ݁ଶ,… , ݁௡ሻ. 
 В соответствии с заданным разложением пространства ԧ௡ рассмотрим трансформаторы 
ࣤ ∶ ሺԧ௡ሻܮ	 	→ и Γ	ሺԧ௡ሻܮ	 ∶ ሺԧ௡ሻܮ	 	→  :ሺԧ௡ሻ [1-2], такие чтоܮ	

1. Для любого ܺ ∈  :ሺԧ௡ሻ матрица оператора ࣤܺ имеет видܮ

ࣤܺ ൌ 	൮

ଵଵݔ 0 ⋯ 0
0 ଶଶݔ ⋯ ଶ௡ݔ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 ௡ଶݔ ⋯ ௡௡ݔ

൲; 

2. Оператор Γܺ определяется как решение уравнения  
Γܺܣ െ Γܺܣ ൌ ܺ െ ࣤܺ, ∀ܺ ∈  ሺԧ௡ሻ.                                                           (1)ܮ

Можно показать, что матрица оператора Γܺ имеет вид: 
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Γܺ ൌ 	

ۉ

ۈۈ
ۇ

0
௫భమ

௔భభି௔మమ
⋯

௫భ೙
௔భభି௔೙೙

௫మభ
௔మమି௔భభ

0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
௫೙భ

௔మమି௔భభ
0 ⋯ 0 ی

ۋۋ
ۊ

. 

 
 Будем искать такой оператор ܺ଴ ∈  ሺԧ௡ሻ, для которого выполнено равенствоܮ

ሺܣ െ ܫሻሺܤ ൅ Γܺ଴ሻ ൌ ሺܫ ൅ Γܺ଴ሻሺܣ െ Γܺ଴ሻ.                                                      (2) 
Если ∥ Γܺ଴ ∥൑ 1, то оператор ܫ ൅ Γܺ଴ обратим, и равенство (2) означает подобие операторов ܣ െ  и ܤ
ܣ െ ࣤܺ଴. Таким образом, задача оценки первого собственного значения возмущенного оператора 
ܣ െ ܣ сводится к задаче оценки первого собственного значения оператора ܤ െ ࣤܺ଴, которое равно 
ܽଵଵ െ ଵଵݔ

଴ . Необходимо получить оценку элемента ݔଵଵ
଴  матрицы оператора ܺ଴. 

 Основные результаты 

Теорема 1. Пусть выполнено неравенство 
ߛ ∥ ܤ ∥൏ ଵ

ସ
, 

где ߛ ൌ
ଵ

୫୧୬ಈ |௔೔೔ି௔ೕೕ|
, Ω ൌ ሼሺ݅, ݆ሻ: ݅ ൌ 1	и	݆ ൌ 2…݊, или	݆ ൌ 1	и	݅ ൌ 2…݊ሽ. Тогда нелинейное уравнение  

ܺ ൌ Γܺܤ െ ΓܺࣤሺܤΓܺሻ െ Γܺࣤܤ ൅ ܤ ൌ Φሺܺሻ,                                                     (3) 
рассматриваемое в алгебре ܮሺԧ௡ሻ, имеет единственное решение ܺ଴ в шаре с центром в нуле и ради-
усом 4 ∥ ܤ ∥, на котором достигается равенство  

ሺܣ െ ܫሻሺܤ ൅ Γܺ଴ሻ ൌ ሺܫ ൅ Γܺ଴ሻሺܣ െ Γܺ଴ሻ. 
Оператор ܺ଴ можно найти методом простых итераций, если в качестве первого приближения взять 
ܺ ൌ 0. 
 Пусть ଵܲ и ଶܲ – проекторы [3], ассоциированные с указанным разложением пространства 
ԧ௡. Заметим, что для любого ܺ ∈  :ሺԧ௡ሻ выполнены следующие равенстваܮ

1. ࣤܺ ൌ ଵܲܺ ଵܲ ൅ ଶܲܺ ଶܲ; 
2. ௜ܲሺΓܺሻ ௝ܲ ൌ Γ൫ ௜ܲܺ ௝ܲ൯, ݅, ݆ ൌ 1,2	и	 ௜ܲሺΓܺሻ ௝ܲ ൌ 0, ݅ ൌ 1,2. 
Через ௜ܺ௝ будем обозначать оператор ௜ܲܺ ௝ܲ, ݅, ݆ ൌ 1,2. Тогда 

ܺ ൌ ሺ ଵܲ ൅ ଶܲሻܺሺ ଵܲ ൅ ଶܲሻ ൌ ଵܺଵ ൅ ଵܺଶ ൅ ܺଶଵ ൅ ܺଶଶ, ܺ ∈  .ሺԧ௡ሻܮ
Применим операторы ଵܲ	и	 ଶܲ к обеим частям уравнения (3). 

1. Вначале осуществим умножение на проектор ଵܲ слева и справа: 
ଵܲܺ ଵܲ ൌ ଵܲBΓܺ ଵܲ െ ଵܲΓܺࣤሺܤΓܺሻ ଵܲ െ ଵܲΓܺࣤܤ ଵܲ ൅ ଵܲܤ ଵܲ; 

ଵܺଵ ൌ ሺܤଵଵ ൅ ଵଶሻሺΓܤ ଵܺଵ ൅ Γܺଶଵሻ െ ሺΓ ଵܺଵ ൅ Γ ଵܺଶሻࣤ൫ሺܤଵଵ ൅ ଵଶሻሺΓܤ ଵܺଵ ൅ Γܺଶଵሻ൯ െ ሺΓ ଵܺଵ ൅ Γ ଵܺଶሻሺࣤܤଵଵ ൅ ଶଵሻܤࣤ
൅  .ଵଵܤ

Учитывая, что ࣤ ଵܺଶ ൌ ࣤܺଶଵ ൌ 0 и Γ ଵܺଵ ൌ Γܺଶଶ ൌ 0, получим 

ଵܺଵ ൌ ሺܤଵଵ ൅ ଵଶሻΓܺଶଵܤ െ Γ ଵܺଶࣤ൫ሺܤଵଵ ൅ ଵଶሻΓܺଶଵ൯ܤ െ Γ ଵܺଶࣤܤଵଵ ൅  ;ଵଵܤ

ଵܺଵ ൌ ଵଶΓܺଶଵܤ ൅  ଵଵ.                                                                             (4)ܤ
2. Применим справа проектор ଵܲ, а слева ଶܲ: 

ଶܲܺ ଵܲ ൌ ଶܲܤΓܺ ଵܲ െ ଶܲΓܺࣤሺܤΓܺሻ ଵܲ െ ଶܲΓܺࣤܤ ଵܲ ൅ ଶܲܤ ଵܲ; 
ܺଶଵ ൌ ሺܤଵଵ ൅ ଶଶሻΓܺଶଵܤ െ ΓܺଶଵࣤሺܤଵଶΓܺଶଵሻ െ Γܺଶଵܤଵଵ ൅  ;ଶଵܤ

ܺଶଵ ൌ ଶଶΓܺଶଵܤ െ ሺΓܺଶଵሻܤଵଶΓܺଶଵ െ ሺΓܺଶଵሻܤଵଵ ൅  ଶଵ.                                               (5)ܤ
 Из равенства (4) ясно, что искомую оценку элемента ݔଵଵ

଴  оператора ܺ଴, являющегося реше-
нием нелинейного уравнения (3), найдем, получив оценку ∥ ଵܺଵ

଴ ∥, а для оценки ∥ ଵܺଵ
଴ ∥ в свою оче-

редь требуется оценка ∥ ܺଶଵ
଴ ∥ и разрешимость уравнения (5). 

Теорема 2. Пусть выполнено условие теоремы 1. Тогда нелинейное уравнение (5) имеет 
единственное решение ܺଶଵ

଴ . Это решение можно найти методом простых итераций, если в качестве 
первого приближения взять ܺଶଵ ൌ 0. Имеют место следующие оценки: 

∥ ଵܺଵ
଴ ∥൑

1 െ ଶଶܾߛ െ ݍ
ߛ2

, ∥ ܺଶଵ
଴ ∥൑

1 െ ଶଶܾߛ െ ݍ
ଶܾଵଶߛ2

	, 

где ݍ ൌ ሺሺܾߛଶଶ െ 1ሻଶ െ ଶܾଶଵܾଵଶሻߛ4
ଵ
ଶൗ  и ∥ ௜௝ܤ ∥ൌ ܾ௜௝, ݅, ݆ ൌ 1,2, и ଵܺଵ

଴  определяется из равенства  

ଵܺଵ
଴ ൌ ଵଶΓܺଶଵܤ

଴ . 
 Непосредственно из теоремы 2 следует 

Теорема 3. Пусть выполнено условие теоремы 1. Тогда возмущенный оператор ८, задан-
ный матрицей ॏ ൌ ሺܽ௜௝ሻ, имеет собственное значение ߣଵ

଴, представимое в виде 
ଵߣ
଴ ൌ ܽଵଵ െ ଵଵݔ

଴ , 
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где число ݔଵଵ
଴  удовлетворяет оценке 

ଵଵݔ|
଴ | ൑

1 െ ଶଶܾߛ െ ݍ
ߛ2

, 

где ߛ ൌ
ଵ

୫୧୬ಈ |௔೔೔ି௔ೕೕ|
, Ω ൌ ሼሺ݅, ݆ሻ: ݅ ൌ 1	и	݆ ൌ 2…݊, или	݆ ൌ 1	и	݅ ൌ 2…݊ሽ. 

ݍ ൌ ሺሺܾߛଶଶ െ 1ሻଶ െ ଶܾଶଵܾଵଶሻߛ4
ଵ
ଶൗ , ܾ௜௝ ൌ		∥ ௜௝ܤ ∥, ݅, ݆ ൌ 1,2.	  
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Аннотация. Рассматриваются локально выпуклые пространства целых функций нулевого порядка. 
Найдены два критерия разрешимости задачи простой свободной интерполяции в этом классе. В формули-
ровке первого критерия используется каноническое произведение, определяемое узлами интерполяции. В 
формулировке второго – мера, которая определяется этими узлами. В предыдущих работах A.F. Леонтьева, 
Г.П. Лапина, K.G. Малютина, такие задачи рассматривались в классе целых функций ненулевого порядка. 

Resume. We consider the locally convex space of entire functions of order zero. Two criteria of resolvability 
of problem of simple free interpolation in a class of the entire functions of zero order are received. In the formulation 
of the first criterion, the canonical product defined by interpolation knots is used. In the formulation of the second, 
the measure, which is defined by these knots, is used. In A.F. Leontyev, G.P. Lapin, K.G. Malyutin previous works 
such the problem was considered in  a class of the entire functions of non-zero order. 
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Пусть )(zf  − целая функция, |)(|max),(
20





irefrfM


 . Через  ∞,  обозначим 

класс целых функций порядок которых не превышает  0,  , т.е. таких, что 

≤
ln

),(lnlnsuplim
∞→ r

rfM

r



.                                               (1) 

Здесь, как обычно,  0;bmaxb 
. 

В частности, через 0E  обозначим класс целых функций нулевого порядка ( 0 ). Введем 

следующее определение. 

Последовательность функций   zf n  из класса 0E  сходится в смысле 0E , если: (i) она 

равномерно сходится на компактах, (ii) для любого 0 выполняется неравенство 

  ]|exp[| zzfn  ,     0rz        1≥n , 

где  0r  не зависит от 1n  . 

При подходящем )(C , которое не зависит от n, при всех z 

                                         ]|exp[|  zCzfn      1≥n .                                         (2) 

Класс 0E  является линейным топологическим пространством с секвенциальной топологией. 
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Через ),( raС  будем обозначать открытый, а через ),( raB  − замкнутый круг радиуса r  

с центром в точке a . Пусть   ∞1 nnaA −  множество различных комплексных чисел 

 ∞1 n
ni

nn era 
. По множеству A  определим меру: ∑

∈
1)(

GnaA Gn  . Если это не будет вызы-

вать недоразумений, то индекс А  будем опускать. Множество корней произвольной функции f  

будем обозначать через fA . Обозначим через 
fAf nn  , )),(()(, raCnrn faf  , 

)),(()(, raCnrn AaA  . В частности, положим )()( 0, rnrn ff  , )()( 0, rnrn AA  . 

Неравенство (1) приводит к разумности введения следующего определения.  

Последовательность  ∞1 nnaA  называется интерполяционной в классе  ∞, , если 

для любой последовательности комплексных чисел Nnbn ∈},{ , удовлетворяющих условию  

ρ
|a|ln

|b|lnln
suplim

n

n
++

r
≤

∞→
                                                       (3) 

существует функция  ∞,∈ F  со свойством  

nn baF )( ,      Nn∈ .                                                          (4) 

Задача (4) в классе  ∞,  в случае, когда 0  впервые рассматривалась А. Ф. Леонтье-

вым [ ]1 . Им были найдены критерии ее разрешимости в терминах канонических произведений, 

определяемых последовательностью А . Позднее К. Г. Малютин [2], исходя из результатов А. Ф. 
Леонтьва, нашел критерии разрешимости задачи (4) в терминах меры определяемой последователь-

ностью А . В  работе [3] рассматривалась задача  в классе 0E  как в терминах канонических произ-

ведений, определяемых последовательностью А , так и в терминах меры, определяемой узлами ин-

терполяции. В настоящей работе мы рассматриваем задачу простой интерполяции в классе 0E  и 

находим критерии ее разрешимости, отличные от тех, которые были найдены в   работе [3] . 

Мы дополнительно предполагаем, что выполняется неравенство 01 а . Это упрощает 

доказательство и формулировки некоторых утверждений, однако, не ограничивает общности 

наших рассуждений. По ходу работы мы делаем замечание, что последовательности  А  и  0∪А  

являются одновременно интерполяционными. 

Пусть )(r  − уточненный порядок [4], .0≥)(lim
∞→r

 r  Если ,0  то уточненный  

порядок называется нулевым уточненным порядком. 

По заданной последовательности А и уточненному порядку )(r  определим семейства 

функций  

|)(|
*

||
)1|))|,(((),(

z
A

А z

zzCn
zФ 




 . 

Приведем формулу Пуассона для субгармонической функции   и круга ),( RzB , на кото-

рую будем ссылаться в нашей работе: 

dt
t

tzB
dzz

R
i  

0

2

0

)),(()Re(
2
1)( 


 


 .                                   (5) 

Здесь   − риссовская мера функции  . 
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В случае, если )z(f  − целая функция, a − простой корень функции f , 

)(
)(ln)(
az

zf
z  , то формула Пуассона (5) для круга ),( raB  приобретает вид: 

.ln
1)),((

)Re(ln
2
1|f(a)|ln

0

2

0
Rdt

t

taBn
daf

R
fi 


  






              (6) 

Пусть  ∞1 nnaA  −  произвольная последовательность. Обозначим через  















1
1)(

n n
A a

z
zE   . 

Функция  )(zE A  называется канонической функцией последовательности А . 

Основным результатом нашей статьи является следующая теорема. 

Напомним, мы считаем, что выполняется условие 01 а .  

Теорема 1. Следующие три утверждения эквивалентны: 

(1) последовательность А  является интерполяционной в классе 0E ; 

(2) для любого 0  выполняется соотношение: 

∞
1

∑
∞

1


n na
 ,                                                            (7) 

и каноническая функция )(zE A  последовательности А  удовлетворяет условию: 

0≤
)('

1lnln
ln

1lim
∞→

nAn
n aEa


;                                          (8) 

(3)  выполняются соотношения (7) и   

                  (3.1) существует нулевой уточненный порядок  r , такой что  

 



 1log

1
≤,zA  .                                                           (9) 

Пространство 
*
0E  

Рассмотрим последовательность 
*
nE   пространств целых функций, для которых конечна 

норма  

 
  ∞

exp
sup /1
∈


n

Сz z

zf
f . 

Ясно, что 
*
1

*
2 nn EE   если n2>n1. Обозначим через 

*
0E  проективный предел пространства 

*
nE . 

Теорема 2. Пространства 
*
0E  и  0E  совпадают. 

Доказательство. Из работы [5] следует, что пространство 
*
0E  является локально выпук-

лым пространством с секвенциальной топологией. При этом последовательность функций 

  zf n  из 
*
0E  сходится в смысле 

*
0E  если она при любом Nn  сходится в пространстве 

*
nE . 
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Отсюда следует, что последовательность   zf n   сходится и в  пространстве 0E . Очевидно, об-

ратное, если последовательность   zf n  сходится и в пространстве 0E , то она сходится и в лю-

бом пространстве 
*
nE а,  значит, и в пространстве 

*
0E  

Теорема доказана.  
Докажем вспомогательные утверждения. 

Теорема 3. Пусть А  − интерполяционная последовательность в пространстве 0E . Тогда  

выполняется соотношение (7). 

Доказательство. Пусть f  − целая функция из пространства 0E ., решающая интерпо-

ляционную задачу: 1)( 1 af , 0)( naf  при 2n . По предположению теоремы такая функ-

ция существует. Запишем формулу (5) для функции )(ln)( zfz   и круга ),( 1 raB : 

 
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10 
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Отсюда получаем, что неравенство  


 RKdt

t

taBn
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t

tn R
f

R

 
0

1

0

)),(()(
,     0K , 

выполняется при любом фиксированном 0  для всех RR  . 

Отсюда следует неравенство: 


 RKdt

t

tn
Rn

eR

R
 

)()( .                                                   (10) 

Поскольку последнее неравенство выполняется при любом фиксированном 0 , то из 
него следует соотношение: 

,0)(lim 
 R

Rn
R

   0 .                                                             (11) 

Тогда, используя неравенство (10) с 2/  и соотношение (11), получаем: 


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n

 

Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть А − интерполяционная последовательность в пространстве 0E . Тогда  

каноническая функция )(zE A  принадлежит пространству 0E .  

Доказательство. Пусть A – интерполяционная последовательность в пространстве 0E . 

E(z) – его каноническая функция. Из равенства (11) следует, что E(z) – целая функция. Кроме того, 
справедливо неравенство 

 

,
)(
)()(1ln

||
1ln)(ln

001
dt

trt

trn
tdn

t

r

a

r
zE

n n




 
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




 








  

из которого следует, что 0EE  . 

Теорема доказана. 

Здесь и далее используется обозначение  rz || . 
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Доказательство импликации 1)   3) 

Импликация 1)   (7) доказана в теореме 2. 
Докажем импликацию 1)   (9). Докажем вначале, что  

    .01,ln
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1suplim
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


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dt
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r
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n

nn
                             (12)                        

Если это не так, то существуют последовательность kn  при k  и число 00    

такие, что 

    ,1,ln
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  k=1,2,… .               (13) 

Дополнительно можно считать, что выполняется неравенство 

,...2,1|,|4||
1




kaa
knkn  

Пусть f(z) – функция из пространствf 0E , которая решает интерполяционную задачу 

1)( 
knaf , k=1,2,…, 0)a(f n  , если knn  . По условию теоремы такая функция существует. 

Запишем формулу (5) для функции |)(|ln)( zfz  и круга  





 ||

2
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knkn aaB : 

   
.

,
2
1ln

2
10

2/

0

2

0
dt

t

taBn
deaaf

nka
nkfi

nknk  





  






 

При 



 nkat

2
1,0  справедливо неравенство       1,,  taBntaBn nknkf . Поэтому 

       











 


 


 



2

0

2/

0

2/

0

.
2
1ln

2
1

,1,

deaa

dt
t

taBn
dt

t

taBn

i
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nk
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Полученное неравенство, соотношение 0Ef   и неравенство (13) в совокупности проти-

воречивы. Тем самым, равенство (12) доказано. 
Из равенства (7) следует, что 
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Вместе с равенством (12) это дает 

    .01,ln
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1suplim
0








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                                   (14) 

Пусть z – произвольное комплексное число и a=a(z) – ближайшая к z точка последователь-

ности  na . Обозначим через 1F  множество тех z, для которых выполняется неравенство 

||
2
1|| zaz  . Из условия (7) легко следует, что  
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   
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Поэтому в дальнейшем доказательстве можно считать, что выполняется неравенство 

zaz
2
1

 . Далее имеем 
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Из приведенных рассуждений и равенства (12) теперь следует, что 
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Отсюда следует, что существует нулевой уточненный порядок )(r такой, что  

   
.:)(

1, )(
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r
r

rrVdt
t
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
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Сделав замену переменной rt   в подынтегральном выражении последнего равенства  

и разделив обе части на )(rV получим соотношение:  

.1),(1

0



 




d
zA                                                               (15) 

Неравенство (9) следует тогда из цепочки неравенств  












1ln),(),(),(1
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0
zd

z
d

z
A
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




  . 

Импликация 1)  3) доказана. 

Доказательство импликации 3)  2) 

Пусть выполняются условия (9) и (7). Для произвольной точки Aan   оценим расстояние  

aan   где  Aa  ближайшая точка к na , из последовательности A . Точнее, оценим  

n

n
n a

aa 
 .  Замечая, что      11,  

nnaBn   и воспользовавшись неравенством (9),  

получим 

n
nnA

n

a
rV 

 1ln),(
)(

1
 . 

Откуда следует оценка  

  nn aV exp . 
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Снова применяя неравенство (9) и полученную оценку для n , имеем 

   
  

).2lnlnln)()((

)/1ln(
1

)(1, 2/1

exp

2/

0













nnn

naV
n

nr
n

rrrV

dt
ttrVdt

t

taBn



 

Отсюда следует соотношение (12). Дословно повторяя рассуждения выше, получим спра-
ведливость оценки (15).  

Напишем равенство (6) для функции E(z) и круга B(an,R): 

   
Rdt

t

taBn
daEaE

R
ni

nn ln1,Re(ln
2
1(ln

0

2

0

)
) 


  






.         (16) 

Равенство (16) можно переписать в виде  

   
Rdt

t

taBn
d

aEaE

R
n

i
nn

ln1,
Re(

1ln
2
1

)(
1ln

0

2

0
)








  






.            (17) 

Далее мы воспользуемся следующей теоремой. 
Теорема С. Пусть функция f(z) голоморфна в круге B(0,2eR) (R>0), f(0)=1 и  − произ-

вольное положительное число, не превышающее e
2
3

. Тогда внутри круга B(0,R), но вне исключи-

тельных кругов с общей суммой радиусов, не превышающей R4 , выполняется неравенство 

)2,(ln
2
3ln2)(ln eRfM
e

zf 










. 

Это теорема 11 из [4, Глава I, §8]. 

Поскольку 0EE  , то для любого числа 0  существует r   такое, что при  rr  вы-

полняется неравенство: 
rzE )(ln . 

Из этого неравенства и теоремы С, примененной к функции E(z) и кругу )3,0( naeB , сле-

дует, что существуют номер N  и число 



 nn aaR ,
2
1

1 такие, что для всех   и Nn   будет 

выполняться неравенство  


 ni

n

r
eRaE


 )(
1ln

1
. 

Выбирая в равенстве (17) 1RR  , получим доказательство импликации (13) (12). 

Тем самым импликация 3)  2) доказана. 

Доказательство импликации 2)  1) 

Обозначим 
nS

nn

n

n
n a

z

az

b

aE
zP 











)(

1)( ,  Nn ,                                   (18) 
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где  1nnS - последовательность натуральных чисел, которую мы выберем ниже. 

Заметим, что формальный ряд 

                                                                 





1
)()()(

n
n zPzEzF                                                           (19) 

решает интерполяционную задачу (4). 

Покажем, что при подходящем выборе последовательности  1nnS  функция 0EF  . Из  

условий (3) и (8) получаем, что существует последовательность   0, nn   при n  такая, 

что при всех  Nn , 

)exp(
)(

n
n

n

n r
aE

b 


.                                                  (20) 

Кроме того, в силу условия (7), можно считать, что сходится ряд 
 

                                     )exp(
1

n
n

n

r 



.                                                               (21) 

Обозначим 

nS

nn
n a

z

az
zu 











1)(  , Nn , и оценим при )1,( naCz  : 

nS

n

nS

n

r

z
zu

||)(   ,  Nn . 

Отсюда, с учетом определения (18) функции )(zPn и (20), получим 

nS

n
n

ns

n

z

nS

n

nS

n
nn

n

n
n

e

r

r

e

r

z
rzu

aE

b
zP

2

2 )exp()exp()(
)(

)(















 .                       (22) 

при )1,( naCz   

Положим   12  n
nn rS 

, Nn  где ][   − целая часть числа. Тогда из (22) получаем 

n
nr

n

n
nn r

ze
rzP





22

)exp()( 







 .                                                   (23) 

Пусть )(rNN  – наименьшее целое число, обладающее свойством rean
2 , если 

Nn  , 0N  – фиксированное число такое, что  1
0
Na . 

Функцию )(zF представим в виде суммы: 

).()()()()()()()()()( 321

1

0

10

1
zFzFzFzPzEzPzEzPzEzF

Nn
n

N

Nn
n

N

n
n  












 

Рассмотрим слагаемое ).(3 zF Из условия (21) и неравенства (23) следует, что  

CzP
Nn

n ≤)(∑
∞


, где C – некоторая постоянная. 
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Рассмотрим )(2 zF   Так как 1na   при  0Nn  , то в силу неравенства (23) будет спра-

ведлива оценка 

  n
nrn

nn errzP


 4)exp()(  . 

Учитывая полученную оценку, получим, что для любого 0  при )(Rr   имеет ме-

сто  
rzF )(2 . 

Поскольку в представлении )(1 zF  сумма содержит конечное число слагаемых, то из полу-

ченных оценок следует, что  0)( EzF  . 

Теорема полностью доказана. 

В заключение покажем, что если последовательность A , 01 a , является интерполяци-

онной в классе 0E , то и последовательность  00  AA также является интерполяционной в 

этом классе. Действительно, рассмотрим интерполяционную задачу (4) для последовательности

0A . Пусть 0Ef  – решение интерполяционной задачи (4) для последовательности A . Тогда 

функция 

 )0(
)0(
)()()( 01 fb

E

zE
zfzf

A

A   

принадлежит классу 0E  и является решением поставленной интерполяционной задачи. Тем са-

мым, ограничение 01 a  не является существенным. 

Замечание. Пространства целых функций    ),(r  уточненного порядка )(r , типа 

меньше или равного   и пространства целых функций   ),(r  уточненного порядка )r( , ти-

па меньше   рассматривались в работах [6], [7], [8]. Интерполяционная задача в классе аналити-
ческих функций нулевого порядка в полуплоскости рассматривалась в работе [9], в работах [10], 
[11], [12] рассматривалась интерполяционная задача в различных классах аналитических функций 
ненулевого порядка в полуплоскости.  
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СРЕДНЕКВАДРАТИЧНЫЕ ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ ПРОЕКЦИОННО-
РАЗНОСТНОГО МЕТОДА СО СХЕМОЙ КРАНКА-НИКОЛСОН ПО ВРЕМЕНИ  
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ПЕРИОДИЧЕСКИМ УСЛОВИЕМ  

НА РЕШЕНИЕ 
 

ROOT-MEAN-SQUARE ESTIMATES OF ERRORS OF THE PROJECTION-
DIFFERENCE METHOD WITH THE CRANK-NICOLSON SCHEME IN TIME  

FOR PARABOLIC EQUATION WITH A PERIODIC CONDITION ON THE 
SOLUTION 
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Аннотация. В сепарабельном гильбертовом пространстве рассматривается абстрактная 
параболическая задача с периодическим условием на решение. Эта задача решается приближенно 
проекционно-разностным методом. Дискретизация задачи по пространству проводится методом Галёркина, а 
по времени – с использованием схемы Кранка-Николсон. В работе получены эффективные по времени и по 
пространству среднеквадратичные оценки погрешности приближенных решений. Приведены условия 
гладкости точного решения, обеспечивающие второй порядок сходимости погрешностей к нулю по времени. 

Resume. An abstract parabolic equation with a periodic condition on the solution is treated in a separable 
Hilbert space. This equation is solved approximately by the projection-difference method using the Galerkin method 
in space and the Crank-Nicolson scheme in time. Effective both in time and in space root-mean-square estimates of 
approximate solutions' errors are obtained in this paper. Conditions of exact solution's smoothness, which provide 
the second order of errors' vanishing in time, are also obtained. 

 
Ключевые слова: гильбертово пространство, параболическое уравнение, периодическое условие, 

проекционно-разностный метод, схема Кранка-Николсон.  
Keywords: Hilbert space, parabolic equation, periodic condition, projection-difference method, Crank-

Nicolson scheme. 
 

Точная и приближенная задачи 

  Предполагается, что задана тройка сепарабельных гильбертовых пространств 
VHV  , где пространство V   – двойственное к V , а пространство H  отождествляется со 

своим двойственным. Оба вложения плотны и непрерывны. Рассмотрим полуторалинейную по 

Vvu ,  форму ),( vua . 

 Пусть для Vvu ,  
2| ( , )| v , ( , ) ,

V V V
a u v u Rea u u u  

                                                      (1) 

где 0> . Форма ),( vua  порождает линейный ограниченный оператор VVA : , такой, что 

),(=),( vuavAu , где выражение типа ),( vz  есть значение функционала Vz   на элементе 

Vv . Если Hz , то ),( vz  – скалярное произведение в H  [Aubin, 1977, ch. 2]. 

Рассмотрим в V   на  0,T  параболическую задачу:  

( ) ( )= ( ), (0)= ( ).u t Au t f t u u T                                                                   (2) 
Здесь и далее производные функций понимаются в обобщенном смысле. 
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В [Lions, Magenes, 1971, ch. 3, theorem 6.1] указано существование слабого решения задачи (2). 

Теорема 1 [Lions,Magenes, 1971].  Предположим, что в задаче (2) функция );(0,2 VTLf  . 

Тогда существует единственная функция )( tu  такая, что  2(0, ; ) ( 0, , )u L T V C T H  , 

);(0,2 VTLu  . Функция )( tu  удовлетворяет почти всюду на  0,T  уравнению (2) и для нее 

выполняется периодическое условие. 
В работе [Бондарев, Смагин, 2014] задача (2) решалась приближенно полностью 

дискретным проекционно-разностным методом с использованием по времени неявной схемы 
Эйлера, которая, как известно, является разностной схемой первого порядка аппроксимации. 

Схема Кранка-Николсон в настоящей работе позволила получить оценки скорости 
сходимости погрешности к нулю по времени с порядком вплоть для второго. Заметим, что схема 
Кранка-Николсон дает второй порядок убывания по времени погрешностей только при условии 
достаточной гладкости точного решения. Поэтому потребуем от исходных данных задачи (2) 
большую гладкость, чем в теореме 1. 

В [Бондарев, 2015] с помощью аппроксимации задачи (2) методом Галеркина получена 
теорема о гладкой разрешимости задачи (2). Будем считать, что в пространстве V  существует 

полная система элементов   =1m m
 

. Рассмотрим линейную оболочку  1 2, , , =m mL V V    . 

Обозначим mP  – ортогональный проектор пространства H  на mV . В [Бондарев, 2015] 

предполагается выполненной равномерная по m  оценка  

                                                                                  .m V V
P C




                                                                 
(3)  

Заметим, что такая система   =1m m
 

 существует, например, если вложение HV   

компактно [Смагин, Тужикова, 2004]. 

 Теорема 2 [Бондарев, 2015].  Предположим, что выполнено (3). Пусть для всех Vvu ,  

форма ),( vua  удовлетворяет условиям (1). Пусть функция Vtft  )(  дифференцируема, 

);(0,2 VTLf   и выполняется равенство )(=(0) Tff . Тогда слабое решение задачи (2) будет 

таким, что  2(0, ; ) ( 0, , )u L T V C T H  , );(0,2 VTLu  , причем справедлива оценка  

2 2 2

0 00
( ) ( ) ( )max

T T

H V V
t T

u t u t dt u t dt


 
     

2 2

0
( ( ) ( ) ) .

T

V V
C f t f t dt

 
  

Перейдем к построению приближенной задачи. Пусть hV , где h  – положительный 

параметр, есть произвольное конечномерное подпространство пространства V . Определим 

пространство hV  , задав на hh Vu   двойственную норму = sup | ( , )|h h hVh
u u v , где точная верхняя 

граница берется по всем hh Vv   с = 1h V
v . Очевидно, что h hV Vh

u u  . Пусть hP  – 

ортопроектор в пространстве H  на hV . Как замечено в [Вайникко, Оя, 1975], оператор hP  

допускает расширение по непрерывности до hh VVP : , причем для Vu   справедливо 

h VVh

Pu u 

 . Отметим для Vu   и Vv  важное соотношение ),(=),( vPuvuP hh , полученное 

в [Смагин, 1997]. 
Для построения приближенных решений возьмем равномерное разбиение 

Ttttt N =<<<<=0 210   отрезка  0,T , где N . В подпространстве VVh   рассмотрим 

разностную задачу  

                                       
1 1

1 1 0( ) ( )2 = ( = 1, ), = ,h h h h h h h
k k h k k k Nu u A u u f k N u u  

       (4) 

где 1=  kk tt , оператор APA hh = , элемент h
h

k Vf   определим позже. 

Решение задачи (4) будем называть приближенным решением задачи (2). 
В случае, когда уравнение (2) рассматривается с начальным условием (задача Коши), 

имеется достаточно много результатов по применению проекцион- но-разностного метода со 
схемой Кранка-Николсон по времени. В частности, среднеквадратичные оценки погрешности 
установлены в [Смагин, 2000]. Отметим также работы [Смагин, 2001б; Смагин, 2005] и близкую 
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по тематике работу [Смагин, 2015], где исследуется проекционно-разностный метод со схемой 
Кранка-Николсон для вариационного параболического уравнения с нелокальным интегральным 
условием на решение. 

 Лемма 1.  Задача (4) имеет единственное решение. 
 Доказательство. Учитывая конечномерность задачи (4), достаточно доказать, что 

однородная задача имеет только нулевое решение. Итак, рассмотрим задачу  

 1 1
1 1 0( ) ( )2 = 0, ( = 1, ), = .h h h h h h h

k k k k k Nv v A v v k N v v  
     (5) 

Умножим уравнение (5) на )( 1
h
k

h
k vv   скалярно в H . Заметим, что  

2 2

1 1 1 1( , )= 2 ( , ),h h h h h h h h
k k k k k k k kH H

v v v v v v i Im v v         

где 1= i . Тогда из (5) получим  
2 2 1

1 1 1 12Im( , ) ( ( )2 , ) = 0.h h h h h h h h h
k k k k k k k k kH H

v v i v v A v v v v 
          

Перейдем к вещественной части последнего равенства.  
2 2

1 1 1 1 1 1( , , ) ( , , ) = 0.
4

h h h h h h h h h h
k k k k k k k k k k k kH H

v v Re a t v v v v a t v v v v


               

Отсюда и условия (1) следует оценка  
2 2 21

1 12 0.h h h h
k k k kH H V

v v v v 
      

Суммируем последние неравенства по всем Nk 1,= . Учитывая, что h
N

h vv =0 , получим 
2

1=1
= 0N h h

k kk V
v v  . Следовательно, 0=1

h
k

h
k vv   для всех Nk 1,= . Подставив последнее 

равенство в (5), получим 0=1
h
k

h
k vv  . Из периодического условия тогда следует, что 0=h

kv  для 

всех Nk 0,= . 

Итак, задача (4) имеет единственное решение ),,,( 10
h
N

hh uuu  .   

Оценки погрешностей 

  Далее будем предполагать, что форма ),( vua  является симметричной, то есть 

),(=),( uvavua , где черта над комплексным числом означает переход к сопряженному числу.  
 Из предположения симметричности формы и условия (1) следует положительная 

определенность и самосопряженность оператора hhh VVA : , причем под скалярным 

произведением в hV  понимается сужение скалярного произведения в H  .  

 Значит, существует самосопряженный положительно определенный оператор 

hhh VVA :1/2 , а также операторы hhhh VVAA  :, 1/21 .  

 Будем теперь считать, что 
1

1= ( )k

k

th
k ht

f P f t dt
 
 .  

 Далее будут установлены в соответствующих нормах оценки погрешностей приближенных 
решений, что позволит доказать сходимость приближенных решений к точному, а также получить 
и порядки скорости сходимости, точные по порядку аппроксимации. 

 Теорема 3.  Пусть )( tu  – слабое решение задачи (2), для которой выполнены все 

указанные выше условия, а ),,,( 10
h
N

hh uuu   – решение задачи (4). Тогда справедлива оценка  





  

2

11

=1 22
)()(

H

h
k

h
kkk

N

k

uututu
 

 

1

2

21

=1 0

( ) ( )1 ( ) ( ) ( ) .
2

k

k

t TN
k k

h H
k t H

u t u t
M u t dt I P u t dt





          
    (6) 
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 Доказательство. Применим к равенству (2) оператор hP , проинтегрируем полученное 

тождество по t  от 1kt  до kt , разделим на  . Вычтем из (4) полученное соотношение и для 

)(= kh
h
k

h
k tuPuz   получим:  

 

1

1 1 1( ) ( ) 1= ( ) .
2 2

k

k

th h h h
k k k k k k

h h h h

t

z z z z u t u t
A A P A u t dt

 


    
    (7) 

Преобразуем правую часть (7):  

1

1( ) ( ) 1 ( ) =
2

k

k

t

k k
h h h

t

u t u t
A P A u t dt





   

1 1

1
1 2

( ) ( )1 1( ) ( ) ( ) = .
2

k k

k k

t t

k k
h h h h

t t

u t u t
A P u t dt A P I u t dt I I

 
 

         

 Учитывая последнее равенство, умножим (7) на 1 1
1( )2h h

h k kA z z 
  скалярно в H .  

 

2
1 11 1 1 1

1 2, = , .
2 2 2

h h h h h h h h
k k k k k k k k

h h

H

z z z z z z z z
A I I A


          

    
   

 (8) 

 Преобразуем первое слагаемое в левой части (8).  

=
2

, 111







  
h
k

h
k

h

h
k

h
k zz

A
zz


2 21/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1
1 2 ( , ) .

2
h h h h

h k h k h k h kH H
A z A z i A z A z


   

 
    

 

 Возьмем две вещественные части (8), умноженные на  . Получим  

 

2
2 21/ 2 1/ 2 1

1 2 =
2

h h
h h k k

h k h kH H
H

z z
A z A z   




  1 1

1 22 , .
2

h h
k k

h

z z
Re I I A   

 
 

 (9) 

 Оценим слагаемые в правой части (9).  

1

11 1( ) ( )2 ( ) ,
2 2

k

k

t h h
k k k k

h h h

t

u t u t z z
Re A P u t dt A



 
         

  

 

1

2 2

1 1
1

1

( ) ( )1 ( ) .
2 2

k

k

t h h
k k k k

t HH

u t u t z z
u t dt  

 


        (10) 

Аналогично 

1

1 12 ( ) ( ) ,
2

k

k

t h h
k k

h h h

t

z z
Re A P I u t dt A



 
 

   
 


1

2
2 1

2
2

1 ( ) ( ) .
2

k

k

t h h
k k

h H
t H

z z
I P u t dt  





         (11) 

 Положим в оценках (10) и (11) 
2
1== 21  . Тогда из равенства (9) и оценок (10) и  

(11) получим  
2

2 21/ 2 1/ 2 1
1 2

h h
h h k k

h k h kH H
H

z z
A z A z   




    

1 1

2

21( ) ( )2 ( ) 2 ( ) ( ) .
2

k k

k k

t t

k k
h H

t tH

u t u t
u t dt I P u t dt


 

        

 Просуммировав последние оценки по Nk 1,= , получим  

 

1
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1 1

=1 =1

( ) ( )2 ( )
2 2

k

k

th hN N
k k k k

k k tH H

z z u t u t
u t dt



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  

2

0

2 ( ) ( ) .
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h H
I P u t dt  (12) 
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 Для завершения доказательства теоремы рассмотрим оценку  
2 2

1 1 1

=1 =1

( ) ( ) 3
2 2 2

h h h hN N
k k k k k k

k kH H

u t u t u u z z     
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1 1

2 2

1
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t tN N
k k

h h
k kt t HH
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 


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21 1

=1 =1 0

( ) ( )33 ( ) 3 ( ) ( ) .
2 2

k
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t Th hN N
k k k k

h H
k k tH H

z z u t u t
u t dt I P u t dt




        
        (13) 

 
 Теперь оценка (6) следует из (12) и (13).    
 Из оценки (6) получим оценки погрешности с порядком скорости сходимости по времени. 
 Теорема 4.  Пусть выполнены условия теоремы 3. Пусть )( tu  – слабое решение задачи  

(2), такое, что );(0, HTLu p  для некоторого p , что 21  p . Пусть ),,,( 10
h
N

hh uuu   – решение 

задачи (4). Тогда справедлива оценка  
2 /2

23 2 /1 1

=1 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2

pT Th hN
ppk k k k

hH H
k H

u t u t u u
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   

    (14) 

 Доказательство. Оценим первое слагаемое в правой части (6). Заметим, что  
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 Проведем оценку подынтегрального выражения  
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 Таким образом, 

1 1
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p
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
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2 /

3 2 /

0

( ) .
pT

pp

H
u t dt   
 

 
                         

(15)                        
 Теперь оценка (14) следует из оценок (6) и (15).    
 Обратим внимание, что оценка (14) дает лишь порядок сходимости соответствующих норм 

погрешностей к нулю не выше первого. Однако если от решения )( tu  потребовать большую 
гладкость, то можно получить порядок сходимости вплоть до второго. 

 Теорема 5.  Пусть выполнены условия теоремы 3. Пусть )( tu  – слабое решение задачи (2), 

такое, что );(0, HTLu p  для некоторого p , что 21  p . Пусть ),,,( 10
h
N

hh uuu   – решение 

задачи (4). Тогда справедлива оценка 
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2 /2
25 2 /1 1

=1 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
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u t u t u u
M u t dt I P u t dt   
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  
  

(16)   

 Доказательство. Оценим первое слагаемое в правой части (6). Заметим, что в результате 
замены порядка интегрирования и преобразования интегрированием по частям  
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В таком случае  
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Поскольку  22 2
1| 2 |k kt t t      для ),( 1 kk ttt  , то получим оценку  
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


 


            

    

 

1

2 / 2 /5 2 / 5 2 /

=1 0

( ) ( ) .
64 64

k

k

p pt Tp pN
p p

H H
k t

u t dt u t dt
 



    
        

      (17) 

 Теперь оценка (16) следует из (6) и (17).    

 Заметим, что в случае 2(0, ; )u L T H  нормы погрешностей сходятся, как следует из (16), 

к нулю по времени со вторым порядком. 
 Оценки (14) и (16) позволяют получить оценки погрешности с порядком скорости 

сходимости и по пространственным переменным. Для этого в (14) и (16) необходимо оценить 

слагаемое 
2

0
( ) ( )

T

h H
I P u t dt .  

 Пусть существует гильбертово пространство E  такое, что VE  , и пространство V  

совпадает с интерполяционным пространством  1/ 2
,E H  [Lions, Magenes, 1971, p.23]. Например, 

если параболическое уравнение в области   определено равномерно эллиптическим 
дифференциальным оператором второго порядка и краевым условием Дирихле, то рассматриваем 

пространства: ),( =),(= 1
22 


WVLH  
2 1

2 2= ( ) ( )E W W 


 . Если же на границе области   

задается условие Неймана, то пространства следующие: )(=),(=),(= 2
2

1
22  WEWVLH .  

 Пусть подпространства hV  обладают следующим аппроксимационным свойством  

 1( ) ( , > 0),h V E
I Q v r h v v E h    (18) 

типичным для подпространств типа конечных элементов [Марчук, Агошков, 1981, гл.2]. 

Здесь оператор hh VVQ :  является ортопроектором в пространстве V .  

 В работе [Смагин, 2001а] показано, что из (18) для Vv  следует оценка (аналог леммы 
Обэна-Нитше)  

                                                                1( ) ( ) .h hH V
I Q v r h I Q v                                                (19)  

 Следствие 1.  Пусть подпространства hV  обладают свойством (18).  

 Тогда в случае выполнения условий теоремы 4 справедлива оценка  
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



  

2

11

=1 22
)()(

H

h
k

h
kkk

N

k

uututu
2 /

23 2/ 2

0 0

( ) ( ) .
pT T

pp

H V
M u t dt h u t dt 

      
   
   (20) 

  Если же выполнены условия теоремы 5 и решение )( tu  задачи (2) дополнительно такое, 

что );(0,2 ETLu , то справедлива оценка  

 



  

2

11

=1 22
)()(

H

h
k

h
kkk

N

k

uututu
2 /

25 2 / 4

0 0

( ) ( ) .
pT T

pp

H E
M u t dt h u t dt 

      
   
   (21) 

Доказательство. Заметим, что для всех Vv   

 ( ) = ( )( ) ( ) .h h h hH H H
I P v I P I Q v I Q v      (22) 

Доказательство оценок (20) и (21) следует из оценок (14) и (16), а также оценок  

2 2 22 2 2 2
1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T T

h hH V V
I P u t dt r h I Q u t dt r h u t dt       

и, соответственно,  

2 2 22 2 4 4
1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T T

h hH V E
I P u t dt r h I Q u t dt r h u t dt       

которые следуют из оценок (19), (18) и (22).   
 Замечание. В условиях теорем 4 и 5 можно рассмотреть и оценку погрешности  




 
 

2

1
1/2

=1 2
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H

h
k

h
k

k

N
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tu  
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1 1 1
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=1 =1

( ) ( ) ( ) ( )2 ( ) 2 ,
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h hN N
k k k k k k
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k kH H

u t u t u t u t u u
u t    



  
     (23) 

где 1
11/2 )2(= 

  kkk ttt .  

 Оценки второго слагаемого в правой части (23) установлены в (14) и (16). Поэтому 
достаточно проследить, что первое слагаемое можно оценить в аналогичных условиях с тем же 
порядком по  . Например, в условиях теоремы 5 из представления  

=
2

)()()( 1
1/2





 kk

k

tutu
tu

1/ 2

1 1/ 2

1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
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t t
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t t u t dt t t u t dt


 



 
     

 
   

следует оценка  
2 /2

5 2 /1
1/ 2

=1 0

( ) ( )( ) ( ) .
2

pTN
ppk k

k H
k H

u t u t
u t u t dt  



     
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Resume. Investigated the one-dimensional inverse problem with an unknown source and an unknown varia-
ble coefficient on two known solutions at fixed points in the plane. Inverse problem using the method of integral 
transforms is reduced to inverse problem of Sturm-Liouville problem. The uniqueness theorems are proved. 

 
Keywords: integral transforms, operator, bilinear system of integral equations, uniqueness theorems. 
 

1. Introduction 

Inverse problems of mathematical physics are of interest to many disciplines: geophysics, seismic, 
acoustic, radar, and medicine. Variously  statements   and methods of solution of inverse problems. The actual 
problem is the determining the variable coefficients of the partial differential equations. A wide class of inverse 
problems are problems of interpretation of observational data, in which the results of the field measurements 
required to determine the sources of the fields or elements of the distribution environment [1]. 

The investigated problem is reduced to inverse problem of Sturm-Liouville problem. The  original formu-
lation is reduced to spectral  by method of integral transformations, and solve the system of nonlinear integral 
equations containing unknown functions. The properties of the required functions are assumed set. 
Solution of inverse problems closely connected with the spectral theory of differential operators studied by M. M. 
Lavrentiev, V. G. Yakhno, K. G. Reznitskaya [2], A.S.Alekseev [3], M. M.  Lavretiev and K.G. Reznitskaya [4].  

The most similar problem formulation published in [2].  Closest to the topic of the research tasks 
are solved by  reseach-workers V.G. Romanov [5], M. M.Lavrentiev et al.[2]. 

The   purpose  of  the  work  is  the  building  constructive  solution  of   the  problem; description  
of  classes  of   functions,  in  which  the  recovered  solution; the  proof  of   the uniqueness theorems. 

The investigated problem is of practical importance as a model for interpretation of seismic data 
and exploration. Algorithms can be useful in the numerical solution of inverse problems in special classes 
of functions. The obtained results can be used in further studies on the theory of inverse problems.   

2. Statement  of the problem 

Let in the domain െ∞ ൏ ,ݔ ݕ ൏ ∞, ݖ ൒ 0, ݐ ൐ 0  is the wave equation   
	డమ௎

డ௧మ
ൌ డమ௎

డ௫మ
൅ డమ௎

డ௬మ
൅ డమ௎

డ௭మ
െ ,ݔሻܷሺݖሺݍ ,ݕ ,ݖ    ሻ.                                                           (1)ݐ

Generalized function  ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ݐ ሻ  is equal to zero whenݐ ൏ 0  and satisfies  the equation  (1),  
initial data 

                      ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ฬ

	
	

ݐ ൌ ൅0
ൌ 0,                                                                (2) 

                                                  ௧ܷ
′ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ฬ

	
	

ݐ ൌ ൅0
ൌ 0,                                                        (3) 

and boundary condition           

								 ௭ܷ
′ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ฬ

	
	

ݖ ൌ 0
ൌ ሻݐሺߜ ∙ ݂൫ඥݔଶ ൅ ଶ൯ݕ ൌ ሻݐሺߜ ∙ ݂ሺߩሻ.                               (4) 

ሻݐሺߜ െ the Delta function of  Dirac with the carrier at the point  ݐ ൌ  ,଴ݐ
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ሻݐሺߜ ൌ lim௧బ
	
→ା଴ ݐሺߜ െ 			.଴ሻݐ		 ݂൫ඥݔଶ ൅ ଶ൯ݕ ൌ ݂ሺߩሻ  is  an unknown real function:  finite, positively 

defined and  ݊ times differentiable in the interval    ሺ0, ሻߝ ∋ ሻߩሺ݂  .ߩ ൌ 0  when   ߩ ൒  ሻ   satisfiesߩሺ݂  .ߝ
the Dirichlet conditions. We assume that the set of functions ݂ሺߩሻ with these properties is the class  Ф.	     
          ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ െ is a generalized solution of the boundary problem (1)-(4) belongs to the class ट  [2].  
          For information about the solution of the direct problem in two fixed points in the plane  ݖ ൌ 0,  
such that   ඥሺݔ௝ሻଶ ൅ ሺݕ௝ሻଶ ൌ ݆ 		,௝ߩ ൌ 0,1,    

                              ܷ൫ݔ௝, ,௝ݕ 0, ൯ݐ ൌ ߮௝ሺݐሻ, ݆ ൌ 0,1,                                                    (5) 

need to identify unknown potential  ݍሺݖሻ in the class of functions ࡹࡽ
ࢇ    and the unknown source ݂ሺߩሻ in 

the class of functions  Ф	.   

The class of functions  ࡹࡽ
ࢇ     [9] contains all functions ݍሺݖሻ,   having the properties: 

ሻݖሺݍ.1 ∈ ଵሾ0,∞ሻܥ ∩ ‖ሻݖሺݍ‖ 	,ଵሾ0,∞ሻܮ 	௅భሾబ,∞ሻ
				 ൑  .ܯ

2. 	୫୧୬ݍ   ሻ has an absolute minimumݖሺݍ ௔௕௦	 ൌ ሺܾ∗ሻݍ ൌ ݉ ൏ 0. 

3.For the large values of the argument  ݖ ൒  ሻ  takes negative values and monotonically tendsݖሺݍ		∗ܾ

to zero:  	ݍሺݖሻ ൌ ݋ ቀെ ଵ

௭మ
ቁ , ݖ

	
→ ∞.     

       4. A sequence of elements of a linear  normed  space ܮଵሾ0,∞ሻ 

ሻݖ௡ሺݍ				 ൌ ൜
,ሻݖሺݍ ݖ		݂݅ ∈ ሾ0, ܾ௡ሿ,
0, ݖ			݂݅ ∈ ሺܾ௡,∞ሻ

    

is converged  in the space ܮଵሾ0,∞ሻ  to an element of this space ݍሺݖሻ by the norm:   
 lim௡

	
ሻݖ௡ሺݍ‖∞→ െ ‖ሻݕሺݍ 	௅భሾబ,∞ሻ

				 ൌ 0. 
ሻݖሺݍ.5        െ entire function such that  ݍሺ0ሻ ൌ ܣ ൐ 0. 

3. Solution  of the direct problem 

The solution of the direct problem will be conduct  by method of integral  transformations, de-
scribed  in [2].  Apply to problem (1)-(4) two-dimensional Fourier transform in the variables   ݔ and ݕ.   
Let's introduce the designation 

                                                   ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ൌ
ଵ

ଶగ
׬ ׬ ݁௜௣௫ା௜௦௬

∞

ି∞
∞

ି∞ 	ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ                   .ݕ݀ݔሻ݀ݐ
(6) 

Get the auxiliary problem in the form 

                       
	డమௐభ

డ௧మ
ൌ െሺ݌ଶ ൅ ଶሻݏ ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ൅

డమௐభ

డ௭మ
െ ሻݖሺݍ ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ  ሻ,                (7)ݐ

                														 ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ฬ

	
	

ݐ ൌ ൅0
ൌ 0,                                                                  (8)    

ሾ ଵܹሿ௧′ ሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ฬ

	
	

ݐ ൌ ൅0
ൌ 0,                                                                 (9) 

			ሾ ଵܹሿ௭′ ሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ฬ
	
	

ݖ ൌ 0
ൌ ଵ

ଶగ
ሻݐሺߜ ׬ ׬ ݁௜௣௫ା௜௦௬

∞

ି∞
∞

ି∞ ݂ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݀ݕ ൌ ,݌ሺܣሻݐሺߜ  ሻ,                         (10)ݏ

where                            ܣሺ݌, ሻݏ ൌ ଵ

ଶగ
׬ ׬ ݁௜௣௫ା௜௦௬

∞

ି∞
∞

ି∞ ݂ሺݔ,  (11)                                                              .ݕ݀ݔሻ݀ݕ

 To  problem  (7)-(10)  we  apply  the  Laplace  transform  on  the  variable  ݐ 

                          ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ൌ ׬ ݁ି௥௧
∞

଴ ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ  (12)                                                                              .ݐሻ݀ݐ
Get the ordinary differential equation 

     ሺ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ଶሻݎ ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ൌ
డమௐమ

డ௭మ
െ ሻݖሺݍ ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ  ሻ                                                        (13)ݎ

with the initial condition  
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ሾ ଶܹሿ௭′ ሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ฬ
	
	

ݖ ൌ 0
ൌ ,݌ሺܣ  ሻ.                                                                                    (14)ݏ

Problem (13)-(14) will be reduced to a functional equation, if we use the generalized  Fourier transform  

ଷܹሺ݌, ,ݏ ,ߣ ሻݎ ൌ න ߮ሺݖ, ሻߣ
∞

଴
ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ  ݖሻ݀ݎ

on the system  of  eigenfunctions  of  Sturm-Liouville operator.   

ଷܹሺ݌, ,ݏ ,ߣ ሻݎ ൌ െ
1

ଶ݌ ൅ ଶݏ ൅ ଶݎ ൅ ߣ
∙ ,݌ሺܣ  .ሻݏ

Perform the inverse transform  

ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ൌ െܣሺ݌, ሻනݏ
1

ଶ݌ ൅ ଶݏ ൅ ଶݎ ൅ ߣ

∞

଴
߮ሺݖ, ሻߣሺߪሻ݀ߣ ൌ 

ൌ ׬ ݁ି௥௧ሼ
∞

଴ െ ,݌ሺܣ ሻݏ ׬ ߮ሺݖ, ሻߣ ଵ

ඥ௣మା௦మାఒሻ
	 sin൫ݐඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻ൯ߣ ሻሽߣሺߪ݀

∞

଴  (15)                                  	.ݐ݀

Compare different kind of image  ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ െ (12)  and  (15). According to a theorem of 

Lerch, two functions with the same Laplace transform  coincide for all  ݐ ൐ 0,  where both functions are 

continuous.  The Laplace transform  is  unique for each function  ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ   .ሻ  having this conversionݐ
So 

ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ൌ െܣሺ݌, ሻනݏ ߮ሺݖ, ሻߣ
sin൫ݐඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻ൯ߣ

ඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻߣ
	 .ሻߣሺߪ݀

∞

଴
 

 The treatment of the two-dimensional Fourier transform (4) and using the integral representation 

,݌ሺܣ  (11)  :ሻ  gives the solution of the direct problemݏ

ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ 

ൌ െ
1
ߨ2

න න ݁ି௜௣௫ି௜௦௬ܣሺ݌, ሻݏ ൝න ߮ሺݖ, ሻߣ
sin൫ݐඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ 	ሻߣ ൯

ඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ 	ሻߣ 	 ሻߣሺߪ݀
∞

଴
ൡ ݏ݀݌݀

∞

ି∞

∞

ି∞
 

ൌ െ
1
ଶߨ4

∙ න ߮ሺݖ, ሻߣ ∙ ሾන න 	
∞

ି∞

∞

ି∞
݂ሺݔ෤, ෤ሻݕ

∞

଴
∙ ሼන ݁௜௣ሺ௫෤ି௫ሻ ∙ ଶ݌଴ሺඥܬߨ ൅ 	ߣ ඥݐଶ െ ሺݕ െ 	෤ሻଶݕ ሻ ∙

∞

ି∞
 

ଶݐሺߠ െ ሺݕ െ ሻߣሺߪ෤ሿ݀ݕ෤݀ݔሽ݀݌෤ሻଶሻ݀ݕ ൌ െ
1
ଶߨ4

න ߮ሺݖ, ሻߣ ∙ ሾන න 	
∞

ି∞

∞

ି∞
݂ሺݔ෤, ෤ሻݕ

∞

଴
∙  ߨ2

cos൫√ߣ	 ඥݐଶ െ ሺݔ െ ෤ሻଶݔ െ ሺݕ െ 	෤ሻଶݕ ൯

ඥݐଶ െ ሺݔ െ ෤ሻଶݔ െ ሺݕ െ 	෤ሻଶݕ
ଶݐሺߠ െ ሺݔ െ ෤ሻଶݔ െ ሺݕ െ  .ሻߣሺߪ෤ሿ݀ݕ෤݀ݔ෤ሻଶሻ݀ݕ

After the change of the variables   ݔ െ ෤ݔ ൌ ݕ  ,ܺ െ ෤ݕ ൌ ܻ  we write the solution of the direct     

problem    ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ,ݔሻ   as  convolution   of   an  unknown  source   ݂ሺݐ -ሻ  and   the  fundamental  soluݕ
tion  of  the  problem  for equation  (1) with the known centered    source    

,ݔሺߜሻݐሺߜ  .ሻݕ

ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ଵ

ଶగ
׬ ߮ሺݖ, ሻߣ ቊ݂ሺݔ, ሻݕ ∗

ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మି௫మି௬మቁ

ඥ௧మି௫మି௬మ
ଶݐሺߠ െ ଶݔ െ ଶሻቋݕ ∙ ሻߣሺߪ݀

∞

଴ ൌ  

ൌ ଵ

ଶగ
׬ ߮ሺݖ, ׬ሻሾߣ ׬ 	

∞

ି∞
∞

ି∞ ݂ሺݔ െ ܺ, ݕ െ ܻሻ
ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మି௑మି௒మቁ

ඥ௧మି௑మି௒మ
∞

଴ ଶݐ൫ߠ െ ܺଶ 	െ ܻଶ൯ܻ݀ܺ݀ሿ݀ߪሺߣሻ.  
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4. Solution  of the inverse problem. Derivation of the  recurrence formula.  
Uniqueness theorems 

On the plane   ݖ ൌ 0  put  ݔ଴ ൌ 0, ଴ݕ		 ൌ 0  и  ሺݔଵሻଶ ൅ ሺݕଵሻଶ ൌ ሺߩଵሻଶ. 
Consider the solution of the direct problem (3)-(5)  at  two fixed  points  on the plane ݖ ൌ 0.    

߮௝ሺݐሻ ൌ ܷ൫ݔ௝, ,௝ݕ 0,  ൯ݐ

ൌ
1
ߨ2

∙ න ሻනߣሺߪ݀ න 	݂൫ݔ௝ െ ܺ, ௝ݕ െ ܻ൯
cos ቀ√ߣඥݐଶ െ ܺଶ െ ܻଶቁ

ඥݐଶ െ ܺଶ െ ܻଶ
∙

∞

ି∞

∞

ି∞

∞

଴
 

ଶݐ൫ߠ                                                    െ ܺଶ െ ܻଶ൯ܻ݀ܺ݀,  ݆ ൌ 0,1.                                                 (16) 

 Let's move on to polar coordinates by the formulas  ݔ ൌ ,ߴݏ݋ܿߩ ݕ ൌ     .ߴ݊݅ݏߩ
            The system of integral equations (16) write in the new characters: 

     

ە
۔

ۓ ߮଴ሺݐሻ ൌ ׬ ሻߣሺߪ݀ ׬ 	
∞

ି∞ ݂ሺߩሻ
ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మିఘమቁ

ඥ௧మିఘమ
ଶݐሺߠ െ ,ߩ݀ߩଶሻߩ

∞

଴

߮ଵሺݐሻ ൌ ׬ ሻߣሺߪ݀ ׬ 	
∞

ି∞ ݂ሺߩଵ െ ሻߩ
ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మିఘమቁ

ඥ௧మିఘమ
ଶݐሺߠ െ .ߩ݀ߩଶሻߩ

∞

଴

                      (17) 

To   given system apply  the  Fourier  transform on  the  variable    ݐ  with parameter  ߙ.    In the 
transformations below  we use the well-known     formula   

׬  ݁௜௧ఈ
∞

଴

ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మିఘమቁ

ඥ௧మିఘమ
ଶݐሺߠ െ ݐଶሻ݀ߩ ൌ ଶߙඥߩ଴ሺܬߙ݊݃݅ݏߨ݅ െ ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ  ;ሻߣ

and the formulas connecting the spherical and cylindrical functions [6].      Let's  introduce  the  designa-

tion   Ф଴ሺߙሻ ൌ ׬ ݁௜௧ఈ
∞

଴ ߮଴ሺݐሻ݀ݐ.   Then 

Ф଴ሺߙሻ ൌ න ሻනߣሺߪ݀ 	
∞

଴
ሻሼනߩሺ݂ߩ ݁௜௧ఈ

∞

଴

∞

଴

cos൫	√ߣ	 ඥݐଶ െ 	ଶߩ ൯

ඥݐଶ െ 	ଶߩ
ଶݐሺߠ െ ߩሽ݀ݐଶሻ݀ߩ ൌ 

න ൤
2
ߨ
ߣ√݀
	

൅ ሻ൨නߣଵሺߪ݀ 	
∞

଴
ଶߙඥߩ଴ሺܬߙ݊݃݅ݏߨሻሼ݅ߩሺ݂ߩ െ 	ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ሻሽߣ

∞

଴
ߩ݀ ൌ 

නߙ݊݃݅ݏ2݅ 	
∞

଴
ሻሼනߩሺ݂ߩ ଴ܬ ቀߩඥߙଶ െ 	ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ߣ√ሻ݀ߣ

	
ቅ ߩ݀ ൅

∞

଴
 

ߙ݊݃݅ݏߨ݅ ׬ 	
∞

଴ ׬ሻሼߩሺ݂ߩ ଶߙඥߩ଴൫ܬ െ ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ߩሻൟ݀ߣଵሺߪሻ݀ߣ ൌ
∞

଴   

නߙ݊݃݅ݏ2݅ 	
∞

଴
݂ሺߩሻ sinሺߙ|ߩ|ሻ ߩ݀

൅ නߙ݊݃݅ݏߨ݅ ሻሼනߩሺ݂ߩ	 ଴ܬ ሺߩඥߙଶ െ ߣ
	

ሻ ∙ ଶߙሺߠ െ ሻሽߣଵሺߪሻ݀ߣ .ߩ݀
∞

଴

∞

଴
 

Similarly, we write the Fourier transform of the second equation of  system (17). Note that for all ߙ ൐ 0    
true equality   ߙ݊݃݅ݏ sinሺߙ|ߩ|ሻ ൌ sinሺߙߩሻ. 

Фଵሺߙሻ ൌ න ݁௜௧ఈ
∞

଴
߮ଵሺݐሻ݀ݐ ൌ 2݅ න 	

∞

଴
݂ሺߩଵ െ ሻߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀ ൅ 

නߙ݊݃݅ݏߨ݅ 	ଵߩ൫݂ߩ	 െ ൯ሼනߩ ଴ܬ ሺߩඥߙଶ െ ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ሻሽߣଵሺߪሻ݀ߣ .ߩ݀
∞

଴

∞

଴
 

         Denote  the kernel of the integral equations as  ܭሺߩ,   ሻ  and make  the change of variablesߙ

ଶߙ√ െ ߣ ൌ ,ߥ ଶߙ െ ଶߥ ൌ ߣ݀			,ߣ ൌ െ2ߥ݀ߥ.  Then 

,ߩሺܭ ሻߙ ൌ െ
1
2
නߙ݊݃݅ݏ ଴ܬ ቀߩඥߙଶ െ ቁߣ ∙ ଶߙሺߠ െ නߙ݊݃݅ݏሻߣଵሺߪሻ݀ߣ ଵߪሻߥߩ଴ሺܬ

′ሺߙଶ െ .ߥ݀ߥଶሻߥ
ఈ

ିఈ

∞

଴
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 The solution of the inverse problem with an unknown source as a function of distance reduces to 
solving a bilinear system of integral equations  

൝
Ф଴ሺߙሻ ൌ 2݅ ׬ 	

∞

଴ ݂ሺߩሻ sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ ݅ߨ2 ׬ ,ߩሺܭሻߩሺ݂ߩ ,ߩሻ݀ߙ
∞

଴

Фଵሺߙሻ ൌ 2݅ ׬ 	
∞

଴ ݂൫ߩଵ	 െ ൯ߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ ݅ߨ2 ׬ 	
∞

଴ 	ଵߩ൫݂ߩ െ ,ߩሺܭ൯ߩ ሻߙ ,ߩ݀
						                           (18) 

containing the sought functions ݂ሺߩሻ and  ߪଵ
′ሺߙଶ െ   ଶሻ.  As it’s  known, [7-8], on the spectral functionsߥ

ሻߣሺߪ ∈ ࡹࡽ  is uniquely recovered in the class of functions (ݖ)ݍ   unknown  potential  ࢇ࣌
ࢇ .    

    The class of functions  [8]   ࢇ࣌  are spectral functions, answering to descriptions: 
1. ሻߣሺ	ߪ ൌ lim௡

	
→∞  .ሻߣሺ	ߪ ሻ  mainly, i.e., at points of continuityߣ௡௡ሺߪ

2. ሻߣሺ	ߪ   ሻ has the formߣሺ	ߪ ൌ ቊ
ଶ

గ
ߣ√ ൅ ,ሻߣଵሺߪ если	ߣ ൒ 0,

0, если		ߣ ൏ 0.
 

3. ሻߣሺ	ߪ ∈ ߣሺܥ ൒ 0ሻ ∩ ߣଵሺܥ ൐ 0ሻ;  	ߪଵሺݏሻ, ݏ ൌ -is   monotonically decreasing  on  the  in   	,ߣ√
terval  (0,	∞). 
4.  .ሻ  is absolutely continuousݏଵሺߪ

5. ଵߪ
′ሺߣሻ is an entire function in the interval ሾ0,∞ሻ.  
ଵߪ 
′ሺ0ሻ ൌ lim௦

	
→଴ା ଵߪ

′ሺݏሻ ൌ െ ଶ

గ
	.   

 Note the properties of the kernel ܭ (ρ,α). 

1.limఈ
	
→଴ ,ߩሺܭ ሻߙ ൌ limఈ

	
→଴ ߙ݊݃݅ݏ ׬ ଵߪሻߥߩ଴ሺܬ

′ሺߙଶ െ ߥ݀ߥଶሻߥ ൌ 0.
ఈ
ିఈ  

,ߩሺܭ	.2  .ሻ   is  continuously for the set of the argumentsߙ

,ߩሺܭ	.3  .ሻ  is  continuously differentiableߙ

lim
ఈ
			
→଴

,ߩሺܭ߲ ሻߙ
ߙ߲

ൌ lim
ఈ
	
→଴
නߙ݊݃݅ݏ ଵߪሻߥߩ଴ሺܬ

′′ሺߙଶ െ ߥ݀ߥߙଶሻ2ߥ
ఈ

ିఈ
൅ ଵߪሻߙߩ଴ሺܬߙ2

′ሺ0ሻ ൌ 0, 

lim
ఈ
			
→଴

߲ଶܭሺߩ, ሻߙ

ଶߙ߲
ൌ lim

ఈ
	
→଴
ሼߙ݊݃݅ݏන ଵߪሻሾߥߩ଴ሺܬ

′′′ሺߙଶ െ ሻଶߙଶሻ൫2ߥ ൅ ଵߪ
′′ሺߙଶ െ ߥ݀ߥଶሻ2൧ߥ

ఈ

ିఈ
 

൅ሺ2ߙሻଶܬ଴ሺߙߩሻߪଵ
′′ሺ0ሻ ൅ 2 ቂܬ଴ሺߙߩሻ ൅ ߙ డ௃బሺఘ,ఈሻ

డఈ
ቃ ଵߪ

′ሺ0ሻሽ ൌ ଵߪ2
′ሺ0ሻ.   

 .While differentiation of the kernel  ܭሺߩ,  and calculating the limiting  ߙ  ሻ on the parameterߙ
values of derivatives of even and odd order with respect to     ߙ

	
→ 0, there are the regularities:   

limఈ
			
→଴

డమ೙షభ௄ሺఘ,ఈሻ

డఈమ೙షభ
ൌ 0,			݊ ൌ 1,2, … , limఈ

			
→଴

డమ೙௄ሺఘ,ఈሻ

డఈమ೙
ൌ   

ሺ2݊ െ 1ሻ‼෍
2௞

ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻ െ 1ሿ‼
	
߲ଶሺ௡ି௞ሻܬ଴ሺߙߩሻ

ଶሺ௡ି௞ሻߙ߲
ฬ

	
	

ߙ ൌ 0

௡ିଵ

௞ୀଵ

ଵߪ
ሺ௞ሻሺ0ሻ൅2ଶ௡ሺ2݊ െ 1ሻ‼ ଵߪ

ሺ௡ሻሺ0ሻ 

ൌ ሺ2݊ െ 1ሻ‼෍ሺെ1ሻ௡ି௞
ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻሿ! ଶሺ௡ି௞ሻߩ

2ଶ௡ିଷ௞ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻ െ 1ሿ‼ ሺ݊ െ ݇ሻ!Гሺ݊ െ ݇ ൅ 1ሻ

௡ିଵ

௞ୀଵ

ଵߪ
ሺ௞ሻሺ0ሻ 

൅2ଶ௡ሺ2݊ െ 1ሻ‼ ଵߪ
ሺ௡ሻሺ0ሻ,  ݊ ൒ 2. 
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Because  ߪଵ
′ሺߣሻ is entire in the half-line ߣ ൒ 0, derive the recurrence formula  for calculation of 

the coefficients of the Taylor series  

ଵߪ
′ሺߣሻ ൌ ෍

1
݊!

∞

௡ୀ଴

ଵߪ
ሺ௡ାଵሻሺ0ሻߣ௡. 

To do this, we express ݂ሺߩሻ  from the first equation of system (18), previously multiplying every 

term on  ݅ ଵ

√ଶగ
. 

െ݅
1

ߨ2√
Ф଴ሺߙሻ ൌ ඨ

2
ߨ
න 	
∞

଴
݂ሺߩሻ sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ නߨ2√ ,ߩሺܭሻߩሺ݂ߩ .ߩሻ݀ߙ

∞

଴
 

Treatment of the sine-Fourier transform of the function ݂ሺߩሻ   gives the representation  ݂ሺߩሻ  in 
the form                                                                     

݂ሺߩሻ ൌ െ ௜

గ
׬ Ф଴ሺߙሻsin	ሺߙߩሻ݀ߙ ൅ ׬2 sin	ሺߙߩሻ ׬ ෝ,ߩሺܭොሻߩො݂ሺߩ ߙො݀ߩሻ݀ߙ ൌ െ݅Ф෡

଴
ሺߩሻ ൅

∞

଴
∞

଴
∞

଴

					Ωሺߩሻ,                                                                                                   (19) 

where   Ф෡
଴
ሺߩሻ ൌ ଵ

గ
׬ Ф଴ሺߙሻ sinሺߙߩሻ ߙ݀ ൌ ଵ

గ
׬ sin	ሺߙߩሻ ׬ ݁௜௧ఈ߮଴ሺݐሻ݀ߙ݀ݐ

∞

଴
∞

଴
∞

଴    is known function,      

Ωሺߩሻ ൌ Ωൣ௙,ఙభ
′ ൧ ൌ ׬2 sin	ሺߙߩሻ ׬ ෝ,ߩሺܭොሻߩො݂ሺߩ ߙො݀ߩሻ݀ߙ െ

∞

଴
∞

଴      sine-transform bilinear quadratic form, 

that contains the unknown  functions  ݂ሺߩሻ  and    ߪଵ
′ሺߣሻ.   

 Similarly  to (19)  we express the function   

                                                     ݂ሺߩଵ െ ሻߩ ൌ െ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻߩ ൅Ωሺߩଵ െ  ሻ                                        (20)ߩ

and  substitute it into the second equation of system (18).   Then    Фଵሺߙሻ ൌ 

2݅ න 	ሼെ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻߩ ൅Ωሺߩଵ െ ሻሽߩ

∞

଴
sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ ݅ߨ2 න 	

∞

଴
ߩ ቄെ݅Ф෡

଴
ሺߩଵ െ ሻߩ ൅Ωሺߩଵ െ  ሻቅߩ

,ߩሺܭ ሻߙ ߩ݀ ൌ 2න Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻߩ

∞

଴
sinሺߙߩሻ ߩ݀ ൅ 2݅ න Ωሺߩଵ െ ሻߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀

∞

଴
െ 

                                    െ2݅ߨ ׬ 	
∞

଴ ߩ ቄെ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻߩ ൅Ωሺߩଵ െ ,ߩሺܭሻቅߩ ሻߙ                 (21)                                    ߩ݀

We  introduce the notation    Ф
଴
ሺߩଵ, ሻߙ ൌ ׬ Ф෡

଴
ሺߩଵ െ ሻߩ

∞

଴ sinሺߙߩሻ   and rewrite the equality  (18)  ߩ݀

in the form     െ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻߙ ൌ 

׬ Ωሺߩଵ െ ሻߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀ ൅ ߨ ׬ 	
∞

଴ ߩ ቄ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻߩ െΩሺߩଵ െ ,ߩሺܭሻቅߩ ሻߙ .ߩ݀

∞

଴   

 Differentiate with respect to ߙ  the getting equal  2݊  times, and putting ߙ ൌ 0,   for  ݊ ൌ 1  we  

get  the moment  of quadratic form  ܯΩ
ሺଵሻ

 of the first order: 

Ωܯ									
ሺଵሻ ൌ డ

డఈ
[െ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻ]ߙ

	
	

ߙ ൌ 0
ൌ ׬ ߩ

∞

௢ Ωሺߩଵ െ  (22)                                    .ߩሻ݀ߩ

When    ݊ ൌ 2   we   receive    

ଵߪ 
′ሺ0ሻ ൌ ଵ

ଶగ
∙
ങమ

ങഀమ

	
ሾି೔

మ
Фభሺఈሻା௜Ф

బ
൫ఘభ,ఈ൯ሿ	ห

		
ఈୀ଴	

׬ 	
∞
బ ఘቄ௜Ф෡

బ
ሺఘభିఘሻିΩሺఘభିఘሻቅௗఘ

    or,  taking  into  consideration  the calculated mo-

ment  (22), express  ߪଵ
′ሺ0ሻ through the integral  transforms  of   given information.  
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ଵߪ
′ሺ0ሻ ൌ

1
ߨ2

∙

߲ଶ

ଶߙ߲
	

ሾെ ݅
2Ф

ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф
଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻሿߙ

	
	

ߙ ൌ 0
	

׬ 	
∞

଴ ߩ ቄ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻቅߩ ߩ݀ െܯΩ

ሺଵሻ
ൌ 

1
ߨ2

∙

߲ଶ

ଶߙ߲
	

ሾെ ݅
2Ф

ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф
଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻሿߙ

	
	

ߙ ൌ 0
	

׬ 	
∞

଴ ߩ ቄ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻቅߩ ߩ݀ െ ߲

ߙ߲ ሾെ
݅
2Ф

ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф
଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻሿߙ

	
	

ߙ ൌ 0
	
. 

The derivative  (2݊ െ 1)-order of the difference well-known integral transformations of infor-
mation about the solution of direct problem 

 ሾെ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ߙ  ሻሿ, calculated withߙ ൌ 0,  allows to get a moment of quadratic forms    

Ωܯ
ሺଶ௡ିଵሻ

  (݊ ൌ 1,2, ….). 

Ωܯ
ሺଶ௡ିଵሻ ൌ ׬ ଵߩଶ௡ିଵΩሺߩ െ ሻߩ

∞

଴ ߩ݀ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵ డሺమ೙షభሻ

డఈሺమ೙షభሻ

	
ቂെ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻቃߙ ฬ

	
	

ߙ ൌ 0
.		      

 The   derivative   2݊ - order  of  the    difference   ሾെ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ,    ሻሿߙ

with  the  zero  value  of  the  parameter alpha determines uniquely the coefficients ߪଵ
ሺ௡ାଵሻሺ0ሻ  of the 

spectral function  ߪଵ
′ሺߣሻ  in a Taylor series. 

߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲
ሾെ

݅
2
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻሿߙ ൌ නߨ 	

∞

଴
ߩ ቄ݅Ф෡

଴
ሺߩଵ െ ሻߩ െΩሺߩଵ െ ሻቅߩ ሾ

߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲
,ߩሺܭ ሻሿߙ  .ߩ݀

߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲

	

൤െ
݅
2
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻ൨ߙ ฬ

	
	

ߙ ൌ 0
ൌ 

නߨ 	
∞

଴
ߩ ቄ݅Ф෡

଴
ሺߩଵ െ ሻߩ െΩሺߩଵ െ ሻቅߩ ሾሺ2݊ െ 1ሻ‼෍ሺെ1ሻ௡ି௞

௡ିଵ

௞ୀଵ

	
ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻሿ!

2ଶ௡ିଷ௞ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻ െ 1ሿ‼
∙ 

∙
ଶሺ௡ି௞ሻߩ

ሺ݊ െ ݇ሻ!Гሺ݊ െ ݇ ൅ 1ሻ
ଵߪ
ሺ௞ሻሺ0ሻ ൅ 2ଶ௡ሺ2݊ െ 1ሻ‼ ଵߪ

ሺ௡ሻሺ0ሻሿ݀ߩ, ݊ ൒ 2.	 

ଵߪ
ሺ௡ሻሺ0ሻ ൌ

߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲
ቂെ ݅

2Ф
ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻቃߙ ฬ

	
	

ߙ ൌ 0
2ଶ௡ሺ2݊ߨ െ 1ሻ‼ ׬ 	

∞

଴ ߩ ቄ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻߩ െΩሺߩଵ െ ሻቅߩ ߩ݀

െ 

ሺ2݊ߨ െ 1ሻ‼∑ ሺെ1ሻ௡ି௞ ∙
ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻሿ!

2ଶ௡ିଷ௞ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻ െ 1ሿ‼ ∙
ଵߪ
ሺ௞ሻሺ0ሻ

ሺ݊ െ ݇ሻ!Гሺ݊ െ ݇ ൅ 1ሻ
௡ିଵ
௞ୀଵ

2ଶ௡ሺ2݊ߨ െ 1ሻ‼ ׬ 	
∞

଴ ߩ ቄ݅Ф෡
଴
ሺߩଵ െ ሻߩ െΩሺߩଵ െ ሻቅߩ ߩ݀

∙ 

∙ න 	
∞

଴
ଶሺ௡ି௞ሻାଵߩ ∙ ቄ݅Ф෡

଴
ሺߩଵ െ ሻߩ െΩሺߩଵ െ ሻቅߩ  .ߩ݀

Theorem 1. The  spectral function of  the operator Sturm-Liouville  ߪሺߣሻ  is unique in the class of func-
tions ࢇ࣌ and is expressed through the integral transforms of the given information (5) on the solution of 
the direct problem (1)-(4). 
Theorem 2. Unknown potential  q(z)  of one-dimensional inverse problem (1)-(5) is unambiguously re-
constructed in the class of functions ࡹࡽ

ࢇ .     
Theorem 3.  Moments of the function  ݂ሺߩሻ  uniquely determine the  unknown   source   ݂ሺߩሻ ൌ
݂൫ඥݔଶ ൅  ଶ൯   in  the  boundary  condition  (4)  of  theݕ

inverse problem (1)-(5) in the class of functions Ф.	 
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While  differentiation  of  the first equation of system (18), assuming  ߙ ൌ 0,  we obtain the odd  
moments of the function  ݂ሺߩሻ:       

௙ܯ
ሺଶ௡ିଵሻ ൌ න ሻߩଶ௡ିଵ݂ሺߩ

∞

଴
ߩ݀ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵ ∙

1
2݅
∙
߲ሺଶ௡ିଵሻ

ሺଶ௡ିଵሻߙ߲

	

ൣФ଴ሺߙሻ൧ ฬ
	
	

ߙ ൌ 0
,			݊ ൌ 1,2, … . 

5. Summary 

          The   novelty  of  the  work  lies  in  the fact  that  it  was decided  a  new, not previously  studied   
problem;   tested recovery method of a source and potential in the   special  classes   of   functions,  first  
devised  by author and used  in the work [9];  also uniqueness   theorems are proved. The proofs of theo-
rems are constructive, and can be base for creating numerical methods for solution of inverse problems, 
which are reduced to inverse problem of Sturm-Liouville problem.  
          Studied  classes  of  functions that can  be restored by this method. Between the  classes of functions  
ࡹࡽ
ࢇ  and  ࢇ࣌  established one-to-one correspondence [8]. 
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Аннотация. В работе рассматриваются специальные обобщенные многообразия Кенмоцу первого 
рода, получена полная группа структурных уравнений, подсчитаны компоненты тензора Римана-
Кристоффеля на пространстве присоединенной G-структуры, доказано, всякое SGK-многообразие I рода 
является либо многообразием Кенмоцу, либо пятимерным собственным (т.е. не многообразием Кенмоцу) 
SGK-многообразие I рода. Рассмотрены контактные аналоги тождеств Грея для данного класса многообразий. 
Доказано, что SGK-многообразие I рода является ܴܥଶ- или ܴܥଷ-многообразием тогда и только тогда, когда оно 
является многообразием Кенмоцу, а SGK-многообразие I рода, являющееся ܴܥଵ-многообразием является 
трехмерным многообразием Кенмоцу. 

Resume. In this paper, we consider special generalized manifolds Kenmotsu first kind, received the full 
group of structural equations, calculated components of the Riemann-Christoffel tensor in the space of the associated 
G-structure, proved every SGK-manifold of type I is a manifold Kenmotsu or five-dimensional proper (i.e. not a 
manifold Kenmotsu) SGK-manifold of type I. We consider analogues contact Gray identities for this class of 
manifolds. It is proved that SGK-manifold type I is ܴܥଶ- or ܴܥଷ-manifold if and only if it is a Kenmotsu manifold and 
SGK-manifold of type I, which is ܴܥଵ-manifold is a three-dimensional manifold Kenmotsu. 

 
Ключевые слова: специальные обобщенные многообразия Кенмоцу первого рода, почти контактные 

многообразия, тензор римановой кривизны, ܴܥ௜-многообразием, тождества Грея. 
Keywords: special generalized manifolds Kenmotsu first kind, almost contact manifolds, the Riemann 

curvature tensor, ܴܥ௜-manifold, identities Gray. 
 

Введение 

Пусть ሺܯଶ௡ାଵ,Φ, ,ߦ ,ߟ ݃ ൌ 〈∙,∙〉ሻ – почти контактное метрическое многообразие. 
В 1972 г. Кенмоцу [1] ввел в рассмотрение новый класс почти контактных метрических 

структур, характеризуемых тождеством 
௑ሺΦሻܻ׏                                     ൌ െߟሺܻሻΦܺ െ 〈ܺ,Φܻ〉ߦ; ܺ, ܻ ∈ ࣲሺܯሻ.    (1) 

Эти структуры являются нормальными, но не являются ни сасакиевыми структурами, ни косим-
плектическими структурами [2]. Такие структуры возникают на нечетномерных пространствах Ло-
бачевского кривизны ሺെ1ሻ. Структуры Кенмоцу получаются с помощью конструкции косого 
(warped) произведения ࡯௡ ൈ௙ -в смысле Бишопа и О’Нейла [3] комплексного евклидова простран ࡾ
ства и вещественной прямой, где ݂ሺݐሻ ൌ ܿ݁௧ (см. [1]). Более того, всякое конформно-плоское много-
образие Кенмоцу, а также всякое локально-симметрическое многообразие Кенмоцу локально эк-
вивалентно многообразию Кенмоцу такого типа [1]. В данной работе мы придерживаемся терми-
нологии принятой в монографии [2]. 

Из тождества (1) легко следует, что [2] 
௑ሺηሻܻ׏																																																			 ൌ 〈ܺ, ܻ〉 െ ;ሺܺሻߟሺܻሻߟ ܺ, ܻ ∈ ࣲሺܯሻ.    (2) 
В самом деле, применяя оператор ׏௑ к тождеству Φଶ ൌ െ݅݀ ൅  получим, что ,ߦ⨂ߟ

௑ሺΦሻሺΦܻሻ׏ ൅ Φሺ׏௑ሺΦሻܻሻ ൌ ߦሻሺܻሻߟ௑ሺ׏ ൅ ߦили, с учетом (1) 〈Φܺ,Φܻ〉 ,ߦ௑׏ሺܻሻߟ െ ሺܻሻΦଶܺߟ ൌ ߦሻሺܻሻߟ௑ሺ׏ ൅
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,ߦ௑׏〉 Поскольку .ߦ௑׏ሺܻሻߟ 〈ߦ ൌ
ଵ

ଶ
ܺሺ〈ߦ, ሻ〈ߦ ൌ 0, имеем, что ׏௑ߦ ∈ ࣦ, и, поскольку ࣦ ∩ࣧ ൌ ሼ0ሽ, ׏௑ሺηሻܻ ൌ

〈Φܺ,Φܻ〉 ൌ 〈ܺ, ܻ〉 െ ;ሺܺሻߟሺܻሻߟ ܺ, ܻ ∈ ࣲሺܯሻ. 
Положив в тождестве (1) ܻ ൌ ܺ, получим 

௑ሺΦሻܺ׏								 ൌ െߟሺܺሻΦܺ; ܺ ∈ ࣲሺܯሻ.                               (3) 
В полученном тождестве сделаем замену ܺ → ܺ ൅ ܻ (поляризация по Х), тогда получим: 

௑ሺΦሻܻ׏ ൅ ௒ሺΦሻܺ׏ ൌ െߟሺܻሻΦܺ െ ;ሺܺሻΦܻߟ ܺ, ܻ ∈ ࣲሺܯሻ.                                                       (4) 
Определение 1 [4]. Класс почти контактных метрических многообразий, характеризуе-

мых тождеством (4), называется обобщенными многообразиями Кенмоцу (короче, GK-
многообразиями). 

Тождество (4) на пространстве расслоения реперов над М примет вид: 
Φ௝,௞
௜ ൅ Φ௞,௝

௜ ൌ െߟ௞Φ௝
௜ െ ௝Φ௞ߟ

௜ .                            (5) 
Расписывая эти соотношения на пространстве присоединенной G-структуры, получим: 
Предложение 1. Компоненты ковариантного дифференциала структурного эндоморфиз-

ма GK-структуры на пространстве присоединенной G-структуры удовлетворяют следующим соот-
ношениям: 
1ሻ	Φ଴,௜

଴ ൌ Φ௕,଴
௔ ൌ Φ௕෠,଴

௔ො ൌ 0; 	2ሻ	Φ௜,଴
଴ ൌ Φ଴,଴

௜ ൌ 0; 3ሻ	Φ଴,௔
௕ ൌ െΦ଴,௕෠

௔ො ൌ െ√െ1ߜ௔௕; 		4ሻ	Φ௕,௖̂
௔ො ൌ Φ௕෠,௖

௔ ൌ 0; 	5ሻ	Φ଴,௕
௔ො ൅

Φ௕,଴
௔ො ൌ 0; 	6ሻ	Φ଴,௕෠

௔ ൅ Φ௕෠,଴
௔ ൌ 0; 		7ሻ	Φ௔,௕

଴ ൅ Φ௕,௔
଴ ൌ 0; 	8ሻ	Φ௔ො,௕෠

଴ ൅ Φ௕෠,௔ො
଴ ൌ 0; 	9ሻ	Φ௔,௕෠

଴ ൅ Φ௕෠,௔
଴ ൌ 0; 		10ሻ	Φ௔,௕

௖̂ ൅

Φ௕,௔
௖̂ ൌ 0; 	11ሻ	Φ௔ො,௕෠

௖̂ ൅ Φ௕෠,௔ො
௖̂ ൌ 0. 

Предложение 2. Интегральные кривые векторного поля  GK-многообразия являются  
геодезическими. 

Доказательство: так как 0 ൌ ൫ࣦకߟ൯ሺܺሻ ൌ ,ሺܺ݃ߦ ሻߦ െ ݃൫׏కܺ െ ,ߦ௑׏ ൯ߦ ൌ ݃൫ܺ,  – ൯, где ࣦకߦక׏
производная Ли в направление вектора , то интегральные кривые векторного поля  являются 
геодезическими. 

Согласно Предложения 1 первая группа структурных уравнений GK-многообразий на про-
странстве присоединенной G-структуры примет вид: 

1ሻ	݀߱ ൌ ௔௕߱௔ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௔௕߱௔ܨ ∧ ߱௕; 		2ሻ	݀߱௔ ൌ
െߠ௕

௔ ∧ ߱௕ ൅ ௔௕௖߱௕ܥ ∧ ߱௖ െ
ଷ

ଶ
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௕ߜ

௔߱ ∧ ߱௕; 		3ሻ	݀߱௔ ൌ ௔௕ߠ ∧ ߱௕ ൅ ௔௕௖߱௕ܥ ∧ ߱௖ െ
ଷ

ଶ
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ ൅

௔௕߱ߜ ∧ ߱௕,                                         
(6) 

где 

௔௕௖ܥ ൌ √ିଵ

ଶ
Φ௕෠,௖̂
௔ ; ௔௕௖ܥ	 ൌ െ√ିଵ

ଶ
Φ௕,௖
௔ො ሾ௔௕௖ሿܥ	; ൌ ሾ௔௕௖ሿܥ	;௔௕௖ܥ ൌ ௔௕௖തതതതതതܥ	;௔௕௖ܥ ൌ ௔௕ܨ	;௔௕௖ܥ ൌ √െ1Φ௔ො,௕෠

଴ ௔௕ܨ	; ൌ

െ√െ1Φ௔,௕
଴ ; ௔௕ܨ	 ൅ ௕௔ܨ ൌ ௔௕ܨ	;0 ൅ ௕௔ܨ ൌ ௔௕തതതതതܨ	;0 ൌ        .௔௕ܨ

                                                                                                                                    (7) 
Из (6) следует следующее Предложение. 
Предложение 3 [4]. Если ܥ௔௕௖ ൌ ௔௕௖ܥ ൌ 0 и ܨ௔௕ ൌ ௔௕ܨ ൌ 0, то GK-многообразие является 

многообразием Кенмоцу. 
Предложение 3 дает примеры GK-многообразий. 

Специальные обобщенные многообразия Кенмоцу первого рода 

Наиболее интересные геометрические свойства почти контактных метрических многообра-
зий появляются, когда применяются дополнительные ограничения. Поэтому представляет интерес 
изучить частные случаи обобщенных многообразий Кенмоцу. В работе [4] выделены два типа спе-
циальных обобщенных многообразий Кенмоцу. 

В данной работе мы рассмотрим специальный тип GK-многообразий, выделенных в работе 
[4] и названный SGK-многообразиями I рода. Напомним это определение. 

Определение 1 [4]. GK-многообразия для которых ܥ௔௕௖ ൌ ௔௕௖ܥ ൌ 0 называются SGK-
многообразиями I рода. 

Замечание. Согласно Предложения 3 SGK-многообразия I рода, для которых ܨ௔௕ ൌ ௔௕ܨ ൌ
0 являются многообразиями Кенмоцу. 

Тогда первая группа структурных уравнений SGK-многообразий I рода примет вид [4]: 
1ሻ	݀߱ ൌ ௔௕߱௔ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௔௕߱௔ܨ ∧ ߱௕; 		2ሻ	݀߱௔ ൌ െߠ௕

௔ ∧ ߱௕ െ
ଷ

ଶ
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௕ߜ

௔߱ ∧ ߱௕; 		3ሻ	݀߱௔ ൌ ௔௕ߠ ∧ ߱௕ െ
ଷ

				ଶ
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௔௕߱ߜ ∧ ߱௕,                                                                                        (8) 

где 
௔௕ܨ ൌ √െ1Φ௔ො,௕෠

଴ ௔௕ܨ				; ൌ െ√െ1Φ௔,௕
଴ ; ௔௕ܨ				 ൅ ௕௔ܨ ൌ ௔௕ܨ				;0 ൅ ௕௔ܨ ൌ ௔௕തതതതതܨ				;0 ൌ  ௔௕                          (9)ܨ

Стандартная процедура дифференциального продолжения первой группы структурных 
уравнений (8) дает следующую теорему. 
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Теорема 1. Полная группа структурных уравнений GK-многообразий I рода на простран-
стве присоединенной G-структуры имеет вид: 

1ሻ	݀߱ ൌ ௔௕߱௔ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௔௕߱௔ܨ ∧ ߱௕; 		2ሻ	݀߱௔ ൌ െߠ௕
௔ ∧ ߱௕ െ

ଷ

ଶ
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௕ߜ

௔߱ ∧ ߱௕; 		3ሻ	݀߱௔ ൌ ௔௕ߠ ∧ ߱௕ െ
ଷ

ଶ
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ ൅ ௔௕߱ߜ ∧ ߱௕; 		4ሻ	݀ߠ௕

௔ ൌ െߠ௖௔ ∧ ௕ߠ
௖ ൅ ቀܣ௕௖

௔ௗ െ
ଷ

ଶ
௕௖ቁ߱௖ܨ௔ௗܨ ∧ ߱ௗ െ ௕ߜ

௔ܨ௖ௗ߱௖ ∧ ߱ௗ ൅ ௕ߜ
௔ܨ௖ௗ߱௖ ∧

߱ௗ; 		5ሻ	݀ܨ௔௕ ൅ ௖௔ߠ௖௕ܨ ൅ ௖௕ߠ௔௖ܨ ൌ െ2ܨ௔௕߱; 		6ሻ	݀ܨ௔௕ െ ௔௖ߠ௖௕ܨ െ ௕ߠ௔௖ܨ
௖ ൌ െ2ܨ௔௕߱.                           (10) 

При этом имеют место следующие тождества: 
1ሻ	ܨ௔ሾ௕ܨ௖ௗሿ ൌ 0; 		2ሻ	ܨ௔ሾ௕ܨ௖ௗሿ ൌ 0; 		3ሻ	ߜ௔

ሾ௕ܨ௖ௗሿ ൌ 0; 		4ሻ	ߜሾ௕
௔ ௖ௗሿܨ ൌ 0. (11) 

Теорема 2. Всякое SGK-многообразие I рода является либо многообразием Кенмоцу, либо 
пятимерным собственным (т.е. не многообразием Кенмоцу) SGK-многообразием I рода. 

Доказательство. Рассмотрим равенство (11:3), т.е. ߜ௔௕ܨ௖ௗ ൅ ௗ௕ܨ௔௖ߜ ൅ ௕௖ܨ௔ௗߜ ൌ 0. Свернем 
полученное равенство по индексам a и b, тогда получим: 

ሺ݊ െ 2ሻܨ௕௖ ൌ 0.                 (12) 
Если ܨ௕௖ ൌ 0, то согласно Предложения 3 многообразие М является многообразием Кенмоцу. Если 
же ܨ௕௖ ് 0, то ݊ ൌ 2, т.е. ݀݅݉ܯ ൌ 5. � 

Пусть М – SGK-многообразие I рода. Вычислим компоненты его тензора Римана-Кристоффеля 
на пространстве присоединенной G-структуры. Для тензорных компонент формы римановой связно-
сти имеем следующие соотношения на пространстве присоединенной G-структуры [1]: 

1ሻ	ߠ௕෠
௔ ൌ

√െ1
2

Φ௕෠,௜
௔ ߱௜; 		2ሻ	ߠ௕

௔ො ൌ െ
√െ1
2

Φ௕,௜
௔ො ߱௜; 		3ሻ	ߠ଴

௔ ൌ √െ1Φ଴,௜
௔ ߱௜; 		4ሻ	ߠ଴

௔ො ൌ െ√െ1Φ଴,௜
௔ො ߱௜;		

                	5ሻ	ߠ௔଴ ൌ െ√െ1Φ௔,௜
଴ ߱௜; 		6ሻ	ߠ௔ො

଴ ൌ √െ1Φ௔ො,௜
଴ ߱௜; 		7ሻ	ߠ௝

௜ ൅ ప̂ߠ
ఫ̂ ൌ 0; 		8ሻ	ߠ଴

଴ ൌ 0.      (13) 
Соотношения (13), с учетом Предложения 2, для SGK-многообразий I рода на пространстве 

присоединенной G-структуры примут вид: 
1ሻ	ߠ௕෠

௔ ൌ
ଵ

ଶ
;௔௕߱ܨ 		2ሻ	ߠ௕

௔ො ൌ
ଵ

ଶ
;௔௕߱ܨ 		3ሻ	ߠ଴

௔ ൌ ௕ߜ
௔߱௕ െ ;௔௕߱௕ܨ 		4ሻ	ߠ଴

௔ො ൌ ௔௕߱௕ߜ െ ;௔௕߱௕ܨ 		5ሻ	ߠ௔଴ ൌ ௔௕߱௕ܨ െ

;௔௕߱௕ߜ 		6ሻ	ߠ௔ො
଴ ൌ ௔௕߱௕ܨ െ ௕ߜ

௔߱௕.         (14) 
Дифференциальное продолжение уравнений (14) дает: 

1ሻ	݀ߠ௕෠
௔ ൌ െ

1
2
௖௔ߠ௖௕ܨ ∧ ߱ െ

1
2
௖௕ߠ௔௖ܨ ∧ ߱ ൅

1
2
௖ௗ߱௖ܨ௔௕ܨ ∧ ߱ௗ ൅

1
2
௖ௗ߱௖ܨ௔௕ܨ ∧ ߱ௗ; 

2ሻ	݀ߠ௕
௔ො ൌ

1
2
௔௖ߠ௖௕ܨ ∧ ߱ ൅

1
2
௕ߠ௔௖ܨ

௖ ∧ ߱ ൅
1
2
௖ௗ߱௖ܨ௔௕ܨ ∧ ߱ௗ ൅

1
2
௖ௗ߱௖ܨ௔௕ܨ ∧ ߱ௗ; 

3ሻ	݀ߠ଴
௔ ൌ െߠ௕

௔ ∧ ߱௕ ൅ ௖௔ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ ൅ ൬
3
2
௖௕ܨ௔௖ܨ ൅ ௕ߜ

௔൰߱ ∧ ߱௕ െ
1
2
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕; 

4ሻ	݀ߠ଴
௔ො ൌ ௔௕ߠ ∧ ߱௕ െ ௔௖ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ െ

1
2
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ ൅ ൬

3
2
௖௕ܨ௔௖ܨ ൅ ௔௕൰߱ߜ ∧ ߱௕; 

5ሻ݀ߠ௔଴ ൌ െߠ௔௕ ∧ ߱௕ ൅ ௔௖ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ ൅
1
2
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕ െ ൬

3
2
௖௕ܨ௔௖ܨ ൅ ௔௕൰߱ߜ ∧ ߱௕; 

6ሻ	݀ߠ௔ො
଴ ൌ ௕ߠ

௔ ∧ ߱௕ െ ௖௔ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ െ ቀ
ଷ

ଶ
௖௕ܨ௔௖ܨ ൅ ௕ߜ

௔ቁ߱ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

ଶ
௔௕߱ܨ ∧ ߱௕.                (15) 

Вторая группа структурных уравнений римановой связности имеет вид [1]: 
௝ߠ݀                                   

௜ ൌ െߠ௞
௜ ∧ ௝ߠ

௜ ൅
ଵ

ଶ ௝ܴ௞௟
௜ ߱௞ ∧ ߱௟,       (16) 

где ൛ ௝ܴ௞௟
௜ ൟ ⊂  ሻ – компоненты тензора Римана-Кристоффеля. Расписывая эти соотношения наܯܤஶሺܥ

пространстве присоединенной G-структуры с учетом (14), получим: 

1ሻ	݀ߠ௕෠
௔ ൌ െ

ଵ

ଶ
௖௔ߠ௖௕ܨ ∧ ߱ െ

ଵ

ଶ
௖௕ߠ௔௖ܨ ∧ ߱ ൅ ቀ

ଵ

ଶ
ܴ௕෠௖ௗ
௔ ൅ ሾ௖ߜ

௔ߜௗሿ
௕ ቁ߱௖ ∧ ߱ௗ ൅ ൫ܴ௕෠௖ௗ෠

௔ ൅ ௔ௗܨ௖௕ߜ െ ௕ௗ൯߱௖ܨ௖௔ߜ ∧ ߱ௗ ൅

ቀ
ଵ

ଶ
ܴ௕෠௖̂ௗ෠
௔ ൅ ௕|ௗሿቁ߱௖|ܨ௔ሾ௖ܨ ∧ ߱ௗ ൅ ܴ௕෠଴௖

௔ ߱ ∧ ߱௖ ൅ ܴ௕෠଴௖̂
௔ ߱ ∧ ߱௖; 

2ሻ	݀ߠ௕
௔ො ൌ

ଵ

ଶ
௔௖ߠ௖௕ܨ ∧ ߱ ൅

ଵ

ଶ
௕ߠ௔௖ܨ

௖ ∧ ߱ ൅ ቀ
ଵ

ଶ
ܴ௕௖ௗ
௔ො ൅ ௕|ௗሿቁ߱௖|ܨ௔ሾ௖ܨ ∧ ߱ௗ ൅ ൫ܴ௕௖ௗ෠

௔ො ൅ ௕௖ܨ௔ௗߜ െ ௕ߜ
ௗܨ௔௖൯߱௖ ∧ ߱ௗ ൅

ቀ
ଵ

ଶ
ܴ௕௖̂ௗ෠
௔ො ൅ ௔ߜ

ሾ௖ߜ௕
ௗሿቁ߱௖ ∧ ߱ௗ ൅ ܴ௕଴௖

௔ො ߱ ∧ ߱௖ ൅ ܴ௕଴௖̂
௔ො ߱ ∧ ߱௖; 

3ሻ	݀ߠ଴
௔ ൌ െߠ௕

௔ ∧ ߱௕ ൅ ௖௔ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

ଶ
ܴ଴௕௖
௔ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ܴ଴௕௖̂

௔ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅
ଵ

ଶ
ܴ଴௕෠௖̂
௔ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ቀܴ଴଴௕

௔ ൅
ଵ

ଶ
௖௕ቁ߱ܨ௔௖ܨ ∧

߱௕ ൅ ቀܴ଴଴௕෠
௔ െ

ଵ

ଶ
௔௕ቁ߱ܨ ∧ ߱௕; 

4ሻ	݀ߠ଴
௔ො ൌ ௔௕ߠ ∧ ߱௕ െ ௔௖ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ ൅

ଵ

ଶ
ܴ଴௕௖
௔ො ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ܴ଴௕௖̂

௔ො ߱௕ ∧ ߱௖ ൅
ଵ

ଶ
ܴ଴௕෠௖̂
௔ො ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ቀܴ଴଴௕෠

௔ො ൅
ଵ

ଶ
௖௕ቁ߱ܨ௔௖ܨ ∧ ߱௕ ൅

		ቀܴ଴଴௕
௔ො െ

ଵ

ଶ
௔௕ቁ߱ܨ ∧ ߱௕;                                                       (17) 

5ሻ	݀ߠ௔଴ ൌ െߠ௔௕ ∧ ߱௕ ൅ ௔௖ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

ଶ
ܴ௔௕௖
଴ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ܴ௔௕௖̂

଴ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅
ଵ

ଶ
ܴ௔௕෠௖̂
଴ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ቀܴ௔଴௕

଴ ൅
ଵ

ଶ
௔௕ቁ߱ܨ ∧ ߱௕ ൅

ቀܴ௔଴௕෠
଴ െ

ଵ

ଶ
௖௕ቁ߱ܨ௔௖ܨ ∧ ߱௕; 
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6ሻ	݀ߠ௔ො
଴ ൌ ௕ߠ

௔ ∧ ߱௕ െ ௖௔ߠ௖௕ܨ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

ଶ
ܴ௔ො௕௖
଴ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ܴ௔ො௕௖̂

଴ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅
ଵ

ଶ
ܴ௔ො௕෠௖̂
଴ ߱௕ ∧ ߱௖ ൅ ቀܴ௔ො଴௕

଴ െ
ଵ

ଶ
௖௔ቁ߱ܨ௕௖ܨ ∧

߱௕ ൅ ቀܴ௔ො଴௕෠
଴ ൅

ଵ

ଶ
௔௕ቁ߱ܨ ∧ ߱௕; 

7ሻ	݀ߠ௕
௔ ൌ െߠ௖௔ ∧ ௕ߠ

௖ ൅ ቀ
ଵ

ଶ
ܴ௕௖ௗ
௔ െ ሾ௖ߜ

௔ܨ|௕|ௗሿቁ߱௖ ∧ ߱ௗ ൅ ൫ܴ௕௖ௗ෠
௔ ൅ ௕ߜ௖௔ߜ

ௗ െ ௔ௗ൯߱௖ܨ௕௖ܨ ∧ ߱ௗ ൅ ቀ
ଵ

ଶ
ܴ௕௖̂ௗ෠
௔ െ

௕ߜ௔ሾ௖ܨ
ௗሿቁ߱௖ ∧ ߱ௗ ൅ ܴ௕଴௖

௔ ߱ ∧ ߱௖ ൅ ܴ௕଴௖̂
௔ ߱ ∧ ߱௖; 

8ሻ	݀ߠ௕෠
௔ො ൌ െ݀ߠ௔௕ ൌ ௖௕ߠ ∧ ௔௖ߠ ൅ ቀ

ଵ

ଶ
ܴ௕෠௖ௗ
௔ො െ ௗሿߜ௔ሾ௖ܨ

௕ ቁ߱௖ ∧ ߱ௗ ൅ ൫ܴ௕෠௖ௗ෠
௔ො െ ௔ௗߜ௖௕ߜ ൅ ௕ௗ൯߱௖ܨ௔௖ܨ ∧ ߱ௗ ൅ ቀ

ଵ

ଶ
ܴ௕෠௖̂ௗ෠
௔ො െ

௔ߜ௕ሾ௖ܨ
ௗሿቁ߱௖ ∧ ߱ௗ ൅ ܴ௕෠଴௖

௔ො ߱ ∧ ߱௖ ൅ ܴ௕෠଴௖̂
௔ො ߱ ∧ ߱௖. 

Сравнивая (9:4), (15) и (17), в силу линейной независимости базисных форм, имеем, что 
существенные ненулевые компоненты тензора Римана-Кристоффеля имеют вид: 
1ሻ	ܴ଴଴௕

௔ ൌ ௖௕ܨ௔௖ܨ ൅ ௕ߜ
௔; 		2ሻ	ܴ௕௖ௗ

௔ ൌ െߜ௕
௔ܨ௖ௗ; 		3ሻ	ܴ௕௖ௗ෠

௔ ൌ ௕௖ܣ
௔ௗ െ ௔ௗܨ௕௖ܨ െ ௕ߜ௖௔ߜ

ௗ; 		4ሻ	ܴ௕෠௖ௗ
௔ ൌ ௖ௗܨ௔௕ܨ െ ሾ௖ߜ2

௔ߜௗሿ
௕ . 

            (18) 
Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 3. существенные ненулевые компоненты тензора Римана-Кристоффеля SGK-

многообразия I рода на пространстве присоединенной G-структуры имеют вид: 
1ሻ	ܴ଴଴௕

௔ ൌ ௖௕ܨ௔௖ܨ ൅ ௕ߜ
௔; 		2ሻ	ܴ௕௖ௗ

௔ ൌ െߜ௕
௔ܨ௖ௗ; 		3ሻ	ܴ௕௖ௗ෠

௔ ൌ ௕௖ܣ
௔ௗ െ ௔ௗܨ௕௖ܨ െ ௕ߜ௖௔ߜ

ௗ; 		4ሻ	ܴ௕෠௖ௗ
௔ ൌ ௖ௗܨ௔௕ܨ െ ሾ௖ߜ2

௔ߜௗሿ
௕ . 

Аналоги тождеств Грея тензора римановой кривизны SGK-многообразий I рода 

Контактными аналогами тождеств А.Грея ܴଵ, ܴଶ и ܴଷ кривизны почти эрмитовых многооб-
разий для тензора римановой кривизны являются тождества кривизны ܴܥଵ,  ଷ для почтиܴܥ ଶ иܴܥ
контактных метрических многообразий: 

〈ܴሺΦܺ,ΦܻሻΦܼ,Φܹ〉	ଵ:ܴܥ ൌ 〈ܴሺΦଶܺ,ΦଶܻሻΦܼ,Φܹ〉; 
〈ܴሺΦܺ,ΦܻሻΦܼ,Φܹ〉	ଶ:ܴܥ ൌ 〈ܴሺΦଶܺ,ΦଶܻሻΦܼ,Φܹ〉 ൅ 〈ܴሺΦଶܺ,ΦܻሻΦଶܼ,Φܹ〉 ൅ 〈ܴሺΦଶܺ,ΦܻሻΦܼ,Φଶܹ〉; 

〈ܴሺΦܺ,ΦܻሻΦܼ,Φܹ〉	ଷ:ܴܥ ൌ 〈ܴሺΦଶܺ,ΦଶܻሻΦଶܼ,Φଶܹ〉; ܺ, ܻ, ܼ ∈ ࣲሺܯሻ. 
Назовем SGK-многообразие I рода, обладающее тождествами ܴܥଵ, -ଷ, соответственܴܥ ଶ иܴܥ

но, ܴܥଵ,  .ଷ – многообразиемܴܥ ଶ иܴܥ
Исследуем эти тождества. 
Теорема 4. Пусть ܵ ൌ ሺߦ, ,ߟ Φ, ݃ ൌ 〈∙,∙〉ሻ – AC-структура. Тогда: 

(1) ܵ ൌ ሺߦ, ,ߟ Φ, ݃ ൌ 〈∙,∙〉ሻ структура класса ܴܥଵ тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди-
ненной G-структуры ܴ௔௕௖ௗ ൌ ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ ܴ௔ො௕෠௖ௗ ൌ 0; 
(2) ܵ ൌ ሺߦ, ,ߟ Φ, ݃ ൌ 〈∙,∙〉ሻ структура класса ܴܥଶ тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди-
ненной G-структуры ܴ௔௕௖ௗ ൌ ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ 0; 
(3) ܵ ൌ ሺߦ, ,ߟ Φ, ݃ ൌ 〈∙,∙〉ሻ структура класса ܴܥଷ тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди-
ненной G-структуры ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ 0. 

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству соответствующей 
теоремы для почти эрмитовых многообразий [2]. 

Теорема 5. SGK-многообразие I рода является ܴܥଷ – многообразием тогда и только то-
гда, когда оно канонически конциркулярно многообразию ࡯௡ ൈ -снабженному косимплекти ,ࡾ
ческой структурой. 

Доказательство. Пусть SGK-многообразие I рода является ܴܥଷ–многообразием, тогда 
согласно Теореме 4 и (18), имеем ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ െߜ௕

௔ܨ௖ௗ ൌ 0. Свернем это равенство по индексам b и c, то-
гда ݊ܨ௖ௗ ൌ 0, т.е. ܨ௖ௗ ൌ 0. Согласно Предложения 3 SGK-многообразие I рода является многообра-
зием Кенмоцу. Поскольку многообразие Кенмоцу является SGK-многообразием I рода для которо-
го ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ 0, то учитывая Теорему 5.2 [1, стр. 424], можно сказать, что SGK-многообразие I рода 
является ܴܥଷ–многообразием тогда и только тогда, когда оно канонически конциркулярно много-
образию ࡯௡ ൈ  �     .снабженному косимплектической структурой ,ࡾ

Теорема 6. SGK-многообразие I рода является ܴܥଶ – многообразием тогда и только тогда, 
когда оно является ܴܥଷ–многообразием. 

Доказательство. Поскольку для SGK-многообразия I рода ܴ௕௖ௗ
௔ො ൌ 0, согласно Теореме 4 

SGK-многообразия I рода являющееся ܴܥଶ – многообразием является ܴܥଷ–многообразием. Но по-
скольку ܴܥଷ ⊃ ଶܴܥ ⊃  ଷ – многообразием являетсяܴܥ ଵ, то SGK-многообразие I рода являющеесяܴܥ
 �      .ଶ–многообразиемܴܥ

С учетом теоремы 5 теорему 6 можно сформулировать следующим образом. 
Теорема 7. SGK-многообразие I рода является ܴܥଶ – многообразием тогда и только то-

гда, когда оно канонически конциркулярно многообразию ࡯௡ ൈ -снабженному косимплекти ,ࡾ
ческой структурой. 

Теорема 8. SGK-многообразие I рода является ܴܥଵ – многообразием тогда и только тогда, ко-
гда оно является трехмерным многообразием Кенмоцу. 
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Доказательство. Согласно теореме 4 почти контактная метрическая структура является структу-
рой класса ܴܥଵ тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры ܴ௔௕௖ௗ ൌ
ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ ܴ௔ො௕෠௖ௗ ൌ 0. Тогда согласно теореме 3 SGK-структура I рода является структурой класса ܴܥଵ тогда 
и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры: 1ሻ	ܴ௕௖ௗ

௔ ൌ െߜ௕
௔ܨ௖ௗ ൌ 0; 	2ሻ	ܴ௕෠௖ௗ

௔ ൌ
௖ௗܨ௔௕ܨ െ ሾ௖ߜ2

௔ߜௗሿ
௕ ൌ 0. Как было показано выше выполнение равенства ܴ௕௖ௗ

௔ ൌ െߜ௕
௔ܨ௖ௗ ൌ 0 влечет, что 

SGK-структура I рода является структурой Кенмоцу. Рассмотрим равенство ܴ௕෠௖ௗ
௔ ൌ ௖ௗܨ௔௕ܨ െ ሾ௖ߜ2

௔ߜௗሿ
௕ ൌ 0. 

Свернем это равенство сначала по индексам a и c, а затем по индексам b и d, тогда получим ܨ௔௕ܨ௔௕ ൌ
݊ሺ݊ െ 1ሻ. Так как ܨ௔௕ ൌ 0, то ݊ሺ݊ െ 1ሻ ൌ 0, т.е. ݊ ൌ 1. Таким образом, SGK-многообразие I рода являю-
щееся класса ܴܥଵ является многообразием Кенмоцу размерности 3. 

Обратно, поскольку для трехмерного многообразия Кенмоцу имеем, что ܴ௔௕௖ௗ ൌ ܴ௔ො௕௖ௗ ൌ
ܴ௔ො௕෠௖ௗ ൌ 0, то оно является SGK-многообразием I рода являющееся ܴܥଵ – многообразием.    
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Аннотация.  Работа посвящена некоторым вопросам истории развития теории нелинейных инте-
гральных уравнений до середины XX в. Основной упор делается на достижения советских математиков  -   
В.В. Немыцкого,  М.А. Красносельского, Я.Б. Рутицкого и др. Проводится анализ некоторых качественных 
методов решения уравнений Гаммерштейна: 

ሻݔሺݑ ൌ ߣ ׬ ,ݔሺܭ ,ݕሻ݂ሺݕ ୈݕሻሻ݀ݕሺݑ ; 
и Урысона: 

ሻݔሺݑ ൌ ߣ ׬ ,ݔሺܭ ,ݕ ୈݕሻሻ݀ݕሺݑ . 
 Особое внимание уделяется раскрытию содержания способов исследования указанных уравнений с 
существенно нестепенными нелинейностями в пространствах Орлича; методология изучения операторов 
Гаммерштейна и Урысона с полиномиальными нелинейностями рассматривается в контексте пространств C и 
Lp. Оценивается взаимное влияние развития теории нелинейных интегральных уравнений и функционально-
го анализа в рассматриваемый период. Приводятся физические предпосылки к изучению нелинейных инте-
гральных уравнений с сильными нелинейностями, основанные на задачах теории горения. 

Resume.  The work is dedicated to the development of the theory of nonlinear integral equations to the mid-
dle of XX century, developed by the Soviet mathematicians - V.V. Nemytskii, M.A. Krasnosel'skii, Ya.B. Rutitskii and 
others. The analysis of some qualitative methods for solving Hammerstein equation: 

ሻݔሺݑ ൌ නߣ ,ݔሺܭ ,ݕሻ݂ሺݕ ݕሻሻ݀ݕሺݑ
ୈ

 

and Urysohn equation: 

ሻݔሺݑ ൌ ߣ ׬ ,ݔሺܭ ,ݕ ୈݕሻሻ݀ݕሺݑ . 
Special attention is paid to the disclosure of the research methods content of the equations with essentially nonpower non-
linearities in Orlicz spaces. The methodology of studing Hammerstein and Urysohn operators, which has polynomial non-
linearities, is considered in the context of  C and Lp spaces. We estimate the mutual influence of the theory of nonlinear inte-
gral equations and functional analysis in the period under consideration. The physical background to the study of non-
linear integral equations with strong nonlinearities, based on the problems of combustion theory is given. 
 

Ключевые слова: история функционального анализа, теория интегральных уравнений, советская ма-
тематика, уравнение Урысона, уравнение Гаммерштена, стационарное уравнение горения, оператор Немыц-
кого, нестепенные нелинейности, нелинейные операторы, вполне непрерывные операторы, теоремы суще-
ствования, пространства Орлича, В.В. Немыцкий, М.А. Красносельский, Я.Б. Рутицкий. 

                                                 
1 Некоторые результаты данной работы докладывались на конференции "Воронежская зимняя математиче-

ская школа С.Г. Крейна -2016" [1]. 
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Введение 

 С появлением первых идей об интегральных уравнениях в XVIII в. до самого конца XIX в. 
рассматривались лишь отдельные частные, нередко не связанные между собой задачи, обычно 
стимулированные прикладными проблемами. Только в конце XIX в. была осознана потребность в 
необходимости построения  общей теории. В первое десятилетие XX в. после работ В. Вольтерра, 
И. Фредгольма, Д. Гильберта, Э. Шмидта пришло понимание того, что родился новый раздел ана-
лиза со  своим предметом исследований и системой понятий. В то же самое время, с конца XIX в. в 
поле зрения попали и нелинейные интегральные уравнения (А.М. Ляпунов, А. Пуанкаре,  
Э. Шмидт). Но методы их исследования до самого начала 1930-х гг. или находились в традицион-
ном русле классического анализа (уравнение - решение, точное или приближённое), или, если ста-
рались выявить качественный характер всего множества решений, ограничивались поиском ма-
лых решений и малых изменений параметра. Последнее было обусловлено не недостатком жела-
ния исследовать проблему во всей её общности, а наличием существовавшего инструментария для 
достижения такой цели. Поэтому начало 1930-х гг. можно с некоторой долей условности считать 
завершением первого этапа развития теории нелинейных интегральных уравнений. 

 Теория интегральных уравнений явилась одним из главных источников построения гранди-
озной обобщающей конструкции на высоком уровне абстракции - функционального анализа. По сло-
вам Г. Вейля: "Общим результатом всей этой деятельности стало значительное изменение во взглядах 
на анализ"  [2,c.649]. С созданием функционального анализа к началу 1930-х гг. появились адекватные 
инструменты для дальнейшего прогресса в теории нелинейных интегральных уравнений. Кроме 
функционального анализа, для решения новых задач было совершенно естественным также привле-
чение топологических методов, в основе которых лежат фундаментальные понятия предела и непре-
рывности. Появилась возможность замечательного обобщения, которое было заложено в работах 
Гильберта по интегральным уравнениям: от интегральных уравнений  - к операторным уравнениям, в 
том числе нелинейным. Если раньше были доступны анализу лишь локальные задачи, то теперь по-
степенно вырисовывались возможности подходов к нелокальным проблемам: выявление качественно-
го характера всего множества решений; выявление всего множества значений параметров, когда суще-
ствуют различные классы решений, зависимость решений от значений параметра; изучение уравне-
ний со специальными классами операторов, таких как монотонные и т.д. Нелинейные уравнения в ис-
ключительных случаях удаётся решить в явном виде. Поэтому важнейшее значение приобретают тео-
ремы существования решений, что в свою очередь требует уточнения самого понятия решения. Други-
ми словами, требуется определить, в каком функциональном пространстве мы ищем решение.  

 Между зарождением теории нелинейных интегральных уравнений и осмыслением их ро-
ли в развитии функционального анализа и математики в целом потребовалось определённое вре-
мя и в середине XX в. стали появляться отдельные работы в этом направлении [3, c. 456-458],  
[4, c. 695-698;728-732], однако систематического изучения данного вопроса не было до начала 
1990-х гг. Диссертация И.А. Александровой "Из истории теории интегральных уравнений" [5] вы-
полненная в 1992 г., стала первой попыткой изменить ситуацию. Но нелинейным интегральным 
уравнениям была посвящена только одна (пятая) глава, в которой рассматривались работы лишь 
некоторых советских учёных, а вклад таких математиков, как В.В. Немыцкий, М.А. Красносель-
ский, Я.Б. Рутицкий, уже давно ставших общепризнанными классиками в данной области (см., 
например,  
 [6, c. 637], [7, c. 546]) отражён не был. Других серьёзных усилий проследить историю развития 
теории нелинейных интегральных уравнений в СССР до настоящего времени, по-видимому, не 
предпринималось. 

Качественный поворот в построении теории - выход на сцену методов топологии и 
функционального анализа 

История нелинейных интегральных уравнений в СССР берёт своё начало с работы П.С. 
Урысона, написанной в 1918 г.,  когда он был ещё 20-летним студентом, и опубликованной в 1923 г. 
[8]. Урысон исходил из работы Э. Пикара [9], изучавшего дифференциальное уравнение 

ௗమ௬

ௗ௫మ
൅ ,ݔሺܨ ሻݕ ൌ 0      (1) 
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и рассматривал интегральное уравнение2  

ሻݔሺݕ ൌ ߣ ׬ ,ݔሺܭ ,ݏ ݏሻሻ݀ݏሺݕ
௕
௔      (2) 

где y(x) - искомая функция.  
В основу Урысон положил метод последовательных приближений Пикара, применение ко-

торого обосновывалось построением последовательностей "верхних" и "нижних" функций, между 
которыми заключено искомое решение [8, § 3]. Он показал, что при некоторых условиях на ско-
рость роста K(x,y,u) по u, включающих в себя, в частности, существование положительной произ-
водной Ku(x,y,u), убывающей с ростом u и ограниченной снизу, существует интервал (,) положи-
тельных значений величины  такой, что при каждом   ∈ ሺ, ሻ	 уравнение (2) имеет единственное 
положительное решение y(x, ), монотонно возрастающее с ростом . 

В конце 1920-х- начале 1930-х гг. в математике произошло смещение акцентов - вместо поиска 
решения (точного или приближённого) заданного нелинейного дифференциального или интеграль-
ного уравнения, стали предприниматься попытки изучить свойства решений этих уравнений без 
нахождения самих решений. Такие качественные методы исследования восходят к А. Пуанакаре и 
А.М. Ляпунову. Главное внимание в них уделяется поведению и эволюции системы, описываемой дан-
ными уравнениями; свойствам, присущим всему рассматриваемому классу функций, которые пред-
ставляются уже в качестве единого объекта. Значительное место в этом заняло установление теорем 
существования решений интегральных уравнений, особенно нелинейных, поскольку последние (в от-
личие от линейных) демонстрируют  качественно более сложное поведение. 

Весьма важное место в математике занимает теорема о неподвижной точке, доказанная для 
непрерывных отображений в конечномерных пространствах голландским математиком Л. Брауэ-
ром в 1911 г. и носящая его имя. Справедливости ради надо заметить, что данную теорему о непо-
движной точке за несколько лет до Брауэра установил латвийский математик П. Боль [11] и эту 
теорему иногда называют теоремой Брауэра-Боля. 

В 1926 г. в Институте математики и механики МГУ П.С. Александровым и В.В. Немыцким 
был сделан доклад, в котором было приведено доказательство теоремы о существовании непо-
движной точки при непрерывном преобразовании выпуклого компактного множества гильбертого 
пространства в себя  [12,c.146-147], [13, c. 202-203].  

Работа Александрова и Немыцкого осталась неопубликованной, поскольку в 1927 г. поль-
ский математик Ю. Шаудер получил более общие результаты для банаховых пространств. По сло-
вам Немыцкого, Шаудер "использовал гениально простую идею Биркгофа и Келлога"  [14],  
[15, c.143] о существовании инвариантной функции у преобразования 

ሻݑሺܨ ൌ ଴ݕ ൅ ׬ ݂ሺݐ, ݐሻ݀ݑ
௫
௫బ

, 

с помощью которой доказывалось наличие решения уравнения 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ ݂ሺݔ,  .ሻݕ

Шаудер показал, что  если в линейном полном нормированном пространстве непрерывный опе-
ратор переводит замкнутое выпуклое тело в свою компактную часть, то существует непо-
движная точка [16]. Эта теорема и её обобщения стали важнейшей основой установления суще-
ствования решений нелинейных уравнений. 

Для обеспечения простоты в использовании данного принципа Шаудера Немыцкий даёт 
определение вполне непрерывного оператора для нелинейного случая. Нелинейный оператор A 
был назван Немыцким вполне непрерывным на данном множестве, если он [15, c.445] 

 непрерывен на M; 
 преобразует это множество в компактное.  
Данное определение немного отличалось от имеющегося для линейного случая3 (в частности, 

линейный вполне непрерывный оператор всегда непрерывен). 
Это позволило Немыцкому упростить постановку задачи вывода условий полной непрерывно-

сти операторов Урысона  

ሻݔሺݑ଴ܪ	                                                                      ൌ ׬ ,ݔሺܭ ,ݕ ୈݕሻሻ݀ݕሺݑ                              (3) 
и Гаммерштейна 

ሻݔሺݑଵܪ		 ൌ ׬ ,ݔሺܭ ,ݕሻ݂ሺݕ ୈݕሻሻ݀ݕሺݑ                                     (4) 
для решения интегральных уравнений 

                                                 
2 Пионером в исследовании данного интегрального уравнения следует, по-видимому, считать румынского 

учёного Г. Брату, ученика Э. Пикара [10, c. 117]. 
 
3 По Ф. Риссу, линейное преобразование вполне непрерывно, если оно переводит любую ограниченную  
последовательность в компактную.  [17, c.73]. 
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ሻݔሺݑ ൌ  ሻ                                            (5)ݔሺݑ଴ܪߣ
ሻݔሺݑ ൌ  ሻ                                             (6)ݔሺݑଵܪߣ

 в подходящих функциональных пространствах. Этими пространствами оказались пространства C и Lp, 
поскольку критерии компактности в других пространствах к тому времени попросту отсутствовали. 
  В пространстве C Немыцким было получено наиболее простое и естественное условие пол-
ной непрерывности оператора Урысона. Оно заключалось в том, что функция K(x,y,u(y)) непре-
рывна по совокупности всех трёх переменных:  ݔ, |ݑ| ,ܦ߳ݕ ൑ ܽ	 [15, c.150].  
Так как оператор Гаммерштейна является частным случаем оператора Урысона, то условие полной 
непрерывности последнего даёт одновременно условие полной непрерывности оператора  
(4) в пространстве C. 

Условия полной непрерывности оператора Гаммерштейна в пространстве Lp включали в 
себя ограничения на функцию f(y,u), не позволяющие ей расти быстрее, чем |ݑ|௣, а также на ядро 
K(x,y), чтобы оно было интегрируемым со степенью q, 

ଵ

௣
൅

ଵ

௤
ൌ 1.  Схема получения этих условий, 

выработанная Немыцким,  включала в себя несколько этапов.  
На первом этапе Немыцкий применил свой оригинальный приём "расщепления"  операто-

ра H1 на две части -  линейную интегральную вида 

ሻݑሺܣ ൌ ׬ ,ݔሺܭ ୈݕሻ݀ݕሺݑሻݕ                                                        (7) 
и нелинейную вида4 

f(u)=f(x,u(x)).                                                       (8) 
Тогда H1 представляется в виде H1u=Af(u) и можно разграничить требования к оператору A и к 
оператору f (эта идея в начале 1950-е гг. получила своё развитие в работах М.М. Вайнберга [19]  
и М.А. Красносельского [21]).  

На втором этапе доказывалась компактность интегрального оператора A с использованием 
признака компактности семейства функций в Lp М. Рисса [22]. 

Последний этап заключался в поиске условий, при которых оператор f непрерывен и ограни-
чен (см. ниже). 

Теоремы о существовании решения уравнений (5),(6) были доказаны Немыцким при ма-
лых значениях параметра  [15, c.150; 167]. В них Немыцкий существенно усилил результат Гам-
мерштейна [23], отказавшись, для уравнения (6), от условия непрерывности f(x,u) по совокупности 
аргументов и от требований того, что линейный оператор (7) должен быть положительным и 
вполне непрерывным, как оператор, действующий из L2 в C [24, c. 181]. 

 Условиями этих теорем явилось (в соответствии с принципом Шаудера) объединением усло-
вий, при которых операторы H0, H1 являются вполне непрерывными с условиями, при которых они 
преобразуют некоторый шар пространства в свою часть (последнее обеспечивается малостью ). Для 
оператора Гаммерштейна, в частности, условия полной непрерывности имели следующий вид: 

а. ∃	ܤ ൌ 	:ݐݏ݊݋ܥ ׬ ,ݔሺܭ| ሻ|஽ݕ

௤
ݔ݀ ൑ ׬ ;ܤ ,ݔሺܭ| ሻ|஽ݕ

௤
ݕ݀ ൑  .ܤ

б. f(y,u) удовлетворяет условию Гёльдера по переменной u: 
|݂ሺݕ, ଵሻݑ െ ݂ሺݕ, |ଶሻݑ ൑ ଵݑ|	ܯ െ  .ଶ|ఔݑ

По сравнению с методом Пикара, использованного Урысоном, подход Немыцкого позво-
лил отказаться от ограничительного требования дифференцируемости ядра. После его  работ [15], 
[20] стало ясно, что вопрос о существовании решений уравнения Гаммерштейна при малых  со 
степенными нелинейностями и ограниченным в Lp ядром можно считать закрытым. 

 С начала 1930-х гг. нелинейные задачи стали интенсивно изучать в Киевском НИИ мате-
матики  и к началу 1940-х гг. образовалась научная школа нелинейной механики, оказавшая 
большое влияние на тематику математических исследований в Киеве.  К концу 1940-х гг. к нели-
нейным интегральным уравнениям обратился М.А Красносельский, видный представитель Киев-
ской математической школы. Он увидел в уравнениях Урысона и Гаммерштейна источник для по-
лучения результатов качественного характера (теорем существования решений, теорем о структуре 
спектра, о точках бифуркации и т.п.). Изучая оператор  (8) в контексте вышеупомянутой методики 
Немыцкого,  Красносельский получил довольно неожиданный результат.  Пусть функция f(x,u) 
измерима по x при каждом ܴ߳ݑ и почти при всех ݔ ∈ ሾܽ, ܾሿ. Если оператор f действует из Lp в Lq, 
то он непрерывен и ограничен на каждом шаре пространства Lp, а функция f(x,u) удовлетворя-
ет неравенству 

|݂ሺݔ, |ሻݑ ൑ ܽሺݔሻ ൅ |ݑ|ܾ
೛
೜  где  ܽሺݔሻ߳ܮ௤, b>0.                      (9) 

Из этого неравенства, в частности, вытекает, что пространства Lp нельзя использовать для изуче-
ния оператора Гаммерштейна с "сильными" нелинейностями, например, когда f(x,u)eu  [25,c. 30]. 

                                                 
4 Следуя  Вайнбергу, оператор f(u) стали впоследствии называть оператором Немыцкого [18, с. 204]. 
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 Условия полной непрерывности оператора Урысона в пространстве Lp были получены 
позднее, в 1950 г., М.А. Красносельским  и Л.А. Ладыженским5  при дальнейшем развитии идей 
Немыцкого.  Они показали, что если функция K(x,y,u(y)) удовлетворяет условию Каратеодори (не-
прерывна по u и измерима по совокупности остальных переменных) и  неравенству 

|K(x,y,u(y))| R(x,y)f(y,u), 
где f(y,u) растёт не быстрее |ݑ|ఈభ а R(x,y) интегрируема с некоторой степенью 2 на ܦ ൈ  тогда ,ܦ
оператор Урысона H0 действует из ܮ௣భв ܮ௣మ, где ݌௜ ൌ ,ଵߙ௜ሺ݌   .ଶሻ и вполне непрерывен [26, c.308]ߙ

Простейшим примером такой ситуации может служить интегральное уравнение с операто-
ром Лалеску Al [27, c. 165]: 

ሻݔሺݑ௟ܣ ൌ න ሾ ଴݂ሺݔ, ሻݏሺݑሻݏ ൅ ଵ݂ሺݔ, ሻݏଶሺݑሻݏ ൅ ⋯൅ ௡݂ሺݔ, ݏሻሿ݀ݏ௡ሺݑሻݏ
஽

 

где ௜݂ሺݔ,  .ሻ - ограниченная или интегрируемая с некоторой степенью функцияݏ
В случае, когда подынтегральная функция, определяющая операторы H0, H1, содержит су-

щественно нестепенные нелинейности, то, вообще говоря, данные операторы не будут даже опре-
делены на всех функциях пространства Lp. Например, если  

ሻݔሺݑଵܣ ൌ ׬ ,ݔሺܭ ୈݕሻ݁௨ሺ௬ሻ݀ݕ                                         (10) 
где ܭሺݔ, ሻݕ ൐ ݉ ൐ 0, ሺݔ,  ሻ, то в каждом Lp найдётся такая функция u(y), что K(x,y)eu(y) при каждом xܦ	߳	ݕ
будет неинтегрируемой по y [28, c.68]. Подчеркнём, что уравнения с оператором вида (10) впервые бы-
ли рассмотрены Г. Брату в 1910 году [29, c. 897] и впоследствии они  стали носить его имя ( см., напри-
мер, [30, c. 414). В СССР о работах Брату и Лалеску долгое время почти ничего не было известно. 

Таким образом, задача построения такого функционального пространства E, в котором 
действуют нелинейные операторы H0, H1 и являются в нём вполне непрерывными, с середины 
1930-х гг. стала одной из наиболее актуальных в теории нелинейных интегральных уравнений [28, 
c.60]. В указанном контексте к задачам с оператором вида (10) достаточно долго не могли найти 
подход. Ситуация поменялась с опубликованием статьи А. Цанена, вышедшей в 1946 г., в которой 
он использовал новый тип банаховых пространств, введённых в 1932 г. В. Орличем, для рассмот-
рения линейных интегральных операторов с неинтегрируемым в пространстве Lp ядром K(x,y) [31]. 

Примеры появления уравнений Гаммерштейна и Урысона в физических задачах 

Одним из источников возникновения интереса к нелинейным интегральным уравнениям 
были нелинейные дифференциальные уравнения, в частности, уравнение Пикара (1). Переход к 
соответствующему интегральному уравнению с помощью функции Грина линейной задачи был 
известен с начала XX в. [9]. Характерным примером из механики, приводящем к уравнению вида 
(1), была задача о колебаниях маятника 

݀ଶݕ
ଶݔ݀

൅ ݇ଶݕ݊݅ݏ ൌ 0, 

хорошо известная европейским учёным того времени [32, c. 424]. 
  Более перспективной с точки зрения приложений была задача описания волнового движе-
ния тяжёлой жидкости, приводящая непосредственно к уравнению Урысона. Она была решена 
А.И Некрасовым в 1920-е гг. (подробности см. в [33]) и получила своё развитие в работах Н.Н. 
Назарова [34, c. 493-494]. 

В конце 1930-х – начале 1940-х гг. начала формироваться математическая теория    горе-
ния. У её истоков стояли известные советские физики Я.Б. Зельдович и Д.А. Франк-Каменецкий 
[35]-[36].  При создании математической модели они опирались на результаты А.Н. Колмогорова6,   
И.Г. Петровского и Н.С. Пискунова [37], датируемые 1937 годом, в которых рассматривалось урав-
нение диффузии с нелинейной правой частью 

ݒ߲
ݐ߲

െ ݇
߲ଶݒ
ଶݔ߲

ൌ  ሻݒሺܨ

где F(v) - функция вида kv(1-v), k>0, определённая на отрезке [0,1]. 
Описывая стационарный процесс горения и теплового взрыва в плоских и цилиндрических 

сосудах в рамках указанной теории, Франк-Каменецкий получил задачу Дирихле для полулиней-
ного уравнения Лапласа : 

ߠ∆  ൌ െܨሺߠሻ,                                            (11) 
ௌ|ߠ ൌ 0,                                                     (12) 

                                                 
5 Работа была опубликована в 1954 году. 
6 Справедливости ради следует отметить, что Колмогорову здесь принадлежало описание физической моде-
ли, а математическая теория была разработана в основном его соавторами [38]. 



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ           Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46 
 ________________________________________________________________   

 

 

98 

где ߠ ൌ ,ݔሺߠ ,ݔሻ - безразмерная температура; ሺݕ -ሻ - скорость теплоߠሺܨ ;S - граница области D ,ܦሻ߳ݕ
выделения, равная 2݁ఏ при тепловом взрыве [39, c. 124], и имеющая вид некоторой выпуклой 
функции при тепловом распространении пламени [39, c. 236]. 

Математическая теория горения и взрыва также продолжила своё развитие в работах дру-
гих учёных (подробную библиографию см. в [39]). С определённого момента пришло понимание 
необходимости доказывать теоремы существования решения задачи (11)-(12) и выявлять их каче-
ственные свойства для широкого класса функций ܨሺߠሻ. Если допускать возможность появления 
разрывных решений задачи (11)-(12), то более естественным был бы переход к уравнению Гам-
мерштейна посредством функции Грина7 с последующим рассмотрением его в пространствах сум-
мируемых функций. Но для функций вида ܨሺߠሻ= ݁ఏ пространства Lp не подходили; в этом случае 
единственно приемлемым классом функций был класс Юнга так называемых "сверхсуммируемых" 
функций [40], преобразованный Орличем, после соответствующего согласования свойств сходи-
мости и интегрируемости, в пространство его имени (см. следующий параграф). Однако, указан-
ный функционально-аналитический подход ещё не нашёл широкого распространения (даже среди 
математиков), поэтому при исследовании задачи (11)-(12) до середины 1960-х гг. преобладали чис-
ленные методы8. С другой стороны, результаты Франк-Каменецкого, Зельдовича и их последова-
телей до конца 1950-х гг. были вне поля зрения математиков9 и разработка теории интегральных 
уравнений Гаммерштейна и Урысона диктовалась (как это часто бывает) главным образом внут-
ренней логикой развития предмета.  

Пространства Орлича 

Прежде, чем перейти непосредственно к предмету нашего рассмотрения, сделаем несколь-
ко предварительных замечаний. 

В. Орлич (1903-1990) - выпускник Львовского университета, ученик Банаха, стажировался в 
Гёттингене в 1929-1931 гг. под руководством Э. Ландау. В  середине 1930-х он перешёл в Познань-
ский университет, где основал получившую известность математическую школу. В тот же период у 
Ландау также стажировался ученик Г. Штейнгауза З. Бирнбаум. За недолгий период сотрудниче-
ства  Орлича с Бирнбаумом ими была написана большая работа "Об обобщении понятия взаимно 
сопряжённых потенциалов" [43]. Она была представлена в редакцию  Studia Mathematica в октяб-
ре 1930 г. и с некоторыми добавлениями опубликована в следующем году. Главным результатом 
этой работы является всестороннее рассмотрение и углубление свойств восходящих к Юнгу  N-
функций (определение см. ниже) с точки зрения их использования в задачах  интегрируемости и 
сходимости, после чего Орлич смог обобщить пространство Lp (работы [44]-[45])10. 

Непрерывная выпуклая функция  M(u) называется N-функцией11 , если она чётна и удовле-
творяет условиям [46, с. 497] 

ሺ0ሻܯ	 	ൌ 	0; lim|௨|→଴
ெሺ௨ሻ

|௨|
=0; lim|௨|→ஶ

ெሺ௨ሻ

|௨|
ൌ ∞. 

Две N-функции, M(u) и N(v) считаются дополнительными друг к другу, если их производ-
ные являются взаимно-обратными монотонными функциями.  

 Простейшим примером пары дополнительных N-функций могут служить функции ܯሺݑሻ ൌ
|௨|೛

௣
, 

ܰሺݒሻ ൌ
|௩|೜

௤
, если 

ଵ

௣
൅

ଵ

௤
ൌ 1 [43, c.10]. 

   В  статье [44]  Орлич ввёл в рассмотрение классы суммируемых функций LM, у которых вместо 
степенной функции под знаком интеграла фигурировала N-функция M(u). Необходимость в такого 
рода рассмотрении стала возникать в теории рядов, когда при нахождении коэффициентов Фурье дан-
ной функции f(x) по тригонометрической системе, f(x) не принадлежала пространствам Lp [49]. 

Принадлежность функции  u классу LM  определялась конечностью величины ߩெሺݑሻ ൌ

׬ ݔሻ൯݀ݔሺݑ൫ܯ
௕
௔ . 

Норма в LM была введена Орличем в работе [45], как 

                                                 
7 Как это сделал в несколько более общем случае А. Гаммерштейн [23, c.124]. 
8 Одной из первых работ в направлении качественных методов исследования (11)-(12) в исходной постанов-
ке можно считать [41]. 
9 Ситуация начала меняться только после выхода большой статьи И.М. Гельфанда в УМН [42]. 
10 Подробную историю создания пространства Орлича см. в [47, с.104-111], [48]. 
11 Подобные функции также находят своё применение в приложениях. В частности, если  в задаче теплового 
взрыва(11)-(12) ܨሺߠሻявляется N-функцией, то её решения являются устойчивыми к малым возмущениям 
[41]. 
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௅ಾ‖ݑ‖ ൌ supఘಿሺ௩ሻஸଵ ׬ ݔ݀ݒݑ
௕
௔ ,                                           (13) 

Здесь  M(u) - N-функция;  N(v) - дополнительная к M(u) функция. Функции  u, входящие  
в (13) должны удовлетворять условию  ߩெሺ݇ݑሻ ൏ ∞ для некоторого k>0 [45, с.93]. 

Отметим, что нормированное пространство Орлича,  порождённое  функцией ܯሺݑሻ ൌ
|௨|೛

௣
 

совпадает с Lp  [44, с.214]. 
Получившееся банахово пространство было обозначено Орличем через ܮெ

∗ . Его сепара-
бельность и рефлексивность была доказана Орличем при условии, что данное пространство по-
рождено функциями, удовлетворяющими так называемому ∆ଶ- условию при больших u [44, с.210]: 

 k∈R M(2u)kM(u) для |ݑ| ൒ ܽ                        (14) 
В предположении о гладкости функции M(u) ∆ଶ- условие равносильно тому, что функция 

M(u) растёт не быстрее степенной (это было отмечено ещё в 1928 г. Дж. Бёркилем [50, c.494]). В 
качестве примера такой функции можно привести [43, с.30] 

ሻݑሺܯ ൌ |ఈሺ|ݑ| ln |ݑ| |൅1ሻ, ߙ ൐ 1                                      (15) 
На основе построенной Орличем теории пространств ܮெ

∗  ,  удовлетворяющих ∆ଶ- условию,  
Цанену удалось доказать полную непрерывность линейных интегральных операторов с неограни-
ченными ядрами, интегрируемыми с некоторыми N-функциями [31].  

Использование пространств Орлича в теории нелинейных интегральных уравнений 

С нелинейными интегральными операторами дело обстояло сложнее.  Если для степенных 
нелинейностей оператора Гаммерштейна хорошо подходили пространства Lp [51], то для неполи-
номиальных, (например экспоненциальных) как уже было отмечено (см. (9)), данные простран-
ства оказались недостаточными.  

В начале 1950-х гг. на одном из семинаров в Киевском НИИ математики Б.И. Коренблюм 
сообщил М.А. Красносельскому и Я.Б. Рутицкому о новом функциональном  
пространстве, введённом Орличем - пространстве ܮெ

∗   [52, c. 143]. Возникла идея использовать их 
для замены Lp в схеме исследования уравнений Урысона и Гаммерштейна с сильными нелинейно-
стями. Однако здесь обнаружилась проблема:  ∆ଶ -условие, обеспечивающее "хорошие"  свойства 
пространств Орлича (рефлексивность, сепарабельность, теорему о представлении линейных функ-
ционалов и т.п.), не позволяло использовать эти пространства для исследования разрешимости 
интегральных уравнений с существенно нестепенными нелинейностями. 
  Таким образом, появилась необходимость отказаться от ограничительного ∆ଶ- условия и 
произвести реконструкцию теории пространств Орлича на основе новой классификации N-
функций, определяемой их поведением на бесконечности. На этом пути Красносельский и Рутиц-
кий сначала выделили из множества N-функций подмножество, состоящее из функций, растущих 
быстрее любой степенной. Это подмножество задавалось так называемым ∆ଷ- условием [53, c. 23]. 
N-функция M(u) удовлетворяет ∆ଷ- условию, если 

 ሻ                                                       (16)ݑሺܯ|ݑ|~ሻݑሺܯ
Ясно, что функция uM(u) растёт не медленнее M, так что ∆ଷ- условие означает, что умножение на 
аргумент не порождает более "быстрорастущий" класс, что уже означает быстрый рост [54, c. 16]. 
∆ଷ- условию удовлетворяет, например, функция 

ሻݑሺܯ ൌ ሺ1 ൅ ሻ୪୬ሺଵା|௨|ሻ|ݑ| െ 1. 
N-функции M1(u) и M2(u) называются эквивалентными  (M1(u) M2(u)), если существуют такие 
числа k1, k2, что при ݑ ൒  ଴  выполнены неравенстваݑ

ሻݑଵሺ݇ଵܯ ൑ ሻݑଶሺܯ ൑  ሻ.                                                (17)ݑଵሺ݇ଶܯ
Из класса N-функций, удовлетворяющих	∆ଷ- условию, были выделены более узкие классы 

функций, имеющих экспоненциальные нелинейности [53, c. 25]. N-функция M(u) удовлетворяет Δ2 
- условию, если 

 ሻ.                                                        (18)ݑଶሺܯ~ሻݑሺܯ
Это условие означает, что существуют b>0,  ݑ଴ ൒ 0, такие, что [55, c.40] 

ሻݑଶሺܯ ൑ ݑ				,ሻݑሺܾܯ ൒  .଴ݑ
Δ2 - условию удовлетворяет, например, функция  

ሻݑሺܯ ൌ ݁|௨| െ |ݑ| െ 1. 
Основой для введения именно такой классификации явилось, по-видимому, то, что при определе-
нии нормы Орлича участвуют функции, дополнительные друг к другу -  M(u) и N(v). К моменту 
создания пространств ܮெ

∗   имелось два типа условий -  ∆ଶ и ∆ᇱ		(см. ниже). Новая классификация 
могла стать более удобной и удачно восполнить имеющуюся, если бы она не потребовала введения 
новых категорий N-функций, помимо уже существующих. Поскольку функции, удовлетворяющие  
∆ଷ- условию дополняются функциями, удовлетворяющими ∆ଶ - условию [53, c. 24], а функции, удо-
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влетворяющие Δ2- условию, дополняются функциями, удовлетворяющими ∆ᇱ - условию12,  то полу-
ченная градация N - функций вполне вписывается в теорию пространств Орлича, не нарушая пер-
воначального замысла её основателей. 

Поскольку основная цель построения новой теории пространств Орлича  на начальном 
этапе - доказательство теории существования нелинейных интегральных уравнений на основе 
принципа Шаудера, применительно к оператору Гаммерштейна  выстраивалась следующая логи-
ческая цепочка: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Так как широко известный признак Колмогорова компактности семейств функций в простран-
ствах Lp основан на возможности приближения функций этого семейства ограниченными функци-
ями, имело смысл рассматривать множество таких функций и в пространствах Орлича. Идя по 
этому пути, Красносельский и Рутицкий выделили в ܮெ

∗   подпространство EM - замыкание в 
ெܮ
∗ 	множества ограниченных функций, которое обладает целым рядом полезных свойств (сепара-
бельность, линейность, теорема о представлении линейных функционалов). Кроме того, с помо-
щью EM удалось ввести новый вид сходимости, относительно которой пространство Орлича оказа-
лось слабо полно и  слабо компактно13  [53, c. 30]. А именно, последовательность функций  
ሻݔ௡ሺݑ ∈ ெܮ

∗  была названа (о)-слабо сходящейся, если последовательность чисел 

݈ሺݑ௡ሻ ൌ න ݔሻ݀ݔሺݒሻݔ௡ሺݑ
஽

 

сходится ∀ݒሺݔሻ ∈  .ேܧ
Вернёмся к нелинейным интегральным уравнениям. В рамках переработанной теории про-

странств Орлича Красносельскому и Рутицкому удалось сформулировать условие полной непре-
рывности операторов Гаммерштейна в ܮெ

∗  с нелинейной частью, удовлетворяющей условию Кара-
теодори и неравенству 

|݂ሺݔ, |ሻݑ ൑ ܾሺݔሻ ൅ ܴሺ|ݑ|ሻ, ݔ ∈ ,ܦ ݑ ∈ ሺെ∞,൅∞ሻ   (19) 
где R(u) - положительная, монотонно возрастающая при ݑ ൒ 0, непрерывная функция; ܾሺݔሻ 	∈  ேܮ
[56, c. 95]. При этом функция K(x,y) должна быть M(u)-интегрируемой функцией по совокупно-
сти переменных: 

׬ ׬ Мሾߙ	ܭሺݔ, ࡰࡰݕ݀ݔሻሿ݀ݕ ൏ ∞     ∀α >0.                           (20) 
Получение достаточных условий полной непрерывности оператора H1 в пространствах Орлича 
было проведено аналогично тому, как это делалось для  пространств  Lp [57, c. 68]: 

а. вывод условий непрерывности и ограниченности оператора Немыцкого f, действующего из 
ெܮ
∗  в ܮெభ

∗ ; 
б. определение условий полной непрерывности линейного интегрального оператора ݑܣሺݔሻ ൌ

׬ ,ݔሺܭ ஐݕሻ݀ݕሺݑሻݕ ,		действующего из ܮெభ
∗ 	в ܮெమ

∗ . 
 Отметим, что для оператора f, действующего из ܮெభ

∗ 	в ܮெమ
∗ было получено неравенство, аналогичное (9): 

,ݔଶሾ݂ሺܯ ሻሿݑ ൑ ܽሺݔሻ ൅ ሻݔሻ, где ܽሺݑଵሺܯܾ ∈ ,ଵܮ ܾ ൐ 0. 
Его можно интерпретировать, как ограничение на рост функции f(x,u) по переменной u. 

Красносельским и Рутицким было доказано, что достаточные условия полной непрерывно-
сти H1 в пространстве Орлича зависит от скорости роста функции R(u) на бесконечности. Для 
ܾሺݔሻ ≡ ܾ ൌ  :они имеют следующий вид	ݐݏ݊݋ܥ

                                                 
12 Функция M(u) удовлетворяет ∆ᇱ- условию при больших значениях аргумента, если ∃	ܳ ∈ ሻݒݑሺܯ:ܴ ൑
|ݑ| ሻ дляݒሺܯሻݑሺܯܳ ൒ ܽ, |ݒ| ൒ ܽ. Это условие было введено Р. Купером и использовано З. Бирнбаумом и В. 
Орличем при выводе необходимого и достаточного условия M(u) - интегрируемости произведения двух 
функций [43, c. 45]. 
13 Это помогло доказать полную непрерывность оператора А с неограниченными ядрами  K(x,y) [58, c. 30]. 

Выявление условий, когда оператор (4) вполне непрерывен 

Получение признаков компактности семейств функций  
в пространствах Орлича 

Использование признака компактности Колмогорова в каче-
стве ориентира 
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Если выполняются условия (19)-(20); функция M(u) удовлетворяет 	∆ଷ или Δ2 - условию, 
а  R(u) имеет подчинённый M(u) порядок роста, тогда оператор  H1 вполне непрерывен в неко-
тором шаре пространства ܮெ

∗  [56, c.95-96]. 
В качестве примера того, как работают указанные условия можно взять оператор (10) с не-

линейностью f(x,u)=ec|u| , ядро K(x,y)=ඥ݈݊|ݔ െ ,ݔ при |ݕ ݕ ∈ ሾܽ, ܾሿ; 	ܿ ∈ ܴ	и пространство Орлича ܮெ
∗ , 

порождённое функцией  M(u)=݁௨
మ
െ 1 [57, c. 231]. В этом случае оператор (10) будет вполне непре-

рывным оператором в некотором шаре ܮெ
∗ . 

В рассмотренных случаях функция M(u) росла быстрее некоторой степенной функции при 
ݑ → ∞. Это означало, что ядро K(x,y) принадлежало некоторому пространству Lpሺܦ ൈ -ሻ. Красноܦ
сельский и Рутицкий нашли возможность отказаться от этого условия, предполагая, что неравен-
ство (20) может выполняться  для функций M(u), растущих медленнее, чем |ݑ|ఌ ∀ሺߝ ൐ 1ሻ (то есть 
удовлетворяющих ∆ଶ - условию). При этом получилось, что главная часть функции f(x,u) должна 
мажорироваться (при больших u) очень медленно растущей функцией: 

ܴሺݑሻ ൏
௖ெሺ௨ሻ

௨
      (21) 

где C>0 - некоторая постоянная. 
Условие (21) оказалось достаточным для того, чтобы оператор H1 был вполне непрерывным в неко-
тором пространстве Орлича [56, c.98-99]. 

Иллюстрацией вполне непрерывного оператора Гаммерштейна со "слабой"  нелинейно-
стью может служить оператор 

ሻݔሺݑଵܪ ൌ ׬ ,ݔሺܭ ሻݕ ݈݊ሺ1 ൅ ሻ|ݑ| ݕ݀
௕
௔                    (22) 

где K(x,y) удовлетворяет неравенству 

׬ ׬ ,ݔሺܭ| |ሻݕ ݈݊ሺ1 ൅ ,ݔሺܭ| ሻ|ሻݕ ݕ݀ݔ݀ ൏ ∞
௕
௔

௕
௔ , 

а функция M(u) равна |ݑ|݈݊ሺ1 ൅  .ሻ [56, c.103]|ݑ|
При выполнении условия полной непрерывности оператора H1 в пространстве ܮெ

∗  доказа-
тельство теоремы существования решений уравнения (4) не вызвало больших затруднений. То, что 
оператор ܪߣଵ переводит шар пространства ܮெ

∗ : 
ሻߠఘሺܤ  ൌ ሼݑሺݔሻ ∈ ெܮ

∗ ∶ ெ‖ݑ‖ ൑ -было показано Красносельским и Рутиц ,ߣ в свою часть при малых	ሽߩ
ким с использованием непрерывности оператора Немыцкого в ܮெ

∗  и некоторых свойств N-функций    
[56, c.115-116]. 

Перейдём к уравнению Урысона (5). Его разрешимость была установлена по тому же алго-
ритму, что и для уравнения (6) [57,§ 19]: 

1) получение условий полной непрерывности оператора H0  

ሻݔሺݑ଴ܪ ൌ නߣ ,ݔሺܭ ,ݕ ݕሻሻ݀ݕሺݑ
ୈ

 

2) применение принципа Шаудера. 
Условия полной непрерывности H0 для функции K(x,y,u), удовлетворяющей неравенству  

,ݔሺܭ| ,ݕ |ሻݑ ൑ ݇ሺݔ, ሻݔሻሾܽሺݕ ൅ ܴሺ|ݑ|ሻሿ,			ሺݔ ∈ ,ܦ ݑ ∈ ሺെ∞,∞ሻሻ                   (23) 
включают в себя ограниченность ядра: 

݇ሺݔ, ሻݕ ∈ ெܧ ൈ  ெ                                          (24)ܧ
и естественные предположения: 

                          ܽሺݔሻ ∈ ேܮ
∗ ; R(u)                                                                      (25) 

неотрицательная возрастающая функция,  имеющая подчинённый M(u) порядок роста.  
         
Соответствующая теорема формулируется (и доказывается) подобно тому, как это было сделано 
для оператора H1 [59, с. 364].  
При выполнении условий (23)-(25) и ∆′- условия на дополнительную к M(u) функцию оператор 
Урысона H0 вполне непрерывен в некотором шаре пространства ܮெ

∗  где M(u)-  N - функция, удо-
влетворяющая 	∆ଷ или Δ2 -условию. 

Теорема существования решений в пространстве ܮெ
∗   в условиях полной непрерывности 

оператора  H0  была доказана Красносельским и Рутицким для уравнения  

ሻݔሺݑ ൌ ߣ ׬ ,ݔሺܭ ,ݕ ୈݕሻሻ݀ݕሺݑ                            (26) 
при достаточно малых ߣ. 

В качестве примера нелинейного ядра для (26) можно взять функцию 
,ݔሺܭ ,ݕ ሻሻݕሺݑ ൑ | ݈݊ ݎ |ଵିఉబ݁ఈ|௨|,     (27) 

где r - расстояние между точками ݔ, ݕ ∈ ሾܽ, ܾሿ. 
Тогда уравнение (26) имеет решение в ܮெ

∗  где ܯሺݑሻ- любая функция вида ݁|௨|
భశഁ

െ 1,	где 0 ൏ ߚ ൏   ଴ߚ
[57, с. 239-241]. 

Случай "слабых" нелинейностей мало отличается от случая, рассмотренного для оператора H1. 
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Заметим, что условия существования решений у уравнений Урысона и Гаммерштейна, по-
лученные с применением пространств Орлича, отличаются от аналогичных условий, возникающих 
при использовании пространств C и Lr (см. предыдущий раздел). Как уже упоминалось выше14, это 
связано с тем, что в пространствах Орлича действуют и вполне непрерывны такие операторы H0 и 
H1, которые не действуют в пространствах непрерывных функций и функций, интегрируемых со 
степенью r. Так, в двух последних примерах операторы H0 и H1 нельзя рассматривать без дополни-
тельных предположений в пространствах Lr в последнем из них по причине "сильной" нелинейно-
сти оператора Урысона (см.(27)), а в предпоследнем - по причине того, что ядро оператора Гам-
мерштейна K(x,y) может иметь "сильные" особенности (см.(22)) [57, с. 241-242]. 

Подчеркнём, что Красносельский настолько глубоко приобщился к идеям Орлича, связан-
ным с  N - функциями, классами LM и пространствами ܮெ

∗  и сумел так квалифицированно развить 
данную теорию в направлении её использования в решении нелинейных интегральных уравнений, 
что вскоре после выхода монографии  [57] Выпуклые функции и пространства Орлича его стали 
считать вторым (!!) после Орлича специалистом по теории пространств Орлича [60, c. vii]15. 

Заключение 

Теория нелинейных интегральных уравнений, зародившись в начале XX в. из уравнений 
равновесия вращающейся жидкости Ляпунова-Шмидта, к началу 1930-х гг.  обогатилась двумя 
новыми объектами для исследований - уравнениями Урысона и Гаммерштейна. К ним и было 
приковано основное внимание исследователей до начала 1960-х гг. Параллельно шло развитие 
теории линейных уравнений в банаховых пространствах, на которую стали опираться специалисты 
по нелинейному анализу. Использование аппарата теории линейных интегральных уравнений при 
поиске решений нелинейных интегральных уравнений, начатое ещё Ляпуновым, оставалось ос-
новным приёмом при доказательстве разрешимости последних до конца 1950-х гг. 

Оказалось, что в конце 1930-х гг. была построена стационарная теория горения и теплового 
взрыва, задачи которой приводились к уравнению Гаммерштейна с сильными нелинейностями, 
что могло бы дать дополнительный стимул к активизации исследований в области нелинейных 
интегральных уравнений. Но, к сожалению, результаты Зельдовича и Франк-Каменецкого не по-
пали в то время в круг научных интересов математиков, специализирующихся на уравнениях Гам-
мерштейна и Урысона в СССР, поэтому эволюция соответствующих физических и математических 
теорий происходила  параллельно по законам их внутренней логики развития. 

В процессе «разворота» теории операторов в сторону решения нелинейных интегральных 
уравнений пришлось переосмыслить понятия  компактности и  непрерывности, создать специ-
альные приёмы для расщепления операторов Гаммерштейна и Урысона. На этом пути были сфор-
мулированы и доказаны теоремы существования для нелинейных уравнений, порождённых 
вполне непрерывными операторами. Методика использования оператора суперпозиции f(x,u(x)), 
предложенная Немыцким для исследования нелинейных операторов, действующих в простран-
ствах C и Lp и развитая в дальнейшем Красносельским для операторов, действующих в ܮெ

∗ ,  приме-
нялась также Вайнбергом в контексте вариационных методов решения нелинейных интегральных 
уравнений и систем [18]. Практически сразу она нашла своё применение и в зарубежных исследо-
ваниях, проводимых в Японии [61], Франции [62] и других странах (обзор результатов и библио-
графия по данной теме хорошо представлены в [63]). 

Значительным шагом вперёд в развитии нелинейного функционального анализа стало ис-
пользование пространств Орлича для исследования нелинейных интегральных уравнений с 
сильными нелинейностями. После доклада М.А. Красносельского и Я.Б. Рутицкого на заседании 
Московского математического общества в 1954 г. [56], данная идея была достаточно быстро рас-
пространена московскими математиками (М.И. Вишиком [64] и Ю.А. Дубинским [65]) на нели-
нейные дифференциальные уравнения, а через них пришла и за границу [66]. Отметим, что при 
доказательстве разрешимости соответствующих нелинейных краевых задач использовалась тех-
ника, основанная на теоремах вложения Соболева [67], что привело в итоге к необходимости со-
здания нового типа функциональных пространств - пространств Соболева-Орлича16. 

Опубликование монографии Красносельского и Рутицкого [57]  стимулировало исследования 
по теории пространств Орлича. В результате эти пространства стали применяться в теории функций, в 
гармоническом анализе, в теории вероятностей, в математической статистике, в теории интерполяций, 

                                                 
14 См. пояснения к формуле (10). 
15 В этой связи ему (вместе с Орличем) была посвящена монография известных на западе учёных М.М. Рао 
(США) и З.Д. Рена (КНР)  Применение пространств Орлича, опубликованная в 2002 г. в издательстве 
"Marcel Dekker". 
16 В них были задействованы классы Орлича. 
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в теории  симметричных пространств, в эргодической теории, в теории мартингала, в теории риска и 
т.д. Следует отметить, что указанная монография была переведена и издана в США и Индии, что гово-
рит о той значимости, которую имели эти результаты. Проведённые за 25 лет исследования17 (1935-
1960 гг.) по теории нелинейных интегральных уравнений вовлекли в научную работу в данной области 
функционального анализа сотни математиков (см., например, [4], [13], [68]). 
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Abstract. In the present work, the dynamic theory of coherent X-radiation generated by a relativistic electron 
crossing the multilayered medium in the direction of the electron velocity vector is developed in Bragg scattering ge-
ometry for general case of asymmetric reflection. The comparison of the analogous radiation generated by a relativ-
istic electron in the single crystal medium is made. The developed theory predicts the existence condition for the radi-
ation and describes its spectral and angular characteristics. 

 
        Keywords: Relativistic electron; periodic layered target; coherent X-radiation dynamic theory   
 

1. Introduction 

Traditionally, the relativistic particle radiation in a periodic lamellar structure was considered as 
resonance transition radiation (RTR) [1, 2]. Significant contribution to the study of X-ray transition radia-
tion was made by a group of physicists from Japan [3-5].  

In the work [4] for the first time the periodic target consisting of plates of several hundred nanometers 
thick was used and the energy of the radiated photons was of 2-4 keV for the fundamental harmonic. The au-
thors of [4] assert that the radiation intensity obtained in this experiment exceeds the synchrotron radiation 
intensity achievable on the modern electron accelerators. A theoretical description of RTR in the above-
mentioned media was presented in the work [6]. Subsequently in the work [7] the RTR of the relativistic elec-
tron in a layered medium was considered together with parametric X-radiation (PXR). In the work [8] analo-
gous with the coherent X-radiation in a single crystal medium [9-12], the radiation in a multilayered periodic 
structure was considered in the dynamic approximation as the scattering of the pseudo photons of the relativ-
istic electron coulomb field in the amorphous layers of the structure. In [8] the coherent radiation in a periodic 
multilayered structure was considered for the first time as the result of the contribution of two radiation mech-
anisms, namely PXR and diffracted transition radiation (DTR).   

The theory of the radiation of the relativistic electron in layered periodic media [8] describes 
properly the experimental data presented in the same work [13]. The data were obtained in the experi-
ment, where the structure was used with the layers of about 1 nanometer thick, and the photons were gen-
erated with energy of about 15 keV. A detailed comparison of the theory [8] and the experiment [13] are 
presented in the work [14].  

It's necessary to note that in all the cited works the radiation process in a layered medium was 
considered in Bragg geometry only for the case of symmetric reflection, where the angle between target 
surface and reflecting planes/ (layers) is equal to zero. Later, in our works [15-16] the dynamic theory of 
coherent X-radiation by the relativistic electron, crossing a layered medium in Laue geometry for the gen-
eral case of asymmetric reflection of the relativistic electron coulomb field in respect to the entrance sur-
face of the target was built. It was clarified in these works that the radiation yield in a periodic layered tar-
get significantly exceeds the yield in the crystal and the additional opportunity of the yield increase by 
means of the choice of optimal reflection asymmetry was shown.   It was revealed in these works that the 
radiation yield in the periodic layered target significantly exceeds the yield in the crystalline one, and the 
additional opportunity of the yield increase by the choice of the optimal reflection asymmetry was proved. 

The theory of parametric X-radiation (PXR) of a relativistic charged particle in a single crystal medium 
forecasts the radiation not only in the Bragg direction, but also in the direction along the particle velocity vector 



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ           Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46 
 ________________________________________________________________   

 

 

108 

(FPXR) [17-19]. FPXR is a result of the dynamic diffraction of pseudo photons of the particle coulomb field on 
the atomic planes in the crystal. The attempts of the experimental study of FPXR are known [20-24], but the 
first report about FPXR detection in the crystal target was recently made in the work [24]. The detailed theo-
retical description of the dynamic effect of FPXR and accompanying background of transition radiation (TR) in 
a crystal in the case of symmetric reflection was provided in the works [25-27].  

The general case of asymmetric reflection was presented in FPXR theory built in Laue scattering 
geometry [28] and in a theory of transition radiation (TR) built in Bragg geometry [29].  

In the present work the dynamic theory of the coherent radiation along the velocity of the relativ-
istic electron crossing the periodic layered medium in Bragg scattering geometry was built for general case 
of asymmetric reflection, when the reflecting layers in the target are situated under a free angle relative to 
the target surface (symmetric reflection is a special case of the reflection). The expressions for spectral-
angular characteristics of FPXR and TR in a periodic layered medium are derived on the basis of two wave 
approximation of the dynamic diffraction theory. 

2. Radiation amplitude 

Let us assume that a relativistic electron with the velocity V passes through the multilayered 
structure, which consists of periodically situated amorphous layers of the thicknesses a and b ( baT 
– the structure period). The substance of the layers a and b have the dielectric susceptibility a  and b  
correspondently (fig.1).  

 
 

Fig. 1. The radiation process geometry and table of notations for the using magnitudes. 

  and   are the radiation angles, B  is the Bragg angle (the angle between the electron velocity V  and 

the layers of the target),   is the angle between the target surface and the layers of the target,  k  and gk  are the 

wave vectors of the incident and diffracted photons 
 

 For studying the electromagnetic radiation accompanying this process we will use the two-wave 
approximation of the dynamic diffraction theory. Let us consider the Fourier image of the electromagnetic field  

                                      krrErkE ititddt    exp),(  ),( 3  .   (1) 

As the relativistic particle coulomb field could be represented practically as transverse, the inci-

dent ),(0 kE  and the diffracted ),( kE g electromagnetic waves are determined by two amplitudes 

with different values of transverse polarization:  
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where the vectors )1(
0e and )2(

0e  are perpendicular to the vector  gkk g  . The vectors )2(
0e , )2(

1e  

lie in the plane of vectors  k  and gk  ( -polarization) and the vectors )1(
0e  and )1(

1e are normal to it ( -

polarization).   The vector g  is analogous to the reciprocal lattice vector in the crystal, and it is perpen-

dicular to the layers and its length is n
Т

g
2

 , ,...2,1,0 n  

The system of equations for the Fourier image of the electromagnetic field in two-wave approxi-
mation of the dynamic diffraction theory is as follows: 

  













,0))1((
),(8))1((

)(2
0

2)(
0

),(2

)(2)(),(2)(
0

2
0

2

sss

ssss

EkEC
VPieECEk

ggg

gg kV
                (3) 

where g , g  are the coefficients of Fourier expansion of dielectric susceptibility in the  recipro-

cal lattice vector g :  

  
g

gg
g

g grgrr )exp()()()exp()(),( iii .                           (4) 

The quantities ),( sС  and )( sP  are defined in (3) as follows: 
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)(  μe ssP ,  sin)1(P ,  cos)2(P ,   (5) 

 

where 2/VVkμ   is a component of the momentum of the virtual photon, which is per-

pendicular to the particle velocity V  ( V/ , where  <<1 is  the angle between vectors k  and V
), B  is the Bragg angle,   is azimuthal radiation angle, counted from the plane formed by the velocity 

vector V  and g vector perpendicular to the reflecting layers. The magnitude of the vector g  can be ex-

pressed by the Bragg angle B  and the Bragg frequency B : Vg BB /sin2  . The angle between vec-

tor 2V

V
 and the incident wave vector k  is notated as  , the angle between vector gV

2V


 and the 

wave vector of the  diffracted wave gk  is  notated as    . The system of equations (3) with 1s  and 

2  describes the  -polarized fields. In this case, 2   if 2
2  B ,  otherwise 1 .               

The quantities  0  and g  in this periodic structure are nominated as follows: 
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The following expressions will be obtained from (6) and will be used further: 

                                                                       ba T

b

T

a
0                                                                  (7a) 

                                                                 ba T

b

T

a
   0 ,                                                                     (7b) 

                                                             abgT

ga










 
2

sin2
Re gg ,                                          (7c) 



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ           Серия Математика. Физика. 2017 № 6(255). Выпуск 46 
 ________________________________________________________________   

 

 

110 

                                                            abgT

ga

  








 
2

sin2
Im gg                                             

(7d) 
Solving the following dispersion equation (8) which is obtained from system (3) by means of 

standard methods of the dynamical theory of X-ray scattering of waves in a crystal  

                                    0))1()()1(( 2)(42
0

22
0

2  
sCkk ggg ,                            (8) 

we will obtain projections of the wave vectors  k and gk . 

Let us search projections of the wave vectors k and gk  in the following form: 

 
0

0

0

0
0 coscos2
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





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xk ,                                                        (9a) 
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
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coscos2

cos 0
xk .                                                      (9b) 

We will use the known expression connected to the dynamic additions 0  and g : 
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 g
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where 












0
0 1 g

, )(1 22
2 kk 


 g , 00 cos  , gg  cos , 0  is the angle be-

tween the incident wave vector k and the normal to the plate (target) surface n , g - the angle between 

the wave vector gk  and vector n (see fig.1). 

Let us find the wave vectors k  and gk  

                                     001 k , gg  01k .                                                        (11) 

Taking into account that 0|| sin k , gg  sin||k , we will obtain: 
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Since the dynamic additions are small (  0 , g ), it can be shown that  (see 

fig.1) and we will further designate these both angles as  . 
 
It is convenient to represent the solution of the system (3) for the incident field of the periodic 

structure in the following form: 
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where 






 




2
0

22
*
0 , 

21/1 V is Lorentz factor of a particle, 
)1()(

0
sE and 

)2()(
0

sE

are free incident fields in the concerned media.   
For the field in a vacuum before the periodic structure, the solution of system (3) can be repre-

sented in form: 
 

                                              *
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00
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0 2
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
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E .                          (14) 

The expression for the field in the vacuum behind the target can be written as: 
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s

IIvacs E
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E  (15) 

where RadsE )(
0  is the amplitude of the coherent radiation field along the velocity of the electron. 

From the second equation of the system (3) the expression relating the incident and diffracted 
field in the crystal will follow:  
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),(2
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2
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Using the usual boundary conditions on the input and the exit surface of target: 
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g dLiE mediums ,           (17) 

we will obtain the expression for the amplitude of the radiation field.  
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                             (18) 
Before the analysis of spectral-angular characteristics of the radiation, it is necessary to note that 

three mechanisms of the radiation make contributions to the total radiation yield: bremsstrahlung, transi-

tion radiation (TR) and parametric radiation in forward direction (FPXR). The amplitude RadsE )(
0  con-

tains the contributions of the radiations analogous to FPXR and TR in the crystal.  
Let us represent the expression for the radiation field (8) in the following form:  

     

)()()(
0

s
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s
FPXR

Rads EEE  ,   (19a) 
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The summands in the square brackets of the expression (19b) represent two branches of the dis-

persion equation solution corresponding to the two X-ray waves excited in the periodical medium.  
For further analysis of the radiation, we will represent the dynamic additions (10) and (11) in the 

following view:  
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An important parameter in expression (20) is the parameter  , which we will rewrite as  

                                                       
)sin(
)sin(


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B

B  .                                                                                  (22) 

Parameter   defines the degree of the reflection asymmetry of the field relative to the target en-

trance surface. Here B is the angle between the electron velocity and the reflected layers,   is the angle 

between the target entrance surface and the reflecting layers. For the fixed value of B  the parameter   

defines the entrance surface orientation relative to the reflecting layers (fig.2). When the incident angle of 

the electron on the target   B decreases the parameter   becomes negative and then its absolute 

value increases, (in the extreme case B ), which leads to the increase of  . On the contrary, when 

the incident angle increases, the parameter   decreases. In the case of symmetric reflection when 0 , 

the asymmetry parameter 1 . 
 

 
 

Fig. 2. Asymmetric ( 1 , 1 ) reflections of the radiation from the periodic layered structure 

2. Spectral-angular density of the radiation 

Let us consider the   - polarized waves (s=1). Substituting (19b) and (19c) into the well-known 
expression for spectral angular density of X-ray radiation  
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we will find the expressions which describe spectral angular density of FPXR and TR mechanisms. 
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  The following notations are put into the formulas (27) and (28): 

  






 










 
 T

bа

ga

gT ba

ab





 22

2
sin2

, , 












 

2)(
2

2)()()()(2

4
)1()2)1(( sssssiK  

 

  )1(

2

2
11

2
sin

sin



























B
ab

B

ga
gT

, 












2
sin2 ga

gba

ab

ba




 , 

ba

ab

bag

ga

















2

sin2
, L

gT

ga

B
B

abB

)sin(
2

sin2











 ,   sin .           (26) 



 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ            Серия Математика. Физика. 2017. №6 (255). Выпуск 46  ________________________________________________________________  

 

115

In accordance with (24b), two waves that contribute to the FPXR can exist in a periodic layered 
medium. 

The contribution of the first or second wave could be significant if, respectively, the first or the se-
cond of the next equations has a solution: 
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Since 1  it can be shown that equation (27b) has a solution under the condition 2
1


 , and 

the equation (27a) is solvable on the condition that 2

1


  . Thus, under different values of asymmetry 

parameter, the first or the second of x-ray waves can contribute in the FPXR. 
Let us consider the direction of the energy transfer of the two waves responsible for the formation 

of the FPXR. For this purpose, we will consider the group velocities of the radiation waves along the OX 
axis, neglecting absorption. The projections of the wave vectors of the waves along the OX axis (9a) in the 
periodic layered structure in the case of non-absorbing targets are as follows: 
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                The group velocities of these X-ray waves (31) have the form:            
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It can be shown that the group velocity of the waves which correspond to the first branch of the disper-

sion relation solution is positive   0/
1)1( 


xk  and the energy of the wave is transferred from the input 

surface to the output surface of the target. The group velocity of the second wave is always negative 

  0/
1)2( 


xk , consequently, the energy of the wave transfers from the output to the input surface of the 

target. This fact leads to the suppression of the second wave of the FPRX in a periodic layered medium in the 
case of a crystal of a considerable thickness when the transmitted energy is completely absorbed. 

Thus, for a sufficiently large thickness of the crystal, FPXR corresponding to the second branch of 

the dispersion relation solution is suppressed. However, on the conditions 2
1


 , the FPXR which cor-

responds to the first of generated x-ray waves in periodic layered medium will be material. 
Let us demonstrate this claim by numerical calculations performed by the formulas (24) and (25). 

In Fig. 3 and Fig. 4 the curves are constructed describing the spectral and angular density FPXR and TR 
of the relativistic electron of energy E=200MeV which crosses the periodic layered structure C-W, that 
consists of the layers of carbon and tungsten. Furthermore, the curves in Figure 3 are constructed for the 

case where the asymmetry parameter 2

1


   and contribution comes from the first branch FPXR with 

positive group velocity of the X-ray waves. In Figure 4 the curves are plotted for the case 2
1


  where 

the contribution of the first branch is absent, and the contribution of the second one is suppressed be-
cause of the negative group velocity of the correspondent waves. 
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It is necessary to note that in Figures 3 and Fig. 4 the curves are constructed with the same path length 

of the electrons m
L

L
B

e 


3.0
)sin(



  and the photons phe LL   in the target. In this case, the length 

of the photon absorption in the structure m
ba

T
L

ba
abs 


2.6


  is much more then phL .  

In this case, the transition radiation consists of the radiation produced at the exit surface of the 
target. It should be noted that the width of the peak FPXR in this case, as it follows from Figure 3, is about 
25eV, which is much wider than in the crystalline medium (crystal 1-2 eV). This fact will ease the experi-
mental research and the identification of FPXR in a periodic layered structure. 

 

 
 

Fig. 3. Spectral-angular density of FPXR and TR of the relativistic electron in the periodic layered medium consisting 

of carbon and tungsten layers (the case of  1 )   
 

 
 

Fig 4. Spectral-angular density of FPXR and TR of the relativistic electron in the periodic layered medium consisting 

of carbon and tungsten layers (the case of  1 ) 

3. Conclusion 

In the present work a dynamic theory of coherent X-rays along the velocity of the relativistic par-
ticle in a periodic layered structure in Bragg scattering geometry is built up for the general case of the 
asymmetric reflection of the particle field relative to the entrance surface of the target. 

On the basis of the two-wave approximation of the dynamical theory of diffraction, the expres-
sions which describe the spectral and angular characteristics of the radiation from the two radiation 
mechanisms FPXR and TR are obtained. 

The very existence of the dynamic effect of the FPXR in a periodic layered structure is shown for 
the first time. It is also shown that the spectral-angular density of the FPXR considerably depends on the 
asymmetry of the electron field reflection relative to the surface of the target under fixed path of the elec-
tron in the target. It is shown that the spectral peak of the relativistic electron parametric X-ray radiation 
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in the forward direction is many times larger than the peak of the emission spectrum of a single crystal, 
which may ease its experimental observation and investigation. 
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Аннотация. Описан эффект «памяти» ориентации нематика в структуре монокристаллический 
кремний/нематик/электрод, имеющий место при отрицательном смещении структуры относительно 
кремния. Эффект обусловлен переориентацией директора на поверхности кремния в гомеотропное со-
стояние при действии записывающего напряжения и сохранении в этом состоянии продолжительное 
время  без  внешнего поля. Показана определяющая роль примесей (не установленной природы) в нема-
тике как собственных, так и привнесённых извне, для реализации эффекта «памяти». 

Resume. The effect of "memory" of the nematic orientation in a single-crystal silicon / nematic / elec-
trode structure, which occurs when there is a negative bias relative to the silicon substrate is described. The ef-
fect is due to the reorientation of the director on the silicon surface into a homeotropic state by the action of the 
recording voltage and maintaining in this state for a long time without an external field. The determining role of 
impurities (non-determined nature) in a nematic both own and introduced for the implementation of the 
"memory" effect is shown.  
 

Ключевые слова: нематик, бистабильность, электрооптический эффект, МДП структура.                    
Key words: nematic, bistability, electrooptic effect, MIS structure 

 

Введение 

Нематические жидкие кристаллы благодаря электрически управляемому двулучепре-
ломлению [1] находят применение в приборах отображения и обработки оптической информа-
ции [2]. В моностабильных приборах модуляция волнового фронта света осуществляется при 
переориентации молекул из исходного состояния ориентации, которое задается обычно жест-
кими [1] условиями на поверхностях, в состояние  заданное действием электрического поля. 
После выключения электрического поля,  вследствие упругих свойств, нематик  возвращается 
в исходное состояние ориентации.  В бистабильных жк приборах функционирование основы-
вается на переключении ориентации между двумя (или более [3]) стабильными  состояниями, 
которые сохраняются длительное время (режим «памяти») без внешнего электрического поля 
и являются, соответственно, энергонезависимыми. Бистабильность, в большинстве описанных 
случаях, достигается за счет организации топологически разных пространственных распреде-
лений директора, которые не могут  самопроизвольно переходить друг в друга [4, 5]. Другим 
вариантом достижения бистабильности  является создание управляемых  граничных условий 
на поверхности. Принимая во внимание ряд преимуществ бистабильного переключение ори-
ентации нематика над моностабильным, как например, возможность использовать пассивную 
адресацию пикселей вместо активно-матричной,  поиск  эффективного управления ориентаци-
ей директора за счет поверхности остается актуальной задачей. В предлагаемой работе показа-
но, что в жк структуре на основе монокристаллического кремния может быть реализован по-
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лярных эффект с «памятью», причина которого связана именно с изменением условий на по-
верхности, сохраняющимися продолжительное время. 

Эксперимент 

Экспериментальная ячейка представляла собой сэндвич, в которой подложкой (ниж-
ний электрод) служил полированный монокристаллический кремний р - типа проводимости с 
удельным сопротивлением 20 Ом*см. Верхним электродом служила  прозрачная плёнка окиси 
индия (ITO) с натертой пленкой полиимида, которая задает планарную ориентацию молекул 
жидкого кристалла. Использовался нематик 5СВ из класса цианобефенилов с положительной 
анизотропией диэлектрической проницаемости.  Толщина слоя нематика задается калибро-
ванной фторопластовой пленкой и составляла 5 мкм. Непосредственно перед каждой сборкой 
нематической ячейки поверхность кремния протравливалась плавиковой кислотой, промыва-
лась дистиллированной водой и просушивалась интенсивным потоком воздуха. Заправка не-
матика в ячейку осуществляется за счет капиллярных сил с одной точки заливки. 

Рис. 1 демонстрирует основные состояния ориентации нематика в упомянутой жк ячей-
ке, поясняющие сущность эффекта «памяти». Рис. 1а соответствует исходному состоянию не-
матика. Хорошо видно, что ориентация нематика однородна, близка к планарной, что связано 
с навязыванием объему жк однородной ориентации  жестким сцеплением молекул на ITO 
электроде с полиимидом. При включении переменного напряжения  (далее тестирующее), 
ожидаемо  видна переориентация нематика, рис. 1b, причем визуализируются неоднородности 
текстуры, очевидно обусловленные неоднородностями ориентации нематика непосредственно 
на поверхности кремния. При выключении тестирующего напряжения нематик возвращается 
в исходное состояние, рис. 1а. Такое поведение нематика является моностабильным. 

Для перехода нематика в состояние «памяти» необходимо подать на ячейку  или посто-
янное напряжение с отрицательной полярностью относительно кремния или переменное 
напряжение с постоянным отрицательным смещением (далее записывающее). Последний ва-
риант включения «памяти» предпочтителен, т.к. в этом случае доступна не прерывная визуа-
лизация процесса перехода ориентации нематика непосредственно из исходного состояния 
(рис. 1b)  в состояние «памяти». Минимальное смещение, при котором появляются признаки 
«памяти» составляет около - 0,3 В при длительности действия не менее 10 минут. 

В результате действия записывающего напряжения нематик переходит в новое состоя-
ние ориентации, которое при тестировании выглядит совершенно по-другому, рис. 1с, в срав-
нении с моностабильным поведением (рис. 1b). В этом состоянии, неоднородности ориентации 
нематика уже отсутствуют, вся область «памяти» имеет один определённый интерференцион-
ный цвет, рис. 1с.  Состояние «памяти»  может сохраняться в широких временных пределах от 
нескольких минут до суток в зависимости от условий записи.  Отметим, что положительное 
смещение относительно кремния не приводит к эффекту «памяти». На рис. 1d  представлена 
типичная зависимость длительности режима «памяти» от величины записывающего напряже-
ния (смещения). Видно, что время «памяти» пропорционально увеличивается с ростом вели-
чины отрицательного смещения.  

Переход нематика в состояние «памяти» при действии соответствующего записываю-
щего напряжения начинает осуществляться от границы заливки  нематика в ячейку (отмечено 
стрелкой, рис. 1а).  Ширина полосы L (рис. 1с), области нематика, где имеет место «память», с 
течением времени действия записывающего напряжения увеличивается, рис. 2. Такое избира-
тельное поведение «памяти», с точки зрения локализации в ячейке, мы можем связать с (1) 
возможной адсорбцией некоторых примесей из жк материала на свеже травленной поверхно-
сти кремния при заправке ячейки, (2) уменьшением концентрации этих примесей на поверх-
ности кремния вглубь ячейки, и (3) влиянием этих адсорбированных примесей на свойства по-
верхности кремния ориентировать молекулы жидкого кристалла в процессе протекания посто-
янного тока. Факт присутствия примесей в данном жк материале и их адсорбция ранее реги-
стрировались по пороговым напряжениям светочувствительности и формирования гомеотроп-
ной ориентации в МДП структуре [6].  
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Рис. 1. Эффект «памяти». a - Исходная ориентация нематика в ячейке (U=0). F – фторопластовая  плёнка, 
фиксирующая толщину слоя нематика. Стрелка указывает на границу, где нематик вводится в ячейку.  

b - Переориентированный нематик тестирующим напряжением U=4 В, 100 кГц. Моностабильный режим.  
с - Нематик в режиме «памяти» после действия смещения -3В (тестирующее напряжение U=4 В, 100 кГц).  

d - Типичная зависимость времени эффекта «памяти» от величины смещения (время записи каждой точки  
1 мин.) 

 
Fig. 1. "Memory" effect. a - The initial orientation of nematic in the cell (U = 0). F - plastic film fixes the thickness  
of cell. The arrow indicates the boundary where nematic is introduced into the cell. b - The nematic reoriented by  

the testing voltage U = 4 V 100 kHz. Monostable mode. c - nematic in "memory" mode after a -3V bias action  
(the testing voltage U = 4 V, 100 kHz). d - Typical dependence of the "memory" effect duration on bias (the recording 

time for each point is 1 min.) 
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Рис. 2. Зависимость размера области «памяти» L от времени действия записывающего напряжения 

 (смещение -1В) 
 

Fig. 2. Dependence of the area size L of the "memory" on the time of action of the recording voltage (-1V of bias) 
 
 

в 
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Рис. 3. Эффект «памяти» в окрестности локального загрязнения на поверхности кремния.  
а - Исходная ориентация нематика (U=0). Стрелка - загрязнение поверхности кремния, соответствующее  
месту высохшей капли воды. (b, c) - Длительность записывающего напряжения (4 В, смещение – 0.5 В,  
частота 100 кГц), минуты:  b-  3, c- 8. d - Зависимость размера (средний диаметр) участка с эффектом  

«памяти» от среднего диаметра загрязнения, соответствующего высохшей капли. Время действия  
записывающего напряжения 400 секунд. e – Нематик в окрестности загрязнения в состоянии «памяти» 

(U=0). Стрелка указывает на гомеотропную ориентацию нематика на поверхности кремния 
 

Fig. 3. "Memory" effect in the vicinity of local contamination on the silicon surface. a - Initial  orientation of nematic 
(U = 0). Arrow - contamination of the silicon surface corresponding to the place of dried water droplet.  

(b, c) - The duration of the recording voltage (4V, bias - 0.5 V, 100 kHz), minutes: b- 3, c- 8. d - size dependence of 
area with the effect of "memory" (mean diameter) on the average diameter of contamination corresponding to the 

dried droplets. Duration of the recording voltage of 400 seconds. e - Nematic in the "memory" mode in the vicinity of 
contamination (U = 0). The arrow points on a homeotropic orientation on the silicon surface 

 

На важную роль в реализации эффекта «памяти» адсорбируемых примесей указывают 
также результаты следующего эксперимента, в котором примеси не являются собственными, т.е. 
не принадлежат изначально жк материалу, а привносятся извне. После травления в HF и пропо-
ласкивания дистиллированной водой,  поверхность кремния не обдувалась потоком воздуха. Это 
приводит к высыханию отдельных капель воды непосредственно на поверхности кремния. Загряз-
нения на поверхности кремния при подобном высыхании  стягиваются в центры соответствующих 
капель и остаются на поверхности.  В нематической  ячейке, эти центры загрязнений, вследствие 
диффузии, становятся источниками примесей, которые адсорбируются в окрестности этих капель, 
причем концентрация примесей естественным образом уменьшается с увеличением расстояния от 
центра высохших капель. В таких ячейках было установлено, что участки  «памяти» в первую оче-
редь начинают формироваться  в окрестности высохших капель, рис. 3, при этом размеры участков 
увеличиваются с  увеличением времени действия записывающего напряжения. Прослеживается 
четкая корреляция между видимыми размерами загрязнений на поверхности кремния (рис. 3а) с 
размерами участков с «памятью» в ячейке после подачи записывающего напряжения, рис. 3. Вид-
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но, что чем больше средний диаметр локального загрязнения на подложке, тем больше размер 
участка нематика, который переходит в состояние «памяти». Это косвенно согласуется с предпо-
ложением, что чем больше загрязнение, тем большее количество примесей переходит в жк мате-
риал, и, в свою очередь, адсорбируется на поверхности кремния. Таким образом, необходимым 
условием реализации эффекта «памяти» является наличие примесей на поверхности, запускаю-
щих при действии отрицательного смещения механизм перехода директора на поверхности крем-
ния в гомеотропное состояние. Формирование гомеотропной ориентации в окрестности высохших 
капель после действия записывающего напряжения убедительно регистрируется в поляризован-
ном свете, рис. 3e.  

Выводы 

В ходе выполнения работы было установлено следующее. Действие постоянного смещения 
с отрицательной полярностью относительно кремния в структуре Si/5CB/ITO приводит к переходу 
директора на поверхности кремния из исходного стабильного состояния ориентации в гомеотроп-
ное, причем последняя  сохраняется продолжительное время. Длительность эффекта «памяти» 
зависит как от величины смещения, так и от продолжительности его действия. Необходимыми 
условиями  для реализации эффекта «памяти» являются (1) свеже травленная HF поверхность 
кремния и (2) присутствие примесей (пока не установленной природы)  как собственных, т.е. из-
начально принадлежащих  жк материалу так и внесенных извне. Принимая во внимание, что дли-
тельность эффекта памяти значительно превышает максвеловское время релаксации ионного за-
ряда в жк материале, механизм эффекта «памяти» не связывается  с процессами накопления и ре-
лаксации зарядовой подсистемы. По всей видимости, в основе механизма лежит процесс электро-
очистки поверхности кремния, в котором играют роль дополнительные ионы, происхождение ко-
торых связано с адсорбированными на поверхности кремния примесями.  
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Аннотация. Рассматривается модифицированная трактовка электронной конфигурации неполярной 
валентной химической связи алмаза. Приведены результаты опосредованной визуализации электронно-
атомного строения элементарной ячейки рассматриваемого материала. 

Resume. We consider the modified interpretation of the valence electron configuration of non-polar chemical 
diamond connection. The results of the indirect visualization of electron atomic structure of the material in the unit cell. 

 
Ключевые слова: кибернетическая модель диэлектрической проницаемости, электронная конфигура-

ция, тип кристаллической решетки. 
Keywords:cybernetic model of permittivity, electron configuration, the type of crystal lattice. 

 

Введение 

Благодаря своим уникальным физико-химическим свойствам, алмаз является популяр-
ным объектом исследований, проводимых в самых разных областях науки и техники. 

В свою очередь, учитывая сложные квантово-механические эффекты, проявляющиеся на ато-
марном уровне, особое значение имеет проблема моделирования тонкой структуры наносистем. 

Визуализация особенностей электронно-атомного строения конкретного образца может 
быть выполнена путем пространственного моделирования местоположения узловых точек его 
ядерного каркаса, окруженного электронными оболочками определенной конфигурации. При 
этом для определения искомых геометрических параметров предлагаются относительно про-
стые вычислительные методики, опирающиеся на обработку вполне доступных эксперимен-
тальных данных. 
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Общая характеристика предлагаемого метода 

Известно, что углерод – шестой химический элемент периодической таблицы Менделеева 
с электронной конфигурацией основного состояния атома C: 1s22s22p2. Четыре внешних (валент-
ных) электрона соответствуют одной спаренной 2s-орбитали, а также неспаренным 2px- и 2py-
орбиталям. Общепринято считается, что при образовании химической связи (неполярной кова-
лентной), возникающей между соседними частицами углерода, по одному 2s-электрону атомов C 
переходят на вакантные 2pz-орбитали. На основании такого толкования механизма физической 
реализации рассматриваемых химических связей, каждый из химически соединенных между со-
бой соседних атомов углерода приобретает электронную конфигурацию вида 1s22s22px2py2pz.  

Результаты проведенных ранее прикладных исследований [Костюков, Еремин, 2004], по-
казали, что эффективность математического моделирования оптических и диэлектрических спек-
тров веществ, обладающих полярным ковалентным типом химической связи, могут быть значи-
тельно повышена за счет ее чисто ионного толкования.  

Таким образом, в рамках видоизмененной трактовки механизма реализации неполярной 
ковалентной связи, возникающей для каждой пары соседних атомов алмаза, предполагается, что 
одна их половина переходит в катионное состояние C4+, а другая – в анионное состояние C4–.  

Основное преимущество изменений, предлагаемых авторами, заключается в том, что на их 
базе становится возможным рассматривать частицы углерода в форме несжимаемых ионных ша-
ров, обладающих сложной электронной структурой. При этом достаточно адекватная математиче-
ская модель их упругой электронной поляризации может быть описана с помощью соответствую-
щей системы линейных дифференциальных уравнений вида: 
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где k(t)  функции индуцированных дипольных моментов электронных пар каждой раз-
новидности; βk и 0k  коэффициенты затухания и частоты их собственных колебаний; qe и тe  
заряд и масса электрона; E(t) – напряженность эффективного поля; E0(t) – напряженность внеш-
него поля; 0  диэлектрическая проницаемость вакуума; N – объемные концентрации связей C – 
C. 

На основании исходного описания изучаемых процессов вида (1) вытекает кибернетиче-
ская модель комплексной диэлектрической проницаемости алмаза, использующая уравнения 
комплексных поляризуемостей k(j) каждой из рассматриваемых электронных пар [Костюков, 
Еремин, 2008; Еремин и др., 2010; Жилиндина, Еремин, 2012; Еремин и др., 2013; Еремин и др., 
2014]: 
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Для утилитарных расчетов собственных частот вынужденных электромагнитных колеба-
ний каждой из орбиталей можно использовать формулы: 
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где Qk – эффективный заряд атомного остатка, влияющий на заданную электронную орби-
таль; rk – радиус сферической электронной орбиты; n – главное квантовое число орбитали; ћ  по-
стоянная Планка. 

В свою очередь, для определения величины зарядов атомных остатков, эффективно влия-
ющих на электроны определенных орбиталей, могут использоваться методы описания линейной 
комбинации атомных орбиталей (МО ЛКАО), хорошо характеризующие внутреннюю энергию раз-
личных кристаллов. Самым лучшим МО ЛКАО считаются атомные орбитали слэтеровского типа. 
При этом значение эффективного заряда Q связано с порядковым номером Z химического элемен-
та и величиной  экранирования его ядра внутренними электронными оболочками. 

Численное значение  находится посредством группировки орбиталей по оболочкам (1s), 
(2s, 2p), (3s, 3p), (3d), (4s, 4p), (4d), (4f) и т.д., представляя собой сумму экранирующих вкладов, 
вносимых электронами каждой из групп. 
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Принимая во внимание, что эмпирическая методика Слэтера была изначально разработа-
на для стационарных атомов вещества, то для повышения эффективности производимых расчетов, 
следует использовать ее модифицированный вариант, см. например [Костюков, Еремин, 2004; 
Еремин и др., 2010; Еремин и др., 2014], на базе которого эффективные заряды электронных орби-
талей частиц алмаза могут быть представлены как: 
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здесь 1  типовое значение экранирующего вклада электронов 1s-орбитали, равное 0,30; 2…5 
 экранирующие вклады внешних (оптических) электронов аниона C4–, оптимизируемые с учетом со-
ответствующего количества внутренних электронов на основе данных физического эксперимента. 

Вычисление коэффициентов затухания электронных колебаний βk по классическим фор-
мулам является не достаточно точным, поэтому их величины целесообразно рассматривать в об-
щем виде: 

                                                                ,6,1,0  kb kkk                              (5) 
где bk – коэффициенты пропорциональности, оптимизируемые на основе данных физиче-

ского эксперимента. 
Концентрации единичных углеродных связей C – C, имеющих место для единицы объема 

исследуемого образца, могут быть рассчитаны как: 
                                       mN / ,                            (6) 
где   – плотность материала; m – суммарная масса связанных частиц.  

Кроме того, оптимизированные величины k и bk, могут быть представлены в следующем 
виде (таблица 1). 

 
Таблица 1 

Расчетные данные 
 

Величины 
Электронные орбитали 

21s  

22s  

22 xp  

22 yp  

22 zp  

k 0,30 3,38 4,16 4,24 4,30 

bk 0,001 0,100 0,050 0,150 0,100 

 
Оптимизированные величины k и bk 

Optimized values k and bk 
 
Необходимо отметить, что традиционное раскрытие внутренней структуры вещества бази-

руется на прямой фиксации электронно-атомного строения конкретных наноструктур, проводи-
мой с помощью дорогостоящего приборного оборудования и требующей специальной технологи-
ческой обработки изучаемых образцов. С другой стороны, визуализация структурных особенно-
стей наносистем может быть выполнена посредством пространственного геометрического модели-
рования местоположения узловых точек их атомно-ядерного каркаса, окруженных электронными 
оболочками определенной конфигурации. 

Приняв позицию произвольной частицы кристалла за начало трехмерной ортогональной 
системы отсчета, координаты частиц его ближайшего окружения, составляющих структуру рас-
сматриваемого типа, могут быть достаточно просто выражены через величину межъядерного рас-
стояния в его формульной единице. Кроме того, для расчета межъядерных расстояний R могут 
быть применены стереохимические формулы, учитывающие тип кристаллической решетки.  

В свою очередь, знание коэффициента  компактности решетки исследуемого кристалла, а 
также величин его молекулярной массы и табличного значения физической плотности позволяет 
использовать выражение: 

                                                           3


 m
R


 .                             (7) 

При этом на базе альтернативной трактовки образования углеродных связей вида C – C каждая 
пара соседних атомных узлов будет заселена ионизированными частицами углерода вида C4+ и C4–. 

Следует отметить, что теоретический расчет межъядерных расстояний алмаза, реализуе-
мый по формуле (7) для значения  = 3√3/16, отвечающего алмазоподобной решетке, дает величи-
ну R = 1,545·10–10 м, что полностью совпадает с данными соответствующих физических измерений. 
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При этом учитывая формулы вида (3), непосредственная дефиниция геометрических раз-
меров электронных оболочек частиц C4+ и C4–, образованных совокупностью соответствующих 
электронных орбиталей, может быть реализована на основе расчетных данных, представленных в 
таблице 2. 

 
Таблица 2 

Расчетные данные 
 

Величины 
Электронные орбитали 

21s
 

22s
 

22 xp  

22 yp  

22 zp  

0k, 1016 рад/c 134,32 3,5473 1,7496 1,6007 1,4935 

rk, 10–10 м 0,0928 0,8079 1,1504 1,2027 1,2451 

 
Размеры электронных орбиталей 

The dimensions of the electron orbitals 
 
Результаты опосредованной визуализации электронно-атомного строения элементарной 

ячейки алмаза приведены на рисунке 1. 
 

 
 

Рис. 1. Опосредованная визуализация кристаллической решетки алмаза: 
а) – сечение диагональной плоскости; б) – трехмерная модель структуры 

 
Fig. 1. The mediated visualization of a diamond crystal lattice: 

a) – the diagonal plane section; b) – three-dimensional structure model 

Заключение 

Главным достоинством описанного метода является реализуемая в его рамках возмож-
ность достаточно обоснованной визуализации наноструктуры материалов, проводимой на базе 
использования его легко измеряемых макропараметров. Данный метод оказывается практически 
приемлемым для исследования образцов, находящихся в различных агрегатных состояниях, при 
этом уровень детализации внутренней структуры вещества оказывается выше, чем у современных 
средств электронной микроскопии высокого разрешения. 

Кроме того, модель электронной поляризации кристаллических веществ, описываемая в 
настоящей работе, является детально проработанной и достаточно универсальной, т.е. доведенной 
до прикладного уровня. Следовательно, ее практическое использование для изучения внутреннего 
строения кристаллических веществ может оказаться полезным для дальнейшей эволюции теоре-
тических основ физики конденсированного состояния, обеспечивающих развитие современных 
нанотехнологий. 
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Аннотация. В настоящей работе предлагается вывод математических моделей распределения поля 
давления в пласте вблизи скважины в процессе гидравлического удара. Чтобы получить эти модели, мы сле-
дуем известной схеме, предложенной Р. Барриджем и Дж. Келлером, которая основана на строгом усредне-
нии точной математической модели, описывающей на микроскопическом уровне совместное движение упру-
гого твердого скелета и вязкой жидкости, заполняющей поры. 

Resume. In this paper the derivation of the mathematical models of the distribution of the pressure field in 
the reservoir near the well in the process of hydraulic shock. To obtain these models, we follow the scheme proposed 
by R. and J. Burridge. Keller, which is based on simple averaging, an accurate mathematical model that describes on a 
microscopic level the simultaneous motion of the elastic solid skeleton and a viscous fluid filling the pores. 

 
Ключевые слова: Уравнения Стокса, гидравлический разрыв, двухмасштабная сходимость, усредне-

ние периодических структур. 
Keywords: Stokes equations, hydraulic fracturing, dvuhmestnoe convergence, homogenization of periodic 

structures. 
 

Введение 

Гидравлическим ударом называется резкое повышение давления в некоторой системе, за-
полненной жидкостью, как трубы, трещины и поры. Этот процесс в нефтяной скважине является 
частью процесса гидравлического разрыва нефтяного пласта. Существуют математические модели 
гидравлического удара, являющиеся инженерными моделями ([1], [2], [3]), связанными с фунда-
ментальными законами механики сплошных сред, либо модели, описывающие распространение 
трещин в упругой среде ([4]). Но эти модели не работают на более сложных системах, таких как 
нефтяная скважина. 

В настоящей работе мы получили математические модели гидравлического удара, следуя 
очень естественной идее Р. Барриджа и Дж. Келлера ([5]): в первую очередь, описать физический 
процесс на микроскопическом уровне, опираясь на общепринятую математическую модель, затем, 
если модель содержит малый параметр, найти все предельные режимы (усредненные уравнения) 
устремив малый параметр к нулю. 

В качестве базовой математической модели гидравлического удара мы рассматриваем мо-
дель, описывающую кратковременные изотермические процессы в несжимаемой среде ([1] – [6]), 
где безразмерный вектор перемещений ),( txw  сплошной среды в безразмерных (не отмеченных 
штрихами) переменных 

xx L , tt  , ww 2

2

g

L
  

удовлетворяет системе дифференциальных уравнений в области   при 0t :  
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 0=w  (0.1) 

 ,~=~
2

2

Fw  



P
t

 (0.2) 

 I),()~(1),(~= p
t



 wxwx DDP   , (0.3) 

sf  )~(1~=~  . 

В уравнениях (0.1) – (0.3) )(~ x  – характеристическая функция порового пространства, 

),( tp x  – давление, f  и s  соответственно средние безразмерные плотности жидкости в порах  

и твердом скелете грунта, отнесенные к средней плотности воды 0 , I  – единичная матрица. 

Безразмерные постоянные   и    определяются формулами  

,2=,2=
0

2

2

0
2 



 

LL
 

где   – вязкость жидкости,   – упругая постоянная Ламэ,   – характерное время физи-
ческого процесса, L – характерный размер рассматриваемой физической области. 

       Уравнение (0.2) понимается в смысле теории распределений и содержит уравнение 
Стокса в жидкой части, уравнение Ламэ в твердом скелете и условие непрерывности перемещений 
и нормальных напряжений на границе «твердый скелет – поровое пространство».  

         Эта  математическая модель содержит естественный малый параметр  , которым яв-

ляется отношение среднего размера пор l  к характерному размеру L  рассматриваемой области 
Ll/= . Поэтому вполне обоснованным является нахождение предельных режимов в точной мо-

дели при стремлении малого параметра к нулю.  Такие приближения сильно упрощают исходную 
задачу, сохраняя при этом все ее основание свойства. Но даже при наличии малого параметра за-
дача все еще достаточно трудная и необходимы дополнительные упрощающие допущения. С гео-
метрической точки зрения таким упрощением является предположение о периодичности порово-
го пространства. А именно, пусть выполнено следующее  

ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ. 1) Пусть область sY  есть «твердая часть» единичного куба 
33(0,1)= RY  , и его «жидкая» часть fY  есть открытое дополнение sY  в Y   и граница 

sf YY =  есть липшицева поверхность. 

2) Область fE  есть периодическое повторение в 
3R  элементарной ячейки ff YY  = , об-

ласть sE  –  периодическое повторение в 3R  элементарной ячейки ss YY  = . 

3) Поровое пространство ff E =  есть  периодическое  повторение в   эле-

ментарной ячейки fY , а твердый скелет ss E =
  –   периодическое повторение в   

элементарной ячейки sY . 

Непрерывная по Липшицу граница 
fs  =  представляет собой периодическое 

повторение  в   границы  . 

4) 
sf  . Поровое пространство 

f  и твердый скелет 

s  являются связ-

ными множествами. 

Тогда характеристическая функция области   примет вид 

),()(=)(=)(~
0 

  xxxx  

где )(0 x  есть характеристическая функция области 0 . 
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Пусть безразмерные параметры   и   зависят от малого параметра задачи   и суще-

ствуют пределы  

.=)(lim,=)(lim 0
0

0
0

 



 

 

Целью настоящей работы является нахождение предельного режима (усредненных урав-
нений) и соответствующих начальных и краевых условий при 

 00  ,  00  . 

Вывод полученных результатов основан на систематическом использовании метода двух-
масштабной сходимости, предложенного Г. Нгуетсенгом([7]). 

1. Постановка задачи 

Как правило, начальный импульс, определяющий гидравлический удар, передается  
в нефтяной пласт через заполненный жидкостью резервуар. 

Моделируя этот процесс, мы рассматриваем область Q , занимающую конечный объем  

и лежащую в полупространстве  03 x . Её граница S  состоит из двух частей: 1S  лежит в плоскости 

 03 x , остальная часть границы 12 \ SSS   есть гладкая поверхность класса 2C , вблизи плоско-

сти   03 x , заданная уравнением 0),( 21  xx  (то есть представляющая собой цилиндр). 

В качестве   выступает подобласть области Q , такая что дополнение   в Q  есть ци-

линдр 0}<<),(1,<|R{= 3210
22

2
2
1

30 xxxxx  x  (см. рисунок 1). 

 

 
 

Рис.1. 1 – область 
0 , 2 – область  . 

 

Для фиксированного 0  совместное движение твердого скелета и  жидкости, заполня-

ющей поры, в области T  описывается системой 

 0,=w  (1.1) 

 ,=2

2

P



t


 w

 (1.2) 

 I),()(1),(= 






  px

t
x 


 ww

DDP . (1.3) 

В области 
0
T  движение жидкости описывается системой Стокса, состоящей из уравнения 

неразрывности (1.1) и уравнения баланса импульса 

 ,= 0
2

2

P



tf



 w
 (1.4) 

 I),(=0 


 p
t

x 

w

DP . (1.5) 
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На общей границе 
00 = S , а также на границе   «твердый скелет – поровое про-

странство» выполнены условия непрерывности перемещений 
 ),(lim=),(lim

0
0
0

tt xwxw

x
xx

x
xx







 (1.6) 

и нормальных напряжений 

 ),(),(lim=)(),(lim 0
0

0
0

0
0

xnxxnx

x
xx

x
xx









tt PP  (1.7) 

где )( 0xn  – вектор нормали к соответствующей границе в точке 0x .  

На части 1S  границы S  задано нормальное напряжение 

   303
0 ),(=),()1(),( exexx tptt  PP  , (1.8) 

где ),(0 tp x  есть импульс, определяющий гидравлический удар. Будем считать, что функ-

ция ),,(=),( 2100 txxptp x  финитна в области 0},1<
2

<|{ 3

2
2
2

2
1

2  xxx 
Rx . 

На оставшейся части внешней границы 
12 \= SSS  выполняется условие  

 0=),( txw  при 0t . (1.9) 
Задача замыкается однородными начальными условиями 

 Q
t



 xxwxw 0,=,0)(0,=,0)(


 . (1.10) 

Обычным образом определяется понятие обобщённого решения задачи  
(1.1) – (1.10). 

Определение 1. Пара функций },{  pw , таких что 

)(,)(),( 22

1,0

2 TTT

o
QLpQL

t
QW 




 


 ww , 

называется обобщённым решением задачи (1.1) – (1.10), если данные функции удовлетво-
ряют уравнению неразрывности (1.1) почти всюду в области TQ , начальному условию (1.10) для 

функции w  и интегральному тождеству  

 dtdpdtdD
tt TQTQ

xxxw )(=)),(:))(1(~( 0
0 


 








  PP  (1.11) 

для всех функций )(1,0
2 TQW , ,)(2 TQL

t





 таких что 0=),( tx  на границе 
2
TS , и 

0=),( Tx  для Qx .  

Очевидно, что давление p  определяется с точностью до аддитивной постоянной. Фикси-
руем эту постоянную условием 

 


 0xdp . (1.12) 

В уравнении (1.11) sf   ))(1(1))(1(=~   и )(= x  есть характери-

стическая функция области 
0  в Q . Через BA :  обозначена свертка двух тензоров второго ранга 

по обоим индексам, т.е. ijijji BAABtrBA 3
1=,

* =)(=:  . 

Иногда мы будем записывать тождество (1.11) в дифференциальной форме  

 ))(1(=~ 0
2

2

PP 


 



t

w
 (1.13) 
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 и говорить, что функции },{  pw  удовлетворяют уравнению (1.13) и граничному усло-
вию (1.8) в смысле теории распределений. 

Будем считать, что функция 0p   подчинена следующему условию 





 <=)|),(||),((| 2202
0 dxdtt

t

p
tp

TQ
xx , 

где   –  константа, зависящая только от областей Q ,   и 0 . 

Вывод усредненных уравнений модели базируется на следующей теореме. 

Теорема 1. Пусть функции },{  pw  являются слабым решением задачи (1.1) – (1.10).  
Тогда  

 











222
2

2

0
|),(|))(1(|||(|max

t
xp

tQTt








 ww

D  

 2
0

2 )|),(|))(1(1 



 Cdx

t
x 





w

D , (1.14) 

где постоянная 0C  не зависит от малого параметра  . 

Доказательство существования обобщенного решения (1.1) – (1.10) при всех 0  и оценки 
(1.14) стандартно (см. [6], [8]) и базируется на энергетическом тождестве  

 







 dx

t
x

tdt

d
Q

)|),(|))(1(1||~(
2
1 22

2

2 





  ww

D  

 dx
tt

p
dx

t
x

QQ 2

2
02

2

2
)(=|),(|))(1(













 




  ww
D , (1.15) 

2. Формулировка основных результатов 

Теорема 2. Пусть },{  pw  – слабое решение задачи (1.1) – (1.10). Тогда  

1) последовательности }{ w  и }/{ t w  сходятся слабо в )(
1,0

2 T

o
QW  к функциям w  и v  

соответственно, последовательности }/{ 22 t w  и }{ p  сходятся слабо в )(2
TQL  к функциям 

2

2

t

 w
 и p  соответственно; 

2) предельные функции w , v  и p  есть решение системы усредненных уравнений в обла-

сти TQ , состоящей из уравнения неразрывности 

 0,=w  (2.1) 
и усредненного уравнения баланса импульса 

   =),(:)1(),()( 102

2
vxvxwx DDp

t
N 




 

 = 




    dDtD

t )),(,(:)(),(: 302 xwxwx NN , (2.2) 

совместно с краевыми и начальными условиями 

   ,,),(I),()),(,( 1
3030 TStptptD  xexexxvx  (2.3) 

 ,0,=),( 2
TSt xxw  (2.4) 

 Qxxvxw ,0=,0)(=,0)( ; (2.5) 
3) задача  (2.1) – (2.5) однозначно разрешима. 
В уравнении (2.2)  

sf mm  ))(1)((1)))((1)((=)(  xxxx . 
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Тензоры четвертого ранга )(, 321 tN,NN определены ниже формулой (3.11). 

Доказательство теоремы 2. 

На основании теоремы 1 заключаем, что последовательности }{ p , }{ w ,   t w , 

 22 t w , )},({ wxD  и )},({ tD  wx  ограничены в )(2 TQL . Следовательно, существует 

подпоследовательность от малого параметра 0}>{  и  функции p , w  и v , такие что  

2

2

2

2

,
tt

pp










ww
  

слабо в )(2 TQL  при 0 , и 

tt 







wvwww


 ,  

слабо в )(
1,0

2 T

o
W   при 0 . 

Переобозначая, если это необходимо, индексы, считаем сходящимся сами последовательности. 
По теореме Нгуетсенга существуют 1-периодические по переменной y  функции ),,( yx tP  

из )(2 YQL T   и ),,( yxW t  из ))(;( 1
22 YWQL T , такие что последовательности }{ p , }{ w , 

 t w , }{ w  и  )( t w  сходятся двухмасштабно в )(2 TQL  к функциям ),,( yx tP , 

),( txw , ),( txv ,  ),,(),( yxWxw tt yx   и  ttt yx  ),,(),( yxWxv  соответственно. 

Лемма 1. Предельные функции w  и W  удовлетворяют макроскопическому и микроско-
пическому уравнениям неразрывности 

 0,=w  .),( TQt x  (3.1) 

 ,0=W y  ,),( TQt x  .Yy  (3.2) 

Доказательство. Для доказательства (3.1) достаточно рассмотреть уравнение неразрывно-
сти (1.1) в виде 

 



T

dtdt
0

0),( xxw  , 

справедливое для всякой гладкой функции  , равной нулю на части 1
TS  границы Q  и 

перейти к пределу при 0 . 
Уравнение (3.2) получим, перейдя к двухмасштабному пределу в уравнении неразрывности 

(1.1) в интегральной форме: 

 
TQ

dtdhth 0))(),(( 0 xxxw   . 

Лемма 2. Предельные функции w , p , W  и P  удовлетворяют макроскопическому урав-
нению баланса импульса 

                                               




























s
f

Y
Y

D
t

D

DmmD

Dp
t

),(),()1(

)),()1(),()(1(

)),(()(

00

00

02

2

WyWy

wxvx

vxwx







       (3.3) 

в области TQ , краевому условию (2.3), начальному условию (2.5) и микроскопическому 
уравнению баланса импульса 
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  0),())(1(),()(

)),())(1(),()((

00

00









wxyvxy

WyyWyy

DD

PID
t

D




 (3.4) 

в области Y  для почти всех ),( tx . 
Доказательство. Осуществив двухмасштабный предельный переход в интегральном тож-

дестве (1.11) с пробными функциями ),( tx  , получим 

                                

,),(:),(),(

),(:),()1(),(

),(:)),(()()(

00

00

00

dtdDD
t

D

dtdDDmmD

dtdDDpIp
tt

T

s
f

T

T

Y
Y

Q

xxWyWy

xxwxvx

xxvxwx













































 








    (3.5) 

что эквивалентно дифференциальному уравнению (3.3) и начальному условию (2.5). По-
следнее интегральное тождество, записанное в виде  

 





 





TT QQ
f dtdpdtdDDpI

t
xxxvxv )(),(:)),(( 00   

для финитных в области 0  функции  , обеспечивает краевое условие (2.3). 

Уравнение (3.4) следует из (1.11) после двухмасштабного предельного перехода с пробными 

функциями )/(),(= 0  xx th , где h  есть финитная в области   функция. 

Перейдем теперь к выводу усредненного уравнения баланса импульса (2.2). Чтобы найти 

тензоры )(, 321 tN,NN , необходимо решить периодическую задачу (3.2), (3.4) в области TY , 

найти ),(
t

D

Wy  и ),( WyD  как операторы на ),(

t
D


wx  и ),( wxD  и подставить их выражения в 

макроскопическое уравнение (3.3). 
Перепишем тождество (3.4) в следующем виде 

,0)),()1(),(( 00 





 




 PIDZ
t

Dy WyWy   

где 

.),(),(),(),( )(
3

1,
00

ij

ji
ij JtZD

t
DtZ xwxwxx 







   

Пусть  ),(),,( )()( tPt ijij yyW  и  )(),( )(
0

)(
0 yyW ijij P , где 3,2,1, ji , есть решения перио-

дических задач 

                                                        



























),()0,()(

,0

,0)),()1(

),((

)(
0

)(

)(

)()(
0

)(

0

yWyWy

W

Wy

Wy

ijij

ij
y

ijij

ij

y

IPD

t
D







           (3.6) 
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  




















 ,0)()(

,0

,0),(

)(
0

)(

)(
0

)()(
00

Y

ij

ij
y

ijijij
y

dy

IPJD

yWy

W

Wy





                         (3.7) 

в области Y , тогда  

,),(),(),,(
3

1, 0

)(  dZtt ij
ji

t
ij xyWyxW  


  

и 

,),(),(),()()(),,(
3

1, 0

)(
3

1,

)(
0  dZtPtZPtP ij

ji

t
ij

ij
ji

ij xyxyyyx  


  

                                
t

dDtDD
0

,)),(,(:),(),(:)(),(  xwxywxyWy 10 MM          (3.8) 

где 

                                                         



3

1,

)()(
00 ))(,()(

ji

ijij JD yWyy 0M ,         (3.9) 

                                        




























3

1,

)()(
0

)(

0 )),(,(),(,),(
ji

ijij
ij

JtD
t

t
Dt yWyyWyy 1M .    (3.10) 

Уравнения  (3.8) – (3.9) влекут  















 )),(,(:)0,()),(,(:)(, tD

t

t
D

t
D xwxyxwxyWy 10 MM  

  .)),(,(:,
0

 dtDt
t

t

xwxy 



  1M

 

Таким образом,  

         




























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
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0

3

1,
0

)()(
0

3

1,
0

)()(
01

s
f

fs

f

Y
Y

YY
ji

ijij

Y
ji

ijij

t
t

t
t

JJm

JJm

yy

y

1
1

3

102

0

M
M

N

MMN

MN







        (3.11) 

Лемма 3. Задачи (3.5), (3.6) однозначно разрешимы 
Доказательство. Утверждение леммы, а также бесконечная гладкость решения по време-

ни есть следствие оценки 

,)),(,()),(,(max
0

0
2)(2)(

0   


t

Y

ij

Y

ij

Tt
CdtdtDdtD

sf

yyWyyyWy  

которая выводится из энергетических тождеств 

  
t

Y

ij

Y

ij ddDdtD
0

2)(
0

2)(
0 )),(,()1()),(,(

2
1  yyWyyyWy   
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,))(,(
2
1 2)(

00 yyWy dD
Y

ij   

                      ,0:))(,())(,( )()(
0

2)(
00   yyWyyyWy dJDdD

Y

ijij

Y

ij               (3.12) 

после умножения первого уравнения в (3.6) на )(ijW  и интегрирования по частям по области 

),0( tY   а также умножения первого уравнения в (3.7) на 
)(

0
ijW  и интегрирования по частям по Y . 

Рассматривая функцию )0,())(1( )( yWy ij  как периодическое решение системы Стокса 

  ,0),( )()(
0  IPD ijij

y Wy  0)(  ij
y W  

 в sY , совпадающее на границе   с функцией  

),()0,()( 1
2

)(
s

ij YWyWy   

мы получаем (см. [8]) 

.))0,(,( 0
2)( CdD

sY

ij  yyWy  

Повторяя эту процедуру, мы получим требуемое. 
Лемма 4. Симметричный тензор 1N  строго положительно определен. 

Доказательство. Пусть )( ij   и )( ij   – произвольные симметричные матрицы и  





3

1,

)(
0 ,

ji
ij

ij  WY  



3

1,

)(
0 .

ji
ij

ij  WY  

По определению 

      :,::: 2
00

fY
Dm Yy1N . 

Воспользуемся равенством 

0:),(),(:),( )()(
0

)(
0

)(
00   yWyyWyWy dJDdDD

Y

ijkl

Y

klij   

Для  3,2,1, ji , которое является очевидным следствием (3.12) и приводит к соотношению 

                                             .0,:,:, 2
00 

ff YY
DDD   YyYyYy                   (3.13) 

Таким образом, 

        .,:,:: 000
fY

DD    YyYy1N  

Утверждение Леммы следует из последнего соотношения. 
Лемма 5. Задача (2.1) – (2.5) имеет единственное решение. 
Доказательство. Однозначная разрешимость задачи (2.1) – (2.5) следует из энергетиче-

ского равенства  

 

dtddDttD

dtDtD

dtdDDdt

t t

t

 



  





















 

0

0

0 0

00

0

2
0

)),(,(:)(:)),(,(

)),(,(:)),(,(:
2
1

),(:)),(:(),()(
2
1

xxwxxwx

xxwxxwx

xvxvxxxvx





3

2

1

N

N

N

 

Для решения 
t




wv  однородной ( 00 p ) задачи. 
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Аннотация. В работе, на основе алгебраического метода вычисления производящей функции числа 
графов с помеченными вершинами, не содержащих вершин сочленения, получена формула вириального 
разложения давления в равновесной статистической механике одноатомных газов. 
           Resume. On the basis of   the algebraic method of generating function  calculation that permits to determine  
the number  of graphs  with labeled vertices which do not  contain any  articulation vertices,  the  formula of  the virial 
expansion of gas’  pressure in the equilibrium statistical mechanics of monatomic gases is found. 
 

Ключевые слова: производящая функция, графики Майера, древесные графы, уравнение состояния, 
вириальное разложение. 
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Введение 

Исследование газа одноатомных молекул малой плотности в рамках равновесной стати-

стической механики, в частности, вычисление его уравнения состояния, под которым понимается 

выражение давления газа как функции от его плотности ߩ и температуры ܶ, осуществляется на ос-

нове так называемого вириального разложения [1]. Это разложение представляет собой разложе-

ние давления газа ܲ ൌ ሺߩ, ܶሻ в степенной ряд по его плотности ߩ, 

ܲ
ܶ
ൌ෍ܿ௡ߩ௡

ஶ

௡ୀଵ

																																																																																						ሺ1ሻ	

 

Здесь ܶ	 - абсолютная температура газа, выраженная в энергетических единицах. Коэффициенты 

ܿ௡, ݊ ∈ ܰ вычисляются на основе последовательности коэффициентов ܾ௡, ݊ ∈ ܰ, которые опреде-

ляют следующие групповые разложения давления и плотности в степенные ряды по параметру ݖ, 

который в теории газов называется активностью, 

ܲ
ܶ
ൌ෍ݖ௡ܾ௡

ஶ

௡ୀଵ

ሺܶሻ, ߩ ൌ ෍݊ݖ௡ܾ௡

ஶ

௡ୀଵ

	ሺTሻ																																																																								ሺ2ሻ	

 

Последовательности функций ܾ௡	ሺܶሻ от температур при ݊ ൒ 2 вычисляются явно на основе так 

называемых групповых интегралов 
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ܾ௡ ൌ
௏షభ

௡!
׬ ∑ ∏ ቆ

௘
షಅቀ೜೔ష೜ೕቁ

்
െ 1ቇሼ௜,௝ሽ∈ஏ ଵГ೙ஐ೙ݍ݀  ௡    (3)ݍ݀…

где Φሺqሻ - парный потенциал взаимодействия между молекулами, Ω - ограниченная область в ܴଷ 

расположения молекул газа (сосуд), а ܸ - ее объем; суммирование в представленной формуле осу-

ществляется по всем связанным графам Г௡ ൌ൏ ௡,Ψܫ ൐ с помеченными ݊ вершинами (по поводу 

терминологии теории графов см. [2]), а произведение осуществляется по ребрам каждого такого 

фиксированного графа. В групповых разложениях (2) функция ܾଵ ≡ 1. Точно также в вириальном 

разложении (1) коэффициент ܿଵ ൌ 1. 

Для вычисления коэффициентов ܿ௡, ݊ ൒ 2 нужно выразить каждый из них при фиксиро-

ванном ݊ через групповые функции ܾ௟ሺܶሻ, ݈ ൌ 1 ൊ ݊. Эту задачу не удается решить в общем виде. 

Поэтому в литературе для практических расчетов ограничиваются такими выражениями для 

݊ ൌ 1 ൊ ܰ для фиксированного ܰ. После этого решается вторая задача -- вычисляются групповые 

функции ܾ௡ሺܶሻ ൌ 1 ൊ ܰ посредством приближенного вычисления групповых интегралов, указан-

ных в формуле (4). Здесь мы продемонстрируем решение первой задачи, ограничиваясьܰ ൌ 5. С 

этой целью, введем несколько иные обозначения: 

ܾ௡ሺܶሻ ≡
ఉ೙ሺ்ሻ

௡!
ଵߚ , ൌ 1      (4) 

 (В дальнейшем, зависимость ߚ௡ሺܶሻ от температуры как от параметра будем опускать и писать про-

сто ߚ௡.) Тогда разложения (2) и (3) записываются в виде 

௉

்
ൌ ∑ ௭

௡!

௡
௡ஶߚ

௡ୀଵ , ߩ ൌ ∑ ௭೙

ሺ௡ିଵሻ!
ஶ
௡ୀଵ  ௡     (5)ߚ

Введем обозначения ߙ௡, ݊ ∈ ܰ для коэффициентов разложения активности ݖ в ряд по степеням 

плотности ߩ, 

ݖ ൌ ෍ߙ௡

ஶ

௡ୀଵ

,௡ߩ ଵߙ ൌ 1 

Тогда в принятом нами приближении, ограничиваясь степенями по ߩ вплоть до пятой включи-

тельно, имеем 

ݖ ൌ ߩ	 ൅ 	ଶߩଶߙ ൅	ߙଷߩଷ	 ൅ 	ସߩସߙ ൅  ,	ହߩହߙ

ଶݖ  ൌ ଶߩ	 ൅ 	ଶߩଶߙሺߩ2 ൅	ߙଷߩଷ	 ൅ ሻ	ସߩସߙ ൅ ଶߙ
ଶߩସ	 ൅        (6)	ହߩଷߙଶߙ2

ଷݖ ൌ ଷߩ	 ൅ 	ଶߩଶߙଶሺߩ3 ൅	ߙଷߩଷ	ሻ ൅ ଶߙ3
ଶߩହ	, ݖସ ൌ ସߩ	 ൅   ,	ହߩଶߙ4

ହݖ ൌ  ሺ7ሻ																																																																													ହߩ

Подставим эти разложения в разложение (7), ограничиваясь вплоть до пятой степени по ݖ  

(так как ߩ~ݖ, ݖ → 0), 

ߩ ൌ ݖ ൅ ଶݖଶߚ ൅
1
2
ଷݖଷߚ ൅	

1
6
ସݖସߚ ൅

1
24

 ହݖହߚ

Тогда, приравнивая нулю коэффициенты отдельно при каждой степени ߩ௟, ݈ ൌ 2,3,4,5, получим 

ଶߙ ൌ െߚଶ, ଷߙ ൌ ଶߚ2
ଶ െ

1
2
,	ଷߚ ସߙ ൌ െ5ߚଶ

ଷ ൅
5
2
ଷߚଶߚ െ

1
6
,	ସߚ

ହߙ ൌ ଶߚ14
ସ െ

21
2
ଶߚ
ଶߚଷ ൅ ସߚଶߚ ൅

3
4
ଷߚ
ଶ െ

1
24

 ହߚ

Теперь, подстановкой полученных выражений для ߙ௝ через коэффициенты ߚ௝, ݆ ൌ 1 ൊ 5 в (6),(7) по-

лучается вириальное разложение (1) для уравнение состояния ܲሺߩ, ܶሻ с точностью до ߩହ , 
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௉

்
ൌ ߩ	 ൅	ܿଶߩଶ ൅ ܿଷߩଷ ൅ ܿସߩସ ൅ ܿହߩହ	    (8) 

где 

ܿଶ ൌ
1
2
,	ଶߚ ܿଷ ൌ ଶߚ

ଶ െ	
1
3
,ଷߚ ܿସ ൌ

3
2
ଷߚଶߚ െ	

1
8
ସߚ െ

5
2
ଶߚ
ଷ,																																			ሺ9ሻ 

 

	ܿହ ൌ ଶߚ7
ସ െ ଶߚ6

ଶߚଷ ൅
2
3
ସߚଶߚ ൅

1
2
ଷߚ
ଶ െ	

1
30

 ሺ10ሻ																																																									ହߚ

Введем последовательность чисел ߛ௡,	݊ ∈  ,которые вычисляются по формуле, аналогичной той ࡺ

согласно которой вычисляются коэффициенты ߚ௡ (см. (4), (5)), а именно положим 

௡ߛ ൌ ܸିଵ න ෍ ෑ ሺ
݁ି஍൫௤೔ି௤ೕ൯

ܶ
െ 1ሻ

ሼ௜,௝ሽ∈ஏ

∗

Г೙ஐ೙
ଵݍ݀  ௡ݍ݀…

где сумма со звездочкой означает, что учитываются вклады только от связных графиков с ݊ поме-

ченными вершинами, которые не содержат вершин сочленения. Тогда, непосредственно переби-

рая всевозможные склейки связных графиков из графиков без вершин сочленения, находим 

ଷߚ ൌ ଷߛ ൅ ଶߛ3
ଶ, ସߚ ൌ ସߛ ൅ ଷߛଶߛ12 ൅ ଶߛ16

ଷ																																																							ሺ11ሻ 

ହߚ	 ൌ ହߛ ൅ ସߛଶߛ20 ൅ ଷߛ15
ଶ ൅ ଶߛ150

ଶ	ߛଷ+125ߛଶ
ସ																																																										(12) 

Таким образом, подставляя в формулы (9), (10) выражения для коэффициентов ߚ௝, ݆ ൌ 2,3,4,5 через 

числа ߛ௞, ݇ ൌ 2,3,4,5, находим 

ܿଶ ൌ െ
1
2
,ଶߛ 	ܿଷ ൌ െ

1
3
,ଷߛ ܿସ ൌ െ

1
8
,ସߛ ܿହ ൌ െ

1
30

 ହߛ

Следовательно, тогда окончательное выражение для ܲ имеет вид 

ܲ ൌ ߩ െ	
1
2
ଶߩଶߛ െ

1
3
ଷߩଷߛ െ

1
8
ସߩସߛ െ

1
30

 ହߩହߛ

В общем случае, применяя рассуждения аналогичные тем, которые были использованы в работе 

[3], получается следующая формула: 

௉

்
ൌ ߩ ቂ1 െ ∑ ௠ఊ೘శభ

௠ାଵ
ஶ
௠ୀଵ ∙

ఘ೘

ሺ௠ିଵሻ!
ቃ     (13) 

Список литературы 
References 

1. Майер Дж., Гепперт-Майер М. 1980. Статистическая механика. М.: Мир,546. 
Mayer J.E., Goeppert-Mayer M. 1977. Statistical mechanics . New York: John Wiley & Sons, Inc. 

2. Харари Ф., Палмер Э. 1997. Перечисление графов. М.: Мир. 
 Harary F., Palmer E.M. 1972. Graphical Enumeration. New-York: Academic Press. 

3. Вирченко Ю.П., Остапенко Л.П. 2015. Определение числа древесных графов над конечным множе-
ством вершин. Белгородский государственный университет Научные ведомости. Математика и Физика. 
11(208); 39: 37-43. Virchenko Yu.P., Ostapenko L.P.2015. Number evaluation of tree graphs with finite vertices set. 
Belgorod State University Scientific Bulletin. Mathematics & Physics. 11(208); 39: 37-43. 
  



 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ            Серия Математика. Физика. 2017. №6 (255). Выпуск 46  ________________________________________________________________  

 

141

УДК 517.958 
 

О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ ПОЧВЕННОЙ ВЛАГИ 
 

ON THE MATHEMATICAL MODEL OF MOISTURE MOTION 
 
 

М.М. Бухурова 
M.M. Bukhurova 

 
 

Институт прикладной математики и автоматизации, Россия, 360000, г. Нальчик, ул. Шортанова, д. 89А 
 

Institute of Applied Mathematics and Automation, 89 A, Shortanov St, Nalchik, 360000, Russia 
 
 

E-mail:mareta.bukhurova@mail.ru 
 
 

Аннотация. В данной работе рассматривается нелокальная задача для обобщенного уравнения Аллера, 
возникающая при математическом моделировании движения почвенной влаги. Зависимость фрактальной 
структуры почвы от влажности может существенно повлиять на процесс движения влаги в капилярно-
пористой среде. 
Resume. In this paper we study a nonlocal boundary value problem for generalized Aller's equation occurring at 
mathematical modeling of moisture motion. The dependence of the fractal dimension on the soil humidity can signif-
icantly affect the process of unsteady moisture motion in the Capillary-porous medium. 
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Введение 

Процессы перемещения влаги оказывают существенное влияние на весь ход развития сель-
скохозяйственных культур. Одним из основных факторов, определяющих урожай является струк-
тура почвы, которая оказывает влияние на растения функционально через формирование водного, 
воздушного, питательного и теплового режимов. Система растение-почва-воздух относится к 
фрактальным диффузионным системам. На процесс нестационарного движения влаги в почве су-
щественно может повлиять зависимость фрактальной размерности почвы [1]. 

Пусть: ),( txuu   - влажность в точке x слоя rx 0 пористой почвы толщиной 0r  в мо-
мент времени ];,0[ Tt  ),( txee  - эффективный, по терминологии Аллера [2], потенциал, свя-
занный с капиллярным потенциалом ),( tx и влажностью ),( txu формулой 

),(0  
 xua te ,                              )1(  

где 0 consta , 

 








t

tt t

dq
qDq

0

1
00 )(

)(
)1(

1)()(  

- регуляризованный оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля порядка 
 1,0  с началом в точке 0t  и предполагается, что структура почвы имеет фрактальную органи-

зацию с потенциалами влаги   и e  в тонких и магистральных капиллярах соответственно. 
В качестве уравнения движения однокомпонентной жидкости в почве с фрактальной гео-

метрией рассматривается нагруженное уравнение 
















 t  0  r,<x<0    ,),(0 xx
xu e

t ,             )2(  

где 0 const - коэффициент влагопроводности. 
Подставляя в уравнение  2  e  из формулы  1  и принимая во внимание формулу 

x

uuD

x

u

ux 













 )(

, 

получим нагруженное дифференциальное уравнение 
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















 




x

xu

x

u
uD

x
xu tt

),()(),( 00 ,   )3(  

где 
u

uDa



  )(,  - коэффициент диффузитивности. 

Уравнение )3(  при 1  переходит в уравнение Аллера и в работе  3  для него методом 
разделения переменных решена смешанная задача. 

Задача расчета нестационарного движения влаги в слое почвы толщины r  сводится к про-
блеме отыскания решения уравнения )3( , удовлетворяющее следующим условиям 

   tfdxtxu
t

r

 



0

, ,  t0 ,               4  

  ,0,





rxx

txu
   t0 ,              5  

   ,0, xxu    rx 0 ,               6  
где  tf  и  x  - заданные функции. 
Условие  5  характеризует отсутствие перетока влаги из нижнего слоя в глубину, а внут-

реннекраевое условие  4 , по терминологии А.М. Нахушева  4 , задает скорость изменения влаго-

содержания (скорость иссушения)    dxtxut
r

,
0
  в почвенном слое rx 0 . 

Интегрируя уравнение  3  по x  в пределах от 0  до r  и меняя слева порядок интегрирова-
ния и дробного дифференцирования, получим  

      rx

x

tt x

xu

x

u
xD























0

00
,  

Отсюда, учитывая  5  можно записать внутреннекраевое условие  4 в виде 

         
 fDututuD txtx

1
00 ,0,0,0 . 

Далее будем предполагать, что   0 constuD . Это часто имеет место, если влажность u  
меняется в небольшом диапазоне. В этом случае уравнение  3  можно записать в виде 

    ,,, 02

2

0 



 


 xuDu
x

xu tt   ,0 rx    t0 .            7  

Уравнение  7  относится к классу нагруженных уравнений в частных производных дроб-

ного порядка, исследованному А.М. Нахушевым в работе  5 . 
В уравнении  7  совершим переход к новой зависимой переменной  tx, по формуле 

          ,,,,0 txtxuxut     D .             8  
Предполагая  tx,  известной найдем функцию  txu ,  из уравнения  ,8  удовлетворяющая 

начальному условию  6 . Тогда решение запишется в виде  6  

               



 



 dtxDx

t
txu

t

1;,,
0

10 ,             9  

где    


 


0

;
k

k

p k

z
z  - функция типа Миттаг-Леффлера  7 . 

В силу формулы дифференцирования интеграла с переменным верхним пределом и 
свойств функции типа Миттаг-Леффлера 

      1;1;1; 1
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
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
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формулу  9  можно переписать в виде 

              



  dxtttxtxu

t

,;1;, 1
0

1
1 .  10  

Как следует из  10 , замена  8  отображает решение  txuu ,  уравнения  7 с начальным  

условием  6  в решении  tx, уравнения 

           
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dxtttx
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2
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Перепишем условия  4 и  5  в терминах функции  tx,  с помощью замены  8 . Тогда 

      0,,,
0 



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x
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            12  

в силу  5 . 

Проинтегрируем обе части равенства  7  по x  в пределах от 0  до r . В результате с учетом 
замены  8  и условия  4  будем иметь 
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t x
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или же 
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Отсюда в силу  12  получаем условие 

   tf
x
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x
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,







,        tf1   
 fD t

1
0                       13  

Перепишем уравнение  11  в виде 

     txtxxx ,;F1; 2
1

22  
 ,                           14  

где 12   , 

          


 dxtttxF
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1 . 

Уравнение  14  с краевыми условиями  12 ,  13  эквивалентно интегральному уравнению 
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Пусть  2;,;, txR  - резольвента ядра  

         
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интегрального уравнения  15 . Тогда единственное его решение  tx,  задается формулой 

               dqtxRdtxqtx
r t

,;,;,,,
0 0

22 .          

 16  

Следовательно, с помощью обратимой замены  8  нелокальная задача  4 -  7  эквива-

лентно сводится к задаче  12  -  14 , решение которой определяется формулой  16 . 
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Аннотация. На основе термодинамических рассуждений получено уравнение переноса тепла в твердотель-
ной абсолютно упругой среде с учетом взаимного влияния деформаций среды и распределений температуры в ней. 

Resume.  On basis  of thermodynamic construction, the heat transfer equation is obtained in the case of solid 
medium  being   absolutely elastic subject with the account of  mutual influence of its deformations  and  the tempera-
ture distribution  in it. 

 
Ключевые слова: тензор деформаций, распределение температуры, модули упругости, тензор тепло-

проводности, тензор коэффициентов линейного расширения. 
Key words: strain tensor, temperature distribution, elasticity  modules, thermal conductivity tensor,  tensor   of  

linear expansion coefficients. 
 

 
В литературе по физике твердого тела, не уделено должного внимания изучению эволюции 

распределения температуры в твердотельной среде, когда учитывается влияние деформаций, по-
рождаемых его изменением. В настоящем сообщении мы даем  вывод общего уравнения теплопе-
реноса в твердотельной, абсолютно упругой, гомогенной среде, которое устраняет этот недостаток. 
При этом  мы не учитываем действия на твердотельную среду каких либо внешних воздействий  
(механических, электрических и магнитных). Кроме того, мы исключаем  из рассмотрения нали-
чие у среды собственной магнитной или электрической упорядоченности.  Наш вывод уравнения 
теплопереноса основан на тех же рассуждениях, которые использованы в известном курсе [3] по 
теории упругости для получения уравнения переноса тепла в более частном случае. В отличие от 
рассмотренной физической ситуации, мы получаем эволюционное уравнение в случае, в котором 
не предполагается малость градиентов температуры в среде. 

           Запишем первое начало термодинамики для каждой малой пространственной области 
( ) x  с объемом V  в момент времени t , занимаемой средой, которая сосредоточена около точки x , 

E( , ) Q( , ) A( , ),d t t t  x x x           (1) 

где E( , )d tx  - малое изменение внутренней энергии среды в области ( ) x  и, соответственно, 

Q( , )t x  и A( , )t x  -  малое изменение тепла внутри этой области и малая величина работы, проделан-
ная веществом среды, сосредоточенным в ней. Эти малые изменения представляют собой линейные 
дифференциальные формы относительно изменений значений интенсивных термодинамических па-
раметров, полностью ,  характеризующих состояние среды в ( ) x  при сделанных нами предположе-
ний о ее гомогенности и отсутствии в ней какого-либо электромагнитного упорядочения. 

Применим второе начало термодинамики  к дифференциальному изменению теплоты  
Q( , )t x   к части среды, содержащейся в области ( ) x  (см., например, [3]).  Естественно, что это 

возможно только при реализации таких физических условий, при которых процессы теплоперено-
са в среде являются достаточно медленными. Тогда Q( , ) V ( , ) S( , )t T t d t x x x , где S( , )d tx  - диффе-

ренциал плотности энтропии вещества, сосредоточенного в ( ) x . 
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Так как дифференциальная форма Q VTdS   не является точной, то дифференциальная форма 
0A  , если T const . Выражение для дифференциального изменения работы A( , )t x  запишем в виде 

A( , ) V ( , ) ( , ),ij ijt t du t  x x x           (2) 

где учитывается изменение формы и объема области ( ) x  при изменении ее температуры. 
При этом мы выбираем знак «плюс», в отличие выражения, использованного в [3], в силу приня-
того нами знака перед A  в формуле (1). Здесь ( , )ij t x  -- тензор механических напряжений в среде 

и ( , )iju tx  - тензор деформаций  среды в пространственно-временной точке ,t x . 

Ввиду предположения об абсолютной упругости, отсутствуют необратимые деформации  
области ( ) x  при малом изменении dt  времени. Полагая что эти деформации очень малы, можно 
ограничиться только лишь линейной связью между деформациями и механическими напряжени-
ями. Запишем эту связь в виде 

( ) ( ) .ij ij ijkl klT C T u                (3) 

Первое слагаемое, независящее от деформаций, описывает напряжения, которые возника-
ют вследствие теплового расширения. Второе слагаемое представляет собой запись закона Гука в 
наиболее общей форме. При этом тензор четвертого ранга ( )ijklC T  модулей упругости, обладаю-

щий специальными свойствами симметрии по совокупности своих индексов (см. [3]), зависит от 
температуры ( , )T T t x  в области ( ) x . В частном случае, в предположении об изотропии среды и 

напряжений в ней ( , ) ( , )ij ijt P t   x x , A( , ) V ( , ) ( , )iit P t du t x x x . Здесь  ( , )P tx  - давление внутри об-

ласти ( ) x  в момент времени t , причем знак в этой формуле выбран таким образом, что 0P  , 
если давление направлено внутрь области. 

Покажем, что  коэффициент ( )ij T  определяется формулой 

0

( ) ( ) ,
T

ij ij
T

T T dT                 (4) 

где симметричный тензор второго ранга ( )ij T , с точностью до постоянного множителя,  

представляет собой тензор коэффициентов теплового расширения. Здесь температура 0T  пред-
ставляет собой среднюю температуру среды, которая реализуется при наличии в ней полного теп-
лового равновесия.  

Воспользуемся стандартными термодинамическими соотношениями, 

1 FE=F SV, V ,T S
T

 
  


          (5) 

где F  -- свободная энергия области ( ) x  среды и S  -- плотность энтропии.  Тогда, на осно-
вании (1), имеем 

F FA F VS VS ,( ) ( )
iju T ij

ij

d dT dT du dT
T u

  
    

 
 

FA .( )T ij
ij

du
u

 



          (6) 

Запишем теперь выражение для свободной энергии с точностью до квадратичных членов 
разложения по компонентам тензора деформаций 

0

0
VF( , ) F ( ) V ( ) ( )
2

T

kl ij ij ijkl ij kl

T

T u T u T dT C T u u           (7) 

и, следовательно,  имеем 

0

F V ( ) V ( ) .( )
T

T ij ijkl kl
ij T

T dT C T u
u

    
         (8) 

Кроме того, на основании второго соотношения в (5), из (7) следует 

0
1S( , ) S ( ) ( ) ( ),
2kl ij ij ij kl ijklT u T T u u u C T

T
 

  


        (9) 
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где 1
0 0S V F / T    , и поэтому коэффициент ( )ij T  представляет собой тензор коэффици-

ентов линейного расширения. Отсюда видно, что, в рамках линейной  теории упругости, он не за-
висит от компонент тензора деформаций. 

Таким образом, из (6) и (8) следует, что дифференциальное изменение работы A( , )t x , в 
общем случае записывается в виде 

0

A( , ) V ( ) ( ) ( , ) ( , ).( )T

ij ijkl kl ij
T

t T dT C T u t du t     x x x       (10) 

Сравнивая эту формулу с (2), получаем формулу (4). 
Наконец, рассмотрим  изменение внутренней энергии в области ( ) x  при малом измене-

нии времени dt . Согласно закону сохранения энергии, 

( )

E( , ) ( ( , ), ( , )) 0,t
t d t

t 


 

  x

x S y Δ y�  

получаем 

( )

E( , ) ( , ( , )) V( , ( , )).t
t d t

t 


     

  x

x S y y S x         (11) 

где интегрирование в первом интеграле производится по замкнутой поверхности -- грани-
це области ( ) x  с выбором ориентации элемента поверхности ( , )d tΔ y  в направлении из ( ) x ,  

( , )tS x  -- вектор плотности потока внутренней энергии в пространственно-временной точке ,t x .  

Подставим в (1) выражения для теплоты Q( , )t x , выделяемой в области ( ) x   и для  малой 

работы A( , )t x , произведенной веществом, которое содержится в ней, при малых  деформациях, 
которые вызваны изменением распределения температуры. Поделив на объем V  области,  запи-
шем первое начало  термодинамики в следующей форме: 

0

( , )S( , ) ( , ( , )) ( ) ( ) ( , ) .( )T ij
ij ijkl kl

T

u tt
T t T dT C T u t

t t


      
 

xx S x x      (12) 

В предлагаемом подходе к описанию эволюции распределения температуры в среде мы 
столкнулись с необходимостью описания ее локального термодинамического состояния в окрест-
ности точки x  не только на основе значения температуры в этой точке, но и, дополнительно на 
основе значений тензора деформаций ( , )iju tx  в этой точке. Тогда дифференциал плотности энтро-

пии в каждой пространственно-временной точке дается следующей формулой 
S SS .( ) ( )

iju T ij
ij

d dT du
T u

 
 

 
          (13) 

Здесь частные производные, по определению (см. [3]), представляют собой 

v
S S 1( ), c ( , ),( ) ( )

ijT ij u kl
ij

T T u
u T T

 
 

 
      (14) 

где vc ( , )klT u  -- теплоемкость среды при постоянном объеме, которая в общем случае явля-
ется функцией температуры и деформаций среды. Зависимость теплоемкости от компонент тензо-
ра деформаций возникает вследствие зависимости тензора ij  от температуры, в силу их   опреде-

ления (14), так как они определяют перекрестные вторые производные от энтропии по независи-
мым интенсивным термодинамическим характеристикам среды 

2

v
S 1( ) c ( , ).ij kl

ij ij

T T u
T u T T u

  
 

   
 

Наличие же зависимости тензора ( )ij T  от температуры T , при изменении ее в широком 

диапазоне, является экспериментальным фактом. 
Формулы (13), (14) позволяют написать выражение для временной производной от энтропии, 

v
S 1 c ( , ) ( ) .ij

kl ij

uT
T u T

t T t t


 
 

  
         (15) 

Из (12) и (15), производя очевидное преобразование 

0 0
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ,( )T T

ij ij ij ij
T T

d
T dT T T T T T T dT

dT
          

   

получаем искомое уравнение   теплопереноса с учетом деформаций среды, 
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0
v 0 0

( , )
c ( , ) ( , ( , )) ( ) ( ) ( ) ( , ) .( ( ) )T ij

kl ij ij ijkl kl
T

u tT d
T u t T T T T dT C T u t

t dT t
 

        
 

x
S x x   (16) 

Заметим, что это эволюционное уравнение относительно распределения температуры ( , )T tx  
не является уравнением дивергентного типа, так как тепловая энергия в среде не сохраняется. 

Для описания временной эволюции среды уравнение теплопереноса  в форме (12) должно 
быть дополнено уравнением, описывающим изменение поля смещений среды в окрестности каж-
дой из пространственных точек. 

Рассмотрим плотность потока  ( , )tS x  энергии в правой части уравнения. Стандартный под-
ход в теории теплопереноса, основан на предположении о малости градиентов распределения 
температуры ( , )T tx . Это позволяет разложить плотность потока ( , )tS x , зависящую локальным об-

разом от ( , )T tx , по степеням этих градиентов и ограничиться только градиентами первого порядка 

( , ( , )) ( ) ( , ).( )ij jt T T t   S x xщ          (19) 

При этом если не производить учета радиационного теплообмена, то ( )ij Tщ  представляет со-

бой тензор коэффициентов теплопроводности, а уравнение (18) является уравнением теплопроводно-
сти. Знак минус  указывает на то, что при выборе направления векторного поля ( , )tS x  в сторону спа-

дания градиента, симметричный тензор  ( )ij Tщ  теплопроводности положительно определен. 
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