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ЗОЛОТОЕ СЕЧЕНИЕ В ГЕОМЕТРИИ η-ЭЙНШТЕЙНОВЫХ
СУБРИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ С N-СВЯЗНОСТЬЮ

GOLDEN RATION IN GEOMETRY OF η-EINSTEIN SUB-RIEMANNIAN
MANIFOLDS WITH N-CONNECTION

С.В. Галаев
S.V. Galaev

Саратовский национальный исследовательский государственный
университет им. Н.Г. Чернышевского,

ул. Астраханская, 83, Саратов, 410012, Россия

National Research Saratov State University named after G.N. Chernyshevsky,
83 Astrahanskaya St, Saratov, 410012, Russia

E-mail: sgalaev@mail.ru

Аннотация
Вводится понятие специального субриманова многообразия (S-многообразия). S-
многообразие — это субриманово многообразие M контактного типа с заданной на нем
ассоциированной связностью ∇A относительно которой структурный эндоморфизм Ψ
многообразия M, определяемый равенством ω(x⃗, y⃗) = g(Ψx⃗, y⃗), ковариантно постоя-
нен. Доказывается, что S-многообразие является η-Эйнштейновым многообразием то-
гда и только тогда, когда оно η-Эйнштейново относительно связности ∇N , где N -
эндоморфизм N : D → D распределения D многообразия M такой, что ∇AN = 0. В
качестве примера эндоморфизма, удовлетворяющего условию ∇AN = 0, рассматривает-
ся эндоморфизм N =

√
5
2
F + 1

2
I, удовлетворяющий тем самым соотношению N2 = N+1.

Abstract
The paper deals with a sub-Riemannian manifold M of contact type with a given associated
connection ∇A. Additionally it is assumed that the structure endomorphism Ψ defined by
the equality ω(x⃗, y⃗) = g(Ψx⃗, y⃗) is covariantly constsnt with respect to the connection ∇A.
The obtained sub-Riemannian manifold is an analog of a Sasaki manifold. It is proved that
the manifold M is η-Einstein if and only if it is η-Einstein with respect to the connection ∇N ,
where N : D → D is an endomorphism of the distribution D of the manifold M such that
∇AN = 0. Let η be a 1-form defining the distribution D of the manifold M. If rk(dη) = 2p,
2p < n − 1, 2p ̸= 0, where n is the dimension of the manifold M, on the sub-Riemannian
manifold may be defined in a natural way an endomorphism N satisfying N2 = N+1 that is
called a golden affinor structure. It is shown that the endomorphismN is covariantly constant
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with respect to the connection ∇A. As the central example, is considered the distribution
D of a sub-Riemannian manifold M with zero Schouten tensor. The distribution D of the
manifold M is itself a sub-Riemannian manifold with a golden affinor structure.

Ключевые слова: субриманово многообразие, внутренняя связность, ассоциирован-
ная связность, N-связность, η-Эйнштейново многообразие, золотое сечение.
Keywords: sub-Riemannian manifold; interior connection; associated connection; N-
connection; η-Einstein manifold; golden ration.

1. Введение

Субримановым многообразием контактного типа называется риманово многообра-
зие M размерности n, оснащенное субримановой структурой (M, ξ⃗, η, g), где η и ξ⃗
1-форма и единичное векторное поле, порождающие, соответственно, ортогональные
между собой распределения D и D⊥. На многообразиях с почти контактной метриче-
ской структурой наряду со связностью Леви-Чивита рассматривают связности с кру-
чением [Галаев 2016; Гордеева 2009; Agricola 2015; Agricola 2014]. Эти связности могут
быть как метрическими, так и неметрическими. Как правило, выбор подходящей связ-
ности связан с возможными приложениями почти контактных метрических структур
в теоретической физике. В конце статьи предлагается краткий обзор наиболее часто
используемых связностей с кручением. Субриманово многообразие является обобще-
нием почти контактного метрического многообразия. На субримановом многообразии
контактного типа определяется структурный эндоморфизм Ψ с помощью равенства
ω(x⃗, y⃗) = g(Ψx⃗, y⃗). Если почти контактное метрическое многообразие представляет со-
бой интерес как обобщение поверхности эрмитова пространства, то мотивация к ис-
следованию субриманова многообразия вызвана необходимостью построения матема-
тических моделей в задачах теории управления и неголономной механики. Различие в
происхождении почти контактных метрических многообразий и субримановых много-
образий проявляется в выборе связностей, задающих параллельный перенос на много-
образиях. Для почти контактных метрических многообразий, образующих специальный
класс римановых многообразий, естественным является выбор связности Леви-Чивита.
В геометрии субримановых многообразий используются связности, обеспечивающие па-
раллельный перенос допустимых векторов вдоль допустимых кривых. В работах автора
соответствующие связности определяются парой (∇, N), где ∇ — внутренняя метриче-
ская связность, а N : D → D — подходящий эндоморфизм распределения D. В случае
субриманова многообразия естественно положить N = Ψ. В настоящей работе изу-
чаются два эндоморфизма N, естественным образом возникающих на субримановом
многообразии M : структурный эндоморфизм Ψ и эндоморфизм N, удовлетворяющий
полиноминальному соотношению: N2 = N +1. Следуя устоявшимся традициям [Falcon
2009, Falcon 2008], будем называть эндоморфизм, удовлетворяющий последнему соот-
ношению, золотой аффинорной структурой. В случае нулевого эндоморфизма (N = 0)
N-связность получает название ассоциированной (с внутренней связностью) связности
и обозначается ∇A [Букушева 2017, Bukusheva 2011]. На изучаемое в работе субри-
маново многообразие M накладываются определенные ограничения. При этом много-
образие M получает название специального субриманова многообразия, или, короче —
S-многообразия. В качестве примера S-многообразия рассматривается распределение D
субриманова многообразия с заданной на нем продолженной субримановой структурой.
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2. Основные сведения о специальных субримановых многообразиях

Пусть M — риманово многообразие размерности n с заданной на нем субримановой
структурой (M, ξ⃗, η, g,D), где η и ξ⃗ 1-форма и единичное векторное поле, порожда-
ющие, соответственно, ортогональные между собой распределения D и D⊥. Обычно
исследование субримановых многообразий начинают с собственно субримановой струк-
туры (M, ξ⃗, η, g,D), переходя затем к структуре риманова многообразия, полагая, что
ξ⃗ — единичное векторное поле и распределения D и D⊥ ортогональны между собой.

Внутренней линейной связностью ∇ [1-3 Букушева 2019] на субримановом многооб-
разии называется отображение ∇ : Γ(D)×Γ(D) → Γ(D), удовлетворяющее следующим
условиям:

1)∇f1x⃗+f2y⃗ = f1∇x⃗ + f2∇y⃗,

2)∇x⃗fy⃗ = (x⃗f)y⃗ + f∇x⃗y⃗,

3)∇x⃗(y⃗ + z⃗) = ∇x⃗y⃗ +∇x⃗z⃗,

где Γ(D) — модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой точке
принадлежащих распределению D). Известно [Галаев 2016; Галаев 2017; Галаев 2001],
что на субримановом многообразии существует единственная внутренняя связность ∇ с
нулевым кручением, такая, что ∇x⃗g(x⃗, y⃗) = 0. Кручение внутренней линейной связности
S по определению полагается равным

S(x⃗, y⃗) = ∇x⃗y⃗ −∇y⃗x⃗− P [x⃗, y⃗],

где P : TM → D — проектор, определяемый разложением TM = D ⊕D⊥.
Тензорное поле, заданное на многообразии M, будем называть допустимым (к рас-

пределению D), если его значение в каждой точке многообразия обращается в нуль,
если среди аргументов встречаются η или ξ⃗. Любое тензорное поле, не являющееся
обязательно допустимым, будем называть голономным полем.

Дополнительно предположим, что rk(dη) = 2p, 0 < 2p < n− 1. Пусть K — интегри-
руемое распределение, равное ядру формы ω = dη. Помимо разложения TM = D⊕D⊥

на многообразии M возникает разложение TM = L ⊕ L⊥ ⊕ D⊥, где L⊥ = K ∩ D, а
L — ортогональное ему подраспределение распределения D [Галаев 2017]. Кроме того,
нам понадобятся разложения L̃ = L ⊕ D⊥, K = L⊥ ⊕ D⊥, TM = L ⊕ K. С помощью
последнего разложения определяются проекторы h : TM → L, v : TM → K.

Пусть N : D → D — фиксированный эндоморфизм распределения D. Линейной
связностью ∇N (короче, N-связностью) называется линейная связность с кручением
S(x⃗, y⃗), однозначно определяемая следующими условиями [Bukusheva 2011; Galaev 2018;
Galaev 2015]:

1) S(x⃗, y⃗) = 2ω(x⃗, y⃗)ξ⃗ + η(x⃗)Ny⃗ − η(y⃗)Nx⃗, x⃗, y⃗, z⃗ ∈ Γ(TM),

2) ∇N
x⃗ g(y⃗, z⃗) = 0, x⃗, y⃗, z⃗ ∈ Γ(D),

3) ∇N
x⃗ ξ⃗ = 0, x⃗ ∈ Γ(TM),

4) ∇N
x⃗ η = 0, x⃗ ∈ Γ(TM).

В случае нулевого эндоморфизма N-связность ∇N будем называть ассоциированной
связностью и обозначать ∇A.
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Будем называть многообразие M специальным субримановым многообразием (или,
короче — S-многообразием), если выполняются следующие условия:

1) распределение L̃ = L⊕D⊥ — интегрируемо;
2) тензорное поле µ(x⃗, y⃗, z⃗) = vz⃗g(hx⃗, hy⃗)− g(h[vz⃗, hx⃗], hy⃗)− g(h[vz⃗, hy⃗], hx⃗) обраща-

ется в нуль;
3) структурное поле эндоморфизма Ψ ковариантно постоянно относительно ассоци-

ированной связности: ∇AΨ = 0.

Тензорное поле µ(x⃗, y⃗, z⃗), по-видимому, впервые использовалось в работе [Bejancu
2012].

Пример S-многообразия. Пусть M = R5. (∂n) (α = 1, .., 5) — стандартный базис
арифметического пространства. Определим на M 1-форму η, полагая, η = dx5 + x2dx1.
Пусть e⃗1 = ∂1 − x2∂5. Зададим на M метрический тензор g, полагая, что векто-
ры (

√
2e⃗1,

√
2∂2,

√
2∂3,

√
2∂4,

√
2∂5) образуют ортонормированный базис. Положим: L =

span(e⃗1, ∂2), L
⊥ = span(∂3, ∂4). Учитывая равенство [e⃗1, ∂2] = ∂5, заключаем, что распре-

деление L̃ = L⊕D⊥ интегрируемо. Два других входящих в определение S-многообразия
свойства также проверяются непосредственно.

Карту K(xα) (α, β, γ = 1, ..., n;A,B,C = 1, ..., n − 1; a, b, c, e = 1, ..., 2p; i, j, k = 2p +
1, ..., n− 1) многообразия M будем называть адаптированной к распределению D, если

1) ∂n = ξ⃗;

2) Γ(L⊥) =< ∂i >;

3) Γ(L̃) =< ∂a, ∂n > .

Векторные поля h(∂a) = e⃗a = ∂a−Γn
a∂n порождают систему L : L = Span(e⃗a). Таким

образом, мы имеем на многообразии M неголономное поле базисов (e⃗α) = (e⃗a, ∂i, ∂n).

Непосредственно проверяется, что [e⃗a, e⃗b] = 2ωba∂n. Условие ξ⃗ ∈ kerω влечет справед-
ливость равенства ∂nΓ

n
a = 0. Из определения S-многообразия следует, что ∂ngab = 0,

∂igab = 0.

Использование адаптированных координат не только упрощает доказательство тео-
рем, но и в ряде случаев позволяет лучше понять строение изучаемых объектов.

Пусть ∇̃ — связность Леви-Чивита и Γ̃α
βγ — коэффициенты связности ∇̃.

Предложение 1 [Букушева 2017; Галаев 2016; Галаев 2001]. Коэффициенты связ-
ности Леви-Чивита субриманова многообразия в адаптированных координатах имеют
вид:

Γ̃C
AB = ΓC

AB, Γ̃
n
AB = ωBA − CAB, Γ̃

B
An = Γ̃B

nA = CB
A + ψB

A , Γ̃
n
nA = Γ̃a

nn = 0,

где ΓA
BC = 1

2
gAD(e⃗BgCD + e⃗CgBD − e⃗DgBC), ψ

B
A = gBCωAC , CAB = 1

2
∂ngAB, C

B
A = gBCCAC .

Пусть, далее, F — поле допустимого эндоморфизма, определяемое разложением
D = L ⊕ L⊥ таким образом, чтобы все векторы пространства L отвечали собствен-
ному значению λ = 1, а векторы L⊥ — собственному значению λ = −1. Из условий,
входящих в определение S-многообразия, вытекает следующее предложение.

Предложение 2. Поле эндоморфизма F ковариантно постоянно относительно ас-
социированной связности: ∇AF = 0.

Пусть I — тождественное преобразование распределения D, Iξ⃗ = 0. Эндоморфизм
N =

√
5F/2 + I/2 является допустимым эндоморфизмом, удовлетворяющим соотноше-

нию N2 = N + 1. При этом равенство ∇AF = 0 влечет равенство ∇AN = 0.

Ранее автором были введены понятия допустимого интегрируемого тензорного поля
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и (допустимого) почти нормального тензорного поля [Galaev 2015]. Допустимое тензор-
ное поле t называется почти нормальным, если ∇At = 0.

Коэффициенты связности ∇N обозначим символами Gα
βγ. Из определения N-

связности следует, что ненулевые коэффициенты связности ∇N в адаптированных ко-
ординатах получают следующее представление:

GA
BC =

1

2
gAD(e⃗BgCD + e⃗CgBD − e⃗DgBC), G

B
nA = NB

A .

Теорема 1. Пусть t — почти нормальная аффинорная структура, заданная на S-
многообразии. Тогда найдется атлас адаптированных карт, относительно которых ком-
поненты эндоморфизма t постоянны.

� Равенство ∇At = 0 сводится в адаптированных координатах к равенствам ∇At
C
B =

∂At
C
B+ΓC

ADt
D
B −ΓD

ABt
C
D = 0, ∇nt

C
B = ∂nt

C
B. Равенство ∂AtCB+ΓC

ADt
D
B −ΓD

ABt
C
D = 0, (с учетом

∂ngAB = 0 и ∂nΓC
AB = 0) можно интерпретировать как равенство, заданное относительно

голономной карты. Таким образом, для доказательства теоремы достаточно воспользо-
ваться следующим утверждением: аффинорная структура интегрируема тогда и только
тогда, когда существует сохраняющая ее связность без кручения. �

Понятие η-Эйнштейнова многообразия введено Окумурой [Гордеева 2009]. η-
Эйнштейновым многообразием названо многообразие Сасаки с тензором Риччи r̃, име-
ющим следующее строение: r̃ = ag + bη ⊗ η, a, b ∈ R. Позже понятие η-Эйнштейнова
многообразия было перенесено на более широкий класс почти контактных метрических
многообразий. В настоящей работе изучаются η-Эйнштейновы субримановы многообра-
зия. Приводится описание таких многообразий в терминах N-связности. Коэффициенты
связности ∇N обозначим символами Gα

βγ.
Непосредственно проверяется справедливость следующей теоремы.
Теорема 2. Линейная связность ∇N , заданная на S-многообразии, является метри-

ческой в случае, когда N = Ψ, и неметрической, когда N =

√
5

2
F +

1

2
I.

Используя адаптированные координаты, убеждаемся в справедливости следующего
предложения.

Предложение 3. Для связности Леви-Чивита ∇̃ и N-связности ∇N выполняются
следующие соотношения:

∇N
x⃗ y⃗ = ∇̃x⃗y⃗ − η(x⃗)∇̃y⃗ ξ⃗ − η(y⃗)∇̃y⃗ ξ⃗ + ω(x⃗, y⃗)ξ⃗ + η(x⃗)Ny⃗.

Пусть R̃(x⃗, y⃗)z⃗, K(x⃗, y⃗)z⃗, x⃗, y⃗, z⃗ ∈ Γ(TM), тензоры кривизны связностей ∇̃, ∇N со-
ответственно.

Вычислим необходимые для дальнейшего ненулевые компоненты тензоров R̃(x⃗, y⃗)z⃗,
K(x⃗, y⃗)z⃗. Имеем:

R̃D
ABC = RD

ABC +ΨD
AωCB +ΨD

BωAC ,

R̃n
AnC = ∂nωAC +ΨE

CωEA,

R̃D
ABn = 2∇[AΨ

D
B],

R̃A
nCB = −∇CΨ

A
B,

KA
nCB = −∇CN

A
B ,

KD
ABC = RD

ABC .
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Здесь RD
ABC = 2e⃗[AΓ

D
B]C + 2ΓD

[A||E||Γ
E
B]C — компоненты тензора кривизны Схоутена

[1-3], определяемого равенством

R(x⃗, y⃗)z⃗ = ∇x⃗∇y⃗z⃗ −∇y⃗∇x⃗z⃗ −∇P [x⃗,y⃗]z⃗ − P [Q[x⃗, y⃗], z⃗],

где Q = 1− P.
Заметим, что ∂nωAC = 0, т. к. dω = 0.
Пусть r̃(x⃗, y⃗), k(x⃗, y⃗) — соответствующие тензорам R̃(x⃗, y⃗)z⃗, K(x⃗, y⃗)z⃗ тензоры Риччи.

Назовем субриманово многообразие η-Эйнштейновым многообразием, если выполняет-
ся равенство

r̃ = ag + bη ⊗ η, a, b ∈ R.

Теорема 3. Пусть M — S-многообразие. Тогда M является субримановым η-
Эйнштейновым многообразием тогда и только тогда, когда M — η-Эйнштейново мно-
гообразие относительно связности ∇N .

� Вычислим компоненты тензоров Риччи k, r̃ в адаптированных координатах. Име-
ем:

r̃AC = kAC , r̃An = r̃nA = −∇BΨ
B
A, r̃nn = ΨB

AΨ
A
B, kAn = 0, knA = −∇BN

B
A , knn = 0.

Пусть M — субриманово η-Эйнштейново многообразие. Из равенства r̃ = ag+ bη⊗η
следует, что

r̃An = r̃nA = −∇BΨ
B
A = 0.

Из полученного выше равенства knA = −∇BN
B
A следует, что kAn = knA = 0. В свою

очередь, воспользовавшись равенством knn = 0, мы можем записать верное равенство
knn = ag(∂n, ∂n)− aη(∂n)η(∂n). Что и доказывает первую часть теоремы.

Пусть M — субриманово многообразие, являющееся η-Эйнштейновым многообрази-
ем относительно связности ∇N :

k = ag + bη ⊗ η.

В этом случае knA = −∇bN
B
A = 0. Если tr(ψ2) = b, b ∈ R, то справедливо следующее

равенство
r̃nn = b = ag(∂n, ∂n) + (b− a)η(∂n)η(∂n).

Так как r̃AC = kAC , окончательно получаем

r̃ = ag + (b− a)η ⊗ η. �

3. Распределение субриманова многообразия с продолженной структурой

Приведем еще один пример S-многообразия. Пусть D — распределение субриманова
многообразия нулевой кривизны [Букушева 2017; Галаев 2009; Bukusheva 2011]. Вектор-
ные поля (ε⃗a = ∂a−Γn

a∂n−Γb
acx

n+c∂n+b, ∂n, ∂n+a) = (Ai) (a, b, c = 1, ..., n−1; i, j, k = 2n−1)
определяют [Bukusheva 2011] на распределении D как на гладком многообразии него-
лономное (адаптированное) поле базисов, а формы (dxa,Θn = dxa + Γn

adx
a,Θn+a =

dxn+a+Γa
bcx

n+cdxb) — соответствующее поле кобазисов. Имеют место следующие струк-
турные уравнения [Bukusheva 2011]:

[ε⃗a, ε⃗b] = 2ωba∂n,

[ε⃗a, ∂n] = xn+d∂nΓ
c
ad∂n+c,
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[ε⃗a, ∂n+b] = Γc
ab∂n+c.

Определим на многообразии D метрику g̃, подчиняющуюся равенствам:

g̃(x⃗h, y⃗h) = g̃(x⃗v, y⃗v) = g(x⃗, y⃗), g̃(x⃗h, y⃗v) = g̃(x⃗h, ∂n) = g̃(x⃗v, ∂n) = 0.

Нетрудно установить справедливость следующего предложения.
Предложение 4. Многообразие D с заданной на нем метрикой g̃ оснащено струк-

турой S-многообразия.
Замечание 1. Задавая надлежащим образом эндоморфизм N : D → D, получаем

следующие классы N-связностей для случая почти контактных метрических многооб-
разий:

1) Связность Бежанку ∇B с нулевым эндоморфизмом N = 0. Бежанку опреде-
ляет связность ∇B на почти контактном метрическом многообразии с помощью фор-
мулы ∇B

x⃗ y⃗ = ∇̃x⃗y⃗ − η(x⃗)∇̃y⃗ ξ⃗ − η(y⃗)∇̃x⃗ξ⃗ + (ω + c)(x⃗, y⃗)ξ⃗. В адаптированных коорди-
натах отличными от нуля компонентами ΓBα

βγ связности ∇B являются ΓBa
bc = Γa

bc =
1
2
gad(e⃗bgcd + e⃗cgbd − e⃗dgbc),. В случае многообразия Сасаки тензор кривизны связно-

сти Бежанку совпадает с тензором кривизны Схоутена. Построенная Бежанку связ-
ность, вообще говоря, не является метрической. Так как ∇B

n gab = ∂ngab, то метричность
связности Бежанку эквивалентна К-контактности контактной метрической структуры.
N-связность ∇N на многообразии с почти контактной метрической структурой с за-
данным эндоморфизмом N : D → D может быть определена с помощью равенства
∇N

x⃗ y⃗ = ∇B
x⃗ y⃗ + η(x⃗)Ny⃗.

2) Связность Танака-Вебстера ∇TW определяется как единственная связность, удо-
влетворяющая следующим условиям:

1) ∇TWη = 0,

2) ∇TW ξ⃗ = 0,

3) ∇TWg = 0,

4) S(x⃗, y⃗) = 2ω(x⃗, y⃗)ξ⃗, x⃗, y⃗ ∈ Γ(D),

5) S(ξ⃗, φx⃗) = −φS(ξ⃗, x⃗), x⃗ ∈ Γ(TM).

Связность ∇TW является N-связностью в случае, когда N = C.
3) Связность Схоутена-ван Кампена ∇Sk определяется с помощью равенства: ∇Sk

x⃗ y⃗ =
(∇̃x⃗y⃗

h)h + (∇̃x⃗y⃗
v)v, где y⃗h = py⃗, y⃗v = Qy⃗. Непосредственно проверяется, что связность

Схоутена-ван Кампена является N-связностью для случая, когда N = C − φ.
4) φ-связности исследовались в работе [3]. Для K-контактных метрических про-

странств φ-связность совпадает со связностью Схоутена-ван Кампена.
Замечание 2. В настоящее время продолжают активно изучаться почти контакт-

ные метрические многообразия с четверть симметрической связностью. Указанные в
замечании 1 связности в весьма частном случае, когда dη = 0, являются четверть сим-
метрическими связностями.

Заключение

Настоящая работа вносит определенный вклад в развитие геометрии многообразий
Римана-Картана [Гордеева 2009; Agricola 2015, 2014], находящей применение в теории
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гравитации Эйнштейна-Картана. Под многообразием Римана-Картана понимается ри-
маново многообразие с линейной связностью, обладающей ненулевым кручением. Весь-
ма интересной представляется задача классификации N-связностей в зависимости от
свойств соответствующих им эндоморфизмов N : D → D. Отдельный интерес пред-
ставляет изучение N-связностей в случае, когда эндоморфизм N : D → D принадле-
жит классу металлических или других подобных структур [Falcon 2009, 2008; Goldberg
1970].

В предлагаемой статье впервые при исследовании субримановых многообразий рас-
сматривается допустимая аффинорная структура, ассоциированная с золотым сечени-
ем. Рассматриваемая структура, как легко проверить, совместима с метрическим тен-
зором: g(Nx⃗, y⃗) = g(x⃗, Ny⃗).
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Аннотация
В работе рассматривается аналог классической проблемы делителей Ингама. Изучается би-
нарная аддитивная задача с квадратичными формами. Для числа решений уравнения Q1(m)−
Q2(k) = 1 была получена асимптотическая формула. Данное уравнение содержит бинарные по-
ложительно определенные примитивные квадратичные формы, соответствующие классу идеа-
лов мнимого квадратичного поля Q(

√
d). Дискриминант мнимого квадратичного поля являет-

ся растущим параметром. Число решений уравнения ищется с весами exp(−(Q1(m)+Q2(k))/n)
при росте параметра n. Доказательство асимптотической формулы проводится круговым ме-
тодом с использованием оценок для двойных сумм Гаусса с учетом растущего дискриминанта
и оценки А. Вейля для суммы Клостермана.

Abstract
In this article, an analogue of the Ingam binary additive divisor problem is considered. A binary
additive problem with quadratic forms is studied. The asymptotical formula of the number of
solution of diophantine equation Q1(m) − Q2(k) = 1 is received. This equation contains binary
positive defined primitive quadratic forms Q1(m) and Q2(k) corresponded to the ideal class of
imaginary quadratic fields Q(

√
d). The discriminant of an imaginary quadratic field is a growing

parameter. The number of solutions searched with weights exp(−(Q1(m) + Q2(k))/n) with the
growth of the parameter n. Proof of the asymptotical formula is carried out by the circular method.
The estimation of Gauss double sums with growing discriminant and estimation of Kloosterman’s
sum by A. Weil are used.

Ключевые слова: аддитивная задача, асимптотическая формула, число решений, двойная
сумма Гаусса, сумма Клоостермана.
Key words: additive problem, asymptotic formula, number of solutions, double Gauss sum, Kloos-
terman sum.
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Введение

В 1927 году А.Е. Ингам [Ingham, 1927] рассмотрел уравнение

x1x2 − x3x4 = 1, x1x2 ≤ n,

где x1, x2, x3, x4 ∈ N, и элементарными методами получил асимптотическую формулу для
числа его решений J(n):

J(n) =
6

π2
n ln2 n+O(n lnn).

Рассмотренная проблема получила название неопределенной бинарной аддитивной про-
блемы делителей.

Важным этапом в изучении данной проблемы является использование кругового метода.
Т. Эстерман в своей работе [Estermann, 1931] получил асимптотическую формулу:

J(n) = nP2(lnn) +R(n),

где P2(x) – многочлен 2-ой степени, а R(n) = O(n11/12 · ln17/3 n). В этой формуле остаточный
член имеет степенное понижение по сравнению с главным.

Дальнейшие исследования связаны с уточнением остатка в асимптотической формуле для
J(n).

Отметим работы Д.И. Исмоилова [Исмоилов, 1979] и Д.Р. Хиз-Брауна [Heath-Brown, 1979],
в которых была получена оценка: R(n) ≪ n5/6+ε, где ε > 0 – сколь угодно малая постоянная.
В первой работе использовались улучшенные оценки для суммы Клостермана, а во второй –
метод производящих функций.

Методами аналитической теории чисел Г.И. Архипов и В.Н. Чубариков [Архипов, Чубари-
ков, 2006] получили новую оценку остатка: R(n) ≪ n3/4 ln4 n.

В результате развития теории коэффициентов Фурье собственных функций оператора Ла-
пласа, было получено новое представление суммы сумм Клоостермана. На основе этого пред-
ставления Ж.-M. Дезуйе и Х. Иванец [Deshouillers, Iwaniec, 1982] доказали, что R(n) ≪ n2/3+ε.

Кроме задачи, связанной с улучшением остаточного члена в проблеме делителей Ингама,
рассматриваются различные обобщения и аналоги данной проблемы.

Ю.В. Линник [Линник, 1961], используя дисперсионный метод, получил полное реше-
ние неопределенной аддитивной проблемы делителей: xy − x1x2 · · ·xk = 1 , xy ≤ n, где
x, y, x1, x2, · · · , xk ∈ N.

Исследования автора посвящены бинарным аддитивным задачам с квадратичными фор-
мами, также относящимся к аналогам проблемы делителей Ингама.

В работе [Куртова, 2007] решена задача получения асимптотической формулы для числа
решений уравнения Q1(m) − Q2(k) = 1, содержащего бинарные положительно определенные
примитивные квадратичные формы, соответствующие классам идеалов мнимого квадратич-
ного поля F = Q(

√
d), где d – отрицательное бесквадратное число. Полученная формула

справедлива при n → ∞. При этом дискриминант мнимого квадратичного поля является
фиксированным параметром.

В данной работе рассматривается задача, когда дискриминант мнимого квадратичного
поля является растущим параметром.

Пусть d – отрицательное бесквадратное число, F = Q(
√
d) – мнимое квадратичное поле,

δF = −D – дискриминант поля F ; Qi(m) = 1
2m

tAim – бинарные положительно определенные
примитивные квадратичные формы с матрицами Ai, detAi = D, i = 1, 2.

Пусть
I(n,D) =

∑
Q1(m)−Q2(k)=1

e−(Q1(m)+Q2(k))/n.
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В работе проводится доказательство следующей теоремы.
Теорема. Пусть ε – произвольное положительное число, δF = −D – дискриминант поля

F , n ∈ N.
Тогда при n→ ∞ и D ≪ n1/8−ε справедлива асимптотическая формула:

I(n,D) =
2π2n

D

+∞∑
q=1

q−4
q∑

l=1,
(l,q)=1

e−2πil/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) +O(D1+εn3/4+ε),

где Gi(q, l, 0) =
∑

m( mod q)

exp(2πilQi(m)/q) (i = 1, 2) – двойные суммы Гаусса. Сумма особого

ряда асимптотической формулы положительна. Константа в знаке O абсолютная.

2. Вспомогательные леммы

Лемма 1. (Функциональное уравнение для двумерного тета-ряда) [Ogg, 1969, глава VI].
Пусть Imτ > 0, x ∈ R2, Q(n) – положительно определенная квадратичная форма дискрими-
нанта δF с матрицей A,

θ(τ, x) =
∑
n∈Z2

exp(2πiτQ(n+ x)).

Тогда

θ(τ, x) =
i

τ
√
δF

∑
n∈Z2

exp

(
−πi
τ
ntA−1n+ 2πintx

)
.

Лемма 2. [Лаврентьев, Шабат, 1958, глава VI]. Пусть q, q′, q′′ ≤ N . Тогда справедливо
равенство

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

e−2πix

n−2 + 4π2x2
dx =

n

2
+O(qN).

Лемма 3. (Оценка суммы Клоостермана) [Estermann, 1961], [Малышев, 1962]. Пусть ll∗ ≡

1( mod q), K(q, u, v) =
q∑

l=1,
(l,q)=1

exp (2πi(ul + vl∗)/q) – сумма Клоостермана. Справедлива оценка

K(q, u, v) ≪ τ(q)q1/2(u, v, q)1/2.

Лемма 4. (Равенства и оценки для произведения двойных сумм Гаусса) Пусть D = −δF ;
Q1(m), Q2(k) – бинарные положительно определенные примитивные квадратичные формы с
дискриминантом D; (l, q) = 1.

Пусть (q,D) = D1, ll∗ ≡ 1( mod q), (D/D1)(D/D1)
∗ ≡ 1( mod q), q = 2α1 . . . pαs

s . Тогда

G1(q, l,m)G2(q,−l, k) = C1(q,D)q2 exp

(
−2πi

l∗

q
C2(q,D)(Q′

1(m)−Q′
2(k))

)
.

Если D1 = 1, то C1(q,D) = 1, C2(q,D) = D∗.
Если D1 > 1, то |C1(q,D)| ≤ D1, C2(q,D) = (D/D1)

∗/D1.
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� Случай, когда (q,D) = 1, подробно изложен в [Куртова, 2019]. Для квадратичных форм
разных дискриминантов было получено равенство:

G1(q, l,m)G2(q,−l, k) = C(q, δF1 , δF2)q
2 exp

(
−2πi

l∗

q
(D∗

1Q
′
1(m)−D∗

2Q
′
2(k))

)
,

где C(q, δF1 , δF2) = (−1)
(2−δF1

−δF2
)α1

4

(
δF1

δF2

p
α2
2 ...pαs

s

)
.

С учетом условия δF1 = δF2 = −D, можем считать, что D∗
1 = D∗

2 = D∗ и C(q, δF1 , δF2) =

C1(q,D) = (−1)
(1−δF )α1

2 .

Так как или δF ≡ 1( mod 4), или α1 = 0, то (−1)
(1−δF )α1

2 = 1. Таким образом, если (q,D) =
1, то

G1(q, l,m)G2(q,−l, k) = q2 exp

(
−2πi

l∗D∗

q
(Q′

1(m)−Q′
2(k))

)
.

Для случая, когда (q,D) > 1, будем использовать точные формулы для сумм Гаусса от сте-
пени простого числа, которые доказаны в работах С.А. Гриценко [Гриценко, 2003], [Гриценко,
2012]. В работе [Куртова, 2014, с. 29] приводится равенство:

G1(q, l,m)G2(q,−l, k) = C1(q,D)q2 exp

(
−2πi

l∗

q
C2(q,D)(Q′

1(m)−Q′
2(k))

)
,

где
C1(q,D) = C3(D1, Q

′
1(m), Q′

2(k))D1, C2(q,D) = (D/D1)
∗/D1.

Параметр C3(D1, Q
′
1(m), Q′

2(k)) ≪ 1, тогда |C1(q,D)| ≤ D1. �
Лемма 5. Пусть V (q,D,m, k) =

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πil/qG1(q, l,m)G2(q,−l, k). Справедливы следую-

щие оценки:
V (q,D, 0, 0) ≪ (q,D)q2,

V (q,D,m, k) ≪ (q,D)q5/2+ε.

� Доказательство леммы будет проводится теми же методами, что и в работе [Куртова,
2014, с. 33]. При получении оценок будем учитывать, что параметрD растущий. Пусть q = q1q2,
(q1, q2) = 1, (q1, D) = 1; q2 – либо 1, либо натуральное число, все простые делители которого
делят D. Так как сумма Гаусса является вполне мультипликативной функцией, т. е.

G1(q1q2, l,m) = G1(q1, l1q
2
2,m)G1(q2, l2q

2
1,m),

то и функция V (q,D,m, k) мультипликативна. Тогда

V (q1q2, D,m, k) = V1(q1, D, q2,m, k)V2(q2, D, q1,m, k).

Оценим каждую из функций V1(q1, D, q2,m, k) и V2(q2, D, q1,m, k). Воспользуемся результата-
ми из леммы 4.

Так как (q1, D) = 1, то из равенства для произведений сумм Гаусса имеем

V1(q1, D, q2,m, k) = q21

q1∑
l1=1,

(l1,q1)=1

exp

(
−2πi

l1
q1
−2πi

l1
∗(q22)

∗

q1
D∗(Q′

1(m)−Q′
2(k))

)
.
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К полученной сумме Клостермана K
(
q1,−1,−(q22)

∗D∗(Q′
1(m)−Q′

2(k))
)

применим оценку из
леммы 3. Тогда V1(q1, D, q2,m, k) ≪ q

5/2+ε
1 .

В случае, когда m = 0 , k = 0, можем улучшить данную оценку. Имеем:

V1(q1, D, q2, 0, 0) = q21

q1∑
l1=1,

(l1,q1)=1

e−2πil1/q1 = q21µ(q1) ≪ q21.

Так как (q2, D) > 1, то из равенства для произведений сумм Гаусса имеем

V2(q2, D, q1,m, k) = C1(q2, D)q22

q2∑
l2=1,

(l2,q2)=1

exp

(
−2πi

l2
q2
−2πi

l2
∗(q21)

∗

q2
C2(q2, D)(Q′

1(m)−Q′
2(k))

)
.

К полученной сумме Клостермана K
(
q1,−1,−(q21)

∗C2(q2, D)(Q′
1(m)−Q′

2(k))
)

применим оцен-
ку из леммы 3. Тогда V2(q2, D, q1,m, k) ≪ (q2, D)q

5/2+ε
2 .

В случае, когда m = 0 , k = 0, можем улучшить данную оценку. Имеем:

V2(q2, D, q1, 0, 0) = (q2, D)q22

q2∑
l2=1,

(l2,q2)=1

e−2πil2/q2 = (q2, D)q22µ(q2) ≪ (q2, D)q22.

Объединяем полученные оценки для V1(q1, D, q2,m, k) и V2(q2, D, q1,m, k). Так как q = q1q2,
(q1, D) = 1, то (q2, D) = (q,D). �

3. Доказательство теоремы

1. Используя круговой метод, можем сумму I(n,D) записать в виде интеграла:

I(n,D) =

1∫
0

S1(α)S2(α)e
−2πiαdα,

где
S1(α) =

∑
m∈Z2

e(−1/n+2πiα)Q1(m), S2(α) =
∑
k∈Z2

e(−1/n−2πiα)Q2(k).

Выберем N = [
√
n], ξ0,1 = [− 1

N ,
1
N ). Разобьем промежуток [ 1N , 1−

1
N ) числами ряда Фарея,

отвечающего параметру N(см. [Виноградов, 2004]). Пусть l′′

q′′ <
l
q <

l′

q′ – соседние дроби Фарея,
1 ≤ l, q ≤ N , q′ ≤ N , q′′ ≤ N .

Будем рассматривать промежутки ξl,q = [l/q − 1/q(q + q′′), l/q + 1/q(q + q′)), для которых

справедливы следующие свойства:
[
− 1

N , 1−
1
N

)
=

N∪
q=1

q−1∪
l=0

(l,q)=1

ξl,q, причем ξl,q ∩ ξl′,q′ = ∅ при

(l, q) ̸= (l′, q′). Тогда

I(n,D) =
∑
q≤N

q∑
l=1,

(l,q)=1

∫
ξl,q

S1(α)S2(α)e
−2πiαdα =

=
∑
q≤N

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πil/q

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

S1(l/q + x)S2(l/q + x)e−2πixdx.
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2. Для сумм S1(l/q + x) и S2(l/q + x) проведем преобразования, связанные с разбиени-
ем по арифметическим прогрессиям с разностью q, которые позволят использовать для них
функциональное уравнение из леммы 1.

S1(l/q + x) =
∑
m∈Z2

exp
(
(−n−1 + 2πil/q + 2πix)Q1(m)

)
=

=
∑

s (mod q)

e2πil/qQ1(s)
∑
m∈Z2

m≡s (mod q)

e(−n−1+2πix)Q1(m) =

=
∑

s (mod q)

e2πial/qQ1(s)θ

(
(x+

i

2πn
)q2, s/q

)
,

где для θ
(
(x+ i

2πn)q
2, s/q

)
применим функциональное уравнение из леммы 1.

Тогда для S1(l/q + x) получим равенство

S1(
l

q
+ x) =

2π

q2
√
D(n−1 − 2πix)

∑
m∈Z2

exp

(
− 2π2Q′

1(m)

Dq2(n−1 − 2πix)

)
G1(q, l,m).

Из полученного равенства выделим главное слагаемое, когда m = 0. Тогда S1(l/q + x)
можно представить в виде суммы: S1(l/q + x) = φ1 +Φ1, где

φ1 =
2π

q2
√
D(n−1 − 2πix)

G1(q, l, 0),

Φ1 =
2π

q2
√
D(n−1 − 2πix)

∑
m∈Z2

m̸=0

exp

(
− 2π2Q′

1(m)

Dq2(n−1 − 2πix)

)
G1(q, l,m).

Аналогичные преобразования для второй суммы дают следующее представление для
S2(l/q + x) = φ2 +Φ2, где

φ2 =
2π

q2
√
D(n−1 + 2πix)

G2(q,−l, 0),

Φ2 =
2π

q2
√
D(n−1 + 2πix)

∑
k∈Z2

k ̸=0

exp

(
− 2π2Q′

2(k)

Dq2(n−1 + 2πibx)

)
G2(q,−l, k).

3. В формулу для I(n,D), полученную в пункте 1, подставим представления для функций
S1(l/q + x) и S2(l/q + x) . Тогда

I(n,D) = I1 + I2 + I3 + I4,

где

I1 =
4π2

D

∑
q≤N

q−4
q∑

l=1,
(l,q)=1

e−2πil/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0)
[q(q+q′)]−1∫

−[q(q+q′′)]−1

e−2πixdx

n−2 + 4π2x2
,

I2 =
∑
q≤N

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πil/q

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

φ1Φ2e
−2πixdx,
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I3 =
∑
q≤N

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πil/q

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

φ2Φ1e
−2πixdx,

I4 =
∑
q≤N

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πil/q

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

Φ1Φ2e
−2πixdx.

Интеграл I1 является главным членом асимптотической формулы. Для оставшихся интегралов
проведем оценку сверху.

4. Вычислим интеграл I1, используя равенство из леммы 2. Тогда

I1 =
2π2n

D

∑
q≤N

q−4
q∑

l=1,
(l,q)=1

e−2πil/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) +O(I1,1),

где

I1,1 =
N

D

∑
q≤N

q−3
q∑

l=1,
(l,q)=1

e−2πil/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) =
N

D

∑
q≤N

q−3V (q,D, 0, 0).

Функцию V (q,D, 0, 0) оценим, используя неравенство из леммы 5. Получаем следующую
оценку:

I1,1 ≪
N

D

∑
q≤N

q−3|V (q,D, 0, 0)| ≪ N

D

∑
q≤N

(q,D)q−1 ≪

≪ N

D

∑
t|D

∑
q≤N

t

q−1 ≪ N1+ε/D1−ε ≪ n1/2+ε/D1−ε.

Оценим сумму

R =
n

D

∑
q>N

q−4
q∑

l=1,
(l,q)=1

e−2πil/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) =
n

D

∑
q>N

q−4V (q,D, 0, 0).

Снова используем лемму 5. Получаем, что

R≪ n

D

∑
q>N

q−4|V (q,D, 0, 0)| ≪ n

D

∑
q≤N

(q,D)q−2 ≪

≪ n

D

∑
t|D

t−1
∑
q>N

t

q−2 ≪ n1/2+ε/D1−ε.

Таким образом,

I1 =
4π2n

D

+∞∑
q=1

q−4
q∑

l=1,
(l,q)=1

e−2πil/qG1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) +O(n1/2+ε/D1−ε).
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5. Оценка остаточных слагаемых I2, I3, I4 существенно не отличается, поэтому рассмотрим
доказательство только для I4:

I4 =
∑
q≤N

q∑
l=1,

(l,q)=1

e−2πil/q

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

Φ1Φ2e
−2πixdx.

Используем равенства для Φ1, Φ2, полученные в пункте 2.

I4 =
4π2

D

∑
q≤N

q−4

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

e2πixdx

n−2 + 4π2x2
×

×
∑

m∈Z2m̸=0

exp

(
− 2π2Q′

1(m)

q2D(n−1 − 2πix)

) ∑
k∈Z2

k ̸=0

exp

(
− 2π2Q′

2(k)

q2D(n−1 + 2πix)

)
V (q,D,m, k).

Пусть θ – сколь угодно малое положительное число. Выделим интеграл малой длины:

[q(q+q′)]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

=

−[qn1/2+θ]−1∫
−[q(q+q′′)]−1

+

[qn1/2+θ]−1∫
−[qn1/2+θ]−1

+

[q(q+q′)]−1∫
[qn1/2+θ]−1

.

После проведенного разбиения I4 представляется в виде суммы: I4 = I4,1 + I4,2 + I4,3.
6. Проведем оценку I4,2. Прежде всего учтем, что V (q,D,m, k) ≪ (q,D)q5/2+ε. Тогда

I4,2 ≪
1

D

∑
q≤N

(q,D)q−3/2+ε

[qn1/2+θ]−1∫
0

dx

n−2 + 4π2x2
×

×
∑
m∈Z2

m̸=0

exp

(
− 2π2Q′

1(m)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

) ∑
k∈Z2

k ̸=0

exp

(
− 2π2Q′

2(k)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

)
.

В полученной сумме по q выделим следующие слагаемые:

I4,2 ≪
∑

q≤n1/2−θ

[qn1/2+θ]−1∫
0

+
∑

n1/2−θ<q≤N

[qn1/2+θ]−1∫
0

=
∑

41 +
∑

42.

Для
∑

41 учитываем, что q ≤ n1/2−θ и 0 ≤ x ≤ [qn1/2+θ]−1. Получаем

exp

(
− 2π2Q′

i(m)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

)
≪ exp(−cn2θ/D),

где c – постоянная, i = 1, 2. Тогда

∑
m∈Z2

m̸=0

exp

(
− 2π2Q′

1(m)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

)
= O(D exp(−cn2θ)),
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∑
k∈Z2

k ̸=0

exp

(
− 2π2Q′

2(k)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

)
= O(D exp(−cn2θ)).

Проведем оценивание интеграла при условии, что q ≤ n1/2−θ:

[qn1/2+θ]−1∫
0

dx

n−2 + 4π2x2
≪

2π[qn1/2+θ]−1∫
0

dt

n−2 + t2
≪ n3/2−θq−1.

После проведенных рассуждений получаем:∑
41 ≪ n3/2−θD exp(−cn2θ)

∑
q≤n1/2−θ

(q,D)q−5/2+ε ≪ n3/4+εD1+ε.

Рассмотрим
∑

42. В данной сумме q ≤ N и 0 ≤ x ≤ [qn1/2+θ]−1, поэтому

exp

(
− 2π2Q′

i(m)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

)
≪ exp(−cQ′

i(m)/D),

где c – постоянная, i = 1, 2. Тогда

∑
m∈Z2

m̸=0

exp

(
− 2π2Q′

1(m)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

)
= O(D),

∑
k∈Z2

k ̸=0

exp

(
− 2π2Q′

2(k)

q2D(n−1 + 4π2x2n)

)
= O(D).

Для интеграла справедлива тривиальная оценка:
[qn1/2+θ]−1∫

0

dx
n−2+4π2x2 ≪ n

+∞∫
0

dt
1+t2

≪ n.

В итоге получаем следующую оценку для суммы
∑

42:∑
42 ≪ nD

∑
n1/2−θ<q≤N

(q,D)q−3/2+ε ≪

≪ nD
∑
t|D

t−1/2+ε
∑
q<N

t

q−3/2+ε ≪ n3/4+εD1+ε.

Таким образом, I4,2 = O(n3/4+εD1+ε).

7. Проведем оценку для I4,3. Так как V (q,D,m, k) ≪ (q,D)q5/2+ε, q ≤ N и [qn1/2+θ]−1 ≤
x ≤ [q(q + q′)]−1, то∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
m∈Z2

m̸=0

exp

(
− 2π2Q′

1(m)

q2D1(n−1 − 2πix)

)∣∣∣∣∣∣∣∣ = O(D),

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Z2

k ̸=0

exp

(
− 2π2Q′

2(k)

q2D2(n−1 + 2πix)

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = O(D).

Кроме того, при q ≤ N справедлива следующая оценка интеграла:

[q(q+q′)]−1∫
[qn1/2+θ]−1

e−2πihxdx

n−2 + 4π2x2
≪

+∞∫
[qn1/2+θ]−1

dx

x2
≪ qn1/2+θ.
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После произведенных оценок получаем, что

I4,3 ≪ n1/2+θD
∑
q≤N

(q,D)q−1/2+ε ≪ n1/2+θD
∑
t|D

t1/2+ε
∑

q≤N/t

q−1/2+ε ≪ n3/4+θ+εD1+ε.

Интеграл I4,1 оценивается также, как I4,3. Объединяя оценки, полученные в пунктах 6 и
7, можем утверждать, что I4 = O(n3/4+εD1+ε). Следовательно, остаточный член асимптоти-
ческой формулы для I(n,D) имеет оценку O(n3/4+εD1+ε).

4. Заключение

Доказана асимптотическая формула для числа решений уравнения Q1(m)−Q2(k) = 1 с ве-
сами exp(−(Q1(m)+Q2(k))/n) при двух растущих параметрах n→ ∞ и D ≪ n1/8−ε. D = −δF
является дискриминантом мнимого квадратичного поля F = Q(

√
d), и связан с квадратич-

ными формами, входящими в уравнение. Для доказательства применяются новые оценки для
сумм Гаусса, содержащих квадратичные формы, с учетом растущего дискриминанта.
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Аннотация
Рассматривается задача оценки производной конформно отображающей функции в областях
с границей типа Лаврентьева. Решение данной задачи тесно связано с хорошо известными
свойствами функций типа ВМОА. Полученные результаты и используемый метод доказатель-
ства могут быть использованы при описании характеристик весовых пространств измеримых
и аналитических функций на произведениях областей с указанными типами границ.

Abstract
We considere the problem of estimating the derivative of a conformal mapping function in domains
with Lavrentiev type boundary. The solution of this problem is closely related to the well-known
properties of BMOA type functions. The results obtained and the method of proof can used to
describe the characteristics of the weight spaces of measurable and analytic functions on the products
of domains with specified types of boundary.

Ключевые слова: пространство BMOA, кривая Лаврентьева, конформное отображение, про-
ектор, произведение областей.
Key words: BMOA space, Lavrentiev curve, conformal mapping, projector, product of domains.

1. Введение

В теории функций комплексного переменного хорошо известна задача, связанная с рас-
смотрением свойств пространств аналитических в некоторой области функций в зависимости
от характеристик на границу данной области.

Указанные свойства имеют непосредственное выражение, в том числе, и в виде различ-
ных оценок функции, конформно отображающей единичный круг S = {z ∈ C : |z| < 1} на
изучаемую область.

Так, достаточно вспомнить хорошо известные и справедливые в произвольной области ком-
плексной плоскости оценки Кебе, оценивающие модуль производной функции φ, конформно
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отображающей единичный круг S на некоторую односвязную область G, через расстояние до
границы области d [Голузин, 1966]:

1

4

d(φ(z), ∂G)

1− |z|
≤
∣∣φ′(z)

∣∣ ≤ 4
d(φ(z), ∂G)

1− |z|
.

Встает вопрос о возможности получения аналогов данных оценок, необходимость исполь-
зования которых возникает в тех или иных классических задачах, например, в задачах постро-
ения ограниченных проекторов и базисов в пространствах аналитических функций в областях
с границами того или иного типа.

Рассмотрим G – некоторую односвязную область на комплексной плоскости C. Обозначим
H(G) – множество всех аналитических функций в области G. Напомним, что пространство
Харди Hp, 0 < p ≤ ∞, [Duren, 1970] определяется как множество функций f ∈ H(S), для
которых

∥f∥Hp

def
= sup

0<r<1
Mp(r, f) <∞,

где для 0 < r < 1

Mp(r, f) =

 1

2π

2π∫
0

∣∣∣f(reiθ)∣∣∣p dθ
1/p

(0 < p <∞); M∞(r, f) = sup
θ∈R

∣∣∣f(reiθ)∣∣∣ .
Пространство BMOA состоит из тех функций f ∈ H1, граничные значения которых имеют

ограниченную среднюю осцилляцию на единичной окружности T [John, Nirenberg, 1961]:

sup
|a|<1

∥fa∥1 <∞, fa(z) = f

(
z + a

1 + az

)
− f(a),

где ∥·∥1 определена как норма пространства H1.
Пространство VMOA является замыканием многочленов по BMOA-норме [Sarason, 1975].
Напомним также определения некоторых классов кривых. Пусть класс (C) есть класс кри-

вых Γ на комплексной плоскости, состоящих из конечного числа гладких дуг (Γj), в точках

стыка wj , j = 1, n, образующих внутренние углы
π

αj
,
1

2
≤ αj < +∞, j = 1, n, [Дзядык, 1977, с.

386].
Класс (A) есть класс асимптотически конформных кривых Γ на комплексной плоскости,

если справедливо

µ(δ) = sup
w1, w2 ∈ ∂G
|w1 − w2| ≤ δ

sup
w∈Γ′

(
|w1 − w|+ |w2 − w|

|w2 − w1|
− 1

)
→ 0, δ → 0,

где Γ′ – кратчайшая дуга на границе Γ = ∂G, соединяющая точки w1, w2 (см. [Альфорс, 1969],
для примера, и имеющуюся там литератруру).

Пусть также класс (L) есть класс таких кривых Γ (кривых Лаврентьева), для которых
l(w1, w2) ≤ c|w1 − w2|, где w1, w2 – произвольные точки на Γ, l(w1, w2) – длина кратчайшей
дуги Γ′ на кривой Γ, соединяющей точки w1, w2 ( [Альфорс, 1969; Гарнетт, 1984, с. 280]).

В ряде работ автора [Ткаченко, 2009 а,б; Tkachenko, 2009; Шамоян, 2013; Shamoyan, 2015;
Махина, 2015; 2017; 2018] показано, что интегральные оценки модуля производной конформно
отображающей функции тесно связаны с характеристиками границ рассматриваемых обла-
стей, которые, в свою очередь, определяются свойствами тех или иных классов аналитических
функций.
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Данные вопросы широко освещаются в работах как отечественных (см., например, [Пекар-
ский, 2001, и литературу там], так и зарубежных ученых (см., например, [Galanopoulos et al.,
2011, и литературу там].

Так, например, в областях с кусочно-гладкими границами класса (C) [Дзядык, 1977] одним
из свойств модуля производной конформно отображающей функции в окрестности угловой
точки являются неравенства

c1 |z − 1|
1
αj

−1 ≤
∣∣φ′(z)

∣∣ ≤ c2 |z − 1|
1
αj

−1
, c1 > 0, c2 > 0;

в областях с асимптотически конформными границами класса (A) [Pommerenke, 1978] приме-
няются свойства функций класса VMOA, принимающие следующий вид:

(1− |z|)
∣∣∣∣φ′′(z)

φ′(z)

∣∣∣∣→ 0, |z| → 1− 0.

Указанные свойства классов (C) и (A) использованы автором при рассмотрении вопросов,
связанных с оценками производных конформно отображающих функций, например, в работах
[2017; 2018].

В данной статье на основании характеристик кривых класса (L), а точнее, их связи со
свойствами функций из классов BMOA, получены новые интегральные оценки модуля произ-
водной конформно отображающей функции в областях с указанными границами.

2. Оценки модуля производной конформно отображающей функции

Напомним хорошо известные результаты.
Лемма 1 [Pommerenke, 1977]. Пусть G – некоторая односвязная область на комплексной

плоскости, ограниченная кривой класса (L), φ(z) – функция, конформно отображающая круг
S на область G, b – произвольное положительное число. Тогда функция f(z) = b lnφ′(z), где
выбрана главная ветвь логарифма, принадлежит классу BMOA.

Лемма 2 [Pommerenke, 1977]. Для функции f ∈ BMOA, |t| < 1, и произвольного b ∈ C\{0}
существует такое M =M(b), что справедливо неравенство

1

2π

∫
|q|=1

∣∣∣ebf(s)∣∣∣2 (1− |t|2)∣∣1− tq
∣∣2 |dq| ≤M

∣∣∣ebf(t)∣∣∣2 .
На основании указанных свойств получим новые оценки для конформно отображающей

функции в областях с границами класса (L).

Теорема 1. Пусть G – некоторая односвязная область на комплексной плоскости C, огра-
ниченная кривой класса (L), φ(z) – функция Римана, отображающая S на G, φ(0) = ω0, ω0 ∈
G,φ′(0) > 0. Тогда справедливы оценки

1) При 1 < p < +∞,
1

p
+

1

q
= 1, β > −1, 1 <

γ

q
< β + 1, η ≥ β + 1− γ

q
:

∫
S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)βχp
γ(z)∣∣1− ζz

∣∣η+2 dm2(z) ≤
c̃ |φ′(ζ)|β+2 (1− |ζ|)βχp

γ(ζ)

(1− |ζ|)η
,

где χγ(ζ) = (1− |ζ|)−γ/pq, c̃ – некоторая положительная постоянная;
2) При β > −1, η > β + 1 :∫

S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)β∣∣1− ζz
∣∣η+2 dm2(z) ≤

˜̃c |φ′(ζ)|β+2 (1− |ζ|)β

(1− |ζ|)η
,
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где ˜̃c – некоторая положительная постоянная.

� Докажем п. 1) Полагая f =
β + 2

2
ln
∣∣φ′(z)

∣∣, z ∈ S, z = reiσ, учитывая утверждения лемм
1 и 2, имеем:

1

2π

π∫
−π

∣∣φ′(eiσ)
∣∣β+2 (1− |t|2)∣∣1− teiσ

∣∣2dσ ≤M
∣∣φ′(t)

∣∣β+2
, (1)

где 0 < |t| < 1.

Оценим теперь I =

∫
S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)βχp
γ(z)∣∣1− ζz

∣∣η+2 dm2(z). Здесь и далее ci, i ≥ 0, – некоторые

положительные постоянные, конкретные значения которых не играют никакой роли.
Пусть ζ = ρeiθ. Тогда

I =

1∫
0

(1− r)β−γ/q

π∫
−π

∣∣φ′(reiσ)
∣∣β+2

∣∣1− rρei(σ−θ)
∣∣2∣∣1− rρei(σ−θ)
∣∣2 dσdr∣∣1− rρei(σ−θ)

∣∣η ≤

≤ c0

1∫
0

(1− r)β−γ/q

(1− rρ)η

π∫
−π

∣∣φ′(reiσ)
∣∣β+2 dσdr∣∣1− rρei(σ−θ)

∣∣2 .
Поскольку функция φ′(z) ̸= 0, z ∈ S, то (φ′(z))β+2, (φ′(0))β+2 > 0, голоморфна в S. Функция

Ψζ(z) =
1

(1− ζz)2
также является голоморфной в S при фиксированном ζ ∈ S. Следовательно,

Ψζ(z)(φ
′(z))β+2 – голоморфная в S функция. Поэтому

π∫
−π

∣∣φ′(reiσ)
∣∣β+2 dσ∣∣1− rρei(σ−θ)

∣∣2 =

π∫
−π

∣∣φ′(reiσ)
∣∣β+2 ∣∣Ψζ(re

iσ)
∣∣ dσ = I1(r)

монотонно растет на [0, 1). Значит,

I1(r) =

π∫
−π

∣∣φ′(reiσ)
∣∣β+2 dσ1∣∣1− rρei(σ−θ)

∣∣2 =
1

(1− ρ2)

π∫
−π

∣∣φ′(reiσ)
∣∣β+2 (1− ρ2)∣∣1− rρei(σ−θ)

∣∣2dσ ≤

≤ 1

(1− ρ2)

π∫
−π

∣∣φ′(eiσ)
∣∣β+2 (1− ρ2)∣∣1− ρei(σ−θ)

∣∣2dσ.
И из оценки (1), положив t = ζ, получим: I1(r) ≤

c1
∣∣φ′(ρeiθ)

∣∣β+2

(1− ρ2)
.

То есть I ≤
c2
∣∣φ′(ρeiθ)

∣∣β+2

(1− ρ2)

1∫
0

(1− r)β−γ/q

(1− rρ)η
dr.

Но
1∫

0

(1− r)β−γ/q

(1− rρ)η
dr ≤ c3

(1− ρ)η−β+γ/q−1
при 1 <

γ

q
< β+1, η ≥ β+1−γ

q
. Откуда получается

следующее неравенство I ≤
c4
∣∣φ′(ρeiθ)

∣∣β+2

(1− ρ)η−γ/q
.
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Итак,
∫
S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)βχp
γ(z)∣∣1− ζz

∣∣η+2 dm2(z) ≤
c̃ |φ′(ζ)|β+2

(1− |ζ|)γ/q

при соответствующих условиях. Пункт 2) доказывается аналогично.
Повторяя рассуждения теоремы 1, несложно получить следующий результат.
Теорема 2. Пусть G – некоторая односвязная область на комплексной плоскости C, огра-

ниченная кривой класса (L), φ(z) – функция Римана, отображающая S на G, φ(0) = ω0, ω0 ∈
G,φ′(0) > 0. Тогда при 1 < p < +∞ справедливо неравенство:∫

S

|φ′(z)|β+2 (1− |z|)βχp
γ(z)∣∣1− ζz

∣∣η+2 ∣∣1− ξz
∣∣µ dm2(z) ≤

˜̃̃c |φ′(ζ)|β+2 (1− |ζ|)βχγ(ζ)χ
p
q
γ (ξ)

(1− |ζ|)η+2− 2
p (1− |ξ|)µ−

2
q

,

где χγ(ζ) = (1− |ζ|)−
γ
pq ;

1

p
+

1

q
= 1, β > −1, 0 <

γ

q
< βp+ 1, η ≥ β − 2 +

3

p
− γ

pq
; µ > 2− γ

q2
, ˜̃̃c –

некоторая положительная постоянная.

3. Заключение

В работах автора, например, [Tkachenko, 2009] с помощью аналогов рассмотренных оце-
нок построены, в том числе, ограниченные интегральные операторы в весовых пространствах
аналитических функций.

Пусть Ep(G) – хорошо известный класс Смирнова в области G. Обозначим через Lp(G) –
класс измеримых по Лебегу в области G функций, для которых

∥f∥pLp(G) =

∫
G

|f(z)|p dm2(z) < +∞, 0 < p < +∞,

где dm2(z) – плоская мера Лебега.
Из классической теоремы М. Рисса известно, что интеграл типа Коши на границе ∂G

отображает пространство Lp(G) на Ep(G) при всех 1 < p ≤ +∞. В то же время, исходя из
классических результатов А.Н. Колмогорова, такой интегральный оператор не отображает
пространство L1(G) на E1(G) даже в том случае, когда ∂G представляет собой единичную
окружность. Дж. Ньюмен показал, что такого интегрального оператора вообще не существует.
Однако в пространствах Бергмана существует ограниченный проектор по плоской мере Лебега
из L1(G) на соответствующее пространство Бергмана. Эти результаты были получены Ф.А.
Шамояном в случае гладких контуров при всех 0 < p ≤ 1. А при 1 < p ≤ +∞ такие результаты
можно вывести из результатов М. Рисса (см. [Ткаченко, 2009]).

Возможности распространения данных результатов на области с более общими границами
рассматривались в работах отечественных и зарубежных авторов [Шихватов, 1976; Соловьев,
1985; Hedenmalm, 2002] и указанных выше работах автора.

Пусть Lp
β(G) – класс измеримых по Лебегу в G функций f, для которых

∥f∥p
Lp
β(G)

=

∫
G

|f(w)|p dβ(w, ∂G)dm2(w) < +∞ , β > −1, 0 < p < +∞ ,

Ap
β(G) – подпространство пространства Lp

β(G), состоящее из аналитических функций.
Теорема 3 ([Tkachenko, 2009]). Пусть G – односвязная область на комплексной плоскости,

ограниченная кривой класса (L), φ(z) – функция, конформно отображающая S на G, φ(0) =
ω0, ω0 ∈ G,φ′(0) > 0, ψ – обратная функция для φ. Тогда интегральный оператор

F (w) = Pη(f)(w) =
η + 1

π

∫
G

(1− |ψ(µ)|2)η

(1− ψ(µ)ψ(w))η+2
f(µ)

∣∣ψ′(µ)
∣∣2 dm2(µ)
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непрерывно отображает Lp
β(G) на Ap

β(G), 1 ≤ p < +∞, β > −1, η > 2(β + 1), причем

∥F∥Ap
β(G) ≤ c(β, p) ∥f∥Lp

β(G) ,

c(β, p) =const> 0.

Данная теорема устанавливается с применением аналога ядер М.М. Джрбашяна для об-
ласти G и интегральных оценок модуля производной конформно отображающей функции
(аналогов оценок теоремы 1).

Пусть Gj – некоторая односвязная область на комплексной плоскости, граница которой
принадлежит классу Лаврентьева (L) . Рассмотрим {Gj}mj=1 – множество таких областей и
G̃ = G1 × ...×Gm.

Обозначим Lp

β⃗
(G̃) – множество измеримых в G̃ функций таких, что

∥f∥Lp

β⃗
(G̃) =

∫
G̃

|f(w)|p dβ⃗(w, ∂G)dm2m(w) =

=

∫
G1

...

∫
Gm

|f(w1, ..., wm)|p
m∏
j=1

dβj (wj , ∂Gj)dm2(wj) < +∞,

где 0 < p < +∞, β⃗ = (β1, ..., βm), βj > −1, j = 1,m; dm2m = dm2...dm2 – мера Лебега на G̃.
Пусть также Ap

β⃗
(G̃) = H(G̃) ∩ Lp

β⃗
(G̃).

Автор предполагает возможность получения аналога теоремы 3 и использования оценок
теоремы 1 и 2 при изучении в пространствах Lp

β⃗
(G̃) операторов типа Бергмана следующего

вида:

(Pη⃗f)(w⃗) =

m∏
j=1

ηj + 1

π

∫
Gj

...

∫
Gm

f(µ1, ..., µm)

m∏
j=1

(1− |ψj(µj)|2)ηj
∣∣∣ψ′

j(µj)
∣∣∣2

(1− ψ(µj))ψ(wj)ηj+2
dm2(µ1)...dm2(µm),

где {φj}mj=1 – функции Римана, выполняющие отображение S на Gj , φj(0) = ωj
0, ω

j
0 ∈ Gj ,

ψj = φ−1
j , j = 1,m.

Автор выражает благодарность профессору Шамояну Ф.А. за внимание к работе и Шамо-
яну Р.Ф. за идеи возможного применения результатов работы.
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Аннотация
В данной работе для неоднородного уравнения изгибных колебаний балки исследуется сме-
шанная задача, содержащая в нераспадающихся граничных условиях производные по времени
более высокого порядка, чем в уравнении. Дифференциальное выражение и краевые формы
содержат не только главные части, но и производных низкого порядка. Смешанной задаче со-
поставлены спектральная для уравнения 4-го порядка с несоизмеримыми степенями параметра
в граничных условиях и задача Коши для уравнения 2-го порядка со спектральным парамет-
ром относительно переменной времени. Решение начально-краевой задачи построено в виде
полного интегрального вычета от решений одномерной спектральной задачи и задачи Коши.
При определенных условиях гладкости начальных данных, обращающихся в нуль вместе со
всеми производными до некоторого порядка на концах интервала изменения пространствен-
ной переменной, доказано существование классического решения изучаемой начально-краевой
задачи.

Abstract
This research is devoted for the inhomogeneous equation of bending vibrations of a beam ,
investigated mixed problem which non-decaying boundary conditions, higher-order time derivatives
than in the equation. Differential expression and edge forms isn’t contain only the main parts. The
mixed problem is associated with the spectral for the fourth order equation with incommensurable
degrees of the parameter in the boundary conditions and the Cauchy problem for the second order
equation with the spectral parameter with respect to the time variable. The solution of the initial-
boundary-value problem is constructed the form of complete integral residue from the solutions of
the one-dimensional spectral problem and Cauchy problem. The existence of a classical solution to
the studied initial-boundary-value problem is proved which under certain smoothness conditions for
the initial data, vanishes together with all derivatives to a certain order at the ends of the variation
interval of the spatial variable.

Ключевые слова: уравнение балки, начально-граничная задача, спектральный параметр,
спектральная задача, полный интегральный вычет, функция Грина.
Keywords: beam equation, initial-boundary value problem, spectral parameter, spectral problem,
full integral residue, Green’s function.
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1. Введение и постановка задачи

Многие задачи о колебаниях стержней, балок и пластин, которые имеют большое значение
в строительной механике, приводят к дифференциальным уравнениям в частных производ-
ных более высокого порядка, чем уравнение струны. В инженерной практике часто встреча-
ются балки, лежащие на сплошном упругом основании. Упругое основание рассматривается
как система опирающихся на жесткое горизонтальное основание и не связанных между собой
пружин, сжатие которых возрастает прямо пропорционально приложенной нагрузке. Коэф-
фициент пропорциональности между нагрузкой и деформацией называется коэффициентом
постели.

Рассмотрим однородную балку Эйлера-Бернулли со свободными концами, лежащую на
упругом основании. Уравнение свободных изгибных колебаний [Аитбаева, 2014] запишется в
виде

EJ
∂4u (x, t)

∂x4
+ ku (x, t) + ρF

∂2u (x, t)

∂t2
= 0 , (1)

где u = u (x, t) прогиб оси балки – просадка основания (балки); EJ – изгибная жесткость;
ρ – плотность балки; F – площадь поперечного сечения; L – длина балки, 0 ≤ x ≤ L. Ве-
личина k = k0b > 0 называется погонным коэффициентом постели, где b – ширина балки, а
k0 коэффициент постели. Для широкого класса задач о колебаниях балки краевые условия
зависят от времени. Преобразование Лапласа может быть использовано для решения задачи о
колебаниях балки Бернулли-Эйлера с краевыми условиями, зависящими от времени. Однако
в более сложных случаях не удается выполнить обратное преобразование.

Предположим, что на балку действует сила f (x, t), длина балки равна 1, EJ ≡ ρF ≡ 1.
Тогда уравнению (1) можно записать в виде

∂2u (x, t)

∂t2
+
∂4u (x, t)

∂x4
+ ku (x, t) = f (x, t) . (2)

Для определения колебания точек балки нужно задать граничные условия концах x = 0
и x = 1. Зададим краевые условия следующим образом:

u (0, t) = 0, u
′′
x (0, t)−

∂2u (x, t)

∂x∂t

∣∣∣∣
x=0

= 0, (3)

u
′′′
x (1, t) = 0, u

′′′
x (0, t) +∂4u(x,t)

∂x∂t3

∣∣∣
x=1

= 0, 0 < t < T, T – заданное положительное число.
При t = 0 должны выполняться начальные условия:

u (x, 0) = φ0 (x) ,
∂u (x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= φ1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1 , (4)

где f (x, t) неоднородная часть уравнения (2), определяющая внешнее воздействие на балки,
достаточно гладкая функция по обеим переменным; φ0 (x) , φ1 (x) – функции, определяющие
начальное положение оси балки.

В этой работе для неоднородного уравнения изгибных колебаний балки (2) изучим ре-
шение задачи с условиями (3) и (4) в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < 1,
0 < t < T}. Отметим, что в работе [Сабитов, 2015] изучены изгибные колебания балки для
однородного уравнения (2) в случае двучленной левой части (k = 0) с краевыми условия-
ми u (0, t) = u

′
x (0, t) = u (1, t) = u

′
x (1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T с начальными условиями (4).

Там же методами спектрального анализа доказаны теоремы единственности, существования и
устойчивости решения из класса u (x, t) ∈ C4,2

x,t (D)
∩
C2,1
x,t

(
D̄
)
. Эти же краевые условия были
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рассмотрены в работе [Оруджев, Амирова, 2019] для уравнения 4-го порядка с двукратными
характеристиками, где найдены формулы четырехкратного разложения по собственными и
присоединенными функциями. А это соответствует случаю, когда условие (2) содержит слага-
емую P (∂2u (x, t)/∂x2

)
, где P отвечает действию продольной сжимающей нагрузки на балку.

Поскольку краевые условия (3) содержат производные по времени, причем более высокого по-
рядка, чем в уравнении, метод разделения переменных и метод преобразования Лапласа для
решения задачи (2)–(4) не применимы. Подобная смешанная задача решена в работе [Оруд-
жев, Намазова, 2019], когда краевые условия содержат производные по времени 2-го порядка.
А в работе [Зульфугарова, 2015] решена смешанная задача для волнового уравнения с про-
изводными 3-го порядка по времени в одном из граничных условий. Здесь ввиду того, что в
одном из граничных условий (3) содержится производное по t 3-го порядка нужно исследовать
специально.

Заметим, что результаты работы [Orudzhev, 1998] можно применить для спектрального
анализа колебаний бесконечной балки, когда в уравнении коэффициент постели является пе-
риодической функцией от x и на балку действует равномерно распределенная гармоническая
сила, что может приводить к появлению непрерывного спектра и спектральных особенностей.
Соответствующие результаты будут изложены в другой работе авторов.

2. Решение смешанной задачи (2)–(4)

Согласно работе [Расулов, 1986], смешанной задаче (2)–(4) сопоставляется две вспомогатель-
ные задачи:

1) Спектральная задача нахождения решения обыкновенного дифференциального уравне-
ния

y(4) − λ4y = h (x) , x ∈ (0, 1) (5)

при граничных условиях

L1 (y) = y (0) = 0, L2 (y) = y′′ (0)− λ2y′ (0) = −φ′
0 , (0)

L3 (y) = y′′′ (0)− λ2y(5) (1) = −φ(5)
0 (1) +

(∂f (x, 0)
∂x

)
x=1

+ λ2
d

dx

∞∫
0

e−λ2t
f (x, t) dt

∣∣∣
x=1

L4 (y) = y′′′ (1) = 0,

, (6)

где h (x) – произвольная функция, обладающая непрерывной производной по замкнутой ин-
тервале [0, 1];

2) Задача Коши для уравнения

∂2z (x, t)

∂t2
+
(
λ4 + k

)
z (x, t) = f (x, t) , t ∈ (0, T ) (7)

при начальных условиях
∂kz (x, t)

∂tk

∣∣∣∣
t=0

= φk (x) , k = 0, 1. (8)

Единственное решение задачи (5)–(6)можно представить в виде

y (x, λ, h) =

1∫
0

G (x, ξ, λ)h (ξ) dξ +N (x, λ, φ0, φ1, f) . (9)
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Здесь G (x, ξ, λ) = ∆ (λ, ξ, λ)/∆(λ) является функцией Грина задачи (5)–(6),

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1 (y1) L1 (y2) L1 (y3) L1 (y4)
L2 (y1) L2 (y2) L2 (y3) L2 (y4)
L3 (y1) L3 (y2) L3 (y3) L3 (y4)
L4 (y1) L4 (y2) L4 (y3) L4 (y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (10)

∆(x, ξ, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g (x, ξ, λ) y1 (x, λ) y2 (x, λ) y3 (x, λ) y4 (x, λ)
L1 (g)x · · · · · · · · · · · ·

L2 (g)x
... ∆(λ)

L3 (g)x
...

L4 (g)x
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (11)

yk (x, λ) = eεkλx, k = 1, 4 являются фундаментальными системами решений однородного урав-
нения (5) и εk корни из 4-й степени 1,т. е. ε1 = −1, ε2 = i, ε3 = −i, ε4 = 1,

g (x, ξ, λ) = ±
∑4

k=1W4k (ξ, λ) yk (x, λ)

2W (ξ, λ)
,

+ если 0 ≤ ξ ≤ x
− если 0 ≤ x ≤ ξ ,

(12)

W (ξ, λ) – определитель Вронского от yk (x, λ) , k = 1, 4; W4k (ξ, λ) — алгебраическое дополне-
ние элемента (4, k) в определителе W (ξ, λ);

∆1 (x, λ, φ0, φ1, f) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 e−λx eiλx e−iλx eλx

0 · · · · · · · · · · · ·

F1
... ∆(λ)

F2
...

0
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (13)

F1 = −φ′
0 (0) , F1 = −φ(5)

0 (1) +
(∂f (x, 0)

∂x

)
x=1

+ λ2
d

dx

∞∫
0

e−λ2tf (x, t) dt
∣∣∣
x=1

.

Выражение (10) называется характеристическим определителем спектральной задачи (5)–(6).
Его нули совпадают с собственными значениями этой задачи. Вычисления показывают, что

∆(λ) = λ8
[
(−4i+ 4λ) e−iλ + (−4λ− 4i) eiλ + (−4iλ+ 4i) e−λ + (4iλ+ 4i) eλ+

+
(
−2λ5 − 2iλ5 + 4iλ4

)
e−λ(1+i) +

(
2λ5 − 2iλ5 + 4iλ5

)
e−λ(1−i)+

+
(
2iλ5 + 2λ5 + 4iλ4

)
eλ(1+i) +

(
2iλ5 − 2λ5 + 4iλ4

)
eλ(1−i)

]
;

g (x, ξ, λ) = ± 1

2λ3

[
1

4
eλ(x−ξ) − 1

4
e−λ(x−ξ) − 1

4i
eiλ(x−ξ) +

1

4i
e−iλ(x−ξ)

]
,
+ если ξ ≤ x
− если ξ ≥ x

W (ξ, λ) = 16iλ6;

L1 (g)x = − 1

8λ3

[
e−λξ − eλξ − 1

i
e−iλξ +

1

i
eiλξ

]
, (14)

L2 (g)x = − 1

8λ

[
e−λξ − eξλ +

1

i
e−iλξ − 1

i
eiλξ

]
+

1

8

[
e−λξ + eλξ − e−iλξ − eiλξ

]
,
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L3 (g)x = −1

8

[
e−λξ + eλξ + e−iλξ + eiλξ

]
− λ4

8

[
eλ(1−ξ) + e−λ(1−ξ) − eiλ(1−ξ) − e−iλ(1−ξ)

]
,

L4 (g)x =
1

8

[
eλ(1−ξ) + e−λ(1−ξ) + eiλ(1−ξ) + e−iλ(1−ξ)

]
.

Осями λ -плоскости и биссектрисами координатных углов вся плоскость комплексного пара-
метра λ разбивается на 8 секторов Rj , j = 1, 8.

Следуя работе [Лидский, Садовничий, 1968], нетрудно получить асимптотические пред-
ставления для собственных значений спектральной задачи (5)–(6). Например, если взять
сектор, где при нумерации ε1 = −1, ε2 = i, ε3 = −i, ε4 = 1 выполняется неравенство
Reλε1 ≤ Reλε2 ≤ 0 ≤ Reλε3 ≤ Reλε4, можно получить следующее представление:

λ−11e−(ε1+ε2)λ∆(λ) =

[(
2i+ 2 +

4i

λ

)
eε2λ +

(
2i− 2 +

4i

4

)
eε3λ + 1

]
e−ε3λ +

E (λ)

λ
eε2λ , (15)

|λ| → ∞ (здесь E (λ) является ограниченной функцией при |λ| → ∞). Откуда находим, что
главные члены собственных значений в этом секторе являются

λ1,2v = [ln |z1,2|+ i (arg z1,2 + 2vπ)] ε−1
2 , v = 0,±1,±2, ... , (16)

где z1 =
√
31−1
16 + i

(1+
√
31)

16 ; z2 =
−
√
31−1
16 + i

(1−
√
31)

16 .
С применением теоремы Руше [Лаврентьев, Шабат, 1973] получаем, что собственные зна-

чения в этом секторе имеют оценку λ1,2v +O
(
v−1
)
.

В общем случае, записывая ∆(λ) в виде ∆(λ) =
∑4

k=1 Pk (λ) e
αkλ, можно показать, что

корни ∆(λ) расположены вдоль логарифмических цепей, идущих по длине нормалей к сто-
ронам многоугольника, построенного из выпуклой оболочки точек α1, · · · , α9 и для них при
n→ ∞ справедливы асимптотические представления

λn ≈ 2π in

αs+1 − αs

{
1 +

∞∑
k=1

Rk (ln n)

nk

}
, n = 1, 2, ...,

где Rk (ln n) =
k∑

l=0

rkl ln
l n, rll, 0 ≤ l ≤ k некоторые числа.

Для получения асимптотики G (x, ξ, λ) в секторе, где выполняется вышенаписанное нера-
венство, умножим 2-й, 3-й, 4-й, 5-й столбцы ∆(x, ξ, λ) на W4k/2W , предварительно перенуме-
руя столбцы соответственно по расположению εk, k = 1, 4 в неравенстве от левой стороны и
сложим с соответствующими элементами 1-го столбца. Полученные таким образом элементы
первого столбца обозначим через g0 (x, ξ, λ) , g1 (ξ, λ) , g2 (ξ, λ) , g3 (ξ, λ) , g4 (ξ, λ):

g0 (x, ξ, λ) =


− 1

4λ3

(
eλ(x−ξ) − ieiλ(x−ξ)

)
, 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1 ;

− 1

4λ3

(
e−λ(x−ξ) − ieiλ(x−ξ)

)
, 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1 ;

g1 (ξ, λ) = − 1

4λ3

(
e−λξ − ieiλξ

)
,

g2 (ξ, λ) = − 1

4λ

(
e−λξ + ieiλξ − λe−λξ + λeiλξ

)
,

g3 (ξ, λ) = −1

4

(
e−λξ + eiλξ − λ4eiλ(1−ξ) + λ4e−λ(1−ξ)

)
,

g4 (ξ, λ) =
1

4

(
e−λ(1−ξ) +

1

4
eiλ(1−ξ)

)
.



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4 501

Полученные элементы g0 (x, ξ, λ), g1 (ξ, λ), g2 (ξ, λ), g3 (ξ, λ), g4 (ξ, λ) напишем на 1-м столбце
∆(x, ξ, λ) и раскроем этот детерминант по элементам первой строки и обозначим полученный
детерминант через ∆0 (x, ξ, λ). В результате имеем следующее разложение:

∆0 (x, ξ, λ)

∆ (λ)
= g0 (x, ξ, λ) +

+
1

4
e−λx

(
λ−3

[
e−λξ + ieiλξ

] ∆11 (λ)

∆ (λ)
− λ−1

[
e−λξ − ieiλξ + λe−λξ − λeiλξ

] ∆21 (λ)

∆ (λ)
+

+λ−1
[
e−λξ − λeiλξ + λ5eiλ(1−ξ) − λ5e−λ(1−ξ)

] ∆31 (λ)

∆(λ)
+
[
e−λ(1−ξ) − eiλ(1−ξ)

] ∆41 (λ)

∆ (λ)

)
−

−1

4
eiλx

(
− λ−3

[
e−λξ + ieiλξ

] ∆12 (λ)

∆ (λ)
− λ−1

[
e−λξ − ieiλξ + λe−λξ − λe−iλξ

] ∆22 (λ)

∆ (λ)
+

+
[
e−λξ − eiλξ + λ4eiλ(1−ξ) − λ4e−iλ(1−ξ)

] ∆32 (λ)

∆ (λ)
+
[
e−λ(1−ξ) − eiλ(1−ξ)

] ∆42 (λ)

∆ (λ)

)
−

−1

4
e−iλx

(
λ−3

[
e−λξ + ieiλξ

] ∆13 (λ)

∆ (λ)
− λ−1

[
e−λξ − ieiλξ + λe−λξ − λeiλξ

] ∆23 (λ)

∆(λ)
+

+
[
e−λξ − eiλξ + λ4eiλ(1−ξ) − λ4e−iλ(1−ξ)

] ∆33 (λ)

∆(λ)
−
[
e−λ(1−ξ) − eiλ(1−ξ)

] ∆43 (λ)

∆ (λ)

)
−

−1

4
eλx
(
λ−3

[
e−λξ − ieiλξ

] ∆14 (λ)

∆ (λ)
− λ−1

[
e−λξ − ieiλξ + λe−λξ − λeiλξ

] ∆24 (λ)

∆ (λ)
−

−
[
e−λξ + eiλξ + λ4eiλ(1−ξ) − λ4e−λ(1−ξ)

] ∆34 (λ)

∆ (λ)
+
[
e−λ(1−ξ) − eiλ(1−ξ)

] ∆44 (λ)

∆ (λ)

)
. (17)

В определителе ∆vp (λ) при p ≤ 2 в секторе Rj показательной функцией, имеющей наиболь-
шую действительную часть, является функция eλ(1−i), а при p ≥ 3 таких функций являются
eλ и e−iλ. Умножая числитель и знаменатель ∆0(x,ξ,λ)

∆(λ) на λ−13eλ(1−i), подобно проведенной схе-
ме [Оруджев, 1989] можно установить, что вне малых кругов Kδ (λv) радиуса δ с центрами в
нулях ∆(λ) выполняется соотношение

G (x, ξ, λ) = O

(
1

λ3

)
, |λ| → ∞. (18)

Это представление справедливо во всех секторах Rj , j = 1, 8. Аналогичным образом устанав-
ливается, что вне малых окрестностей собственных значений имеет место и такая оценка

∆1 (x, λ, φ0, φ1, f)

∆ (λ)
= O

(
1

λ3

)
, |λ| → ∞ . (19)

Эти соотношения показывают, что спектральная задача (5)–(6) регулярна [Расулов, 1986;
Оруджев, 1999]. Следовательно, для всякой непрерывной функции h(x) имеет место формула
разложения

− 1

2π
√
−1

∑
v

∫
Cv

λsdλ

1∫
0

G (x, ξ, λ)h (ξ) dξ =

{
h (x) , s = 3

0, s < 3
(20)

− 1

2π
√
−1

∑
v

∫
Cv

λ3
∆1 (x, λ, φ0, φ1, f)

∆ (λ)
dλ = 0,
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где Cv – простой замкнутый контур, окружающий только одну из корней ∆(λ) и v сумма
распространяется на все полюсы функции Грина.

Нетрудно установить, что решение задачи Коши (7)–(8) представляется в виде

z (t, λ, x) = φ0 (x) cos t
√
λ4 + k +

1√
λ4 + k

· sin t
√
λ4 + k+

+
1√

λ4 + k

t∫
0

f (x, ξ) sin(t− ξ)
√
λ4 + kdξ , (21)

здесь
√
λ4 + k – регулярная ветвь, положительная при λ4 + k > 0.

Теорема 1. Предположим, что выполняются следующие условия:

1. Производные
dmφ0 (x)

dxm
(
m = 0, 6

)
,
dmφ1 (x)

dxm
(
m = 0, 4

)
непрерывны на отрезке [0, 1];

2.
dmφ0 (x)

dxm

∣∣∣∣
x=0

=
dmφ0 (x)

dxm

∣∣∣∣
x=1

= 0,
(
m = 0, 5

)
dmφ1 (x)

dxm

∣∣∣∣
x=0

=
dmφ1 (x)

dxm

∣∣∣∣
x=1

= 0,
(
m = 0, 3

)
;

3. f (x, t) при всех x ∈ [0, 1] дважды непрерывно дифференцируема по t в интервале [0, T ],
имеет непрерывную производную до четвертого порядка включительно по x ∈ [0, 1] при

всех t ∈ [0, T ] и
∂f (x, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=1

= 0.

Тогда существует единственное решение смешанной задачи (2)–(4), представленное в виде
полного интегрального вычета

u (x, t) =
1

2π
√
−1

∑
v

∫
Cv

λ3dλ

1∫
0

G (x, ξ, λ) z (t, ξ, λ) dξ. (22)

� Представим u (x, t) в виде

u (x, t) =
∞∑
n=1

un (x, t) (23)

Обозначим An = φ0n, Bn = 1

λ2
n

√
1+k/λ4

n

, Cn = 1

λ2
n

√
1+k/λ4

n

f1n, где

φ0n =

1∫
0

G (x, ξ, λn)φ0 (ξ) dξ,

φ1n =

1∫
0

G (x, ξ, λn)φ1 (ξ) dξ,

f1n =

t∫
0

sin λ2n
√

1 + k/λ4nf (ξ, τ) dτ.
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Тогда из оценки |un (x, t)| ≤ |An| + |Bn| + |Cn| получим, что ряд
∞∑
n=1

(
|An| + |Bn| + |Cn|

)
является мажорантом написанного выше ряда и

∂k+mu (x, t)

∂xk∂tm
=

∞∑
n=1

∂k+mun (x, t)

∂xk∂tm
, k = 0, 4; m = 0, 3 .

Следовательно, имеет место эквивалентное соотношение

∂k+mu (x, t)

∂xk∂tm
∼

∞∑
n=1

λk+m
n

(
|An|+ |Bn|+ |Cn|

)
.

Дифференцировать три раза по t, четыре раза по x возможно, если ряды в правых частях
последнего соотношения будут сходиться равномерно, что обеспечивается при выполнении
условии 1)–4) теоремы. Единственность решения u (x, t) получается непосредственно из (22). �

Заключение

В исследовании доказано, что изучаемая начально-краевая задача для уравнения изгиб-
ных колебаний балки имеет классическое решение, если в одном из граничных условий име-
ются производные по времени более высокого порядка, чем в самом уравнении. При этом
предполагаются определенные условия гладкости начальных данных, которые обращаются в
нуль вместе со всеми производными до некоторого порядка на концах интервала изменения
пространственной переменной, а также условия гладкости и обращение в нуль частной произ-
водной по длине балки в начальный момент времени на правом конце. Кроме того, необходимо
условие о том, что коэффициент постели отличен от четвертой степени собственных значений,
взятых с отрицательным знаком.

Это решение представлено в виде полного интегрального вычета и выражено через реше-
ния построенных специальным образом спектральной задачи и задачи Коши. Решение задачи
Коши является ограниченным на точках спектра краевой задачи. Это решение определяется
легко применяемым практически и относительно эффективным разложением, не использую-
щим техники классических методов интегральных преобразований обобщенного метода Фурье,
а также метода характеристик.
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Аннотация:
В статье представлено обобщение дивергентной теоремы, устанавлявающей связь между весо-
вой дивергенцией векторного поля и производной по направлению от этой же векторного поля,
подправленного степенными весами. Из этого обобщения следуют две формулы типа второго
тождества Грина для случаев, когда в операторах эллиптического и гиперболического типов
действует оператор Бесселя вместо второй производной. Классическое второе тождество Гри-
на имеет большое значение в математической физике, поскольку, например, при его помощи
устанавлявается единственность решения задачи Коши для волнового уравнения. Обобщение
этого тождества, полученное в статье, может быть использовано для доказательства един-
ственности решения задачи Коши для общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу.

Abstract:
The article presents a generalization of the divergence theorem, which establishes a connection
between the weight divergence of a vector field and the derivative in the direction from the same
vector field corrected by power weights. From this generalization, two formulas of the type of the
second Green identity follow for the cases when the Bessel operator acts instead of the each second
derivative in the operators of elliptic and hyperbolic types. The classical second Green identity is
of great importance in mathematical physics, because, for example, with its help the uniqueness of
the solution of the Cauchy problem for the wave equation is established. The generalization of this
identity obtained in the article can be used to prove the uniqueness of the solution of the Cauchy
problem for the general Euler–Poisson–Darboux equation.

Ключевые слова: оператор Бесселя, обобщение дивергентной теоремы, обобщение формулы
Грина, B-эллиптический оператор, B-гиперболический оператор.
Keyword: Bessel’s operator, generalization of the divergence theorem, generalization of Green’s
formula, B-elliptic operator, B-hyperbolic operator.
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1. Введение

Утверждение дивергентной теоремы представляет собой равенство между поверхностным
и объемным интегралом с учетом расходимости векторного поля. Такие интегралы часто воз-
никают в задачах механики, особенно в задачах вариационного исчисления в механике. В
этой статье мы рассмотрим обобщение дивергентной теоремы на случай, когда дивергенция
порождается оператором набла с весовыми множителями. Такой вариант дивергентной теоре-
мы позволяет получать формулы Грина для дифференциальных выражений с сингулярными
операторами Бесселя. В качестве примеров приложения обобщенной дивергентной теоремы
приведены вторые тождества Грина для оператров эллиптического и гиперболического типов,
где вместо каждой второй производной действует оператор Бесселя.

Основным объектом исследования в этой статье выступает сингулярный дифференциаль-
ный оператор Бесселя Bγ (см., например, [2], стр. 5) вида

(Bγ)t =
∂2

∂t2
+
γ

t

∂

∂t
=

1

tγ
∂

∂t
tγ
∂

∂t
, t > 0, γ ∈ R . (1)

Мы будем рассматривать B-эллиптический оператор вида

∆γ = (∆γ)x =

n∑
k=1

(Bγk)xk
(2)

и B-гиперболический оператор вида

�γ = (�γ)x = (Bγ1)x1 −
n∑

i=2

(Bγi)xi . (3)

Для оператора ∆γ используется термин оператор Лапласа–Бесселя (см. [2, 6]).
Здесь доказывается обобщение дивергентной теоремы на случай взвешенной дивергенции

и выводится вторая формула Грина для операторов вида ∆γ и �γ .
Пусть Rn — n-мерное евклидово пространство,

Rn
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1>0, . . . , xn>0},

R n
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1≥0, . . . , xn≥0},

γ=(γ1, ..., γn) — мультииндекс, состоящий из фиксированных положительных чисел γi,
i=1, ..., n, и |γ|=γ1+. . .+γn.

Рассмотрим открытое множество Ω в Rn, симметричное относительно каждой гиперплос-
кости xi=0, i=1, ..., n. Пусть Ω+ = Ω ∩ R n

+ и Ω+ = Ω ∩ R n
+ где

R n
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1≥0, . . . , xn≥0}.

Имеем Ω+ ⊆ R n
+ и Ω+ ⊆ R n

+. Мы рассмотрим множество Cm(Ω+), состоящее из m раз
дифференцируемых на on Ω+ функций. Через Cm(Ω+) обозначим подмножество функций
из Cm(Ω+) таких, что все производные этих функций по xi для любого i = 1, ..., n непре-
рывно продолжаются на xi=0. Класс Cm

ev(Ω+) состоит из функций f ∈ Cm(Ω+), таких, что(
∂2k+1f/∂x2k+1

i

)
x=0

= 0 для всех неотрицательных целых k ≤ m при i = 1, ..., n (см. [1] и [2],
стр. 21 и далее).

Пусть e⃗ = (e1, ..., en) является ортонормированным базисом в Rn,

∇′
γ =

(
1

xγ11

∂

∂x1
, ...,

1

xγnn

∂

∂xn

)
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— первый взвешенный оператор набла,

F⃗ = F⃗ (x) = (F1(x), ..., Fn(x))

— векторное поле,

(∇′
γ · F⃗ ) =

1

xγ11

∂F1

∂x1
+ ...+

1

xγni

∂Fn

∂xn

— весовая дивергенция.

Рассмотрим в R n
+ область G+, ограниченную кусочно-гладкой границей S+∈R n

+. Таким

образом, поверхность S+ может быть представлена в виде объединения S+=
q∪

k=1

S+
k конечного

числа частей S+
k без общих внутренних точек. Пусть для каждой внутренней точки S+

k суще-
ствует окрестность, внутри которой поверхность S+

k представлена параметрическими уравне-
ниями вида

xi = χi(y1, ..., yn−1), i = 1, ..., n,

где χi(y), y = (y1, ..., yn−1) имеет непрерывные первые производные и ранг матрицы Якоби∥∥∥∥ ∂(χ1, ..., χn)

∂(y1, ..., yn−1)

∥∥∥∥ равен n− 1. Вектор

N⃗ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
e1 ... en

∂χ1(y)
∂y1

... ∂χn(y)
∂y1

... ... ...
∂χ1(y)
∂yn−1

... ∂χn(y)
∂yn−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
является нормальным в каждой точке y ∈ S+ к поверхности S+ за исключением точек со-
единения поверхностей S+

k , k = 1, .., q, в которых он не определен однозначно и не будет
рассматриваться. Вектор

ν⃗ =
N⃗

|N⃗ |

определяется с точностью до знака. Из двух возможных направлений ν⃗ выберем внешнее
по отношению к области G+. Такой вектор будем называть единичным вектором нормали к
поверхности S+ в точке y. Через ηi обозначим угол между вектором ν⃗ и осью xj , тогда

ν⃗ = e1 cos η1 + ...+ en cos ηn.
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2. Обобщенная дивергентная теорема

Теорема 1. Пусть G+ — область в R n
+ такая, что каждая линия, перпендикулярная плос-

кости xi = 0, i = 1, ..., n, либо не пересекает G+ или имеет один общий отрезок с G+ (возможно
вырождающийся в точку) вида

αi(x
′) ≤ xi ≤ βi(x

′), x′=(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn), i = 1, ..., n.

Если g⃗=(g1(x), ..., gn(x)) является непрерывно дифференцируемым в G+ векторным полем
и F⃗=(F1(x), ..., Fn(x)), F1(x)=x

γ1
1 g1(x), ..., Fn(x)=x

γn
n gn(x), то справедлива формула∫

G+

(∇′
γ · F⃗ )xγdx =

∫
S+

(g⃗ · ν⃗) xγ dS , (4)

где ν⃗ внешний вектор нормали поверхности S+.
� Пусть i — фиксированное натуральное число между 1 и n включительно. Часть по-

верхности S+, определенную уравнением xi = βi(x
′), обозначим S+

u , а часть поверхности S+,
определенную уравнением xi = αi(x

′), обозначим S+
d , тогда

(ν⃗, ei) =


−
[
1 +

(∂αi

∂x1

)2
+ ...+

( ∂αi

∂xi−1

)2
+
( ∂αi

∂xi+1

)2
+ ...+

( ∂αi

∂xn

)2]−1/2
, x ∈ S+

d ;[
1 +

( ∂βi
∂x1

)2
+ ...+

( ∂βi
∂xi−1

)2
+
( ∂βi
∂xi+1

)2
+ ...+

( ∂βi
∂xn

)2]−1/2
, x ∈ S+

u .

Имеем ∫
G+

(∇′
γ · F⃗ )xγdx =

n∑
i=1

∫
G+

1

xγii

∂Fi

∂xi
xγdx.

Рассмотрим

∫
G+

1

xγii

∂Fi

∂xi
xγdx =

∫
Q

xγ11 ...x
γi−1

i−1 x
γi+1

i+1 ...x
γn
n dx1...dxi−1dxi+1...dxn

βi(x
′)∫

αi(x′)

∂Fi

∂xi
dxi,

где Q — проекция G+ на xi = 0. Интегрируя по xi, получим∫
G+

1

xγii

∂Fi

∂xi
xγdx =

∫
Q

Fi(x)|xi=βi(x
′)

xi=αi(x′)x
γ1
1 ...x

γi−1

i−1 x
γi+1

i+1 ...x
γn
n dx1...dxi−1dxi+1...dxn.

Пусть (x′)γ
′
= xγ11 ...x

γi−1

i−1 x
γi+1

i+1 ...x
γn
n , dx′ = dx1...dxi−1dxi+1...dxn. Тогда∫

G+

1

xγii

∂Fi

∂xi
xγdx =

∫
Q

Fi(x1, ..., xi−1, βi(x
′), xi+1, ..., xn)(x

′)γ
′
dx′ −

−
∫
Q

Fi(x1, ..., xi−1, αi(x
′), xi+1, ..., xn)(x

′)γ
′
dx′ =

=

∫
Q

Fi(x1, ..., xi−1, βi(x
′), xi+1, ..., xn)(ν⃗, ei)×
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×

√
1 +

(
∂βi
∂x1

)2

+ ...+

(
∂βi
∂xi−1

)2

+

(
∂βi
∂xi+1

)2

+ ...+

(
∂βi
∂xn

)2

(x′)γ
′
dx′+

+

∫
Q

Fi(x1, ..., xi−1, αi(x
′), xi+1, ..., xn)(ν⃗, ei)×

×

√
1 +

(
∂αi

∂x1

)2

+ ...+

(
∂αi

∂xi−1

)2

+

(
∂αi

∂xi+1

)2

+ ...+

(
∂αi

∂xn

)2

(x′)γ
′
dx′ =

=

∫
S+
u

Fi(x)(ν⃗, ei)(x
′)γ

′
dSu +

∫
S+
d

Fi(x)(ν⃗, ei)(x
′)γ

′
dSd =

=

∫
S+
u

gi(x)(ν⃗, ei)x
γdSu +

∫
S+
d

gi(x)(ν⃗, ei)x
γdSd =

∫
S+

gi(x) cos ηi x
γdS.

В результате, получим∫
G+

(∇′
γ · F⃗ )xγdx =

n∑
i=1

∫
S+

gi(x) cos ηi x
γdS =

∫
S+

(g⃗ · ν⃗) xγ dS. �

Замечание 1. Предположим, что область G+ ∈ R n
+ есть объединение областей G+

1 , ..., G
+
m

без общих внутренних точек. Пусть каждая облась G+
j в R n

+ такая, что каждая линия, пер-
пендикулярная плоскости xi = 0, i = 1, ..., n, либо не пересекает G+

j либо имеет один общий с
G+

j отрезок (возможно вырождающийся в точку) вида

αj
i (x

′) ≤ xi ≤ βji (x
′), x′=(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn), i = 1, ..., n

и F⃗ = (F1(x), ..., Fn(x)), F1(x) = xγ11 g1(x), ..., Fn(x) = xγnn gn(x), g⃗ = (g1(x), ..., gn(x)) — непре-
рывно дифференцируемое в G+ векторное поле, тогда справедлива следующая формула∫

G+

(∇′
γ · F⃗ )xγdx =

∫
S+

(g⃗ · ν⃗) xγ dS , (5)

где S+ ∈ R n
+ — кусочно-гладкая граница поверхности, ν⃗ вектор нормали внешней стороны

поверхности S+.

3. Второе тождество Грина для B-эллиптических
и B-гиперболических операторов

Второе тождество Грина широко представлено в векторном анализе и имеет множество
приложений, например используется при доказательстве единственности решения задачи Ко-
ши для волнового уравнения и уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (см. [4]). Мы приведем
обобщения второго тождества Грина на случай, когда в операторах эллиптического и гипер-
болического типов действует оператор Бесселя вместо второй производной.

Теорема 2. Пусть G+ удовлетворяет условиям замечания 1. Если φ,ψ дважды непрерывно
дифференцируемые функции, определенные на G+, такие что

∂φ

∂xi

∣∣∣∣
xi=0

= 0,
∂ψ

∂xi

∣∣∣∣
xi=0

= 0, i = 1, ..., n ,
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то справедлива вторая формула Грина для оператора Лапласа–Бесселя вида∫
G+

(ψ∆γφ− φ∆γψ)x
γdx =

∫
S+

(
ψ
∂φ

∂ν⃗
− φ

∂ψ

∂ν⃗

)
xγ dS. (6)

� Еслиφ,ψ — дважды непрерывно дифференцируемые функции, определенные в о G+,
такие, что

∂φ

∂xi

∣∣∣∣
xi=0

= 0,
∂ψ

∂xi

∣∣∣∣
xi=0

= 0, i = 1, ..., n ,

то, выбрав

F⃗ = ψ∇′′
γφ− φ∇′′

γψ =

(
ψ · xγ11

∂φ

∂x1
− φ · xγ11

∂ψ

∂x1
, ..., ψ · xγnn

∂φ

∂xn
− φ · xγnn

∂ψ

∂xn

)
=

=

(
xγ11

(
ψ
∂φ

∂x1
− φ

∂ψ

∂x1

)
, ..., xγnn

(
ψ
∂φ

∂xn
− φ

∂ψ

∂xn

))
,

получим вторую формулу Грина для оператора Лапласа–Бесселя. Действительно, в этом слу-
чае

g⃗ =

(
ψ
∂φ

∂x1
− φ

∂ψ

∂x1
, ..., ψ

∂φ

∂xn
− φ

∂ψ

∂xn

)
непрерывно дифференцируемое векторное поле, определенное в G+, и

(∇′
γ · F⃗ ) = (∇′

γ · (ψ∇′′
γφ− φ∇′′

γψ)) =
n∑

i=1

(
1

xγii

∂

∂xi

(
ψ · xγii

∂φ

∂xi

)
− 1

xγii

∂

∂xi

(
φ · xγii

∂ψ

∂xi

))
=

=

n∑
i=1

(
1

xγii

∂ψ

∂xi
· xγii

∂φ

∂xi
+ ψ · 1

xγii

∂

∂xi
xγii

∂φ

∂xi
− 1

xγii

∂φ

∂xi
· xγii

∂ψ

∂xi
− φ · 1

xγii

∂

∂xi
xγii

∂ψ

∂xi

)
=

=

n∑
i=1

(ψBγiφ− φBγiψ) = ψ∆γφ− φ∆γψ,

(g⃗ · ν⃗) =
(
ψ
∂φ

∂x1
cos η1 + ...+ ψ

∂φ

∂xn
cos ηn

)
−
(
φ
∂ψ

∂x1
cos η1 + ...+ φ

∂ψ

∂xn
cos ηn

)
= ψ

∂φ

∂ν⃗
− φ

∂ψ

∂ν⃗
.

Применяя (5), получим (6). �

Замечание 2. Для случая, когда весовая переменная только одна, эта формула приведена
в [3] (формула (3)) другим методом.

Как следствие теоремы 2, получим формулу для интеграла со степенным весом xγ =
xγ11 ...x

γn
n , γi > 0, i=1, ..., n в случае, когда область интегрирования слева — это часть шара,

принадлежащего ортанту Rn
+.

Часть шара |x| ≤ r, |x| =
√
x21 + ...+ x2n принадлежащего ортанту Rn

+ обозначим через
B+

r (n). Границу множества B+
r (n) обозначим через S+

r (n). Эта граница состоит из части сферы
{x ∈ Rn

+ : |x|=r} и частей координатных гиперплоскостей xi=0, i=1, . . ., n таких, что |xi| ≤ r.

Следствие. Для w ∈ C 2
ev(B

+
R(n)) справедлива формула∫

B+
R(n)

(∆γw(x))x
γdx =

∫
S+
R (n)

(
∂w(x)

∂ν⃗

)
xγ dS , (7)

где ν⃗ внешняя нормаль к S+
R (n).
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Пусть

♢γ =

(
xγ11

∂

∂x1
,−xγp+1

2

∂

∂x2
, ...,−xγnn

∂

∂xn

)
.

Тогда
(∇′

γ · ♢γ) = �γ .

Теорема 3. Пусть G+ удовлетворяет условиям замечания 1. Если φ,ψ дважды непрерывно
дифференцируемые функции, определенные в G+, такие что

∂φ

∂xi

∣∣∣∣
xi=0

= 0,
∂ψ

∂xi

∣∣∣∣
xi=0

= 0, i = 1, ..., n.

Тогда справедлива вторая формула Грина для B-ультрагиперболического оператора вида∫
G+

(ψ�γφ− φ�γψ)x
γdx =

∫
S+

(
ψ
∂φ

∂τ⃗
− φ

∂ψ

∂τ⃗

)
xγ dS, (8)

где τ⃗ = (cos η1,− cos η2, ...,− cos ηn).
� Пусть

F⃗ = ψ♢γφ− φ♢γψ =

=

(
xγ11

(
ψ
∂φ

∂x1
− φ

∂ψ

∂x1

)
,−xγ22

(
ψ
∂φ

∂x2
− φ

∂ψ

∂x2

)
, ...,−xγnn

(
ψ
∂φ

∂xn
− φ

∂ψ

∂xn

))
.

Тогда

g⃗ =

(
ψ
∂φ

∂x1
−φ ∂ψ

∂x1
,−
(
ψ
∂φ

∂x2
−φ ∂ψ

∂x2

)
, ...,−

(
ψ
∂φ

∂xn
−φ ∂ψ

∂xn

))
,

(∇′
γ · F⃗ ) = ψ�γφ− φ�γψ,

(g⃗ · ν⃗) =
(
ψ
∂φ

∂x1
cos η1 − φ

∂ψ

∂x1
cos η1

)
−

n∑
i=2

(
ψ
∂φ

∂xi
cos ηi − φ

∂ψ

∂xi
cos ηi

)
= ψ

∂φ

∂τ⃗
− φ

∂ψ

∂τ⃗
,

где τ⃗ = (cos η1,− cos η2, ...,− cos ηn). Применяя (5), получим (8). �
Вторая формула Грина для B-ультра-гиперболического оператора может быть использова-

на для доказательства единственности задачи Коши для общего уравнения Эйлера–Пуассона–
Дарбу (см. [5]).

Список литературы

1. Житомирский Я.И. 1955. Задача Коши для систем линейных уравнений в частных про-
изводных с дифференциальными операторами типа Бесселя. Матем. сб. 36(78)(2):299–
310.

2. Киприянов И.А. 1997. Сингулярные эллиптические краевые задачи. М.: Наука-
Физматлит.

3. Киприянова Н.И. 1985. Формула среднего значения для собственной функции сингуляр-
ного дифференциального оператора. Дифференц. уравнен. XXI(11):1998–2001.

4. Курант Р., Гильберт Д. 1945. Уравнения математической физики. Т.2 М.-Л. : ГИТТЛ.

5. Ситник С.М., Шишкина Э.Л. 2019. Метод операторов преобразования для дифферен-
циальных уравнений с операторами Бесселя. Москва: Физматлит, 2019.



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4 513

6. Guliev V.S. 2006. Weighted inequality for fractional maximal functions and fractional integrals
associated with the Laplace–Bessel differential operator. Trans. Natl. Acad. Sci. Azerb. Ser.
Phys.-Tech. Math. Sci. 26(1):71–80.

References

1. Zhitomirskii Ya.I. 1955. Cauchy’s problem for systems of linear partial differential equations
with differential operators of Bessel type. Mat. Sb. (N.S.) 36(78)(2):299–310.

2. Kipriyanov I.A. 1997. Singular Elliptic Boundary Value Problems. M.: Nauka-Fizmtlit.

3. Kipriyanova N.I. 1985. Average formula for the eigenfunction of a singular differential
operator. Diff. eq. 1985. XXI(11):1998–2001.

4. Courant R., Hilbert D. 1945. Equations of mathematical physics. V.2 M.-L. : GITTL.

5. Sitnik S.M., Shishkina E.L. 2019. Transmutation operators method for differential equations
with Bessel operators. Moscow. Fizmatlit, 2019.

6. Guliev V.S. 2006. Weighted inequality for fractional maximal functions and fractional integrals
associated with the Laplace–Bessel differential operator. Trans. Natl. Acad. Sci. Azerb. Ser.
Phys.-Tech. Math. Sci. 26(1):71–80.

Ссылка для цитирования статьи
For citation

Шишкина Э.Л. 2019. Обобщенная дивергентная теорема и второе тождество Грина для
B-эллиптических и B-гиперболических операторов. Научные ведомости Белгородского госу-
дарственного университета. Серия: Математика. Физика. 51 (4): 506–513. DOI 10.18413/2075-
4639-2019-51-4-506-513.

Shishkina E.L. 2019. Generalized divergent theorem and second Green identity of B-elliptic and
B-hyperbolic operators. Belgorod State University Scientific Bulletin. Mathematics. Physics. 51 (4):
506–513 (in Russian). DOI 10.18413/2075-4639-2019-51-4-506-513.



514 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4

УДК 519.651
DOI 10.18413/2075-4639-2019-51-4-514-521

РАСЧЁТ КОНЕЧНОМЕРНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
МОДЕЛИ В ЗАДАЧЕ КВАДРАТИЧНОЙ
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Аннотация
В статье рассматриваются аппроксимации сигналов при помощи целочисленных сдвигов квад-
ратичных экспонент — функций Гаусса. Предложен метод нахождения узловой функции для
данной задачи интерполяции, основанный на решениях усеченных систем линейных уравне-
ний. Приведен основной результат о корректности решения системы линейных уравнений,
лежащий в основе излагаемого подхода. Проведено краткое сравнение данного метода с из-
вестными ранее и перечислены приложения полученных результатов в теории сигналов.
Abstract
In this paper we consider approximations of functions using integer shifts of Gaussians — quadratic
exponentials with parameters. A method is proposed to find coefficients of node functions by solving
linear systems of equations. The main result is announced on correct solvability of the fundamental
linear system. We compare results with known ones and briefly indicate applications to signal theory.

Ключевые слова: квадратичные экспоненты, функции Гаусса, интерполяция, цифровые сиг-
налы.
Keywords: quadratic exponentials, Gauss functions, interpolation, digital signals.

1. Введение

В течение длительного времени основным инструментом приближений были разложения
по полным ортогональным системам. Однако, за последние годы в различных разделах мате-
матики и прикладных областях оформился весьма широкий круг задач, решение которых тре-
бует использования разложений функций по неполным, переполненным или неортогональным
системам. Такие задачи возникают, например, при изучении электрических или оптических
сигналов, теории фильтрации, голографии, при моделировании процессов в томографии и ме-
дицине. Примерами переполненных систем являются фреймы, а неортогональных — всплески,
системы Габора (когерентные состояния), функции Рвачёвых и другие.

Рассмотрим задачу о приближении достаточно произвольной функции в виде ряда по си-
стеме целочисленных сдвигов функции Гаусса (квадратичной экспоненты с параметрами). Из-
вестно, что эта система неполна в стандартных пространствах, тем не менее она часто и с
успехом используется. Историю вопроса, основные результаты и многочисленные приложения
см. в работах [Maz’ya, 2007; Kiselev, 2014; Zhuravlev, 2011; Minin, 2009].
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2. Интерполяционная задача

Более точно, будет исследована следующая основная
Интерполяционная задача: рассмотрим произвольную функцию f(x), заданную на всей
оси x ∈ R, и некоторый параметр σ > 0, который в вероятностных приложениях играет роль
среднеквадратичного отклонения. Функция действительно может быть произвольного вида,
так как мы работаем только с её значениями в целочисленных узлах. Будем искать интерпо-
лирующую функцию f̃(x), также определённую на всей оси x ∈ R, которая представляется в
виде ряда по целочисленным сдвигам функции Гаусса

f̃ (x) ∼
∞∑

k=−∞
fke

− (x−k)2

2σ2 (1)

и совпадает с исходной функцией во всех целых точках

f (m) = f̃ (m) , m ∈ Z. (2)

Известны несколько подходов к решению поставленной задачи. При первом подходе реше-
ние ищется с помощью специальных функций, а именно тета–функций Якоби [Maz’ya, 2007].
Однако, как показано в [Zhuravlev, 2011; Minin, 2009], несмотря на теоретическую ценность
этого подхода, он не имеет вычислительных перспектив, так как связан с делением на чрез-
вычайно малые знаменатели. Другой подход разрабатывался в [Zhuravlev, 2011; Minin, 2009],
он основан на применении дискретного преобразования Фурье (ДПФ). Такой подход имеет
определённую вычислительную ценность, но она достигается ценой усложнения алгоритма,
при этом вычисления эффективны в достаточно узких диапазонах параметров и с небольшим
числом разрядов в результатах. Чтобы преодолеть указанные трудности был предложен пря-
мой метод решения поставленной задачи интерполяции, основанный на сведении её к решению
конечных систем линейных уравнений [Ситник, 2013; Ситник, 2014, Ситник, Тимашов, 2014].

Существенным препятствием для развития этого метода являлось отсутствие результатов
по доказательству однозначной разрешимости соответствующих систем линейных уравнений.
В настоящей работе приведены результаты, устанавливающие требуемую однозначную разре-
шимость линейных систем. Эти результаты являются теоретическим обоснованием для раз-
работки практических численных алгоритмов, избавленных от необходимости работы со спе-
циальными функциями или ДПФ. Также могут быть получены дальнейшие результаты для
переполненных систем линейных уравнений и предельные свойства решений конечномерных
систем.

Для дальнейшего изложения введём удобное обозначение для квадратичной экспоненты

e (σ, x, k) = e−
(x−k)2

2σ2 . (3)

Решение поставленной задачи сводится к нахождению последовательности неизвестных
коэффициентов fk из (1). Для этого, следуя стандартной схеме решения задач интерполяции,
необходимо построить узловые функции для каждого узла интерполяции x = m, m ∈ Z. В
нашем случае достаточно построить одну базисную узловую функцию для узла при x = 0,
которую мы будем искать в виде

G (σ, x) =

∞∑
k=−∞

gk e(σ, x, k). (4)

Вывод определяющих соотношений и бесконечной системы линейных уравнений для на-
хождения коэффициентов базисной узловой функции известен, для полноты изложения мы
кратко повторим эти выкладки, [Maz’ya, 2007; Kiselev, 2014; Zhuravlev, 2011; Minin, 2009].
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Из (2) следует, что эта базисная узловая функция должна удовлетворять основному усло-
вию при всех m ∈ Z:

G (σ,m) =

∞∑
k=−∞

gk e(σ,m, k) = σm0, (5)

где σm0 есть символ Кронекера

σm0 =

{
1, m = 0
0, m ̸= 0.

Предположим, что такая функция G (σ, x), удовлетворяющая условию (5), уже найдена. Тогда
нетрудно выписать формальное решение поставленной задачи. Действительно, функция

Gl (σ, x) = G (σ, x− l)

является узловой функцией для узла при x = l, так как при всех значениях m

Gl (σ,m) = G (σ,m− l) = σml.

Тогда одним из решений поставленной интерполяционной задачи будет, очевидно, функция

f̃ (x) =
∞∑

l=−∞
f (l)Gl (σ, x) , (6)

так как при x = m от суммы (6) остаётся только одно слагаемое:

f (m)Gm (σ,m) = f (m) · 1 = f (m) .

Чтобы перейти от представления решения в виде (6) к искомому представлению в виде
(1), выполним необходимую подстановку. В результате получим с учетом (4):

f̃ (x) =

∞∑
l=−∞

f (l)Gl (σ, x) =

=
∞∑

l=−∞
f (l)G (σ, x− l) =

∞∑
l=−∞

f (l)
∞∑

l=−∞
gk e (σ, x− l, k)

Введём новый индекс суммирования j = l+k вместо l = j−k и формально поменяем порядок
суммирования. Тогда получим

f̃(x) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

f(j − k)gk e(σ, x− j, k) =

=
∞∑

l=−∞

{
∞∑

l=−∞
f (j − k) gk

}
e (σ, x− j, k) =

∞∑
j=−∞

fj e (σ, x, j) ,

(7)

где искомые коэффициенты разложения представляются в виде (после замены индексов j � k,
чтобы согласовать результат с (1)),

fk =

∞∑
j=−∞

f (k − j) gj , (8)

где f(m) — значения заданной функции в целых точках, а gj — коэффициенты разложения
базисной узловой функции (4).
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Преобразуем систему уравнений:

∞∑
k=−∞

gke (σ,m, k) = σm0, m ∈ Z.

Для этого введём новую переменную q = e−
1

2σ2 . Получим

∞∑
k=−∞

gkq
(m−k)2 = σm0, m ∈ Z. (9)

Для численного решения необходимо рассмотреть конечномерные усечения полученной беско-
нечной системы уравнений (9).

3. Переход к конечномерным аппроксимациям интерполяционной задачи

Как было показано выше, при решении задач интерполяции ключевым моментом явля-
ется построение узловой функции. Перейдём теперь к рассмотрению конечномерных прибли-
жений первоначальной интерполяционной задачи, которые получаются в результате перехода
от бесконечномерной системы к её конечномерным «усечениям». Этот естественный подход,
основанный на приближении решений изучаемой интерполяционной задачи решениями конеч-
номерных систем, рассматривался в работах [Ситник, 2013; Ситник, 2014, Ситник, Тимашов,
2014]. Разумеется, такой подход имеет свои ограничения, но вместе с тем он позволяет обойти
некоторые сложности, возникающие при перечисленных выше других подходах, и расширя-
ет возможности эффективного численного решения интерполяционной задачи, в том числе
компьютерного.

Итак, будем искать приближения для узловой функции (4) G (σ, x) в виде приближающей
её функции H (σ, x) в виде конечных сумм

H (n, x, σ) =

n∑
k=−n

dk · q(x−k)2 , q = exp

(
− 1

2σ2

)
, 0 < q < 1, (10)

при этом бесконечная система (9) заменяется конечной, причем число уравнений может быть
больше числа неизвестных

H(n,m, j, σ) = δ0j , j = −m, . . . , 0, . . .m, m ≥ n. (11)

В системе линейных уравнений, которая получается из условий (10)–(10), всего 2m + 1
уравнений и 2n+ 1 неизвестных dk, −n ≤ k ≤ n.

Перепишем систему уравнений, вытекающую из (10) – (11) в матричной форме:

A · d = y, (12)

где соответствующие элементы матрицы и вектора правой части представляются в виде

aij = q(i−j)2 , yj = δ0j , i = −n, . . . , 0, . . . , n, j = −m, . . . , 0, . . . ,m.

Для полученных при m = n коэффициентов dk приближённую узловую функцию будем обо-
значать как H(n, x, σ), а при m > n, — как H(n,m, x, σ).

Введём некоторые обозначения. Определитель Вандермонда размера n обозначим через
Wx1, . . . , xn, определитель Вандермонда без l–ой строки и k–ого столбца — Wl, k(x1, . . . , xn).
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Для наглядности общие выкладки далее с определителями и матрицами произвольных поряд-
ков будем иллюстрировать объектами размером 5× 5 и получающимися из них, например,

W (rx1, x2, x3, x4, x5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 x31 x41
1 x2 x22 x32 x42
1 x3 x23 x33 x43
1 x4 x24 x34 x44
1 x5 x25 x35 x45

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

W3, 2(x1, x2, x3, x4, x5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x21 x31 x41
1 x22 x32 x42
1 x24 x34 x44
1 x25 x35 x45

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Как известно,

Wl, k(x1, . . . , xn) =
∑

xα1xα2 . . . xαn−k
·

∏
n≥i>j≥1, i̸=l,j ̸=l

(xi − xj), (13)

где сумма берется по всем сочетаниям n− k чисел α1, α2, . . . , αn−k из набора 1, 2, . . . , n.
Теперь основным объектом нашего изучения становится система линейных уравнений (12)

с квадратной или прямоугольной матрицами. Далее используются обозначения, введённые в
соотношениях (10)–(12).

Основные полученные результаты содержатся в двух теоремах.

Теорема 1. Рассматриваемые конечномерные приближения для нахождения коэффици-
ентов базисной узловой функции образуют однозначно разрешимые системы линейных урав-
нений при любых размерностях, их определители не равны нулю.

Теорема 2. При увеличении размерности конечномерных систем их решения стремятся к
решению исходной бесконечной системы линейных уравнений для нахождения коэффициентов
базисной узловой функции.

Также проведено компьютерное исследование решений полученных конечномерных си-
стем линейных уравнений численными методами при помощи математического пакета
MATHEMATICA при широком наборе управляющих параметров, результаты представлены
в графическом и табличном виде. Рассмотрено разложение указанным методом по целочис-
ленным сдвигам функции Гаусса основного набора стандартных электрических сигналов: пере-
ключательных режимов, кусочно-постоянных, прямоугольных, треугольных, сложной формы,
включая различные нерегулярные меандры. Выведен большой объём графиков для аппрок-
симаций этих сигналов, проанализированы ошибки приближений, вычислены количественные
характеристики ошибок, среднеквадратичные и равномерные.

Представляется также перспективным использование данного метода при изучении диф-
ференциальных уравнений Больцмана, а также с использованием теории операторов преобра-
зования [Katrakhov, 2018; Sitnik, 2019].

4. Заключение

В работе получено теоретическое обоснование корректной разрешимости основной системы
линейных уравнений для конечномерного приближения бесконечной системы, а также прове-
ден достаточно существенный объём компьютерных вычислений.

Приведём список основных полученных результатов, см. также [Ситник, 2013; Ситник,
2014, Ситник, Тимашов, 2014].
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• Рассмотрена задача об интерполяции произвольной функции по её значениям при целых
значениях аргумента при помощи целочисленных сдвигов квадратичной экспоненты —
функции Гаусса.

• К данной задаче сведена математическая модель приближения цифровых сигналов по
значениям их отсчетов.

• Применён метод узловых функций для решения данной интерполяционной задачи.

• Проведено сведение интерполяционной задачи к бесконечной системе линейных уравне-
ний.

• Проведена редукция бесконечной системы линейных уравнений к конечной.

• Доказано, что при всех допустимых значениях параметров q,? исследуемые конечномер-
ные системы линейных уравнений имеют единственное решение.

• Проведено компьютерное исследование решений полученных конечномерных систем
линейных уравнений численными методами при помощи математического пакета
MATHEMATICA при широком наборе управляющих параметров q, σ.

• Рассмотрено разложение указанным методом по целочисленным сдвигам функции Гаус-
са основного набора стандартных электрических сигналов: переключательных режимов,
кусочно-постоянных, прямоугольных, треугольных, сложной формы, включая различ-
ные нерегулярные меандры.
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Аннотация
В настоящей статье рассматривается описание пространства состояния идеального газа на
основе решения квазилинейного дифференциального уравнения в частных производных пер-
вого порядка методом характеристик. Выведена формула решения в общем виде, а также ее
варианты для случаев изохорного, адиабатного и изотермического процессов. При этом дан-
ные процессы описываются функциями времени. Предложена геометрическая интерпретация
решений. С применением средств современной компьютерной математики представлены ре-
шения соответствующих дифференциальных уравнений в виде поверхностей в трехмерном
пространстве термодинамических переменных (Q, v, p).

Abstract
In this article we consider a special method of description the space of conditions of ideal gas. It is
based on the solution of quasilinear partial differential equation of the fist order. Geometrically the
solution of this equation represent a surface in the space of thermodynamic variables (Q, v, p). We
solve this equation using method of characteristics which are defined by the system of the ordinary
differential equations. We received the general solution’s formula, and also its variants for the cases
of isochoric, adiabatic and isothermic processes. Cauchy problem for the said differential equation is
connected with finding of the integrated surface passing through the set curve of any process which
can be presented in a parametrical form. We describe such process as time functions. It is given
the geometrical representation of the space of ideal gas conditions at isoprocesses. We construct the
following integrated surfaces using means of computer mathematics.

Ключевые слова: квазилинейное дифференциальное уравнение, геометрическая интерпре-
тация, метод характеристик.
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1. Введение

Классическая термодинамика является основой многих физических наук. Между тем по-
строение ее теории имеет глубокую историю и до сих пор еще не завершено. Известно несколь-
ко попыток ее аксиоматизации: Афанасьевой-Эренфест [Афанасьева-Эренфест, 1928], Борна
[Борн, 1964], Гухмана [1986], Каратеодори [Каратеодори, 1964], Петрова и Бранкова [Пет-
ров, 1986], Франкфурта [Франкфурт, 1964], Дьярмати [Gyarmati, 1962], Ландсберга [Landsberg,
1970], Лайеб [Lieb, 1999], Фалька и Юнга [Falk, 1959]. Однако вопрос аксиоматического обос-
нования системы изложения данной науки на настоящее время остается открытым: теория
не является полной, многие ее аспекты противоречивы и запутаны, ряд положений не имеет
логической ясности [Базаров, 1991], [Пригожин, 2002]. Решение этой проблемы позволило бы
четко сформулировать и обосновать принципы существования энергии и энтропии в термоди-
намическом представлении, получить новые соотношения термодинамики и дать им область
практического применения.

В работах авторов [Аверин, 2014(A), Averin, Zvyagintseva, 2016(E), Averin, Shevtsova,
2017(F)] было предложено применение методов и средств дифференциальной геометрии при
построении моделей термодинамических состояний, процессов, соотношений и закономерно-
стей. Перспективный подход в данном направлении лежит в анализе решений дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого порядка и дифференциальных форм Пфаффа
[Аверин, Звягинцева, 2016(C)], которые положены в основу теории термодинамики.

Модель идеального газа является эталонной, наглядной и простой, а главное, допускает
геометрическую интерпретацию основных понятий и соотношений в трехмерном простран-
стве. Данное направление уже было затронуто в работе Млодзеевского [Млодзеевский, 1956].
Однако ясного представления о природе термодинамических процессов и их связи с простран-
ственными геометрическими структурами наука на настоящий момент не имеет. Пути постро-
ения геометрической аксиоматики термодинамики представлены в работе [Аверин, Шевцова,
2016(D)]. Методы дифференциальной геометрии позволяют структурировать и четко описать
пространство состояний термодинамических систем путем построения в трехмерном простран-
стве интегральных поверхностей, являющихся решениями квазилинейных дифференциальных
уравнений первого порядка.

Современные средства компьютерной математики позволяют численными методами по-
лучить результаты решения данных уравнений. Такие результаты для изобарного процесса
были даны в работе [Аверин, Шевцова, 2019(B)]. В настоящей статье рассмотрено аналити-
ческое решение задачи Коши для изохорного, адиабатного и изотермического процессов. В
системе компьютерной математики построены соответствующие интегральные поверхности.

2. Описание пространства состояний идеального газа

Одной из важнейших физических величин в термодинамике является количество теплоты
Q, показывающее интенсивность теплового взаимодействия в результате теплообмена. Также
на эмпирическом уровне вводится понятие теплоемкости cl как теплофизической характери-
стики вещества. Для газов она обычно равна

cl =

(
dQ

dT

)
(1)
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и представляет собой количество теплоты, необходимое для изменения эмпирической темпе-
ратуры T термодинамической системы на один градус в некотором процессе l.

Известно, что между величинами Q и T в любом процессе существует связь (1), при этом
для идеального газа справедливы следующие равенства:

∂Q

∂v
= cp

∂T

∂v
,

∂Q

∂p
= cv

∂T

∂p
, (2)

где cp и cv – теплоемкости идеального газа при постоянных давлении и объеме.
Поскольку, исходя из уравнения Клапейрона, температура имеет вид однородной функции

второй степени и имеет частные производные, то:

T =
1

2

(
v
∂T

∂v
+ p

∂T

∂p

)
. (3)

Уравнение (3) с учетом (2) может быть представлено в виде квазилинейного уравнения в
частных производных первого порядка относительно величины Q:

v

2cp

∂Q

∂v
+

p

2cv

∂Q

∂p
= T. (4)

Решение Q = Q(v, p) уравнения (4) геометрически представляет собой поверхность в про-
странстве (v, p,Q), которая называется интегральной поверхностью.

Будем решать данное уравнение методом характеристик, которые определяются системой
обыкновенных дифференциальных уравнений [Кошляков, 1970]:

2cp
dv

v
= 2cv

dp

p
=
dQ

T
= ds, (5)

где s – некоторый вещественный параметр.
Задача Коши для уравнения (4) связана с нахождением интегральной поверхности Q =

= Q(v, p), проходящей через некоторую кривую процесса l, которая может быть представлена
в параметрической форме относительно времени t: vl = vl(t), pl = pl(t), Ql = Ql(t).

Общее решение системы уравнений (5) имеет вид:

v = vl exp

(
s

2cp

)
, p = pl exp

(
s

2cv

)
, Q = Ql + cpβ1

plvl
R

(
exp

(
s

cpβ1

)
− 1

)
, (6)

где β1 =
2cv

cv + cp
, R – универсальная газовая постоянная. Чтобы получить интегральную по-

верхность в пространстве (v, p,Q), задают кривую процесса в параметрическом виде и исклю-
чают величины s и t.

3. Изохорный процесс

Если процесс является изохорным, то линия процесса l, через которую должна проходить
интегральная поверхность, может быть задана параметрическими уравнениями относительно
времени t [Кириллин, Сычев, 1983]:

vl = v1 = const, pl = p1 + αpt, Q = cvT =
cv(p1 + αpt)v1

R
, (7)

где v1, p1 – термодинамические параметры газа в начальной точке t = 0.
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Из первого соотношения для удельного объема v:

es =

(
v

v1

)2cp

.

Подставим (7) в (6), учитывая последнее выражение, имеем:

v = v1 exp

(
s

2cp

)
, p = (p1 + αpt) exp

(
s

2cv

)
, (8)

Q = cv
(p1 + αpt)v1

R
+
cpβ1(p1 + αpt)v1

R

((
v

v1

)2/β1

− 1

)
.

Поскольку

1− cp
cv
β1 =

cv − cp
cp + cv

= −β2, β2 =
cp − cv
cp + cv

,

получим:

Q = cv
(p1 + αpt)v1

R

(
−β2 +

cp
cv
β1

(
v

v1

)2/β1
)
.

Заметим, что

2

β1
=
cp + cv
cv

= k + 1, p1 + αpt =
p(

v
v1

)(cp/cv) .
Поэтому окончательно получаем:

Q =
cvpv

R

(
−
(
v

v1

)−k+1

β2 + kβ1

)
. (9)

Рассмотрим геометрическое решение данной задачи, применяя средства компьютерной мате-
матики. Пусть состояние идеального газа в начальный момент времени имеет параметры –
давление p1 = 101325 Па и объем v1 = 11, 1272 м3/кг. Положим, что при изохорном тер-
модинамическом процессе в течение 100 секунд давление увеличилось до 299607,7043 Па, а
температура изменилась от T1 = 273, 15 К до T2 = 373, 15 К. Зададим линию, через которую
проходит интегральная поверхность:

p = p1 + αpt, v1 = 11, 1272, Q = cv
(p1 + αpt)v1

R
.

Учитывая, что процесс длится 100 секунд, можно рассчитать значение αp, подставляя кото-
рое в формулу для Q, получим окончательное задание интегральной кривой. Геометрическое
представление решения (9) показано на рисунке 1.
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Рис. 1. Изохорный процесс
Fig. 1. Isochoric process

4. Адиабатный процесс

В случае адиабатного процесса мы имеем постоянное значение величины Q. Линия процес-
са l, через которую должна проходить интегральная поверхность, может быть представлена
следующим образом:

vl = v1 + αvt, pl = p1 + αpt, Q = Q1 = const. (10)

Тогда общее решение системы (5):

v = (v1 + αvt) exp

(
s

2cp

)
, p = p1 exp

(
s

2cv

)
, (11)

Q = Q1 + cpβ1
(p1 + αpt)(vl + αvt)

R

(
exp

(
s

cpβ1

)
− 1

)
.

Подставляя p и v в выражение для Q, получим:

Q = Q1 +
cpβ1pv

R exp
(
s
2
cp+cv
cpcv

) (exp( s

cpβ1

)
− 1

)
= (12)

= Q1 +
cpβ1pv

R
− cpβ1pv

R exp
(

s
cpβ1

) .
Поскольку из (11)

es =

(
v

v1 + αvt

)2cp

,

в выражении для p получим:

p = (p1 + αpt)

(
v

v1 + αvt

)k

=
(p1 + αpt)v

k

(v1 + αvt)k
.
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Таким образом:

p1 + αpt =
p(v1 + αvt)

vk
. (13)

Рассмотрим третье слагаемое в (12).

cpβ1pv

R exp
(

s
cpβ1

) =
cpβ1pv

R
(

v
v1+αvt

)1+k
=
cpβ1pv

−k(v1 + αvt)
1+k

R
. (14)

Будем использовать соотношение для адиабатного процесса [Кириллин, Сычев, 1983]:

p1v
k
1 = p2v

k
2 . (15)

Подставляя выражения p и v в (15), получим:

(v1 + αvt)
k =

p1v
k
1

p1 + αpt
. (16)

Используя (13), имеем:

v1 + αvt =
p
1/(2k)
1 v

1/2
1 v1/2

p1/(2k)
. (17)

Подставляя (17) в (14), а затем в (12), окончательно получаем:

Q = Q1 +
cpβ1pv

R

(
1−

(
p1
p

) k+1
2k (v1

v

) k+1
2

)
. (18)

Рассмотрим геометрическое решение данной задачи. Пусть состояние идеального газа в
начальный момент времени имеет прежние параметры – давление p1 = 101325 Па и объем
v1 = 11, 1272 м3/кг. Положим, что при адиабатном термодинамическом процессе в течении 100
секунд давление увеличилось до 296239,7579 Па, а температура изменилась от T1 = 273, 15 К
до T2 = 373, 15 К. Зададим линию, через которую проходит интегральная поверхность:

p = p1 + αpt, v = v1 + αvt, Q1 = 0.

Рассчитывая значения αp и αv, получаем окончательное задание интегральной кривой. Гео-
метрическое представление решения (18) представлено на рисунке 2.

Рис. 2. Адиабатный процесс
Fig. 2. Adiabatic process
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5. Изотермический процесс

Будем использовать соотношение давления p и объема v для изотермического процесса
[Кириллин, Сычев, 1983]:

p1v1 = p2v2 ⇒
v2
v1

=
p1
p2

. (19)

Известно [Кириллин, Сычев, 1983], что изменение Q в этом случае подчиняется закону:

Q = RT ln
v2
v1
.

Так как T постоянна, то, применяя (19), имеем:

p1v1 ln
p1
p2

= p2v2 ln
p1
p2

. (20)

Зададим линию процесса l для получения интегральной поверхности:

pl = p1 + αpt, vl = v1 + αvt,Ql = plvl ln
v2
v1

.

Подставим последние равенства в общее решение (6) системы (5). Получим:

p = (p1 + αpt) exp

(
s

2cv

)
, v = (v1 + αvt) exp

(
s

2cp

)
, (21)

Q = Ql +
cpβ1plvl

R

(
exp

(
s

cpβ1

)
− 1

)
= plvl ln

vl
v1

+
cpβ1plvl

R

(
exp

(
s

cpβ1

)
− 1

)
.

Поскольку из (21)

es =

(
v

v1 + αvt

)2cp

,

то

p = (p1 + αpt)

(
v

v1 + αvt

)cp/cv

=
(p1 + αpt)v

k

(v1 + αvt)k
.

Отсюда имеем:

p1 + αpt =
p(v1 + αvt)

k

vk
. (22)

Рассмотрим выражение для Q из (21):

Q = plvl

(
ln
vl
v1

+
cpβ1
R

(
exp

(
s

cpβ1

)
− 1

))
=

=
pv

exp
(

s
cpβ1

) (ln v1 + αvt

v1
+
cpβ1
R

(
exp

(
s

cpβ1

)
− 1

))
.

Внесем экспоненту в скобки:

Q = pv

((
v1 + αvt

v

)1+k

ln
v1 + αvt

v
+
cpβ1
R

− cpβ1
R

(
v1 + αvt

v

)1+k
)
.

Подставляя (22) в (19), имеем:

p1 + αpt =
p1v1

v1 + αvt
=
p(v1 + αvt)

k

vk
⇒ (v1 + αvt)

k+1 =
p1v1v

k

p
. (23)
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Будем использовать (23) в выводе выражения для Q:

Q = pv

(
p1v1v

k

pv1+k
ln

((
p1v1v

k
)1/(k+1)

p1/(k+1)v1

)
+
cpβ1
R

− cpβ1
R

p1v1v
k

pv1+k

)
.

Внесем множитель pv в скобки:

Q =
p1v1
k + 1

ln

(
p1
p

(
v

v1

)k
)

+
cpβ1
R

pv − cpβ1
R

p1v1.

Таким образом, получаем окончательное выражение для Q:

Q =
cpβ1
R

pv + p1v1

(
1

k + 1
ln

(
p1
p

(
v

v1

)k
)

− cpβ1
R

)
. (24)

Геометрическое решение данной задачи включает задание интегральной кривой, исходя из
соотношения для изотермического процесса (22). Состояние идеального газа в начальный мо-
мент времени имеет прежние параметры – давление p1 = 101325 Па и объем v1 = 11, 1272 м3/кг.
При изотермическом процессе в течении 100 секунд давление увеличилось до 299607,7043 Па,
объем стал v2 = 3, 7631, а температура осталась прежней – 273,15 К. Линия, через которую
проходит интегральная поверхность:

p = p1 + αpt, v = v1 + αvt,Q = (p1 + αpt)(v1 + αvt) ln
v1 + αvt

v1
.

Геометрическое представление решения (24) показано на рисунке 3.

Рис. 3. Изотермический процесс
Fig. 3. Isothermic process

6. Заключение

Таким образом, получена геометрическая интерпретация решения уравнения (4) в виде ин-
тегральной поверхности в пространстве состояний идеального газа (v, p,Q). Решение задачи
Коши для данного уравнения произведено путем задания интегральной кривой, которая рас-
сматривается как кривая процесса и задается функцией времени. Это дает возможность ввести
в соотношения термодинамики время как параметрическую переменную, и тем самым пред-
ложить решение одного из проблемных вопросов классической термодинамики, связанного с
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отсутствием времени в термодинамических уравнениях. При таком подходе устанавливает-
ся взаимосвязь между физическими понятиями и их математическими аналогами. При этом
геометрическое представление имеет преимущество ясности и наглядности.

Поставленная задача решена для заданных изохорного, адиабатного и изотермического
процессов, которые в каждом случае описываются зависимостями от времени с учетом сохра-
нения постоянного значения по конкретному физическому параметру.

С помощью системы компьютерной математики представлено геометрическое решение за-
дачи в виде интегральной поверхности, проходящей через заданную кривую процесса.

Список литературы

1. Аверин Г.В. 2014(A). Системодинамика. Донецк: Донбасс, 405 c.

2. Аверин Г.В, Шевцова М.В. 2019(B). Дифференциальные уравнения для описания про-
странства идеального газа. Научные ведомости Белгородского государственного универ-
ситета. Серия Математика. Физика. Т. 51, №2: 270–279.

3. Афанасьева-Эренфест Т.А. 1928. Необратимость, односторонность и второе начало тер-
модинамики. Журн. прикл. Физики. Т. 5, вып. 3–4: 3–28.

4. Базаров И.П. 1991. Термодинамика. Изд. 4-е. М.: Высшая школа, 376 с.

5. Борн М. 1964. Критические замечания по поводу традиционного изложения термодина-
мики. В кн.: Развитие современной физики: Пер. с нем. М.: Наука: 223–256.

6. Гухман А.А. 1986. Об основаниях термодинамики. М., Энергоатомиздат, 383 c.

7. Звягинцева А.В., Аверин Г.В. 2016(C). Интегрирование отдельных многомерных уравне-
ний Пфаффа имеющих важное прикладное значение. Научные ведомости Белгородского
государственного университета. Серия Математика. Физика. №27 (248). Выпуск 45: 102–
114.

8. Каратеодори К. 1964. Об основаниях термодинамики. В кн.: Развитие современной фи-
зики: Пер. с нем. М.: Наука: 188–222.

9. Кириллин В.А., Сычев В.В., Шейндлин А.Е. 1983. Техническая термодинамика. М.,
Энергоатомиздат, 409 c.

10. Кошляков И.С. 1970. Уравнения в частных производных математической физики. М.:
Вища школа, 712 с.

11. Млодзеевский А.Б. 1956. Геометрическая термодинамика. М.: Издательство МГУ, 94 c.

12. Петров Н., Бранков Й. 1986. Современные проблемы термодинамики. М.: Мир, 285 c.

13. Пригожин И., Кондепуди Д. 2002. Современная термодинамика. Пер. с англ. М.: Мир,
461 с.

14. Франкфурт У. 1964. К истории аксиоматики термодинамики. В кн.: Развитие совр. фи-
зики: Пер. с нем. М.: Наука: 257–292.

15. Шевцова М.В., Аверин Г.В., Звягинцева А.В. 2016(D). К вопросу обоснования положе-
ний термодинамики методами дифференциальной геометрии многомерных пространств.
Научные ведомости Белгородского государственного университета. Серия Математика.
Физика. №27 (248). Выпуск 45: 36–44.



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4 531

16. Averin G.V., Zviagintseva A.V., Shevtsova M.V. and Кurtova L.N. 2016(E). Probabilistic
methods of a complex assessment of quantitative information. Research Journal of Applied
Sciences 11 (7): 415–418.

17. Averin G.V.,Zviagintseva A.V., Shevtsova M.V. and Кurtova L.N. 2017(F) Justification of
Provisions of Thermodynamics by Methods of Differential Geometry of Multidimensional
Spaces. Journal of Engineering and Applied Sciences. 12, 7830–7835.

18. Gyarmati I. 1962. On the Fundamentals of Thermodynamics. –Acta Chim. Hung. 30: 147–206.

19. Landsberg P.T. 1970. Main Ideas in the Axiomatics of Thermodynamics. Pure and Appl.
Chem. 22: 215–227.

20. Lieb E. H., Yngvason J. 1999. The physics and mathematics of the second law of
thermodynamics. Physics Reports. Vol. 310. № 1. Elsevier: 1–96.

21. Falk G. and Jung H. 1959. Axiomatik der Thermodynamik. Hdb. Phys. III/2. Berlin: 119–175.

References

1. Averin G.V. 2014(A). Sistemodinamika [Systemdynamics]. Doneck: Donbass, 405 р.

2. Averin G.V., Shevtsova M. V. 2019. Differencialnye uravnenija dlja opisanija prostranstva
idealnogo gaza [The differential equations for description the space of condition of ideal
gas] Nauchnye vedomosti Belgorodskogo gosudarstvennogo universiteta. Seriya Matematika.
Fizika. Т. 51, №2: 270–279.

3. Afanas’eva-Jerenfest T.A. 1928. Neobratimost’, odnostoronnost’ i vtoroe nachalo
termodinamiki [Irreversibility, unilaterality and second law of thermodynamics]. Zhurn. prikl.
Fiziki. Т. 5, Issue 3–4: 3–28.

4. Bazarov I.P. 1991. Termodinamika [Thermodynamics]. Izd. 4-e. M.: Vysshaya shkola, 376 p.

5. Born M. 1964. Kriticheskie zamechanija po povodu tradicionnogo izlozhenija termodinamiki.
V kn.: Razvitie sovremennoj fiziki [Critical remarks concerning a traditional statement of
thermodynamics. In book: Development of modern physics]: Per. s nem. M.: Nauka: 223–256.

6. Guhman A.A. 1986. Ob osnovanijah termodinamiki [About the thermodynamics bases]. M.,
Jenergoatomizdat, 383 р.

7. Zvyagintseva A.V., Averin G.V. 2016(C). Integrirovanie otdelnyih mnogomernyih uravneniy
Pfaffa imeyuschih vajnoe prikladnoe znachenie [Integration of some multidimentional Pfaff
equations of important applications] Nauchnyie vedomosti Belgorodskogo gosudarstvennogo
universiteta. Seriya Matematika. Fizika. №27 (248). Vyipusk 45: 102–114.

8. Karateodori K. 1964. Ob osnovah termodinamiki. V kn.: Razvitie sovremennoj fiziki [About
fundamentals of thermodynamics. In book: Development of modern physics] Per. s nem. M.:
Nauka: 188–222.

9. Kirillin V.A., Sychev V.V., Sheyndlin A.Ye. 1983. Tekhnicheskaya termodinamika [Technical
Thermodynamics]. M., Jenergoatomizdat, 409 p.

10. Koshlyakov I.S. 1970. Uravneniya v chastnyih proizvodnyih matematicheskoy fiziki [Partial
Differential Equations of Mathematical Physics] M.: Vischa shkola, 712 р.



532 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4

11. Mlodzeevskij A.B. 1956. Geometricheskaja termodinamika [Geometrical thermodynamics] M.:
Izdatelstvo MGU, 94 p.

12. Petrov N., Brankov J. 1986. Sovremennye problemy termodinamiki [Modern problems of
thermodynamics] M.: Mir, 285 p.

13. Prigozhin I., Kondepudi D. 2002. Sovremennaya termodinamika [Modern thermodynamics].
Per. s angl. M.: Mir, 461 p.

14. Frankfurt U. 1964. K istorii aksiomatiki termodinamiki [In history of axiomatics of thermody-
namics. In book: Development of modern physics] V kn.: Razvitie sovr. fiziki: Per. s nem. M.:
Nauka: 257–292.

15. Shevtsova M.V., Averin G.V., Zvyagintseva. 2016(D). K voprosu obosnovaniya polojeniy
termodinamiki metodami differentsialnoy geometrii mnogomernyih prostranstv [About justi-
fication of provisions of thermodynamics by methods of differential geometry of multidimentio-
nal spaces] Nauchnyie vedomosti Belgorodskogo gosudarstvennogo universiteta. Seriya
Matema-tika. Fizika. №27 (248). Vyipusk 45: 36–44.

16. Averin G.V., Zviagintseva A.V., Shevtsova M.V. and Кurtova L.N. 2016(E). Probabilistic
methods of a complex assessment of quantitative information. Research Journal of Applied
Sciences 11 (7): 415–418.

17. Averin G.V.,Zviagintseva A.V., Shevtsova M.V. and Кurtova L.N. 2017(F) Justification of
Provisions of Thermodynamics by Methods of Differential Geometry of Multidimensional
Spaces. Journal of Engineering and Applied Sciences. 12, 7830–7835.

18. Gyarmati I. 1962. On the Fundamentals of Thermodynamics. –Acta Chim. Hung. 30: 147–206.

19. Landsberg P.T. 1970. Main Ideas in the Axiomatics of Thermodynamics. Pure and Appl.
Chem. 22: 215–227.

20. Lieb E. H., Yngvason J. 1999. The physics and mathematics of the second law of
thermodynamics. Physics Reports. Vol. 310. № 1. Elsevier: 1–96.

21. Falk G. and Jung H. 1959. Axiomatik der Thermodynamik. Hdb. Phys. III/2. Berlin: 119–175.

Ссылка для цитирования статьи
For citation

Аверин Г.В., Шевцова М.В. 2019. Решение дифференциального уравнения состояния иде-
ального газа в изопроцессах. Научные ведомости Белгородского государственного универси-
тета. Серия: Математика. Физика. 51 (4): 522–532. DOI 10.18413/2075-4639-2019-51-4-522-532.

Averin G.V., Shevtsova M.V. 2019. Solving the differential equation of ideal gas condition at
isoprocesses. Belgorod State University Scientific Bulletin. Mathematics. Physics. 51 (4): 522–532
(in Russian). DOI 10.18413/2075-4639-2019-51-4-522-532.



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4 533

УДК 539.23
DOI 10.18413/2075-4639-2019-51-4-533-540

ПОЛУЧЕНИЕ И МЕХАНИЗМЫ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ ТОНКИХ
ПЛЁНОК ДИРАКОВСКОГО ПОЛУМЕТАЛЛА Cd3As2

PREPARATION AND CONDUCTION MECHANISMS OF THIN FILMS
OF DIRAC SEMIMETAL Cd3As2

В.С. Захвалинский, Е.А. Пилюк, Т.Б. Никуличева, С.В. Иванчихин,
М.Н. Япрынцев, Т.А. Ерина

V.S. Zakhvalinskii, E.A. Pilyuk, T.B. Nikulicheva, S.V. Ivanchikhin,
M.N. Yaprintsev, T.А. Erina

Белгородский государственный национальный исследовательский университет, Россия,
308015, г. Белгород, ул. Победы, 85

Belgorod National Research University, 85 Pobedy St, Belgorod, 308015, Russia

E-mail: zakhvalinskii@bsu.edu.ru

Аннотация
В работе описывается метод выращивания высококачественных тонких пленок Cd3As2. Изме-
рена зависимость электропроводности от температуры в интервале от 3 К до 300 К. В области
гелиевых температур определен диапазон реализации механизма прыжковой проводимости с
переменной длинной прыжка по Шкловскому-Эфросу. В плотности локализованных состоя-
ний вычислены радиус локализации носителей заряда, ширина кулоновской ∆ = 0.095 мэВ и
жёсткой щели δ = 0.002 мэВ.

Abstract
In the article a method for growing high quality Cd3As2 thin films are described. The dependence
of the conductivity on the temperature in the range from 3 K to 300 K. In the region of helium
temperatures, range of realization of the Shklovskii–Efros type variable range hopping conductivity
mechanisms was determined. In the density of localized states, the radius of localization of charge
carriers, the Coulomb gap ∆ = 0.095 meV and the rigid gap δ = 0.002 meV are calculated.

Ключевые слова: разбавленные магнитные полупроводники, дираковский полуметалл, ар-
сенид кадмия, тонкие пленки, прыжковая проводимость.
Keywords: diluted magnetic semiconductors, Dirac semimetal, cadmium arsenide, thin films,
hopping conductivity.

Введение

Топологические материалы, характеризующиеся нетривиальной топологией электронной зон-
ной структуры, являются перспективными материалами и обладают свойствами квантового
переноса носителей заряда [Murakami, 2007; Young, 2012; Hasan, 2010; Xu, Belopolski, 2015].
Дираковские топологические полуметаллы (ДТП) особое внимание привлекали после обнару-
жения в трехмерных (3D) материалах дираковских фермионов [Murakami, 2007; Young, 2012;
Wang, 2013; Xu, 2015; Liu, 2014; Neupane, 2014; Jeon, 2014; Yang, 2014]. ДТП могут выступать
в качестве 3D топологического изолятора [Hasan, 2010], полуметалла Вейля [Xu, Belopolski,
2015], двумерного (2D) топологического изолятора [Wang, 2013], за счет нарушения симметрии
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в ДТП [Murakami, 2007; Young, 2012]. Одним из наиболее широко известных 3D кристалличе-
ским ДТП является Cd3As2 [Wang, 2013], а его электронная зонная структура была непосред-
ственно подтверждена фотоэлектронной спектроскопией с угловым разрешением (ARPES) и
сканирующей туннельной спектроскопией (STS) [Wang, 2013; Xu, 2015; Liu, 2014; Neupane,
2014; Jeon, 2014]. Была также разработана классификационная схема ДТП с точки зрения
симметрии кристаллографической точечной группы симметрии [Yang, 2014].

Как правило, различные классы приборов в микроэлектронике представляют плёночные
гетероструктуры, поэтому изготовление тонких пленок ДТП имеет решающее значение для
изучения его потенциала в качестве прототипа топологических материалов. Подготовка вы-
сококачественных тонких пленок ДТП является очень сложной задачей. 3D Cd3As2 известен
как стабильный полупроводник типа A2B5, но из-за его высокой летучести получение каче-
ственных пленок связано с необходимостью низкотемпературного роста [Liu, 2015; Zhao, 2016;
Schumann, 2016]. Электронная структура Cd3As2 состоит из зон проводимости и валентных
зон с инвертированной структурой, соприкасающихся для формирования трехмерных дира-
ковских конусов с вершиной в точках Дирака ± kD. До настоящего времени большинство
исследований явлений переноса, включая поверхностный перенос, были получены для объ-
емных образцов [He, 2014; Liang, 2015; Moll, 2016; Feng, 2015; Zhang, 2015; Narayanan, 2015].
Таким образом, исследование тонких пленок Cd3As2 открывает новые возможности для ис-
следования квантового переноса, например, затворной модуляции [Wang, 2017].

В данной работе описывается метод получения высококачественных тонких пленок Cd3As2
и исследование механизма проводимости.

Материалы и методика эксперимента

Пленки Cd3As2 были получены вч-магнетронным распылением в атмосфере аргона при
давлении 8·10−3 мбар. Скорость напыления при подаваемой мощности 10 Вт и расстоянии
мишень-подложки составляла около 1 нм/мин. В качестве подложки был использован сап-
фир, температура подложки в процессе напыления составляла 20◦С. Мишень, которая ис-
пользовалась в качестве катода, представляла собой поликристаллический диск диаметром 40
мм и толщиной 3 мм. Синтез Cd3As2 для мишени осуществлялся прямым сплавлением Cd и
As в вакууме. Контроль качества полученного материала подложки осуществлялся методами
рентгенофазового анализа (РФА) с использованием дифрактометра Rigaku Ultima IV (Rigaku
corp., Япония) и энергодисперсионной рентгеновской спектроскопии (EDX) на растровом элек-
тронном микроскопе FEI Quanta 600 FEG (FEI Company, Голландия).

Рамановский спектр был получен при комнатной температуре с использованием спектро-
метра комбинационного рассеяния света (КРС) LabRam HR Evolution (HORIBA JOBIN YVON
S.A.S., France) с использованием лазера с длиной волны 532 нм, мощностью 100 мВт. Размер
сфокусированного светового пятна на поверхности образца составлял 500 нм. Спектральное
разрешение составляло 0.5 см−1.

Наличие фазы Cd3As2 в полученных пленках подтверждается результатами спектроскопии
комбинационного рассеяния (КРС). Спектр КРС, показанный на рис. 1, показывает наличие
двух основных пиков в области 194 и 249 см−1, которые являются характерными для тонких
пленок Cd3As2 [Suslov, 2019].

Исследование транспортных свойств проводили по стандартной четырехточечной схеме на
установке Mini Cryogen Free Systems (Cryogenic Ltd, UK) в температурном диапазоне 3–300 К.

Анализ результатов и обсуждение

Для определения механизма проводимости полученных образцов тонких пленок в области
гелиевых температур проводится анализ зависимости удельного сопротивления от температу-
ры в соответствии с [Shklovskii, 1984]:
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Рис. 1. Спектр КРС для тонкой пленки Cd3As2, нанесенной на подложку из сапфира
Fig. 1. Raman spectra for the thin films Cd3As2 deposited on a sapphire substrate

ρ(T ) = ρ0 exp [EA/(kT )] , (1)

где ρ0 – предэкспоненциальный множитель, EA – энергия активации, k – постоянная Больц-
мана.

Результаты, полученные при исследовании зависимости удельного сопротивления пленки
Cd3As2 от температуры, приведены на рис. 2.

Рис. 2. Температурная зависимость удельного сопротивления тонкой пленки Cd3As2,
нанесенной на сапфировую подложку

Fig. 2. Temperature dependence of resistivity of the thin film Cd3As2 deposited on a sapphire
substrate

Удельное сопротивления образца может быть записано в универсальный форме:

ρ(T ) = ρ0 exp

[(
T0
T

)p]
= ATm exp

[(
T0
T

)p]
, (2)
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где T0 – характеристическая температура. В случае p = 1 реализуется механизм проводи-
мости по ближайшим узлам (в этом случае вместо T0 обычно вводится энергия активации
E0 ≡ kT0); p = 1/4 соответствует механизму проводимости с переменной длиной прыжка
(ПППДП) моттовского типа [Mott, 1979], если p = 1/2 – ПППДП типа Шкловского-Эфроса
(ШЭ) [Shklovskii, 1984]. Значение m определяется в зависимости от режима проводимости и
вида волновой функции Γ ≡ [(kT (T0/T )

pa)/(2}s)]2 локализованных носителей, соответственно.
В уравнении (2) T0 = TM или T0 = TSE для p = 1/4 или p = 1/2 соответственно, где

TM =
βM

kg(µ)a3
, TSE =

βSEe
2

κka
, (3)

κ – диэлектрическая постоянная, βM = 21 и βSE = 2.8 [Laiho, 2008].
При определении механизма прыжковой проводимости значение имеет не только параметр

p в уравнении (2), но и зависимость от температуры стоящего в уравнении перед экспонентой
множителя, которая задается степенной зависимостью от m. Поэтому оба параметра m и p
необходимо определять одновременно и независимо. С учетом того, что локальная энергия
активации, Ea ≡ d ln ρ/(d(kT )−1 [Laiho, 2008], можно представить уравнение (2) в виде:

ln[Ea/(kT ) +m] = ln ρ+ ρ lnT0 + ρ ln(1/T ). (4)

Таким образом, для определённого режима прыжковой проводимости левая часть уравне-
ния (4) будет представлять собой линейную функцию от ln(1/T ) при заданном значении m, а
следовательно, параметр p может быть определен по наклону зависимости ln[Ea/((kT ) +m)]
от ln(1/T ) (рис. 3).

Рис. 3. Зависимость ln[Ea/(kT ) +m] от ln(1/T ) образца
Fig. 3. The plot of ln[Ea/(kT ) +m] vs. ln(1/T ) of the sample

При реализации ПППДП по закону Шкловского-Эфроса (ШЭ) плотность состояний g(ε)
не является постоянной из-за наличия кулоновской щели, в отличие от ПППДП по закону
Мотта:

g(ε) ∝
( κ
e2

)d
|ε|d−1, g(0) = 0, (5)

где d – это размерность пространства, энергия ε отсчитывается от ферми-уровня.
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Для исследуемого образца механизм ПППДП по закону ШЭ реализуется в интервале низ-
ких температур T = 3÷ 10 K. Это можно объяснить тем, что механизм проводимости блоки-
руется поверхностным рассеянием в тонкой пленке, и поэтому становится возможен механизм
ПППДП. Данные, полученные для нулевого поле, позволяют определить плотность локализо-
ванных состояний, ширину кулоновской щели, радиус локализации носителя заряда, диэлек-
трическую проницаемость. Таким образом, найденные микроскопические параметры позволя-
ет подтвердить сделанные выводы о механизмах прыжковой проводимости [Laiho, 2008].

Ширину мягкой кулоновской щели найдем из уравнения [Shklovskii, 1984]:

∆ ≈ k

2

√
TTSE . (6)

Диэлектрическая постоянная κ может быть найдена из выражения ∆ ≈ U , где U =
e2/(κRh) – энергия кулоновского отталкивания между дырками, находящимися на среднем
расстоянии Rh = (4πp77/3)

−1/3. Здесь p77 – холловская концентрация носителей заряда при
T=77 К в полях меньше 0.1 Тл. Вне кулоновской щели [Shklovskii, 1984] и вблизи уровня Ферми
[Mott, 1979] ПЛС может быть определена из выражений:

g0 =
3κ3(∆− δ)2

πe6
.g(µ) =

NA

2k(T 3TM )1/4
. (7)

Ширина кулоновской щели в ПЛС уровня Ферми определяется в соответствии со следую-
щим выражением [Laiho, 2008]:

W =
NA

2g0
+

2

3
∆. (8)

Средняя длина прыжка определяется из выражения:

r ≈
( aB
g(µ)T

)1/4
≈ aB

(TM
T

)1/4
.

Полученные микроскопические параметры для тонкой пленки Cd3As2 указаны в таблице 1.

Таблица 1
Table 1

Микроскопические параметры для тонкопленочного образца Cd3As2
Microscopic parameters for the thin film sample Cd3As2

ρ0 EA, a, κ ∆, W , δ, g, r, нм
Ом·см, мэВ Å мэВ мэВ мэВ см−3мэВ−1

1,12·104 0,19 418 18,6 0,095 0,17 0,002 6,76 ·1015 37,9

Ширина кулоновской щели ∆ составляет около половины ширины акцепторной зоны W ,
что соответствует режиму ПППДП ШЭ. Соотношения между ∆ и шириной зоны локали-
зованных состояний W согласуются с соответствующими значениями для предполагаемых
механизмов проводимости при B = 0 Тл.
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Аннотация
Развивается интегральный подход к исследованию колебаний расщепленного провода (расщеп-
ленной фазы) линии электропередачи (р/п или р/ф ЛЭП): вся расщепленная фаза в силу ки-
нематических предположений рассматривается как некоторая гипотетическая тяжелая нить,
свойства которой определяются характеристиками проводов и распорок, образующих фазу.
Представлены уравнения движения фазы «в целом»; вводится понятие о конфигурации р/ф
и делаются выводы о движениях фазы в зависимости от ее конфигурации; решается задача о
расстановке распорок в пролете расщепленного провода, максимизирующей декремент коле-
баний механической системы «провода – распорки». Все теоретические построения опираются
на известные в мировой литературе экспериментальные данные.

Abstract
In the article the integral approach develops near research of the electricity overhead line split wire
vibrations: by virtue of kinematics suppositions all split phase (the system "wires – spacers") is
examined as some hypothetical heavy filament, properties of that are determined by mechanical
characteristics of wires and spacers, formative the split phase. The phase motion equations are
presented "on the whole" in dependence of the phase configuration; certain conclusions are done
about spacers arrangement in split wire span, maximizing the vibrations decrement of mechanical
system "wires – spacers". All the theoretical conclusions lean against known in world literature
experimental results.

Ключевые слова: воздушная линия электропередачи, расщепленная фаза (провод), система
«провода – распорки», уравнения движения, оптимальная расстановка распорок.
Keywords: electrical overhead line, split phase (wire), system "wires – spacers", vibration
equations, spacers’ optimal arrangement.
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1. Введение

В 1910 году профессор В.Ф. Миткевич (с 1929 г. действительный член АН СССР) писал:
«Таким образом, приходится констатировать непрерывный рост рабочего напряжения на ли-
ниях электрической передачи энергии. Несомненно, что применение повышенного рабочего
напряжения налагает известные условия при выборе диаметра проводов, заставляет увели-
чивать этот диаметр. Здесь мы, конечно, не можем идти сколь угодно далеко, если только
будем придерживаться обычных типов проводов, которые при относительно малом сечении
были бы эквивалентны проводам с очень большим сечением. Одно из многих решений этой
задачи состоит в следующем. Провод составляется из ряда отдельных жил, отстоящих одна от
другой и расположенных по некоторой цилиндрической поверхности в качестве образующих
этой поверхности. . .

Конечно, для того, чтобы практически осуществить подобного рода проводник, необходимо
выработать его конструкцию, т. е. необходимо разработать и проверить на опыте способ сборки
такого проводника, способ его подвески и т. д. Все это, однако, не представляет, на мой взгляд,
«непреоборимых трудностей» [Миткевич, 1910].

Так возникла идея «расщеплять» каждую токопроводящую фазу. На рис. 1 показаны воз-
душные линии (ВЛ) переменного тока с расщепленными фазами и типичный 4-проводный
расщепленный провод: во избежание схлестывания проводов фазы положения отдельных про-
водов в пространстве фиксируются установкой в пролете (расстояние между несущими опора-
ми равно L) стержневых конструкций – распорок. Для подавления колебаний участков про-
водов между распорками (в подпролетах) в конструкцию распорок включаются шарниры с
вязкоупругими свойствами.

x

Рис 1. Цифрами на рисунке обозначены: 1 – изолятор; 2 – расщепленная фаза из двух про-
водов; 3 – распорка между проводами одной расщепленной фазы; 4 – провод заземления,
закрепленный на верхушке опоры ЛЭП; 5 – три расщепленных фазы, расположенных на од-
ной стороне по отношению к опоре ЛЭП и образующих одну электрическую цепь
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В предлагаемой работе изучаются колебания расщепленной фазы как некоторого механи-
чески эквивалентного расщепленной фазе провода; предлагается способ расстановки распо-
рок в пролете, позволяющий максимизировать сопротивление колебаниям системы «провода–
распорки» за счет использования демпфирующих свойств распорок.

2. Движения расщепленной фазы

Под «конфигурацией фазы» понимается совокупность геометрических и механических
свойств расщепленного провода: особенности расположения проводов фазы в пространстве,
геометрические и механические характеристики проводов и распорок, а также способ расста-
новки распорок по длине пролета.

Целью настоящего исследования является ответ на вопрос о выборе определенной конфи-
гурации р/ф, которая наилучшим образом отвечала бы требованиям к ее движениям с учетом
особенностей конструкции данной ВЛ. Например, если проектируется воздушная линия с го-
ризонтальным расположением трех фаз (т. е. все три фазы подвешиваются на одной высоте),
то возникает необходимость в ограничении боковых перемещений линии центров масс (ЛЦМ)
поперечных сечений каждой фазы; при расположении фаз в вертикальной плоскости, рис. 1,
нужно стремиться к ограничению вертикальных перемещений ЛЦМ.

Актуальность упомянутых требований возрастает при сооружении ВЛ со сближенными
фазами (т. н. «компактные линии»), что обеспечивает, наряду с улучшением электродинами-
ческих качеств линии, сужение полосы отчуждения в окрестности ВЛ [Александров , 1989].

Будем предполагать, что в каждом поперечном сечении р/ф взаимные перемещения прово-
дов в подпролетах малы по сравнению с соответствующими перемещениями ЛЦМ фазы; р/ф
«в целом» рассматривается как наделенная определенными свойствами тяжелая нить – меха-
нически эквивалентный фазе провод. Механические свойства эквивалентного провода опреде-
ляются свойствами каждого из проводов фазы (площади сечения, натяжения, механические
постоянные материала проводов) и конструкцией р/ф (расположение проводов в поперечных
сечениях фазы, расстановка и механические характеристики распорок).

Поведение эквивалентного провода определяется следующими механическими гипотезами:
провод сопротивляется только растяжению и кручению; каждое поперечное сечение фазы
движется поступательно со своим центром масс (ЦМ) и поворачивается вокруг ЦМ на угол
ϕ(x, t), который характеризует кручение фазы (x – координата данного поперечного сечения,
измеряемая вдоль провода, 0 ≤ x ≤ L; t – время); с учетом фиксирующего эффекта распорок
принимается известная в теории стержней гипотеза плоских сечений, т. е. поперечное сечение
x = x0 каждого из проводов фазы имеет 4 степени свободы: движения центра масс сечения
вдоль осей Ox, Oy, Oz и поворот поперечного сечения вокруг центра масс сечения фазы (с
сохранением прежней геометрии поперечного сечения).

Расщепленный провод состоит из произвольного числа n проводов, а пролет – из m под-
пролетов; расставленные в пролете распорки могут быть различны по своей конструкции и
механическим характеристикам. При помощи δ-функции Дирака в рассмотрение включаются
массы и моменты инерции распорок, а также учитываются координаты расстановки распорок
в пролете фазы. Каждый провод фазы – тяжелая вязкоупругая нить, работающая как модель
Фойхта [Работнов , 2014] , силу натяжения (натяжение) которой вычисляем в виде:

Tk(x, t) = T0k + σkF = T0k + (Eεk + µε̇k)F.

Здесь Tk(x, t) (Н) – натяжение провода с номером k (1 ≤ k ≤ n) в данный момент времени;
T0k(x) (Н) – начальное (монтажное) натяжение k-го провода; σk(x, t) (Н/м2) – механическое
напряжение в проводе, возникающее вследствие его колебаний; εk(x, t) и ε̇k(x, t) (с−1) – дефор-
мация и скорость деформации в сечении x; F (м2) – площадь поперечного сечения провода,
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которую в данной работе будем считать постоянной для всех проводов фазы; E, (Н/м2) и µ,
(Н•с/м2) – осредненные по сечению провода модуль Юнга и коэффициент вязкости материала
провода в продольном направлении.

Перемещение точки x ЛЦМ фазы в процессе колебаний описывается вектором

ϑ⃗(x, t) = u(x, t)⃗i+ v(x, t)⃗j + w(x, t)k⃗,

где u, w – компоненты перемещения в плоскости начального провисания вдоль осей Ox и Oz
соответственно, v – компонента перемещения из плоскости Oxz – боковое перемещение.

В работе [Ванько, 1991] разработана методика вычисления кинематических соотношений
в рамках оговоренных выше предположений и, на основании принципа Даламбера-Лагранжа,
выведены уравнения движения ЛЦМ фазы по каждой из степеней свободы:

T ∗
0 u

′′ + nEF (u′ + w′
0w

′)′ + ESξ(w
′
0ϕ

′)′ + nµF (u̇′ + w′
0ẇ

′)′ + µSξ(w
′
0ϕ̇

′)′ − nρ̃F ü+Qu = 0, (1)

T ∗
0 v

′′ − Tηϕ
′′ − nρ̃F v̈ +Qv = 0, (2)

T ∗
0w

′′ − Tξϕ
′′ + nEF (u′w′

0 + w′2
0w

′)′ + ESξ(w
′2
0ϕ

′)′ + nµF (u̇′w′
0 + w′2

0ẇ
′)′ +

+ µSξ(w
′2
0ϕ̇

′)′ − nρ̃F ẅ +Qw = 0, (3)

TIϕ
′′ + TIIϕ

′ +EIξ(w
′
0ϕ

′)′ + µIξ(w
′
0ϕ̇

′)′ +ESξ(w
′
0u

′ + w′2
0w

′)′ + µSξ(w
′
0u̇

′ + w′2
0ẇ

′)′ −

− Tξw
′′ − Tηv

′′ + ρ̃Sξẅ + ρ̃Sηv̈ − J̃ ϕ̈+Qϕ = 0. (4)

Здесь введены структурные параметры, характеризующие конфигурацию р/ф:

ξ∗ =
n∑

k=1

ξk; η∗ =
n∑

k=1

ηk;

ξk, ηk − координаты центра масс поперечного сечения k-го провода в местной системе ко-
ординат, начало которой в ЦМ данного поперечного сечения фазы. Поперечное сечение фазы
рассматривается как система материальных точек, массы которых сосредоточены в центрах
кругов, коими являются сечения проводов фазы.

Sξ = Fξ∗; Sη = Fη∗; T ∗
0 =

n∑
k=1

T0k; Iξ = F

n∑
k=1

ξ2k; Tξ =

n∑
k=1

T0kξk; Tη =

n∑
k=1

T0kηk

TI =

n∑
k=1

T0k(ξ
2
k + η2k); TII =

n∑
k=1

T0k

√
ξ2k + η2k;

z = w0(x) − кривая начального провисания ЛЦМ;

ρ̃ = ρ̃(x) = ρ+ 1
nF

m∑
i=1

miδ(x− xi)−обобщенная плотность материала эквивалентного прово-

да; ρ (кг/м3) – плотность материала провода; mi – масса i-ой распорки (i = 1, ...,m); размер-
ность δ-функции Дирака – 1/м;

J̃ = J̃(x) = ρF
n∑

k=1

(ξ2k + η2k) +
m∑
i=1

Jiδ(x− xi) (кг•м) – обобщенный «момент инерции» попе-

речного сечения фазы, Ji (кг•м2) – момент инерции i−ой распорки относительно центра масс
сечения.

Точкой над буквенными символами в системе уравнений движения обозначены производ-
ные по времени, штрихами сверху справа – производные по координате x.
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Интенсивности распределенных аэродинамических воздействий на провода фазы по соот-
ветствующим степеням свободы обозначены через Qu, Qv, Qw (Н/м); интенсивность распреде-
ленного по длине пролета момента аэродинамических (а/д) сил, действующих на расщеплен-
ную фазу, обозначена через Qϕ (Н).

Ограничимся анализом свободных колебаний и рассмотрим фазы различных конфигура-
ций.

1) Поперечные сечения фазы обладают симметрией относительно соответствующих осей
O1ξ и O1η. Например, по пролету 4-х проводной фазы расставлены прямоугольные либо квад-
ратные одинаковые распорки (вообще говоря, сечения с центральной симметрией). Пусть на-
чальные натяжения проводов T0k равны между собой. Тогда значения структурных парамет-
ров:

ξ∗ = η∗ = Sξ = Sη = Tξ = Tη = 0.

Связанными, т. е. образующими систему, оказываются уравнения колебаний в плоскости Oxz
начального провисания ЛЦМ:

T ∗
0 u

′′ + nEF (u′ + w′
0w

′)′ + nµF (u̇′ + w′
0ẇ

′)′ − nρ̃F ü = 0,

T ∗
0w

′′ + nEF (u′w′
0 + w′2

0w
′)′ + nµF (u̇′w′

0 + w′2
0ẇ

′)′ − nρ̃F ẅ = 0.
(∗)

Уравнения боковых (2) и крутильных (4) колебаний ни между собой, ни с системой (*) не
связаны; причем на боковые колебания никак не влияют вязкие свойства материала проводов.

Отмеченные особенности поведения р/ф рассматриваемых конфигураций наблюдались в
натурных экспериментах: искусственно возбужденные колебания в вертикальной плоскости не
вызывали ни боковых, ни крутильных колебаний; в свою очередь, начальные боковые коле-
бания не вызывали движений по другим степеням свободы. Замеренный декремент боковых
колебаний оказался на 1,5 порядка ниже декремента колебаний в вертикальной плоскости
[Астахов и др., 1989].

Наиболее технологичным способом монтажа расщепленного провода является расстановка
по пролету одинаковых распорок, которые обладают центральной симметрией. При располо-
жении трех фаз на одной высоте (горизонтально) необходимо ограничить колебания из плоско-
сти начального провисания Oxz. Чтобы избежать самой неприятной по отношению к боковым
колебаниям ситуации, описанной в п.1), нужно таким образом задать начальные натяжения
проводов фазы, чтобы «силовые» структурные параметры Tξ и Tη оказались неравными нулю.
Этого можно добиться, задавая неравные начальные натяжения проводов фазы.

Тогда ξ∗ = η∗ = Sξ = Sη = 0,Tξ ̸= 0,Tη ̸= 0. В результате получим систему уравнений,
связанных по всем степеням свободы.

Начальные боковые колебания, вызванные порывом ветра, инициируют крутильные ко-
лебания и колебания в плоскости Oxz, что обеспечит диссипацию энергии системы по всем
(четырем) степеням свободы.

2) В работе [Ванько, Платонова, 1998] система уравнений (1)–(4) обобщена на случай,
когда конфигурация фазы изменяется по длине пролета: могут быть расставлены распорки
с неодинаковыми механическими и геометрическими свойствами; провода фазы не являются
образующими цилиндрической поверхности; провода имеют различные начальные натяжения.

В вычислительном эксперименте, описанном в цитируемой работе, изучались колебания
фазы под действием порыва бокового ветра со скоростным напором, равным 310 Па (ско-
рость ветра ∼ 22 м/с); фаза состояла из четырех проводов АС-150/34, соединенных жесткими
квадратными распорками через 50 м; длина пролета 300 м. Рассматривались случаи, когда
натяжения TH в проводах нижней пары составляют 100, 95, 85 и 80 процентов от натяжения
TB в проводах верхней пары.
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В данном случае отличен от нуля «силовой» структурный параметр Tη, и система уравне-
ний движения распадается на две системы – колебания в вертикальной плоскости и крутильно-
боковые колебания. Установлено, что характер крутильно-боковых колебаний существенно за-
висит от упомянутого выше соотношения натяжений в проводах нижней и верхней пар, рис. 2
(рис 2.а соответствует случаю TH/TB = 0, 8; рис. 2.б – случаю TH/TB = 0, 9).

В качестве критерия зависимости между крутильными и боковыми колебаниями выби-
ралось отношение максимального угла поворота за время τ (период колебаний огибающих
к кривым ϕ = ϕ(t) и v = v(t)) к величине начального угла поворота фазы (ее монтажного
положения) ϕ0 = π/4:

Рис. 2. Крутильно-боковые колебания фазы при неравных натяжениях проводов

λ =
ϕmax

ϕ0
,

так как чем больше величина λ, тем выше амплитуда колебаний огибающей графика боковых
перемещений v = v(t).

На рис. 3 приведена построенная по отдельным точкам зависимость λ от величины TH/TB
в точке x = L/2 (середина пролета). Максимальное значение λ достигается при TH/TB = 0, 9.

Рис. 3. Зависимость параметра λ от угла поворота сечения; λ = 1 соответствует чисто
боковому перемещению, так как силовой параметр Tη = 0

Таким образом, изменяя натяжения в проводах фазы в достаточно небольших пределах,
можно ограничить перемещения, опасные для данной конструкции ВЛ, в данном случае –
боковые перемещения.
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Приведенные выше зависимости между конфигурацией фазы и характером ее движений
в целом (движения линий центров масс поперечных сечений) необходимо учитывать при про-
ектировании компактных ЛЭП.

2. Оптимизация расстановки распорок

С тех пор, как в практике энергетического строительства стали использовать распорки-
гасители колебаний в подпролетах, актуален вопрос: каким образом следует располагать рас-
порки по пролету фазы, чтобы наилучшим образом использовать их диссипирующую способ-
ность.

Обсуждению названных и смежных вопросов посвящены работы [Rowbottom, Richards,
1973; Hearnshow, 1974, 1975 ]. Экспериментально изучались фазы с различными расстановка-
ми распорок. При каждом способе расстановки внимание концентрировалось на тех формах
колебаний, при которых распорки работают в наиболее неблагоприятных режимах, например,
когда провода в подпролетах совершают противофазные движения по отношению к корпусу
распорки, рис. 4.

Рис. 4. Буквами обозначены: к – корпус распорки; л – луч распорки;
ш – вязкоупругий шарнир; п – провод фазы

В работе [Hearnshow, 1975] отмечен важный экспериментальный факт: на равных по длине
подпролетах трех- и четырехпроводных РФ максимальные значения декремента колебаний
системы достигались при одинаковых расстановках распорок в обеих исследуемых фазах.

В работе [Ванько, Яковенко, Виноградов, 1989] обосновывается правомерность использо-
вания линейных вязкоупругих моделей при исследовании колебаний в подпролетах р/ф.

На основании вышеизложенного предлагается следующий подход к проблеме максимиза-
ции декремента колебаний расщепленной фазы как системы «провода–распорки».

Пусть в пролете поставлено m распорок с известными механическими свойствами (модули
упругости и коэффициенты вязкости); заданы координаты точек постановки распорок, рис. 4:
0 < x1 < x2 < ... < xm < L (L – длина пролета).

Распорка наиболее полно играет роль гасителя колебаний, если ЛЦМ поперечных сечений
фазы остается неподвижной, а провода в подпролетах движутся осесимметрично относительно
ЛЦМ, либо так, что имеется плоскость симметрии. В обоих случаях имеют место противофаз-
ные движения проводов. Тогда задача об изучении взаимодействия распорок с проводом суще-
ственно упрощается, так как можно рассматривать только один провод, на который в точках
x1, x2, . . . , xm действуют сосредоточенные силы, вычисляемые в зависимости от принятой
механической схемы работы демпфирующих узлов (шарниров) распорок.

Будем считать, что узлы распорок являются линейными вязкоупругими элементами Фойх-
та, рис. 4 [Работнов, 2014]. Действие узлов распорок на провод моделируется распределенной
по длине провода поперечной нагрузкой интенсивности

Q(w, ẇ) =

m∑
k=1

(αkw(x, t) + βkẇ(x, t))δ(x− xk). (5)

Здесь размерности входящих в (5) величин таковы: [Q] =Н/м, [α] =Н/м, [β] =Н·с/м,
[δ(x − xk)] =1/м; w(x, t) и ẇ(x, t) – перемещение и скорость перемещения точки провода в
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вертикальной плоскости, αk и βk – величины упругой и вязкой жесткостей демпфирующего
узла распорки с номером k.

Предположим, что из решения задачи о свободных колебаниях системы «провод–
распорки» получена функциональная зависимость демпфирующей способности системы от
координат x1, x2, . . . , xm и параметров αk, βk:

γ = f(x1, ..., xm;α1, ..., αm;β1, ..., βm). (6)

Известно, что при монтаже расщепленной фазы должны соблюдаться определенные требо-
вания к выбору длин подпролетов: длины последних назначаются так, чтобы избежать со-
ударения проводов фазы либо их слипания при коротком замыкании. При соблюдении этих
требований длины подпролетов определяются механическими свойствами распорок [Проекти-
рование ЛЭП сверхвысокого напряжения, 1983]. Назначаются предварительные длины под-
пролетов (их можно взять, например, равными), т. е. задаются начальные координаты точек
постановки распорок

x1 = x10, . . . , xm = xm0,

которые в процессе решения задачи будут варьироваться в известных допустимых пределах:
xi0 − εi ≤ xi ≤ xi0 + εi (i = 1, ...,m).

Таким образом, задача об оптимизации демпфирующей способности системы «провод–
распорки» может быть поставлена как задача о поиске максимального значения функции
m переменных (при фиксированных значениях параметров α и β) при ограничениях на ва-
рьируемые переменные в виде неравенств [Ванько, Зайцев, Галкин, 1996; Дейкина, 2003]:{

f(x1, ..., xm;α, β) → max,
xk0 − εk ≤ xk ≤ xk0 + εk.

(7)

Экспериментально установлено, что провод в пролете совершает, в основном, колебания вдоль
оси Oz (поперечные колебания) [Ванько и др.,1987]. Поэтому уравнение (3) запишем в виде:

A[w] = T0w
′′ + EF (w′2

0w
′)′ + µF (w′2

0ẇ
′)′ −Q(w, ẇ)− ρFẅ = 0. (8)

Решение уравнения (8) представим выражением

w(x, t) =

l∑
r=1

wr(t) sin
rπx

L
, (9)

при этом координатные функции удовлетворяют краевым условиям w(0, t) = w(L, t) = 0.
В представлении (9) нечетным номерам r соответствуют симметричные относительно се-

редины пролета x = L/2 формы колебаний, четным номерам – антисимметричные формы.
Согласно методике Галеркина-Канторовича [Канторович, Крылов, 1952; Михлин, 1957]

подставим (9) в уравнение (8), умножим последовательно результат подстановки на каждую
координатную функцию (l раз), проинтегрируем по координате x и каждый интеграл прирав-
няем к нулю:

L∫
0

A

[
l∑

r=1

wr(t) sin
r π x

L

]
sin

j π x

L
dx = 0, j = 1, ..., l. (10)

При вычислении интегралов используется основное свойство δ-функции Дирака:

+∞∫
−∞

ψ(x) δ(x− xk) dx = ψ(xk).
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В результате получаем систему, состоящую из l обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка относительно амплитудных функций w1(t),. . . , wl(t).

Примем форму начального провисания провода в виде параболы

w0(x) = 4w∗
0

x2 − xL

L2

(w0(L/2) = w∗
0) .(10), , : w2(t), w4(t),. . . . Это обстоятельство существенно упрощает дальней-

шие выкладки.
Пусть форма колебаний провода аппроксимируется двумя слагаемыми (l = 2):

w(x, t) = w1(t) sin
π x

L
+ w2(t) sin

2π x

L
.

Тогда из (10) получим два несвязанных уравнения:

ρFL
2 ẅp +

(
32κpµF

(w∗
0)

2

L

4
+

m∑
k=1

βk sin
2 pπxk

L

)
ẇp+

+

(
(p π)2

2L T0 + 32EFκp
(w∗

0)
2

L4 +
m∑
k=1

αk sin
2 pπxk

L

)
wp = 0, p = 1, 2.

(11)

Здесь κp =
(
(pπ)2 + 12

)
/12, p = 1, 2.

Отсюда находим значения коэффициентов затухания и собственные частоты колебаний
для 1-ой и 2-ой форм колебаний:

δp =
1

ρFL

(
32κpµF

(w∗
0)

2

L4
+

m∑
k=1

βk sin
2 pπ xk

L

)
, (12)

ωp =
1

ρFL

(
2ρFL

[
(p π)2

2L T0 + 32EFκp
(w∗

0)
2

L4 +
m∑
k=1

αk sin
2 pπ xk

L

]
−

−
[
32κpµF

(w∗
0)

2

L4 +
m∑
k=1

βk sin
2 pπ xk

L

]2)1/2

.

(13)

Здесь p = 1, 2; [µ] =Н·cм2; [βk] =Н·с/м; [αk] =Н/м.
При учете более, чем четырех форм колебаний, получить явные формулы для коэффици-

ентов затухания δp и собственных частот ωp, к сожалению, не удается.
При l = 4 задачу вычисления значений δ1, ..., δ4 и ω1, ..., ω4 удается довести до числа при

помощи обозримого алгоритма. Полученные при этом значения δ и ω для конкретных механи-
ческих параметров E, µ, α, β отличаются от получаемых с использованием формул (12), (13)
при значениях p = 3, 4 не более, чем на 5 %.

Поэтому будем считать, что формулы (12), (13) имеют силу при любых p > 2.
Рассмотрим пример точного решения задачи (7) о нахождении максимума демпфирующей

способности системы «провод–распорки».
Пусть в пролете РФ поставлены две распорки (m = 2) симметрично относительно середины

пролета и при этом требования на максимальную длину подпролета не нарушаются, поэтому
решается задача на безусловный экстремум

γ(x1, x2) → max (0 < x1 < x2 < L).

В эксперименте было выяснено, что основной демпфирующий эффект в системе «провод–
распорки» создают потери энергии в узлах распорки [Ванько и др., 1987].
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В качестве функции γ(x1, x2) в силу формулы (12) при p = 1, 2, положив µ = 0, выберем
выражение

γ(x1, x2) =
√
δ21 + δ22 → max,

где

δp =
1

ρFL

2∑
k=1

βk sin
2 p πxk

L
, p = 1, 2.

Тогда получим систему уравнений

δ1
∂δ1
∂xi

+ δ2
∂δ2
∂xi

= 0 , i = 1, 2 . (14)

Введем безразмерную координату ξ = πx/L, 0 ≤ ξ ≤ π, и заметим, что искомые координа-
ты ξ1, ξ2 связаны зависимостью ξ2 = π−ξ1 (распорки расположены симметрично относительно
середины пролета ξ = π/2), поэтому система (14) сводится к одному уравнению относительно
ξ1 (0 < ξ1 < π/2):

∂

∂ξ1

(
sin4 ξ1 + sin4 2ξ1

)
= 0 ⇒ sin3 ξ1 cos ξ1 + 2 sin3 2ξ1 cos 2ξ1 = 0.

Отсюда: 32 cos4 ξ1 − 16 cos2 ξ1 + 1 = 0.
Решая это уравнение, получим:

(
cos2 ξ1

)
1,2

= 1
4 ±

√
2
8 , значит:

ξ1,1 ≈ 0, 8588, ξ1,2 ≈ 1, 2968. (15)

Отметим, что значения 0, π/2 и π, являющиеся корнями уравнений sin 2ξ1 = 0 и sin ξ1 = 0,
условиям исходной задачи не удовлетворяют.

Из значений (15) первое, ξ1,1, дает глобальный максимум функции γ(ξ1) на отрезке [0; π/2]
и является решением поставленной задачи.

Итак, имеем

ξ∗ ≈ 0, 8588, x1 = Lξ∗/π, x2 = L− x1 . (16)

При решении задачи о расстановке распорок при условии, что форма колебаний задается в

виде w(x, t) =
n∑

k=1

wk(t) sin
kπx
L (n > 2) , где, в качестве γ, выбрана функция (µ = 0):

γ = |δ1 + δ2 + ...+ δn|.

Такой выбор обосновывается в работе [Ванько и др., 1996] бóльшей простотой при построении
вычислительного алгоритма, чем при выборе функции γ(x1, ..., xm) в виде, аналогичном (2.10),
что было сделано в работе [Дейкина, 2003].

Приведем сравнение наших результатов с рекомендациями иностранных фирм, получен-
ными в результате обработки экспериментального материала [KUNHWA, 1993; DUNLOP,1969].

В таблице 1 приведены данные по схемам расстановки двух распорок в пролетах длиной
100–170 м: результаты вычислений по формуле (16) и данные из отчета [KUNHWA].
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Таблица 1: Расстановка двух распорок в пролете

Длина пролета, L, м Источник Длины подпролетов, м
100 формула (16)

отчет [KUNHWA]
27,34 32,70 45,32 34,60 27,34 32,70

120 формула (16)
отчет [KUNHWA]

32,80 37,50 54,40 45,00 32,80 37,50

140 формула (16)
отчет [KUNHWA]

38,27 40,63 63,46 58,74 38,27 40,63

160 формула (16)
отчет [KUNHWA]

43,74 43,47 72,52 73,06 43,74 43,47

170 формула (16)
отчет [KUNHWA]

46,47 44,93 77,06 80,14 46,47 44,93

В таблице 2 представлены результаты вычислений по нашей программе [Ванько и др., 1996]
и, для сравнения, данные по расстановке распорок, заимствованные из материалов упомяну-
тых выше инофирм. Длины пролетов L изменялись в диапазоне 210. . . 530 м; наши данные
отмечены в таблице 2 символом ∗. Прочерк в строке для L = 390 м есть следствие того, что в
таблицах фирмы DUNLOP рекомендуется ставить 6 распорок.

Таблица 2: Расстановка распорок в длинных пролетах
Длина

пролета,
L, м

Число
распорок Источник Длины подпролетов, м

210 3
KUNHWA
DUNLOP

*

42,21 63,19 62,39 42,21
46,94 54,86 61,57 46,94
48,61 61,51 51,54 48,61

250 3
KUNHWA
DUNLOP

*

45,46 83,33 75,75 45,46
46,94 75,29 80,77 46,94
57,87 73,23 61,03 57,87

300 4
KUNHWA
DUNLOP

*

45,45 66,97 75,16 66,97 45,45
46,94 63,40 77,72 63,40 46,94
54,79 58,60 73,22 58,60 54,79

350 5
KUNHWA
DUNLOP

*

45,45 57,99 83,62 61,61 55,88 45,45
46,94 53,34 61,57 88,39 53,34 46,94
46,80 68,40 51,26 67,84 68,90 46,80

390 5
KUNHWA
DUNLOP

*

45,45 74,12 83,62 74,12 67,15 45,45
– – – – – –
52,15 76,22 57,11 75,65 76,72 52,15

440 6
KUNHWA
DUNLOP

*

45,45 62,30 71,69 81,12 71,69 62,30 45,45
46,94 50,60 79,25 85,34 79,25 50,60 46,94
58,84 65,01 63,94 64,42 63,94 65,01 58,84

490 7
KUNHWA
DUNLOP

*

45,45 58,34 65,00 83,33 75,75 61,47 55,31 45,45
46,94 50,60 65,84 78,94 85,04 65,85 50,60 46,94
47,91 65,52 71,78 47,83 71,25 72,28 65,52 47,91

530 8
KUNHWA
DUNLOP

*
*

45,45 51,16 55,76 68,78 80,85 75,75 55,70 51,16 45,45
46,94 51,21 59,74 65,84 82,91 65,8 59,74 51,21 46,94
44,88 77,81 52,26 51,24 77,61 51,25 52,26 77,81 44,88

Отметим, что рекомендации фирмы KUNHWA выработаны на основе исследований
[Hearnshow, 1974, 1975], причем таблицы фирмы KUNHWA несколько скорректированы экс-
периментальными данными. Характерная особенность рекомендаций вышеупомянутых ино-
фирм состоит в том, что длины первого и последнего подпролетов равны 45,45 м либо 46,94 м
независимо от длины всего пролета. Объяснить этот факт с точки зрения механики колебаний
невозможно.

3. Заключение

В литературе, посвященной изучению движений расщепленной фазы и проектированию
воздушных линий электропередачи, отмечается дороговизна проведения натурных испытаний,
на основании которых можно делать заключения и давать рекомендации строителям. Особен-
но строгие требования предъявляются к компоновке ВЛ со сближенными фазами (т. н. ком-
пактные линии) [Проектирование ЛЭП, 1983; Александров, 1989]. Поэтому предварительные
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расчеты на основе математических моделей, качественно и адекватно описывающих движе-
ния такой сложной механической системы, как расщепленная фаза, имеют большое значение
и оправдывают усилия их разработчиков.

В этой связи необходимо сослаться на цикл работ, проведенных в Белорусском политех-
ническом институте [Стрелюк, Сергей, 80–90-тые годы], в МГТУ им. Н.Э. Баумана [Дейкина,
2003; Иванова, 2013].

В данной работе представлены математические модели, построенные на основе «линейно-
го» подходе к проблеме колебаний воздушных проводов: считаем, что сравнительно с длинами
пролетов ВЛ (более 100 м), колебания провода (амплитуды ∼ 1–5 м) можно считать «малы-
ми». Такой подход, во многом, позволяет выявить качественную картину движений и свойств
расщепленной фазы, а отдельные детали можно прояснить, используя упомянутые выше про-
граммные комплексы.
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Аннотация
Разработана оптимизационная методика для расчета равновесной осесимметричной формы
нормального эритроцита. Процедура расчета основана на представлении мембраны замкну-
той математической осесимметричной поверхностью и аппроксимации ее образующей ломаной.
Координаты вершин ломаной составляют вектор-аргумент упругой энергии мембраны. Чис-
ленная минимизация этой энергии с учетом геометрических ограничений на площадь мембра-
ны и объем эритроцита (условная нелинейная оптимизация) осуществляется в Matlab. Форма
эритроцита рассчитывается для поверхностной плотности энергии в рамках теории Канхе-
ма − Хельфриха. Результаты расчетов согласовываются с экспериментальными данными и с
расчетами других авторов.

Abstract
An optimization method for calculating the equilibrium axisymmetric form of a normal erythrocyte
is proposed. The calculation procedure is based on the representation of the membrane by a closed
mathematical axisymmetric surface and its approximation by a forming polyline. The coordinates of
the polyline vertices make up the vector argument of the elastic energy of the membrane. Numerical
minimization of this energy, taking into account the geometric constraints on the membrane area
and the volume of the erythrocyte (nonlinearly constrained optimization) is carried out with Matlab.
The erythrocyte form for the surface energy density in the framework of the Kanhem − Helfrich
theory is calculated. The calculation results are consistent with the experimental data and with the
calculations of other authors.

Ключевые слова: эритроцит, осесимметричная форма, упругая энергия, условная нелиней-
ная оптимизация.
Keywords: erythrocyte, axisymmetric shape, elastic energy, nonlinearly constrained optimization.
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1. Введение

Известно, что во взвешенном состоянии зрелый нормальный эритроцит человека имеет
дисковидную двояковогнутую форму [Caro et al., 1978; Herman, 2007]. Форма эритроцита обу-
словлена мембраной, которая ограничивает бесструктурное клеточное содержимое (почти на-
сыщенный раствор гемоглобина), имеет сложную структуру и включает в себя, в частности,
липидный бислой и подстилающую его спектриновую сеть [Herman, 2007]. Мембрана эритроци-
тов обеспечивает гомеостаз и функциональное состояние эритроцита. Размеры «усредненного»
эритроцита по данным работы [Evans, Fung, 1972]: радиус эритроцита ∼ 4 мкм, объем ∼ 95
мкм3, площадь поверхности ∼ 135 мкм2. Аргументы в пользу создания природой эритроцита
такой структуры, формы и размеров для системы транспорта газов в организме приводятся в
работе [Атауллаханов и др., 2018].

Считается, что дисковидная двояковогнутая равновесная форма эритроцита обусловлена
механическими свойствами его мембраны. При теоретическом описании формы эритроцита
мембрана обычно рассматривается как замкнутая математическая поверхность, которой при-
писываются некоторые физические свойства [Guckenberger, Gekle, 2017]. Применимость этого
представления обосновывается малостью отношения толщины мембраны (порядка ∼ 10 нм)
к характерному размеру эритроцита (порядка ∼ 10 мкм) [Caro et al., 1978]. В данной работе
используется именно такое приближение для мембраны эритроцита, причем этой математиче-
ской поверхности приписывается только свойство жесткости при изгибе, как в часто использу-
емой модели эритроцитарной мембраны Канхема − Хельфриха [Canham, 1970; Helfrich, 1973],
сформулированной в виде принципа минимума энергии мембраны. Следует отметить, что в
дальнейшем теория Канхема − Хельфриха усложнялась, например, учетом энергии, связан-
ной с разностью площадей липидных слоев [Miao et al., 1994] или энергии сдвига мембранного
скелета внутри эритроцита в [Mukhopadhyay et al., 2002]. Однако все эти модификации модели
Канхема − Хельфриха увеличивают число материальных параметров, необходимых для опи-
сания формы эритроцита. В виду невозможности прямого экспериментального измерения эти
параметры выступают в моделях как свободные и являются по сути подгоночными. Поэтому
в данной работе используется модель Канхема − Хельфриха, которая содержит только один
такой параметр − спонтанную кривизну [Helfrich, 1973].

Численная реализация такого рода моделей обычно проводится на основе вариационно-
го подхода, а соответствующая принципу минимума энергии система уравнений Лагранжа −
Эйлера для выбранной параметризации формы эритроцита, дополненной граничными усло-
виями, решается численно, например, как в работе [Seifert et al., 1991].

В данной работе для расчета равновесной осесимметричной формы нормального эрит-
роцита предлагается оптимизационная методика численной реализации модели Канхема −
Хельфриха, рассматриваемой как проблема нелинейной оптимизации с ограничениями. Пред-
лагаемый способ решения является развитием предложенного ранее в работе [Голочалова,
Кулумбаев, 2019] для расчета стационарных форм «плоского» эритроцита в двумерном при-
ближении.

2. Оптимизационная методика расчета

В модели Канхема-Хельфриха поверхностная плотность εB упругой энергии изгиба липид-
ного бислоя представляется в виде [Canham, 1970; Helfrich, 1973]:

εB =
1

2
kB(k1 + k2 − k0)

2 + kGk1k2, (1)

где k1, k2 − локальные главные кривизны; k1 + k2 − средняя кривизна; k0 − спонтанная кри-
визна; kB − постоянный модуль изгиба; kG − модуль, ассоциированный с гауссовой кривизной
k1k2.
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Поскольку интеграл по замкнутой поверхности от второго слагаемого в (1) не зависит
от формы поверхности, то равновесная форма эритроцита минимизирует только часть EB

энергии изгиба:

EB =
1

2
kB

∫
S
(k1 + k2 − k0)

2ds (2)

при заданных значениях площади S поверхности мембраны, составленных из элементов ds, и
объема V , ограниченного мембраной.

Следует отметить, что исключительно геометрический характер этих ограничений обу-
словливают независимость формы от модуля kB изгиба, значением которого определяется
только абсолютная величина EB упругой энергии ее минимизирующей формы.

Для осесимметричной замкнутой поверхности в цилиндрической системе координат (r, z)
энергия (2) и ограничения на S и V записываются в виде:

EB = πkB

∫
L
(k1 + k2 − k0)

2rdl, k1 + k2 = r−1[rf ′(1 + f ′2)
−1/2]′, (3)

S = 2π

∫
L
rdl, V = 2π

∫
L
zrd⃗l · e⃗r. (4)

Здесь d⃗l − векторный элемент длины образующей L с началом в точке с координатами r и
z; dl − модуль вектора d⃗l; z = f(r) − образующая равновесной формы эритроцита; e⃗r − орт
радиальной оси; штрих обозначает производную по радиальной координате r.

При рассмотрении задачи (3, 4) как условной нелинейной оптимизации далее необходимо
выбрать способ задания образующей, которым конкретизируются вектор-аргумент целевой
функции (3) и ограничений (4) на него.

В данной работе искомая образующая считается упругой кривой с началом и концом на
оси z (радиальные координаты и начала и конца кривой фиксированы и равны нулю, а ак-
сиальные − подлежат определению). В полуплоскости (r, z) кривая f(r) аппроксимируется
дискретным набором из N равноудаленных точек, координаты которых составляют вектор-
аргумент целевой функции (3). Геометрически такая кусочно-линейная аппроксимация соот-
ветствует замене образующей на ломаную, составленную из звеньев одинаковой, но априори
неопределенной длины (рис. 1).

Рис. 1. Аппроксимация образующей формы эритроцита
Fig. 1. Approximation of the generative form of the red blood cell
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В терминах принятой аппроксимации образующей f(r) кривизна k1 вычисляется во внут-
ренних вершинах ломаной исходя из «скоростного» смысла кривизны меридиана по формуле:

k1,i = sign(e⃗i−1 × e⃗i)
arccos(e⃗i−1 · e⃗i)

|r⃗i+1 − r⃗i|
,

где r⃗i − радиус-вектор i-ой вершины; e⃗i = (r⃗i+1 − r⃗i)/|r⃗i+1 − r⃗i| − орт последующей вершины
относительно предыдущей; i − индекс внутренней вершины.

Кривизна k2 также вычисляется во внутренних вершинах ломаной через кривизну па-
раллели, радиус ri кривизны которой является проекцией главного радиуса кривизны 1/k2,i
параллели:

k2,i =
0.5(e⃗i + e⃗i−1) · e⃗z

r⃗i · e⃗r
,

где e⃗z − орт аксиальной оси.
Минимизация целевой функции (3) осуществляется с ограничениями равноудаленности

вершин:

|r⃗i+1 − r⃗i| − |r⃗i − r⃗i−1| = 0;

фиксированной площади поверхности, образованной вращением образующей вокруг аксиаль-
ной оси:

N−1∑
i=1

2π(r⃗i+1/2
· e⃗r)|r⃗i+1 − r⃗i| − S = 0

и фиксированного объема, ограниченного этой поверхностью:

N−1∑
i=1

(r⃗i+1/2
· e⃗z)2π(r⃗i+1/2

· e⃗r)(r⃗i+1 − r⃗i) · e⃗r − V = 0,

где r⃗i+1/2
− радиус-вектор середины i-го звена ломаной.

Численное решение оптимизационной задачи осуществляется в Matlab с помощью
функции fmincon (с выбором решающего алгоритма interior point) из Optimization
Toolbox [MathWorks Inc,].

3. Результаты и обсуждение

Результаты расчетов сопоставляются с наблюдаемой равновесной формой эритроци-
та − результатами усреднения наблюдаемых геометрических форм нормальных эрит-
роцитов, представленных в работе [Evans, Fung, 1972] для осесимметричного прибли-
жения формы в виде аппроксимации ее симметричной относительной радиальной оси
образующей формулой:

fe(r) = 0.5R0[1− (r/R)2]1/2[c0 + c1(r/R)
2 + c2(r/R)

4]. (5)

Здесь c0=0.21; c1=2.00; c2=-1.12 − эмпирические константы усреднения измерений экс-
периментальных параметров пятидесяти нормальных эритроцитов с 20%-ным разбро-
сом; R0 = 3.91 мкм − радиус эритроцита с объемом V = 94 мкм3 и площадью поверх-
ности S = 134 мкм2.
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В модели Канхема [Canham, 1970] в энергии (2) изгиба мембраны спонтанная кри-
визна отсутствует: k0 = 0. Поэтому число N вершин ломаной является единственным
параметром, значение которого априори не задано. Здесь и везде далее (во всех рас-
четах), принимается, что N = 41, так как в результате апостериорной оценки влияния
путем уменьшения или увеличения этого числа вершин в два раза соответствующие
изменения расчетной формы получаются малыми.

Рассчитанная равновесная форма эритроцита изображена на рис. 2 сплошной лини-
ей при z > 0 . Видно, что имеет место только качественное соответствие теоретической
формы экспериментальной − точечная линия на рис. 2. Наибольшее отклонение наблю-
дается в центре вогнутости, где толщины отличаются почти на 50%, что более чем вдвое
превышает разброс экспериментальных параметров эритроцитов в группе усреднения
в работе [Evans, Fung, 1972]. Аналогичный результат получается и при вариационной
реализации модели Канхема (см., например, работу [Deuling, Helfrich, 1976]).

Оптимизационный подход позволяет осуществить и другой способ проверки соот-
ветствия принципа Канхема наблюдаемой форме эритроцита. Для этого образующая
(5), в которой параметры c0, c1, c2, R0 считаются неизвестными, подставляется в форму-
лы задачи (3, 4). Далее минимизируется целевая функция (3), вектор-аргумент которой
составляют параметры c0, c1, c2, R0 с наложенными на них ограничениями (4), содержа-
щими тот же набор неизвестных. В результате получаются параметры c0=0.28; c1=1.45;
c2=-0.69; R0=4.00 мкм, которые заметно отличаются от набора эмпирических значений
в формуле (5). Отметим, что соответствующая вычисленному набору значений пара-
метров c0, c1, c2, R0 кривая (5) близка к ранее рассчитанной сплошной линии при z > 0
на рис. 2.

Рис. 2. Равновесная форма эритроцита: экспериментальная (точечная линия) по данным
[Evans, Fung, 1972] и расчетные (сплошные линии) без учета (при z > 0 ) и с учетом (при

z < 0 ) спонтанной кривизны
Fig. 2. The equilibrium form of the red blood cell: experimental (dotted line) according to [Evans,

Fung, 1972] and calculated (solid lines) without (if z > 0) and with (if z < 0) spontaneous
curvature
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Таким образом, в исходной формулировке принцип Канхема в состоянии обеспечить
только качественное описание наблюдаемой формы эритроцита, а для количественного
− его следует изменить или модифицировать, например, как в работе [Helfrich, 1973;
Deuling, Helfrich, 1976], введением спонтанной кривизны. Отметим, что вывод работы
[Marchenko, Podolyak, 2015] о количественном описании теорией Канхема наблюдае-
мой двояковогнутой формы эритроцитов крови человека основан на сопоставлении с
ограниченным набором экспериментальных данных только для четырех эритроцитов
из работы [Ponder, 1930]. В модели липидного бислоя [Helfrich, 1973] в плотность энер-
гии изгиба мембраны вводится так называемая спонтанная кривизна, которая, по сути,
является концепцией свойства не подверженного внешнему воздействию искривленного
бислоя находиться в состоянии механического равновесия. Считается, что равновесное
искривление каждого монослоя обусловлено различием площадей поперечных сечений
полярной и гидрофобной частей липидных молекул, составляющих монослой [Kooijman
et al., 2005; Fuller et al., 2003]. Поэтому спонтанная кривизна монослоя определяется,
в конечном счете, его липидным составом. В модели Хельфриха спонтанная кривиз-
на принимается однородной по поверхности мембраны эритроцита. Однако априорное
задание ее значения невозможно из-за отсутствия измерений спонтанной кривизны мем-
браны эритроцитов. Поэтому спонтанная кривизна фактически становится подгоноч-
ным параметром модели. Отметим также, что в работах [Svetina et al., 1985; Svetina,
Žekš, 1989] показана идентичность влияния на форму эритроцита учета энергии, свя-
занная с разностью площадей липидных слоев, и спонтанной кривизны Хельфриха.
Результат решения оптимизационной задачи (3, 4) при k=-0.85 мкм−1 приведен на рис.
2 сплошной линией при z < 0 . Видно, что учет спонтанной кривизны позволяет до-
стичь на основе принципа минимума (2) энергии изгиба эритроцита количественного
описания его экспериментально наблюдаемой формы. Отметим, что в работе [Deuling,
Helfrich, 1976] за соответствующее значение спонтанной кривизны принимается близ-
кое значение -0.74 мкм−1. Однако, как отмечается в обзоре [Guckenberger, Gekle, 2017],
до сих пор не достигнут консенсус относительно необходимости введения спонтанной
кривизны для эритроцитов. Тем не менее модель Канхема − Хельфриха широко приме-
няется и фактически стала базовой в соответствующих теоретических исследованиях
по биофизике. «Работоспособность» предлагаемой оптимизационной методики прове-
ряется расчетом различных стационарных осесимметричных форм эритроцитов. Вслед
за работой [Deuling, Helfrich, 1976] для нахождения всех возможных форм эритроци-
тов энергия поверхности минимизируется при фиксированной площади S мембраны.
Тогда соответствующие ей значения объема определяются формулой V = v4

3
πR3

0, где
v − приведенный объем (0 ≤ v ≤ 1) − доля максимально возможного объема, ограни-
ченного сферой с радиусом R0 = ( S

4π
)1/2. Без учета спонтанной кривизны приведенный

объем является единственным определяющим форму эритроцита параметром. На рис.
3 представлены рассчитанные формы эритроцитов при v = 0.8; 0.6; 0.4, которые со-
гласовываются с расчетами других авторов в работах [Seifert et al., 1991; Lim et al.,
2002].
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Рис. 3. Равновесные формы эритроцита в зависимости от величины приведенного объема v.
Fig. 3. Equilibrium erythrocyte forms depending on the magnitude of the reduced volume v.

4. Заключение

В данной работе минимизация упругой энергии изгиба мембраны, рассматриваемой
в приближении замкнутой геометрической поверхности, сводится к задаче условной
нелинейной оптимизации для расчета равновесной осесимметричной формы эритроци-
та. Эта задача решается двумя способами. Первый использует аппроксимацию профиля
нормального эритроцита аналитической функцией (5), параметры которой являются
неизвестными и образуют вектор-аргумент упругой энергии изгиба мембраны. Второй
основан на кусочно-линейном приближении образующей формы − ломаной с одина-
ковыми, но априори неопределенными звеньями. Аксиальные и радиальные координа-
ты вершин ломаной составляют вектор-аргумент упругой энергии изгиба мембраны. В
обоих случаях численная минимизация энергии изгиба проводится с учетом геометри-
ческих ограничений на площадь мембраны и объем эритроцита (условная нелинейная
оптимизация) и осуществляется в Matlab.

Форма эритроцита рассчитывается для поверхностной плотности энергии в рамках
теории Канхема − Хельфриха. Результаты расчетов показывают, что принцип Канхема
дает только качественное описание наблюдаемой формы эритроцита. Количественное
описание достигается в теории Хельфриха введением в плотность энергии спонтанной
кривизны. Однако из-за отсутствия экспериментальных измерений спонтанная кривиз-
на в модели Хельфриха является подгоночным параметром.
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Аннотация
В данной работе численно моделируется процесс отражения прямого скачка уплотнения от
твердой поверхности. Математическая модель учитывала вязкость, сжимаемость и теплопро-
водность несущей среды, межкомпонентное силовое взаимодействие, включавшее в себя си-
лу Стокса, динамическую силу Архимеда, силу присоединенных масс; также математическая
модель учитывала межкомпонентный теплообмен. Численное решение осуществлялось при
помощи явного конечно-разностного метода с последующим применением схемы нелинейной
коррекции численного решения. Результаты расчетов параметров отраженной ударной вол-
ны в запыленной среде сопоставляются с численным решением для однородного вязкого газа
и аналитическим решением, известным из литературы. В работе выявлены закономерности
влияния параметров дисперсной фазы на интенсивность отраженной ударной волны.

Abstract
In this paper, the process of reflection of a direct shock wave from a solid surface numerically
modeled. The system of equations of dynamics of both the carrier medium and the dispersed
component included the continuity equation, the momentum conservation equation, and the energy
conservation equation. The mathematical model took into account the viscosity, compressibility
and thermal conductivity of the carrier medium, the interaction force between component, which
includes the Stokes force, the dynamic force of Archimedes, the strength of the attached masses; also
the mathematical model took into account inter-component heat transfer. The numerical solution
carried out using an explicit finite-difference method, followed by the application of a nonlinear
correction scheme for the numerical solution. In the problem under study, a shock wave propagates
from a pure gas and moves through a dusty medium with subsequent reflection from a solid surface.
The calculation results of the parameters of the reflected shock wave in a dusty medium compared
with a numerical solution for a homogeneous viscous gas and an analytical solution known from the
literature. The regularities of the effect of the parameters of the dispersed phase on the intensity of
a courageous shock wave revealed.

Ключевые слова: математическое моделирование физических процессов, многофазные сре-
ды, уравнение Навье-Стокса, ударные волны.
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Keywords: mathematical modeling of physical processes, multi-phase media, Navier-Stokes
equation, shock waves.

1. Введение

Многие процессы, протекающие в естественной природе и технике, связаны с течениями
неоднородных сред [Нигматулин 1988, Кутушев 2003, Федоров и др. 2003]. Экспериментальное
исследование течений неоднородных сред во многих случаях затруднено, поэтому важной зада-
чей является создание математических моделей динамики таких сред [Губайдуллин, Тукмаков
2014; Садин 2016; Федоров и др. 2016; Арсланова и др. 2016; Нигматулин и др 2016; Тукма-
ков,Тукмаков 2018; Кашапов и др. 2018; Kashapov at all 2018, Пахомов, Терехов 2018; Azanov,
Osiptsov 2017; Вараксин 2014]. Неоднородные среды могут быть как гомогенными смесями,
компоненты которых имеют одинаковое агрегатное состояние, так и гетерогенными смесями,
в которых присутствуют компоненты с различными агрегатными состояниями [Teklaya and all
2015; Saikat, Meheboob 2017; Zhuoqing,Jesse 2019; Imran and all 2018; Mehrabadi and all 2015;
Zhengbiao and all 2017; Garcia-Trinanes and all 2018; Lopez and all 2016]. Моделирование течений
неоднородных сред может быть осуществлено с помощью «равновесного» подхода – описание
течения неоднородной среды как однородной жидкости или газа с введением коэффициен-
тов учитывающих физическую неоднородность среды [Нигматулин 1987]. Или же с помощью
«континуального» подхода, в котором для каждой из компонент смеси решается полная си-
стема уравнений динамики сплошной среды [Нигматулин 1987; Кутушев 2003; Федоров и др.
2015]. Также при исследовании динамики неоднородных сред основной задачей является наи-
более полное описание взаимодействия компонент смеси, которое может включать в себя как
обмен импульсом между компонентами смеси, так и межкомпонентное тепловое взаимодей-
ствие [Нигматулин 1987; Кутушев 2003]. В данной работе динамика газовой взвеси твердых
частиц запыленной среды описывается на основе двухскоростной, двухтемпературной модели,
учитывающей межкомпонентный теплообмен, а также межкомпонентное силовое взаимодей-
ствие, включающее в себя силу Стокса, динамическую силу Архимеда и силу присоединенных
масс [Нигматулин 1987; Кутушев 2003].

2. Методы исследования

Движение несущей среды описывается одномерной системой уравнений Навье-Стокса для
сжимаемого теплопроводного газа c учетом межфазного силового взаимодействия и теплооб-
мена [Кутушев 2003, Нигматулин и др. 2016]:

∂ρ1
∂t

+
∂(ρu1)

∂x
= 0 , (6)

∂(ρ1u1)

∂t
+

∂

∂x
(ρ1u

2
1 + p− τ) = F + α

∂p

∂x
, (7)

∂e1
∂t

+
∂

∂x
([e1 + p− τ ]u1 − λ

∂T1
∂x

) = −Q− |F |(u1 − u2) + α

(
∂(pu1)

∂x

)
, (8)

p = (γ − 1)(e1 − ρ(u21)/2) ,

e1 = ρ1(I + (u21)/2) , τ =
4

3
µ
∂u1
∂x

.

Динамика дисперсной фазы описывается уравнением сохранения «средней плотности» –
произведения физической плотности материала частиц и объемного содержания дисперсной
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фазы, изменяющегося на различных участках физической области вместе с движением твер-
дых частиц; уравнениями сохранения импульса и уравнением сохранения энергии, записанны-
ми с учетом теплообмена, обмена импульсом с несущей фазой:

∂ρ2
∂t

+
∂ρ2u2
∂x

= 0, (9)

∂(ρ2u2)

∂t
+

∂

∂x
(ρ2u

2
2) = −F − α

∂p

∂x
, (10)

∂e2
∂t

+
∂

∂x
(e2u2) = Nu12

6α

(2r)2
λ(T − T2) , (11)

ρ2 = αρ20, e1 = ρ2Cp2T2 .

Здесь p, ρ1, u1–давление, плотность, скорость несущей среды; T1, e1 — температура и пол-
ная энергия газа; ρ2, T2 , e2, u2 — средняя плотность, температура, внутренняя энергия, ско-
рость дисперсной фазы. Температура несущей среды находится из уравнения (γ − 1)(e/ρ −
0.5u2)/R, где R – газовая постоянная несущей фазы. Силовое взаимодействие несущей и дис-
персной фазы учитывает силу Стокса, динамическую силу Архимеда и силу присоединенных
масс. Математическая модель предполагает монодисперсный состав твердой фазы газовзвеси
— все частицы имеют одинаковый размер и одинаковые физические свойства- плотность и теп-
лоемкость материала. Внутренняя энергия взвешенной в газе дисперсной фазы определяется
как e1 = ρ1CpT2, где — удельная теплоемкость единицы массы вещества из которого состоят
частицы. В уравнение энергии для несущей фазы входит коэффициент теплопроводности га-
за, коэффициент теплообмена α на поверхности частица- несущая среда и тепловой поток за
счет теплообмена между газом и частицей Q = αT 4πr2(T1 − T2)n = 6αNu12λ(T1 − T2)/(2r)

2. В
данной работе при описании межфазного силового взаимодействия –F, учитывалась сила аэро-
динамического сопротивления, динамическая сила Архимеда, а также сила присоединенных
масс [Нигматулин 1987; Кутушев 2003]:

F =
3α

8r
Cd2ρ1|u1 − u2|(u1 − u2) + αρ1

(
∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x

)
+

+0.5αρ1

(
∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x

− ∂u2
∂t

− u2
∂u2
∂x

)
.

Параметры межфазного взаимодействия описаны в работе [Кутушев 2003]:

Cd2 = C0
d2ϕ(M12)φ(α) , C0

d2 =
24

Re12
+

4

Re0.512

+ 0.4,

ϕ(M12) = 1 + exp
(
− −0.427

M0.63
12

)
, φ(α) = (1− α)−2.5,

Re = ρ1u1D(µ)−1, Re12 = rρ1|u1 − u2|(µ)−1, M12 = |u1 − u2|(c)−1, Pr1 = cp1µ(λ)
−1,

Nu12 = 2 exp
(
−M12

)
+ 0, 459Re0.5512 Pr0.331 , 0 < M12 < 2, 0 < Re < 2 ∗ 105.

Здесь D -– характерный размер системы.
Система уравнений математической модели решалась явным методом Мак-Кормака второ-

го порядка [Fletcher 1988] c последующим применением схемы нелинейной коррекции решения
[Музафаров, Утюжников 1993].

Система уравнений (1)–(6) может быть записана в матричном виде:
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∂q

∂t
+
∂E

∂x
= H ; q =



ρ1
ρ2
ρ1u1
ρ2u2
e1
e2

 ,

E =



ρ1u1
ρ2u2

ρ1u
2
1 + p− τ
ρ2u

2
2

(e1 + p− τ)u1 − λ∂T1
∂x

e2u2

 , H =



0
0

−F + α ∂p
∂x

F − α ∂p
∂x

−Q− |F |(u1 − u2) + α∂pu1

∂x
Q


. (12)

Алгоритм явного конечно-разностного метода Мак-Кормака для нелинейной системы (7)
может быть записан в виде:

q∗j = qnj − ∆t

∆x
(En

j+1 − En
j ) + ∆tHn

j ,

qn+1
j = 0.5(q∗j + qnj )− 0.5

∆t

∆x
(E∗

j − E∗
j−1) + 0.5∆tH∗

j .

Монотонность решения достигалась с помощью применения схемы нелинейной коррекции
вдоль пространственных направлений x и y по индексам j,k соответственно к компонентам
вектора независимых переменных q, q = (ρ1, ρ2, ρ1u1, ρ2u2, e1, e2) Пусть Zn

j,k – произвольная
независимая функция на n-ом временном слое в узле j,k. Тогда алгоритм коррекции имел бы
следующий вид:

Zn∗
j,k = Zn

j,k + κ(δZn
j+1/2,k − δZn

j−1/2,k) ,(13)

где Zn∗
j,k -скорректированная функция. Данный алгоритм выполняется в случае когда

(δZn
j−1/2,kδZ

n
j+1/2,k) < 0 или (δZn

j+1/2,kδZ
n
j+3/2,k) < 0. Здесь используются обозначения

δZn
j−1/2,k = Zn

j − Zn
j−1,k, δZ

n
j+1/2,k = Zn

j+1,k − Zn
j,k, δZ

n
j+3/2,k = Zn

j+2,k − Zn
j+1k,

где κ-коэффициент коррекции.
На границах расчетной области задавались однородные граничные условия первого рода

для скорости и однородные граничные условия второго рода для остальных динамических
функций [Кутушев 2003]:

u1(t,N) = 0, u2(t,N) = 0 ,

ρ1(t,N) = ρ1(t,N − 1), ρ2(t,N) = ρ2(t,N − 1) ,

e1(t,N) = e1(t,N − 1), e2(t,N) = e2(t,N − 1) ,

u1(t, 1) = 0, u2(t, 1) = 0 ,

ρ1(t, 1) = ρ1(t, 2), ρ2(t, 1) = ρ2(t, 2) ,

e1(t, 1) = e1(t, 2), e2(t, 1) = e2(t, 2) .

Использованная в работе математическая модель тестировалась сопоставлением результа-
тов моделирования с результатами известных из литературы численных расчетов [Губайдул-
лин, Тукмаков 2014], экспериментальными результатами [Нигматулин и др. 2016] и аналити-
ческими решениями [Губайдуллин, Тукмаков 2014].
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Рис. 1: Схематичное изображение ударной трубы с запыленной камерой низкого дав-
ления. Fig. 1 Schematic illustration of a shock tube with a dusty low-pressure chamber.

Рис. 2: Пространственное распределение давления в ударной трубе для различных мо-
ментов времени. Fig. 2 The spatial distribution of pressure in the shock tube for various
points in time.

Рис. 3: Пространственное распределение давления в отраженной ударной волне кривая
1-аналитическое решение, кривая 2 - численное решение для вязкого однородного газа,
кривая 3–численное решение для газовзвеси с размером частиц d = 2 мкм. Fig. 3 The
spatial distribution of pressure in the reflected shock wave curve 1 is an analytical solution,
curve 2 is a numerical solution for a viscous homogeneous gas, curve 3 is a numerical solution
for a gas suspension with a particle size of d=2 µm.

3. Результаты расчетов

В статье моделировалось распространение прямого скачка уплотнения из чистого газа в
газовзвесь, в ударной трубе. Рисунок 1 – схематичное изображение ударной трубы, камера
высокого давления, которая заполнена чистым газом, а камера низкого давления содержит за-
пыленную среду. Давление в левой и правой частях ударной трубы составляло соответственно
p2=588 КПа и p1 =98 КПа. После прохождения запыленной среды ударная волна взаимодей-
ствовала с жестокой поверхностью стенки и отражалась. На рис. 2 представлено распределение
давления в начальный момент времени и в момент времени t= 0.9 мс, можно наблюдать, как
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Рис. 4: Пространственное распределение давления- в момент времени t=2.2 мс при
отражении ударной волны для различных объемных содержаний дисперсной фазы. Fig.
4 Spatial distribution of pressure - at time t = 2.2 ms with reflection of the shock wave for
various volume contents of the dispersed phase

Рис. 5: Пространственное распределение давления- в отраженной ударной волне в мо-
мент времени t=2 мс для различных плотностей вещества дисперсной фазы. Fig. 5The
spatial distribution of pressure is in the reflected shock wave at time t = 2 ms for various
densities of the dispersed phase material.

Рис. 6: Пространственное распределение температуры в отраженной ударной волне в
момент времени t=2 мс для различных плотностей вещества дисперсной фазы. Fig. 6
The spatial temperature distribution in the reflected shock wave at time t = 2 ms for various
densities of the dispersed phase substance.
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Рис. 7: Пространственное распределение «средней плотности» дисперсной фазы состо-
ящей из кварца в различные моменты времени. Fig. 7 Spatial distribution of the "average
density"of the dispersed phase consisting of quartz at various points in time.

Рис. 8: Пространственное распределение объемного содержания дисперсной фазы мо-
нодисперсной газовзвеси состоящей из различных веществ: кривая 1 -резина, кривая 2-
кварц, кривая 3- железо. Fig. 8 Spatial distribution of the volume content of the dispersed
phase of a mono-disperse gas suspension consisting of various substances: curve 1 is rubber,
curve 2 is quartz, curve 3 is iron. .

в процессе продвижения ударной волны формируется волна сжатия, движущаяся в камеру
низкого давления, и волна разряжения, распространяющаяся в камеру высокого давления. Из
рисунка 3 следует, что в запыленной среде, давление в отраженной волне имеет большее значе-
ние, чем в численном решении для вязкого газа и в аналитическом решении для невязкого газа
[Овсянников 2003]. Данная закономерность связана с тем, что в процессе движения ударной
волны по запыленной среде за счет взаимодействия газа и дисперсной компоненты происходит
замедление движения газа и переход кинетической энергии несущей среды в потенциальную,
что приводит к росту давления газа [Кутушев 2003]. На рис.4 отображены результаты расчетов
давления в отраженной ударной волне в вязком газе и в газовзвесях с различными объемными
содержаниями дисперсной фазы:1 – численное решение для однородного газа, 2 – численное
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы α = 0.0001, 3 – численное
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы α = 0.0002, 4 – численное
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы α = 0.0004, 5 – численное
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы α = 0.001. По мере умень-
шения начального объемного содержания твердой компоненты, отличия в давлении и скорости
распространения между отраженными ударными волнами в чистом газе и запыленной среде,
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уменьшаются. Рассмотрим влияние плотности материала частиц на давление (см. рис. 5) и
температуру газа (рис. 6) в отраженной ударной волне.

На рис. 5 и рис. 6 отображены результаты численных расчетов: кривая 1 – численное
решение для однородного газа, кривая 2 – численное решение для газовзвеси с дисперсной
фазой состоящей из берилия (ρ = 1850 кг/м3), кривая 3 – численное решение для газовзвеси
с дисперсной фазой состоящей из кварца (ρ = 2500 кг/м3), кривая 4 – численное решение для
газовзвеси с дисперсной фазой состоящей из железа(ρ = 7850 кг/м3) , кривая 5 – численное
решение для газовзвеси с дисперсной фазой состоящей из вольфрама (ρ = 19250 кг/м3). В газо-
взвесях, чья дисперсная фаза состоит из более плотных веществ, давление и температура газа
в отраженной ударной волне выше, скорость движения отраженной ударной волны меньше.
В процессе движения ударной волны из чистого газа в газовзвесь происходит формирование
области, повышенной концентрации частиц дисперсной фазы [Кутушев 2003; Федоров и др.
2015], при движении ударной волны к правой стенке канала, концентрация частиц достигает
своего наибольшего значения непосредственно вблизи поверхности, от которой происходит от-
ражение волны. После отражения ударной волны от поверхности, дисперсная фаза движется
сонаправлено потоку газа – от стенки в направлении камеры низкого давления, вследствие че-
го по мере движения отраженной волны происходит уменьшение концентрации частиц вблизи
поверхности, от которой происходит отражение ударной волны (рис. 7). Численные расчеты
для одинакового объемного содержания дисперсной фазы, одинакового размера дисперсных
частиц и различных физических плотностей материала показывают, что на момент формиро-
вания отраженной ударной волны, процесс массопереноса частиц дисперсной фазы в обратном
направлении в меньшей степени влияет на область повышенной концентрации частиц для газо-
взвесей с более плотными материалами дисперсной фазы -рис.8. Таким образом, в газовзвесях
с более плотным материалом дисперсных включений, наблюдается большее объемное содер-
жание твердой фазы вблизи поверхности, от которой отражается ударная волна. Наличие
большей концентрации частиц твердой фазы, приводит к большей интенсивности межфазно-
го взаимодействия, замедлению движения несущей среды и переходу кинетической энергии
газа в потенциальную энергию, то есть росту давления и температуры в отраженной ударной
волне.

4. Заключение

Анализ результатов численных расчетов показал, что в запыленной среде отраженная от
твердой поверхности ударная волна имеет большею интенсивность давления и меньшую ско-
рость распространения, одновременно с этим было выявлено, что увеличение плотности мате-
риала дисперсных включений приводит к увеличению давления и температуры в отраженной
ударной волне. Использование математической модели гетерогенной смеси позволило опре-
делить, что закономерности, выявленные в динамике газовзвеси, зависят от концентрации
дисперсной фазы и связаны с межкомпонентным взаимодействием.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ Грант N 19-01-00442.
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