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Аннотация. Пусть 𝜔 — непустое множество простых чисел, 𝑛 — целое неотрицательное число и 𝜏 — подгрупповой
функтор в смысле А. Н. Скибы. Через 𝜏𝑠𝑛 обозначим также подгрупповой функтор такой, что 𝜏𝑠𝑛 (𝐺) —множе-
ство всех субнормальных подгрупп из 𝐺 для любой группы 𝐺 . В работе исследуются связи между различными
решетками формаций. Получены достаточные условия, при которых решетка формаций H𝜔𝑙 является полной
подрешеткой решетки формаций Θ𝜔𝑐 , где H и Θ— некоторые полные решетки формаций. В частности, доказа-
но, что для любого подгруппового функтора 𝜏 такого, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 , решетка всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно (тотально)
𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно (соответственно то-
тально) 𝜔-композиционных формаций. Кроме того, установлено, что если |𝜔 | > 1, 𝑚 > 𝑛 ≥ 0, где 𝑚 и 𝑛 — целые
числа, и 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 , то решетка всех 𝜏-замкнутых𝑚-кратно 𝜔-композиционных формаций не является подрешеткой
решетки всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно 𝜔-композиционных формаций.
Ключевые слова: конечная группа, формация групп, подгрупповой функтор, 𝜏-замкнутая формация, 𝑛-кратно
𝜔-насыщенная формация, тотально 𝜔-насыщенная формация, 𝑛-кратно 𝜔-композиционная формация, тотально
𝜔-композиционная формация, полная решетка формаций, полная подрешетка.
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Abstract. All groups under consideration are finite. Let 𝜔 be a non-empty set of primes, 𝑛 be a non-negative integer, and
𝜏 be a subgroup functor in the sense of A. N. Skiba. We also denote by 𝜏𝑠𝑛 the subgroup functor such that for every group
𝐺 the set 𝜏𝑠𝑛 (𝐺) coincides with the set of all subnormal subgroups of the group 𝐺 . Recall that a formation is a class of
groups that is closed under taking homomorphic images and finite subdirect products. The paper studies the connections
between different lattices of formations.We obtain sufficient conditions under which the lattice of formationsH𝜔𝑙 is complete
sublattice of the lattice of formations Θ𝜔𝑐 for some complete lattices of formations H and Θ. In particular, we show that the
lattice of all 𝜏-closed 𝑛-multiply (totally) 𝜔-saturated formations is complete sublattice of the lattice of all 𝜏-closed 𝑛-multiply
(respectively, totally) 𝜔-composition formations for every subgroup functor 𝜏 such that 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Furthemore, we prove that
if |𝜔 | > 1, 𝑚 > 𝑛 ≥ 0 be integers, and 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 , then the lattice of all 𝜏-closed 𝑚-multiply 𝜔-composition formations is not
sublattice of the lattice of all 𝜏-closed 𝑛-multiply 𝜔-composition formations.
Keywords: finite group, formation of groups, subgroup functor, 𝜏-closed formation,𝑛-multiply𝜔-saturated formation, totally
𝜔-saturated formation,𝑛-multiply𝜔-composition formation, totally𝜔-composition formation, complete lattice of formations,
complete sublattice.
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172 Частично композиционные формации с заданной структурой. I

1. Введение. Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными. Мы будем исполь-
зовать стандартные обозначения и определения [6, 11, 16, 26, 27]. Напомним, что формацией называется
класс групп, замкнутый относительно взятия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведе-
ний. В различных приложениях теории формаций наиболее полезными оказались локальные и компо-
зиционные (или разрешимо насыщенные, локальные в смысле Р. Бэра) формации, а также их обобще-
ния — частично локальные и частично композиционные формации (см. [1, 5, 6, 11, 15, 16, 18, 19, 26, 27]).

В дальнейшем 𝜔 обозначает некоторое непустое множество простых чисел, 𝑝 и 𝑞 — некоторые про-
стые числа. Для каждого множества простых чисел 𝜋 через 𝜋 ′ обозначается множество P \ 𝜋 , где P—
множество всех простых чисел. Символ 𝜋 (𝐺) обозначает множество всех различных простых дели-
телей порядка группы 𝐺 , 𝜋 (𝔛) — объединение множеств 𝜋 (𝐺) для всех групп 𝐺 из 𝔛. Символом (1)
обозначается класс всех единичных групп. Для произвольного класса групп𝔉 ⊇ (1) символ𝐺𝔉 обозна-
чает пересечение всех таких нормальных подгрупп 𝑁 , что 𝐺/𝑁 ∈ 𝔉, символ 𝐺𝔉 — произведение всех
нормальных𝔉-подгрупп группы 𝐺 .

Символы𝔊,𝔊𝜋 , 𝔑𝑝 ,𝔖𝜋 и 𝔑𝜋 обозначают класс всех групп, 𝜋-групп, 𝑝-групп, разрешимых 𝜋-групп
и нильпотентных 𝜋-групп соответственно. Если 𝜋 = ∅, то, по определению,𝔊∅ = 𝔑∅ = 𝔖∅ = (1). Следуя
[26], символом𝔊𝜔𝑑 мы обозначаем класс всех тех групп, у которых каждый композиционный фактор
является 𝜔𝑑-группой.

Полагают

𝐺𝜔𝑑 = 𝐺𝔊𝜔𝑑
, 𝐹𝑝 (𝐺) = 𝐺𝔊𝑝′𝔑𝑝

, 𝑅𝜔 (𝐺) = 𝐺𝔖𝜔
, 𝑂𝑝 (𝐺) = 𝐺𝔑𝑝

, 𝑂𝜋 (𝐺) = 𝐺𝔊𝜋
.

Как и в [16], символ𝐶𝑝 (𝐺) обозначает пересечение централизаторов всех тех главных факторов груп-
пы𝐺 , чьи композиционные факторы имеют простой порядок 𝑝 (если в группе𝐺 нет таких факторов, то
полагают 𝐶𝑝 (𝐺) = 𝐺). Для произвольной совокупности групп 𝔛 символ (𝔛) обозначает абстрактное за-
мыкание𝔛, т. e. класс всех групп, изоморфных группам из𝔛. СимволыK(𝔛) иCom(𝔛) обозначают класс
всех тех простых групп и соответственно класс всех тех простых абелевых групп, которые встречаются
в качестве композиционных факторов некоторых групп из 𝔛.

Класс всех простых группмыобозначаем символомℑ. Для произвольного подкласса𝔏 изℑ полагают
𝔏′ = ℑ \ 𝔏, 𝔏+ — класс всех абелевых групп из 𝔏 и 𝔏− = 𝔏 \ 𝔏+.

Для произвольного класса простых групп 𝔗 символ 𝐸 (𝔗) обозначает класс всех таких групп 𝐺 , что
K(𝐺) ⊆ 𝔗. По определению, единичные группы принадлежат 𝐸 (𝔗).

Всякая функция вида
𝑓 : 𝜔 ∪ {𝜔 ′} → {формации групп} (1)

называется формационной 𝜔-функцией.
Следуя работам А. Н. Скибы и Л. А. Шеметкова [26, 27], соответственно, сопоставим функции 𝑓 два

класса групп

𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) =
(
𝐺 | 𝐺/𝐺𝜔𝑑 ∈ 𝑓 (𝜔 ′) и 𝐺/𝐹𝑝 (𝐺) ∈ 𝑓 (𝑝)
для всех 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐺) ∩ 𝜔

)
и

𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ) =
(
𝐺 | 𝐺/𝑅𝜔 (𝐺) ∈ 𝑓 (𝜔 ′) и 𝐺/𝐶𝑝 (𝐺) ∈ 𝑓 (𝑝)
для всех 𝑝 ∈ 𝜋

(
Com(𝐺)

)
∩ 𝜔

)
.

Для любой функции 𝑓 вида (1) классы групп 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) и 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ) являются формациями.
Если формация 𝔉 такова, что 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) для некоторой функции 𝑓 вида (1), то 𝔉 называется 𝜔-

насыщенной или 𝜔-локальной формацией с 𝜔-локальным спутником 𝑓 [26]. Если при этом все значения 𝑓
лежат в 𝔉, то 𝑓 называется внутренним (или приведенным) 𝜔-локальным спутником формации 𝔉. Со-
гласно замечанию 1 [26], всякая 𝜔-насыщенная формация 𝔉 имеет такой единственный 𝜔-локальный
спутник 𝐹 , что 𝐹 (𝜔 ′) = 𝔉 и 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝐹 (𝑝) ⊆ 𝔉 для всех 𝑝 ∈ 𝜔 . Такой спутник называется каноническим
𝜔-локальным спутником формации𝔉.

Если формация 𝔉 такова, что 𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ) для некоторой функции вида (1), то 𝔉 называется 𝜔-
композиционной или разрешимо 𝜔-насыщенной формацией с 𝜔-композиционным спутником 𝑓 [27]. При
этом если все значения 𝑓 лежат в𝔉, то 𝑓 называется внутренним (или приведенным) 𝜔-композиционным
спутником формации𝔉. Согласно замечанию 1 [27], любая𝜔-композиционная формация𝔉 имеет такой
единственный 𝜔-композиционный спутник 𝐹 , что 𝐹 (𝜔 ′) = 𝔉 и 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝐹 (𝑝) ⊆ 𝔉 для всех 𝑝 ∈ 𝜔 . Такой
спутник называется каноническим 𝜔-композиционным спутником формации𝔉.

Отметим, что класс локальных формаций совпадает с классом P-локальных формаций, а класс ком-
позиционных формаций совпадает с классом P-композиционных формаций (см. [26, 27]).
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Всякая формация считается 0-кратно 𝜔-насыщенной, а при 𝑛 ≥ 1 формация 𝔉 называется 𝑛-кратно
𝜔-насыщенной, если 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ), где все (непустые) значения спутника 𝑓 являются (𝑛 − 1)-кратно 𝜔-
насыщенными формациями [26]. Формация 𝔉 называется тотально 𝜔-насыщенной, если она 𝑛-кратно
𝜔-насыщенна для всех натуральных 𝑛. 𝑛-кратно 𝜔-композиционные и тотально 𝜔-композиционные
формации определяются аналогично [27].

Сопоставим со всякой группой𝐺 некоторую систему ее подгрупп 𝜏 (𝐺). Говорят, что 𝜏 — подгрупповой
функтор (в смысле А. Н. Скибы [6], с. 16), если выполняются следующие условия:

1) 𝐺 ∈ 𝜏 (𝐺) для любой группы 𝐺 ;
2) для всякого эпиморфизма 𝜑 : 𝐴 → 𝐵 и любых групп 𝐻 ∈ 𝜏 (𝐴), 𝑇 ∈ 𝜏 (𝐵) имеет место 𝐻𝜑 ∈ 𝜏 (𝐵) и

𝑇𝜑−1 ∈ 𝜏 (𝐴).
Через S(𝐺) обозначают совокупность всех подгрупп группы 𝐺 , а через S𝑛 (𝐺) — совокупность всех

нормальных подгрупп группы 𝐺 . Подгрупповой функтор 𝜏 называется тривиальным, если 𝜏 (𝐺) = {𝐺},
и единичным, если 𝜏 (𝐺) = S(𝐺). Формация𝔉 называется 𝜏-замкнутой, если 𝜏 (𝐺) ⊆ 𝔉 для любой группы
𝐺 ∈ 𝔉.

В дальнейшем символом 𝜏𝑠𝑛 мы обозначаем подгрупповой функтор такой, что множество 𝜏𝑠𝑛 (𝐺)
совпадает с множеством всех субнормальных подгрупп из 𝐺 для каждой группы 𝐺 .

Напомним, что непустая совокупность формаций Θ называется полной решеткой формаций (см. [6],
с. 151), если пересечение любой совокупности формаций из Θ снова принадлежит Θ и во множестве Θ
имеется такая формация𝔉, что ℌ ⊆ 𝔉 для любой формации ℌ ∈ Θ.

Пусть Θ— полная решетка формаций. Формационная функция вида (1) называется Θ-значной, если
все ее значения принадлежат решетке Θ. Символом Θ𝜔𝑙 мы обозначаем совокупность всех формаций,
обладающих 𝜔-локальным Θ-значным спутником (см. [26]), а символом Θ𝜔𝑐 — совокупность всех фор-
маций, обладающих 𝜔-композиционным Θ-значным спутником (см. [27]).

Символами 𝑙𝜏𝜔𝑛
и 𝑙𝜏𝜔∞ обозначены совокупность всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно 𝜔-насыщенных фор-

маций и совокупность всех 𝜏-замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций соответственно. Анало-
гично символы 𝑐𝜏𝜔𝑛

и 𝑐𝜏𝜔∞ используются для обозначения совокупности всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно
𝜔-композиционных формаций и совокупности всех 𝜏-замкнутых тотально 𝜔-композиционных форма-
ций соответственно. Каждая из совокупностей 𝑙𝜏𝜔𝑛

и 𝑙𝜏𝜔∞ , а также 𝑐𝜏𝜔𝑛
и 𝑐𝜏𝜔∞ , частично упорядоченная

по включению, образует полную решетку формаций (см. [1], теоремы 1.5.3, 1.5.4, 1.6.3 и 1.6.4 на cc. 52,
54, 68 и 70 соответственно). Будем также использовать символы F и F 𝜏 для обозначения решетки всех
формаций и решетки всех 𝜏-замкнутых формаций соответственно (см. [28, 38]).

Известно, что подрешетка полной решетки 𝐿 может быть полной решеткой, в то же время не являясь
полной подрешеткой решетки 𝐿. Подрешетка 𝐻 полной решетки 𝐿 называется полной, если для любого
непустого подмножества 𝑋 ⊆ 𝐻 имеет место sup𝐿 𝑋 ∈ 𝐻 и inf𝐿 𝑋 ∈ 𝐻 . В таком случае имеем sup𝐻 𝑋 =

sup𝐿 𝑋 и inf𝐻 𝑋 = inf𝐿 𝑋 .
Полные подрешетки формаций исследовались в работах В. Г. Сафонова, Л. А. Шеметкова и других

авторов [4, 13, 28, 38, 39, 40], а также книгах А. Н. Скибы, Н. Н. Воробьева и Го Вэньбиня [1, 6, 19]. При
этом важным этапом в установлении полноты подрешеток насыщенных и разрешимо насыщенных
формаций явилось развитие функторных методов исследования формаций [6]. Так, А. Н. Скибой (см.
[6], следствие 4.1.14, с. 158) было показано, что решетка 𝑙𝜏𝑛 всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно насыщенных фор-
маций является полной подрешеткой решетки 𝑙𝑛 всех 𝑛-кратно насыщенных формаций. В. Г. Сафонов
и Л. А. Шеметков [4] доказали полноту подрешетки 𝑙𝜏∞ всех 𝜏-замкнутых тотально насыщенных форма-
ций в решетке 𝑙∞ всех тотально насыщенных формаций, а в работе автора и В. Г. Сафонова [13] данный
результат был распространен на аналогичные структуры, рассмотренные в свете теории частично на-
сыщенных формаций.

В совместной работе [28] А. Н. Скибой и Н. Н. Воробьевым установлено, что решетка 𝑙 всех насыщен-
ных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐 всех композиционных формаций. Позднее
Н. Н. Воробьевым в работах [38, 39], соответственно, данный результат был обобщен на пары реше-
ток (первая — полная подрешетка второй): всех 𝜏-замкнутых насыщенных формаций 𝑙𝜏 , 𝜏-замкнутых
композиционных формаций 𝑐𝜏 и всех 𝜔-насыщенных формаций 𝑙𝜔 , 𝜔-композиционных формаций 𝑐𝜔 .

В упомянутой выше работе [28] также были сформулированы следующие вопросы.
Вопрос 1 ([28], вопрос 5.3). Верно ли, что решетка 𝑙𝑛 всех 𝑛-кратно насыщенных формаций является

полной подрешеткой решетки 𝑐𝑛 всех 𝑛-кратно разрешимо насыщенных формаций (𝑛 — произвольное
целое неотрицательное число)?

Вопрос 2 ([28], вопрос 5.4). Верно ли, что решетка 𝑙∞ всех тотально насыщенных формаций является
полной подрешеткой решетки 𝑐∞ всех тотально разрешимо насыщенных формаций?

Цельюнастоящейработы является получение достаточных условий, при которых решеткаформаций
вида H𝜔𝑙 оказывается полной подрешеткой решетки формаций вида Θ𝜔𝑐 , где H𝜔𝑙 и Θ𝜔𝑐 — некоторые
полные решетки формаций (см. теорема 1). В качестве следствия полученного результата мы даем
положительные ответы на указанные вопросы 1 и 2 (см. следствия 16 и 31 соответственно). Кроме
того, мы укажем также решение вопроса 5.4 [36], предложенного А. А. Царевым и Н. Н. Воробьевым,
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и покажем, что если |𝜔 | > 1, 𝑚 > 𝑛 ≥ 0, где 𝑚 и 𝑛 — целые числа, и 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 , то решетка 𝑐𝜏𝜔𝑚
всех

𝜏-замкнутых 𝑚-кратно 𝜔-композиционных формаций не является подрешеткой решетки 𝑐𝜏𝜔𝑛
всех 𝜏-

замкнутых 𝑛-кратно 𝜔-композиционных формаций (см. следствие 36). Заметим, что теоремы, леммы,
определения, утверждения, предложения, примеры и замечания имеют самостоятельную нумерацию.

2. Вспомогательные результаты. В дальнейшем для произвольной полной решетки формаций Θ
символом 𝔐Θ мы будем обозначать ее наибольший элемент (единицу). Наименьшим элементом (нулем)
всех рассматриваемых решетокформаций всегда будем считать пустуюформацию∅ (если нуль решетки
Θне совпадает с∅, то, как следуетиз определенияполнойрешеткиформаций, решеткуΘможновложить
естественным образом в решетку Θ̃, которая получается присоединением ∅ к Θ.)

Напомним, что для любой полной решетки формаций Θ и любой совокупности групп 𝔛 такой,
что (𝔛) ⊆ 𝔐Θ, через Θform(𝔛) обозначается пересечение всех тех формаций из Θ, которые содержат
все группы из 𝔛. В частности, если 𝔛 = {𝐺}, то используется обозначение Θform(𝐺). В случае, когда
Θ = F — решетка всех формаций, знакΘ опускают. ЕслиΘ = F 𝜏 — решетка всех 𝜏-замкнутых формаций,
то вместо Θform(𝔛) пишут 𝜏form(𝔛).

Для любой совокупности формаций {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } из Θ полагают ∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = Θform
(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
.

Пусть {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } — произвольная совокупность Θ-значных формационных 𝜔-функций. Тогда символом
∨Θ (𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) обозначают формационную 𝜔-функцию 𝑓 такую, что 𝑓 (𝑎) = Θform

(
∪
𝑖∈𝐼
𝑓𝑖 (𝑎)

)
для всех

𝑎 ∈ 𝜔 ∪ {𝜔 ′}.
Напомним также, что если Θ является полной решеткой формаций, то каждая из совокупностей Θ𝜔𝑙

и Θ𝜔𝑐 также является полной решеткой формаций (подробнее см. [26, 27]).
Лемма 1. Для произвольного простого числа 𝑝 цоколь Soc(𝐺) группы 𝐺 содержится в подгруппе 𝐶𝑝 (𝐺),

причем последняя является характеристической подгруппой в 𝐺 . В частности, если 𝐺 ≠ 1, то 𝐶𝑝 (𝐺) ≠ 1.
Доказательство. Зафиксируем произвольное простое число 𝑝 . Если 𝐺 = 1, то утверждение леммы

очевидно. Поэтому в дальнейшем считаем, что 𝐺 ≠ 1. Вследствие леммы 1.2 работы [23] 𝐶𝑝 (𝐺) = 𝐺𝔊𝑐𝑝
,

где 𝔊𝑐𝑝 — класс всех таких групп, все главные 𝑝-факторы которых центральны. Заметим, что в силу
леммы 1.1 [23] класс 𝔊𝑐𝑝 является классом Фиттинга (подробнее см. лемма 3 [31], а также лемма 3.1
[20]). Отсюда и из определений следует, что подгруппа 𝐶𝑝 (𝐺) — характеристическая. (То, что 𝐶𝑝 (𝐺)
является характеристической подгруппой в 𝐺 , может быть также установлено из того замечания, что
ввиду определения подгруппы 𝐶𝑝 (𝐺) для любого эпиморфизма 𝜃 группы 𝐺 справедливо включение
𝜃
(
𝐶𝑝 (𝐺)

)
⊆ 𝐶𝑝

(
𝜃 (𝐺)

)
.)

Пусть 𝐿 —минимальная нормальная подгруппа группы 𝐺 . Тогда если 𝑍𝑝 ∉ K(𝐿), то вследствие
леммы 1 [27] (см. также лемма 3.2 [20]) получаем 𝐿 ⊆ 𝐶𝑝 (𝐺). Если же 𝑍𝑝 ∈ K(𝐿), то 𝐿 — 𝑝-группа, и,
учитывая лемму 3.9 [9], с. 26 (см. также [16], лемма 13.6, с. 45) и определение группы 𝐶𝑝 (𝐺), имеем
𝐿 ⊆ 𝐹𝑝 (𝐺) ⊆ 𝐶𝑝 (𝐺). Таким образом, в каждом из рассмотренных случаев 𝐿 ⊆ 𝐶𝑝 (𝐺), и следовательно,
Soc(𝐺) ⊆ 𝐶𝑝 (𝐺). Лемма доказана.

Лемма 2 ([30], лемма 3.2; [32], лемма 2.4). Пусть 𝑝 — простое число, и пусть 𝔉— разрешимо 𝑝-
насыщенная формация, содержащая 𝔑𝑝 . Предположим также, что 𝑁 — элементарная абелева нормальная
𝑝-подгруппа из 𝐺 такая, что 𝐺/𝑁 ∈ 𝔉 и [𝑁 ]

(
𝐺/𝐶𝐺 (𝑁 )

)
∈ 𝔉. Тогда 𝐺 ∈ 𝔉.

Лемма 3. Пусть 𝔉 и ℌ — непустые формации, причем формация ℌ — разрешимо 𝑝-насыщенна, и 𝐺 —
группа минимального порядка из 𝔉 \ ℌ. Тогда 𝐺 —монолитическая группа и ее монолит Soc(𝐺) совпадает
c 𝐺ℌ . Если при этом 𝐺ℌ — 𝑝-группа, то

𝐺ℌ = 𝐶𝐺 (𝐺ℌ) = 𝐶𝑝 (𝐺) = 𝐹𝑝 (𝐺) = 𝐹𝜈 (𝐺) = 𝐹 (𝐺) = 𝑂𝑝 (𝐺),

где 𝜈 — произвольное непустое множество простых чисел такое, что 𝑝 ∈ 𝜈 .
Доказательство. Поскольку 𝔉 и ℌ —формации, то 𝐺 —монолитическая группа с монолитом 𝑃 =

Soc(𝐺) = 𝐺ℌ . Пусть 𝑃 — 𝑝-группа для некоторого простого 𝑝 ∈ 𝜔 , 𝜈 —множество из условия леммы. И
пусть 𝑇 = [𝑃]

(
𝐺/𝐶𝐺 (𝑃)

)
. Так как 𝐺 ∈ 𝔉, то ввиду предложения 1.5 [16], с. 335 имеет место 𝑇 ∈ 𝔉.

Предоложим, что |𝑇 | < |𝐺 |. Тогда 𝑇 ∈ ℌ в силу выбора группы 𝐺 . Ясно, что в таком случае
𝑝 ∈ 𝜋

(
Com(ℌ)

)
, и следовательно, ввиду замечания 1 [27] 𝔑𝑝 ⊆ ℌ. Учитывая также, что по тем же

соображениям группа 𝐺/𝑃 ∈ ℌ, вследствие леммы 2 имеем 𝐺 ∈ ℌ. Противоречие.
Поэтому |𝑇 | = |𝐺 |. В таком случае 𝑃 = 𝐶𝐺 (𝑃). Последнее равенство ввиду включений 𝐹𝑝 (𝐺) ⊆ 𝐶𝑝 (𝐺) ⊆

𝐶𝐺 (𝑃) (см. [9], лемма 3.9, с. 26; [16], лемма 13.6, с. 45), а также включений

𝑃 ⊆ 𝑂𝑝 (𝐺) ⊆
∏×

𝑞∈𝜋 (𝐺)
𝑂𝑞 (𝐺) = 𝐹 (𝐺) =

⋂
𝑞∈P

𝐹𝑞 (𝐺) ⊆
⋂
𝑞∈𝜈

𝐹𝑞 (𝐺) = 𝐹𝜈 (𝐺) ⊆ 𝐹𝑝 (𝐺)

(см. [16], теорема 13.4(g), с. 44) влечет справедливость равенств из условия леммы. Лемма доказана.
Пусть 𝜋 — некоторое непустое множество простых чисел.
Определение 1. Полную решетку формаций Θ назовем 𝜋-частичной алгеброй формаций, если для

любого простого числа 𝑝 ∈ 𝜋 и для любой формации𝔉 ∈ Θ имеет место 𝔑𝑝𝔉 ∈ Θ. В случае, когда 𝜋 = P,
условимся опускать символ 𝜋 и говорить просто о частичной алгебре формаций (см. [6]).
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Лемма 4. Пусть H— полная решетка формаций такая, что H𝜔𝑙 ⊆ H. И пусть 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) ∈ H𝜔𝑙 , где
𝑓 — произвольный внутренний 𝜔-локальный H-значный спутник формации𝔉. Тогда𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (ℎ) ∈ H𝜔𝑐 , где
ℎ —𝜔-композиционный спутник такой, что ℎ(𝑝) = 𝑓 (𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜔 и ℎ(𝜔 ′) = 𝔉. Если, кроме того,
H является 𝜔-частичной алгеброй формаций, то канонический 𝜔-композиционный спутник формации 𝔉

H-значен и совпадает с ее каноническим 𝜔-локальным спутником.
Доказательство. Заметим, что если формация𝔉 ⊆ 𝔊𝜔′ , то утверждение леммы следует из примера 1

[26] и примера 1 [27]. В частности, лемма верна, если𝔉 = ∅. Поэтому в дальнейшем можно считать, что
формация𝔉 ≠ ∅. Пустьℌ = 𝐶𝐹𝜔 (ℎ), где ℎ — спутник из условия. Очевидно, что в таком случае формация
ℌ ≠ ∅. Из условия и определений следует, что ℌ ∈ H𝜔𝑐 . Покажем, что𝔉 = ℌ.

Предположим, что ℌ * 𝔉 и 𝐺 — группа минимального порядка из ℌ \𝔉. Тогда 𝐺 —монолитическая
группа с монолитом 𝑅 = 𝐺𝔉.

Если 𝑅𝜔 (𝐺) = 1, то 𝐺 � 𝐺/1 = 𝐺/𝑅𝜔 (𝐺) ∈ ℎ(𝜔 ′) = 𝔉. Противоречие. Следовательно, 𝑅𝜔 (𝐺) ≠ 1, и 𝑅 —
абелева 𝑝-группа для некоторого простого 𝑝 ∈ 𝜔 . Так как формация𝔉 𝜔-насыщенна, то𝔉— разрешимо
𝜔-насыщенна. Следовательно, вследствие леммы 3 справедливы равенства 𝑅 = 𝑂𝑝 (𝐺) = 𝐶𝑝 (𝐺). Ввиду
того, что спутник 𝑓 — внутренний, последнее влечет

𝐺/𝑂𝑝 (𝐺) = 𝐺/𝑅 = 𝐺/𝐶𝑝 (𝐺) ∈ ℎ(𝑝) = 𝑓 (𝑝) = 𝑓 (𝑝) ∩𝔉.

Применяя лемму 4 [26], заключаем, что 𝐺 ∈ 𝔉. Вновь полученное противоречие показывает, что ℌ ⊆ 𝔉.
Покажем теперь, что 𝔉 ⊆ ℌ. Предоложим, что это неверно, и 𝐺 — группа минимального порядка из

𝔉 \ℌ. Тогда 𝐺 —монолитическая группа и 𝑅 = 𝐺ℌ — ее монолит.
Предположим, что𝑅𝜔 (𝐺) = 1. Тогда𝑅 — неабелеваилиабелева𝜔 ′-группа, и следовательно,𝜋

(
Com(𝐺)

)
∩

𝜔 = 𝜋
(
Com(𝐺/𝑅)

)
∩ 𝜔 .

Пусть 𝑞 ∈ 𝜋
(
Com(𝐺)

)
∩ 𝜔 . Тогда ввиду леммы 1 [27] (см. также лемма 3.2 [20]) 𝐶𝑞 (𝐺/𝑅) = 𝐶𝑞 (𝐺)/𝑅.

Следовательно, так как 𝐺/𝑅 ∈ ℌ и 𝑞 ∈ 𝜋
(
Com(𝐺/𝑅)

)
∩ 𝜔 , имеем

𝐺/𝐶𝑞 (𝐺) � (𝐺/𝑅)/(𝐶𝑞 (𝐺)/𝑅) = (𝐺/𝑅)/𝐶𝑞 (𝐺/𝑅) ∈ ℎ(𝑞).

Таким образом, 𝐺/𝐶𝑞 (𝐺) ∈ ℎ(𝑞) для всех 𝑞 ∈ 𝜋
(
Com(𝐺)

)
∩ 𝜔 . Кроме того,

𝐺/𝑅𝜔 (𝐺) = 𝐺/1 � 𝐺 ∈ 𝔉 = ℎ(𝜔 ′).

Следовательно, 𝐺 ∈ ℌ. Противоречие.
Значит, 𝑅𝜔 (𝐺) ≠ 1 и 𝑅 — абелева 𝑝-группа для некоторого 𝑝 ∈ 𝜔 . Поскольку ℌ — непустая 𝜔-

композиционная формация, то ввиду леммы 3 имеют место равенства 𝑅 = 𝑂𝑝 (𝐺) = 𝐹𝑝 (𝐺). Поэтому

𝐺/𝑂𝑝 (𝐺) = 𝐺/𝑅 = 𝐺/𝐹𝑝 (𝐺) ∈ 𝑓 (𝑝) = ℎ(𝑝).

Кроме того, поскольку 𝑅 = 𝐺ℌ , то 𝐺/𝑂𝑝 (𝐺) = 𝐺/𝑅 ∈ ℌ. Значит,

𝐺/𝑂𝑝 (𝐺) ∈ ℎ(𝑝) ∩ℌ.

Применяя теперь лемму 4 [27], видим, что 𝐺 ∈ ℌ. Вновь полученное противоречие показывает, что
𝔉 ⊆ ℌ. Значит,𝔉 = ℌ. Таким образом,𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (ℎ) ∈ H𝜔𝑐 .

Предположим, что H—𝜔-частичная алгебра формаций. И пусть 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹 ) (𝐹 — канонический 𝜔-
локальный спутник формации 𝔉). Напомним, что ввиду замечания 1 [26] 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝔉(𝐹𝑝 ) для каждого
𝑝 ∈ 𝜔 и 𝐹 (𝜔 ′) = 𝔉. Учитывая, что по условию 𝔉 ∈ H𝜔𝑙 ⊆ H, из леммы 8 [26] получаем, что спутник 𝐹
являетсяH-значным. По доказанному𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 ) ∈ H𝜔𝑐 . Так как при этом 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝐹 (𝑝) и 𝐹 (𝜔 ′) = 𝔉 для
всех 𝑝 ∈ 𝜔 , то ввиду замечания 1 [27] заключаем, что спутник 𝐹 — канонический 𝜔-композиционный
спутник формации𝔉. Лемма доказана.

Непосредственно из леммы 11 [24] и доказательства леммы 11 [26] вытекает следующее утверждение
(см. также следствие 9 [26] и лемма 11 [13]).

Лемма 5. Для любого подгруппового функтора 𝜏 и всякого целого неотрицательного числа 𝑛 каждая из
решеток 𝑙𝜏𝜔𝑛

и 𝑙𝜏𝜔∞ является частичной алгеброй формаций.
Аналогично ввиду леммы 11 [24] и доказательства теоремы 3 [27] получаем следующий результат

(см. также следствие 4 [27] и лемма 2.1 [12]).
Лемма 6. Для любого подгруппового функтора 𝜏 и всякого целого неотрицательного числа 𝑛 каждая из

решеток 𝑐𝜏𝜔𝑛
и 𝑐𝜏𝜔∞ является частичной алгеброй формаций.

Следствие 1. Пусть𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) — 𝜏-замкнутая 𝑛-кратно 𝜔-насыщенная формация, где 𝑓 — произволь-
ный внутренний 𝜔-локальный 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 -значный спутник 𝔉, 𝑛 ∈ N. И пусть ℎ —формационная 𝜔-функция
такая, что ℎ(𝑝) = 𝑓 (𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜔 и ℎ(𝜔 ′) = 𝔉. Тогда 𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (ℎ) — 𝜏-замкнутая 𝑛-кратно 𝜔-
композиционная формация, причем спутник ℎ 𝑐𝜏𝜔𝑛−1 -значен. В частности, канонический𝜔-композиционный
спутник формации𝔉 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 -значен и совпадает с ее каноническим 𝜔-локальным спутником.
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Доказательство. Проведем индукцию по 𝑛. Для 𝑛 = 1 утверждение леммы следует из леммы 4
для решетки H = 𝑙𝜏𝜔0 = 𝑐𝜏𝜔0 = F 𝜏 ) ввиду леммы 1.5.11 [1], с. 60, леммы 1.6.8 [1], с. 71 и доказательства
леммы 1.5.6 [1], с. 58 с учетом леммы 5.

Пусть теперь 𝑛 > 1 и утверждение при 𝑛 − 1 верно. Пусть 𝔉—формация, а 𝑓 и ℎ —формационные
𝜔-функции из условия. Положим в лемме 4 H = 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 . Учитывая, что ввиду леммы 1.5.11 [1], с. 60 (см.
также лемма 2 [34]) H𝜔𝑙 = (𝑙𝜏𝜔𝑛−1 )

𝜔𝑙 = 𝑙𝜏𝜔𝑛
, имеем 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛

⊆ 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 . Применяя лемму 4, видим, что
𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (ℎ).

Из предположения индукции следует, что 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 ⊆ 𝑐𝜏𝜔𝑛−1 . Следовательно, так как ℎ(𝑝) = 𝑓 (𝑝) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−1
для всех 𝑝 ∈ 𝜔 и ℎ(𝜔 ′) = 𝔉 ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 , то спутник ℎ является 𝑐𝜏𝜔𝑛−1-значным.

Последняя часть следствия вытекает из соответствующей части леммы 4 ввиду леммы 5. Лемма
доказана.

Из следствия 1 c учетом леммы 5 вытекает следующий результат.
Следствие 2.Пусть𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) — 𝜏-замкнутаятотально𝜔-насыщенная формация, где 𝑓 — произволь-

ный внутренний 𝜔-локальный 𝑙𝜏𝜔∞ -значный спутник𝔉. И пусть ℎ —формационная 𝜔-функция такая, что
ℎ(𝑝) = 𝑓 (𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜔 и ℎ(𝜔 ′) = 𝔉. Тогда 𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (ℎ) — 𝜏-замкнутая тотально 𝜔-композиционная
формация, причем спутник ℎ 𝑐𝜏𝜔∞ -значен. В частности, канонический 𝜔-композиционный спутник форма-
ции𝔉 𝑙𝜏𝜔∞ -значен и совпадает с ее каноническим 𝜔-локальным спутником.

Следующая лемма является простым следствием теоремы 1 [26].
Лемма 7. Пусть𝔉—𝜔-насыщенная формация. Тогда 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 .

Утверждение 1. Пусть H—𝜔-частичная алгебра формаций такая, что H𝜔𝑙 ⊆ H. И пусть 𝔉—H𝜔𝑙 -
формация, 𝑔—минимальный 𝜔-локальный H-значный спутник формации 𝔉. Тогда 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 —
𝜔-локальный H-значный спутник такой, что 𝑓 (𝑝) = Hform

(
𝔉(𝐶𝑝 )

)
для всех 𝑝 ∈ 𝜔 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔉. Кроме

того, для любого 𝑝 ∈ 𝜔 справедливо равенство 𝑓 (𝑝) = 𝑔(𝑝).
Доказательство. Прежде всего, заметим, что ввиду леммы 4 𝔉 является H𝜔𝑐 -формацией и 𝔉 =

𝐿𝐹𝜔 (𝐹 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 ), причем канонический спутник 𝐹 H-значен. Обозначим через ℎ минимальный 𝜔-
композиционный H-значный спутник формации𝔉.

Так как формация 𝔉 𝜔-насыщенна, то вследствие леммы 7 справедливо равенство 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩

𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 . Из последнего ввиду леммы 5 [27] имеем ℎ(𝑝) = Hform
(
𝔉(𝐶𝑝 )

)
для всех 𝑝 ∈ 𝜔 и

ℎ(𝜔 ′) = Hform (𝐺/𝑅𝜔 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔉). В силу же леммы 5 [26] 𝑔(𝑝) = Hform
(
𝔉(𝐹𝑝 )

)
для каждого 𝑝 ∈ 𝜔 и

𝑔(𝜔 ′) = Hform (𝐺/𝐺𝜔𝑑 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔉). Далее, поскольку H𝜔𝑙 ⊆ H, спутники ℎ и 𝑔 являются внутренними
спутниками формации 𝔉. Поэтому в силу замечания 2 [27] и замечания 2 [26] 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝ℎ(𝑝) = 𝔑𝑝𝑔(𝑝)
для любого 𝑝 ∈ 𝜔 .

Если 𝑝 ∈ 𝜔 \ 𝜋 (𝔉), то в силу равенства 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 имеем 𝑓 (𝑝) = ∅. Ясно также, что

𝑔(𝑝) = ∅.
Пусть 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 ≠ ∅ и 𝑝 ∈ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 . Учитывая, что спутник 𝐹 — внутренний, а также принимая

во внимание включение 𝐹𝑝 (𝐺) ⊆ 𝐶𝑝 (𝐺), справедливое для любой группы 𝐺 (см. лемма 3.9 [9], с. 26),
вследствие леммы 5 [26] имеем

𝑔(𝑝) = Hform
(
𝐺 | 𝐺 ∈ 𝐹 (𝑝), 𝑂𝑝 (𝐺) = 1

)
= Hform

(
𝐺 | 𝐺 ∈ 𝔑𝑝ℎ(𝑝), 𝑂𝑝 (𝐺) = 1

)
=

= Hform
(
𝐺 | 𝐺 ∈ ℎ(𝑝), 𝑂𝑝 (𝐺) = 1

)
= Hform

(
𝐺 | 𝐺 ∈ Hform

(
𝔉(𝐶𝑝 )

)
, 𝑂𝑝 (𝐺) = 1

)
⊆

⊆ Hform
(
Hform

(
𝔉(𝐶𝑝 )

) )
= Hform

(
𝔉(𝐶𝑝 )

)
= Hform

(
𝐺/𝐶𝑝 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔉

)
= 𝑓 (𝑝) ⊆

⊆ Hform
(
𝐺/𝐹𝑝 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔉

)
= Hform

(
𝔉(𝐹𝑝 )

)
= 𝑔(𝑝).

Из последних включений следует, что 𝑓 (𝑝) = 𝑔(𝑝) для всякого 𝑝 ∈ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 .
Таким образом, 𝑓 (𝑝) = 𝑔(𝑝) для всех 𝑝 ∈ 𝜔 . Снова применяя лемму 5 [26], заключаем, что𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ).

Утверждение доказано.
Полагая в утверждении 1 H = 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 , где 𝑛 ∈ N и 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор, ввиду

леммы 5 и леммы 1.5.11 [1], с. 60 (см. также лемма 2 [34]) получаем
Утверждение 2. Пусть 𝔉— 𝑙𝜏𝜔𝑛

-формация и 𝑔—минимальный 𝜔-локальный 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 -значный спутник
формации 𝔉, 𝑛 ∈ N. Тогда 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 —𝜔-локальный спутник такой, что 𝑓 (𝑝) = 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 form

(
𝔉(𝐶𝑝 )

)
для всех 𝑝 ∈ 𝜔 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔉. Кроме того, для любого 𝑝 ∈ 𝜔 справедливо равенство 𝑓 (𝑝) = 𝑔(𝑝).

Для тривиального подгруппового функтора 𝜏 и𝑛 = 1 из утверждения 2 с учетом п. (2.10) [30] вытекает
следующий результат.

Следствие 3 ([32], теорема 4.6; [30], теорема 3.1(b)).Пусть𝔉— непустая𝜔-насыщенная формация иℎ —
минимальный композиционный спутник формации 𝑐form (𝔉). Тогда𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 —такой𝜔-локальный
спутник, что 𝑓 (𝑝) = ℎ(𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜔 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔉.

Полагая теперь в утверждении 1 H = 𝑙𝜏𝜔∞ , где 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор, вследствие
леммы 5 и леммы 17 [13] устанавливаем следующее

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2021, том 53, №3



В. В. Щербина 177

Утверждение 3. Пусть 𝔉— 𝑙𝜏𝜔∞ -формация и 𝑔—минимальный 𝜔-локальный 𝑙𝜏𝜔∞ -значный
спутник формации 𝔉. Тогда если 𝑓 —𝜔-локальный спутник такой, что 𝑓 (𝑝) = 𝑙𝜏𝜔∞ form

(
𝔉(𝐶𝑝 )

)
для всех

𝑝 ∈ 𝜔 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔉, то𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ). Кроме того, для любого 𝑝 ∈ 𝜔 справедливо равенство 𝑓 (𝑝) = 𝑔(𝑝).
Лемма 8. Пусть Θ— полная решетка формаций, ℌ — непустая S𝑛-замкнутая формация, такая, что

для любой формации 𝔉 ∈ Θ имеет место ℌ𝔉 ∈ Θ. Тогда для любого набора {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } формаций 𝔉𝑖 ∈ Θ
имеет место включение

∨Θ (ℌ𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) ⊆ ℌ
(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
.

Доказательство. Поскольку для любого 𝑖 ∈ 𝐼 выполняется включение 𝔉𝑖 ⊆ ∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ), то,
учитывая, что ℌ — S𝑛-замкнутая формация, имеем ℌ𝔉𝑖 ⊆ ℌ

(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
. Поэтому

∪
𝑖∈𝐼

ℌ𝔉𝑖 ⊆ ℌ
(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
.

По условию формация ℌ
(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
∈ Θ. Следовательно,

∨Θ (ℌ𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = Θform
(
∪
𝑖∈𝐼

ℌ𝔉𝑖

)
⊆ ℌ

(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
.

Лемма доказана.
Напомним, что полная решетка формаций Θ𝜔𝑙 называется индуктивной (см. [6], с. 151), если для

любого набора {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } формаций 𝔉𝑖 ∈ Θ𝜔𝑙 и для всякого набора {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } внутренних Θ-значных
𝜔-локальных спутников, где𝔉𝑖 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓𝑖 ), имеет место

∨Θ𝜔𝑙 (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐿𝐹𝜔
(
∨Θ (𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
.

Аналогично, полная решетка формаций Θ𝜔𝑐 называется индуктивной (см. [6], с. 151; [1], с. 220), если
для любого набора {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } формаций𝔉𝑖 ∈ Θ𝜔𝑐 и для всякого набора {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } внутреннихΘ-значных
𝜔-композиционных спутников, где𝔉𝑖 = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓𝑖 ), имеем

∨Θ𝜔𝑐 (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐶𝐹𝜔
(
∨Θ (𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
.

Предложение 1. Пусть Θ𝜔𝑐 = Θ— индуктивная решетка формаций, 𝔉𝑖 ∈ Θ, где 𝑖 ∈ 𝐼 , и 𝜋 —такое
непустое множество простых чисел, что 𝜋 ⊆ 𝜔 . Тогда если для любой формации𝔉 ∈ Θ формация𝔑𝜋𝔉 ∈ Θ,
то

∨Θ
(
𝔑𝜋𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= 𝔑𝜋

(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
.

Доказательство. Пусть 𝔛1 = ∨Θ
(
𝔑𝜋𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, 𝔛2 = 𝔑𝜋

(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
. Утверждение леммы очевидно,

если 𝔉𝑖 = ∅ для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 . Поэтому в дальнейшем считаем, что 𝔉𝑖0 ≠ ∅ для некоторого 𝑖0 ∈ 𝐼 и,
следовательно, каждая из формаций 𝔛1 и 𝔛2 не является пустой. Полагая, далее, в лемме 8 ℌ = 𝔑𝜋 и
учитывая, что 𝔑𝜋 — S-замкнутая формация, имеем 𝔛1 ⊆ 𝔛2.

Прежде чем доказать обратное включение, заметим следующее. Нетрудно видеть (см. лемма 11 [27]),
чтоформация𝔑𝜋 имеет такой внутренний (минимальный)𝜔-композиционный спутник𝑛, что𝑛(𝑞) = (1)
для любого 𝑞 ∈ 𝜋 , 𝑛(𝑞) = ∅ для всех 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑛(𝜔 ′) = (1). Ввиду условия формация𝔉𝑖 ∈ Θ = Θ𝜔𝑐 . Пусть
𝔉𝑖 = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓𝑖 ), где 𝑖 ∈ 𝐼 , причем спутник 𝑓𝑖 является внутренним. Согласно теореме 6 [27], формация 𝔑𝜋𝔉𝑖

имеет такой внутренний𝜔-композиционный спутник 𝑓𝑖 , что 𝑓𝑖 (𝑞) = 𝔉𝑖 для каждого𝑞 ∈ 𝜋 , 𝑓𝑖 (𝑞) = 𝑓𝑖 (𝑞) для
всякого𝑞 ∈ 𝜔\𝜋 и 𝑓𝑖 (𝜔 ′) = 𝔑𝜋𝔉𝑖 . По условиюΘ𝜔𝑐 = Θ— индуктивная решетка формаций. Следовательно,
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ𝜔𝑐 (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐶𝐹𝜔

(
∨Θ (𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
. Применяя теперь теорему 6 [27], заключаем, что

формация 𝔛2 имеет такой 𝜔-композиционный спутник 𝑥2, что 𝑥2 (𝑞) = ∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) для любого 𝑞 ∈ 𝜋 ,
𝑥2 (𝑞) = ∨Θ (𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) (𝑞) = ∨Θ (𝑓𝑖 (𝑞) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) для всех 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑥2 (𝜔 ′) = 𝔑𝜋

(
∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
= 𝔛2. Проводя

аналогичные рассуждения с учетом равенств𝔑𝜋𝔉𝑖 = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓𝑖 ) (𝑖 ∈ 𝐼 ), видим, что формация𝔛1 имеет такой
𝜔-композиционный спутник 𝑥1, что 𝑥1 (𝑞) = ∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) для каждого 𝑞 ∈ 𝜋 , 𝑥1 (𝑞) = ∨Θ (𝑓𝑖 (𝑞) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) для
всякого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑥1 (𝜔 ′) = 𝔛1. Сравнивая спутники 𝑥1 и 𝑥2, заключаем, что 𝑥1 (𝑞) = 𝑥2 (𝑞) для любого
𝑞 ∈ 𝜔 . Заметим также, что спутники 𝑥1 и 𝑥2 — внутренние.

Перейдем теперь непосредственно к доказательству включения𝔛2 ⊆ 𝔛1. Допустим, что𝔛2 \𝔛1 ≠ ∅, и
пусть𝐴— группаминимальногопорядкаиз𝔛2\𝔛1. Тогда𝐴—монолитическая группаи𝑃 = Soc(𝐴) = 𝐴𝔛1 .

Если 𝑃 — неабелева группа или абелева 𝜋 ′-группа, то 𝐴 ∈ ∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) ⊆ ∨Θ
(
𝔑𝜋𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= 𝔛1.

Противоречие. Значит, 𝑃 — абелева 𝑝-группа для некоторого простого числа 𝑝 ∈ 𝜋 ⊆ 𝜔 . Тогда, так как
∅ ≠ 𝔛1 —𝜔-композиционная формация и по условию Θ𝜔𝑐 = Θ, вследствие леммы 3 имеем 𝑃 = 𝐶𝑝 (𝐴) =
𝑂𝑝 (𝐴).

Выше было установлено, что 𝑥1 (𝑞) = 𝑥2 (𝑞) для любого 𝑞 ∈ 𝜔 . Учитывая, что 𝐴 ∈ 𝔛2 и 𝑝 ∈ 𝜔 , получаем

𝐴/𝑂𝑝 (𝐴) = 𝐴/𝑃 = 𝐴/𝐶𝑝 (𝐴) ∈ 𝑥2 (𝑝) = 𝑥1 (𝑝) .

Поскольку спутник 𝑥1 является внутренним, то, применяя лемму 4 [27], заключаем, что 𝐴 ∈ 𝔛1. Проти-
воречие. Следовательно, 𝔛2 ⊆ 𝔛1. Таким образом, 𝔛1 = 𝔛2. Предложение доказано.
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Предложение 2. Пусть Θ𝜔𝑐 = Θ— индуктивная решетка формаций, 𝜋 ⊆ 𝜔 — непустое множество
простых чисел, и для любой любой формации ℌ ∈ Θ имеет место 𝔑𝜋ℌ ∈ Θ. И пусть 𝜐 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) —терм
сигнатуры {∩,∨Θ},𝔉𝑖 —Θ-формация для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тогда

𝜐 (𝔑𝜋𝔉1, . . . ,𝔑𝜋𝔉𝑛) = 𝔑𝜋𝜐 (𝔉1, . . . ,𝔉𝑛).

Доказательство. Проведем индукцию по числу 𝑡 вхождений символов из {∩,∨Θ} в терм 𝜐.
При 𝑡 = 0 утверждение леммы очевидно.
При 𝑡 = 1 лемма верна ввиду леммы 13 [3] (с учетом радикальности формации𝔑𝜋 ) и предложения 1.
Предположим теперь, что терм 𝜐 имеет 𝑡 > 1 вхождений символов из {∩,∨Θ}. Пусть терм 𝜐 имеет вид

𝜐 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝜐1 (𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑟 )Δ𝜐2 (𝑥 𝑗1 , . . . , 𝑥 𝑗𝑠 ),

где Δ ∈ {∩,∨Θ}, 𝑟, 𝑠 ∈ N,
{𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑟 } ∪ {𝑥 𝑗1 , . . . , 𝑥 𝑗𝑠 } = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛},

и лемма для термов 𝜐1 и 𝜐2 верна. Тогда

𝜐1 (𝔑𝜋𝔉𝑖1 , . . . ,𝔑𝜋𝔉𝑖𝑟 ) = 𝔑𝜋𝜐1 (𝔉𝑖1 , . . . ,𝔉𝑖𝑟 ),
𝜐2 (𝔑𝜋𝔉𝑗1 , . . . ,𝔑𝜋𝔉𝑗𝑠 ) = 𝔑𝜋𝜐2 (𝔉𝑗1 , . . . ,𝔉𝑗𝑠 ).

Следовательно, по индукции

𝜐 (𝔑𝜋𝔉1, . . . ,𝔑𝜋𝔉𝑛) = 𝜐1 (𝔑𝜋𝔉𝑖1 , . . . ,𝔑𝜋𝔉𝑖𝑟 )Δ𝜐2 (𝔑𝜋𝔉𝑗1 , . . . ,𝔑𝜋𝔉𝑗𝑠 ) =
= 𝔑𝜋𝜐1 (𝔉𝑖1 , . . . ,𝔉𝑖𝑟 )Δ𝔑𝜋𝜐2 (𝔉𝑗1 , . . . ,𝔉𝑗𝑠 ) =

= 𝔑𝜋

(
𝜐1 (𝔉𝑖1 , . . . ,𝔉𝑖𝑟 )Δ𝜐2 (𝔉𝑗1 , . . . ,𝔉𝑗𝑠 )

)
= 𝔑𝜋𝜐 (𝔉1, . . . ,𝔉𝑛).

Предложение доказано.
Предложение 3. Пусть H𝜔𝑙 = H— индуктивная решетка формаций, 𝔉𝑖 ∈ H, где 𝑖 ∈ 𝐼 , и 𝜋 —такое

непустое множество простых чисел, что 𝜋 ⊆ 𝜔 . Тогда если для любой формацииℌ ∈ H формация𝔑𝜋ℌ ∈ H,
то

∨H
(
𝔑𝜋𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= 𝔑𝜋

(
∨H (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
.

Доказательство в целом дословно повторяет доказательство предложения 1. Используя лемму 1.5.2
[1], c. 61, теорему 7 [26] и лемму 4 [26] вместо леммы 8 [35], теоремы 6 [27] и леммы 4 [27] соответственно,
заменяя каждое вхождение символовΘ,Θ𝜔𝑐 на символыH,H𝜔𝑙 соответственно и рассматривая вместо𝜔-
композиционных спутников𝜔-локальные с учетом того, что каждая𝜔-насыщенная формация является
𝜔-композиционной, получаем требуемое. Предложение доказано.

Предложение 4. Пусть H𝜔𝑙 = H— индуктивная решетка формаций, 𝜋 ⊆ 𝜔 — непустое множе-
ство простых чисел, и для любой формации ℌ ∈ H имеет место 𝔑𝜋ℌ ∈ H. Предположим также, что
𝜐 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) —терм сигнатуры {∩,∨H},𝔉𝑖 —H-формация для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тогда

𝜐 (𝔑𝜋𝔉1, . . . ,𝔑𝜋𝔉𝑛) = 𝔑𝜋𝜐 (𝔉1, . . . ,𝔉𝑛).

Доказательство совершенно аналогично доказательству предложения 2. Необходимо лишь заме-
нить каждое вхождение символов Θ, Θ𝜔𝑐 на символы H, H𝜔𝑙 соответственно (т. е. рассмотреть соот-
ветствующие решетки формаций) и применить предложение 3 вместо предложения 1. Предложение
доказано.

Лемма 9 (см. [26], теоремы 7 и 8; [31], теорема 3). Пусть 𝔉 = 𝔐ℌ, где 𝔐 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑚) для некоторого
внутреннего спутника𝑚. Тогда еслиℌ —такая непустая формация, что 𝜋 (ℌ) ∩𝜔 ⊆ 𝜋 (𝔐), то𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ),
где 𝑓 (𝜔 ′) =𝑚(𝜔 ′)ℌ и

𝑓 (𝑝) =
{
𝑚(𝑝)ℌ, если 𝑝 ∈ 𝜋 (𝔐) ∩ 𝜔,
∅, если 𝑝 ∈ 𝜔 \ 𝜋 (𝔐).

Доказательство. Пусть𝔐1 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ). Покажем, что𝔐1 ⊆ 𝔉. Предположим, что это неверно, и пусть
𝐺 — группа минимального порядка из 𝔐1 \ 𝔉. Тогда 𝐺 монолитична, и 𝐿 = 𝐺𝔉 — ее монолит. Ввиду
включения ℌ ⊆ 𝔐ℌ = 𝔉 имеем 𝐺ℌ ≠ 1. Поэтому 𝐿 ⊆ 𝐺ℌ . Кроме того, поскольку 𝐺/𝐿 ∈ 𝔉, имеем
(𝐺/𝐿)ℌ = 𝐺ℌ/𝐿 и, следовательно, 𝐺ℌ/𝐿 ∈ 𝔐.

Предположим, что 𝐺𝜔𝑑 = 1. Тогда, учитывая, что 𝐺 ∈ 𝔐1, получаем

𝐺 � 𝐺/1 = 𝐺/𝐺𝜔𝑑 ∈ 𝑓 (𝜔 ′) =𝑚(𝜔 ′)ℌ ⊆ 𝔐ℌ = 𝔉.
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Противоречие. Следовательно, 𝐺𝜔𝑑 ≠ 1 и 𝐿 является 𝜔𝑑-группой (𝐿 —монолит 𝐺). Пусть 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐿) ∩ 𝜔 .
Тогда если 𝐿 — неабелева группа, то, очевидно, 𝐹𝑝 (𝐺) = 1 и

𝐺 � 𝐺/1 = 𝐺/𝐹𝑝 (𝐺) ∈ 𝑓 (𝑝) =𝑚(𝑝)ℌ ⊆ 𝔐ℌ = 𝔉.

Противоречие. Значит, 𝐿 является 𝑝-группой и, так как 𝐺/𝐹𝑝 (𝐺) ∈ 𝑓 (𝑝) = 𝑚(𝑝)ℌ и 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐿) ∩ 𝜔 ⊆
𝜋 (𝐺ℌ) ∩ 𝜔 , то

(𝐺/𝐹𝑝 (𝐺))ℌ = 𝐺ℌ𝐹𝑝 (𝐺)/𝐹𝑝 (𝐺) � 𝐺ℌ/(𝐺ℌ ∩ 𝐹𝑝 (𝐺)) = 𝐺ℌ/𝐹𝑝 (𝐺ℌ) ∈𝑚(𝑝).

Выше было показано, что 𝐺ℌ/𝐿 ∈ 𝔐. Так как 𝐿 — 𝑝-группа, то из последнего для любого 𝑞 ∈
(
𝜋 (𝐺ℌ) ∩

𝜔
)
\{𝑝} имеем 𝐹𝑞 (𝐺ℌ/𝐿) = 𝐹𝑞 (𝐺ℌ)/𝐿, и следовательно,

𝐺ℌ/𝐹𝑞 (𝐺ℌ) � (𝐺ℌ/𝐿)/(𝐹𝑞 (𝐺ℌ)/𝐿) = (𝐺ℌ/𝐿)/𝐹𝑞 (𝐺ℌ/𝐿) ∈𝑚(𝑞).

Таким образом, для любого 𝑟 ∈ 𝜋 (𝐺ℌ) ∩ 𝜔 имеет место 𝐺ℌ/𝐹𝑟 (𝐺ℌ) ∈ 𝑚(𝑟 ). Кроме того, очевидно,
(𝐺ℌ/𝐿)𝜔𝑑 = (𝐺ℌ)𝜔𝑑/𝐿. Поэтому

𝐺ℌ/(𝐺ℌ)𝜔𝑑 � (𝐺ℌ/𝐿)/((𝐺ℌ)𝜔𝑑/𝐿) = (𝐺ℌ/𝐿)/(𝐺ℌ/𝐿)𝜔𝑑 ∈𝑚(𝜔 ′).

Значит, 𝐺ℌ ∈ 𝔐, или 𝐺 ∈ 𝔐ℌ = 𝔉. Полученное противоречие показывает, что 𝔐1 ⊆ 𝔉.
Предположим теперь, что 𝔉 * 𝔐1, и 𝐺 — группа минимального порядка из 𝔉 \ 𝔐1. Тогда группа

𝐺 является монолитической, и 𝐿 = 𝐺𝔐1 — ее монолит. Предположим, что 𝐺ℌ = 1. Тогда 𝐺 ∈ ℌ ⊆
𝑚(𝜔 ′)ℌ = 𝑓 (𝜔 ′) и 𝐺/𝐹𝑝 (𝐺) ∈ ℌ ⊆ 𝑚(𝑝)ℌ = 𝑓 (𝑝) для всех 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐺) ∩ 𝜔 . Следовательно, 𝐺 ∈ 𝔐1.
Получили противоречие. Следовательно, 𝐺ℌ ≠ 1. Так как 𝐺 ∈ 𝔉 = 𝔐ℌ, то 𝐺ℌ ∈ 𝔐, и следовательно,
𝐺ℌ/(𝐺ℌ)𝜔𝑑 ∈𝑚(𝜔 ′).

Поскольку при этом

𝐺ℌ/(𝐺ℌ)𝜔𝑑 = 𝐺ℌ/(𝐺ℌ ∩𝐺𝜔𝑑 ) � 𝐺ℌ𝐺𝜔𝑑/𝐺𝜔𝑑 = (𝐺/𝐺𝜔𝑑 )ℌ,

то
𝐺/𝐺𝜔𝑑 ∈𝑚(𝜔 ′)ℌ = 𝑓 (𝜔 ′).

Далее, несложно видеть, что 𝜋 (𝐺ℌ) ∩ 𝜔 = 𝜋 (𝐺) ∩ 𝜔 . Действительно, последнее имеет место в силу
очевидного равенства 𝜋 (𝐺ℌ) ∪ 𝜋 (𝐺/𝐺ℌ) = 𝜋 (𝐺), а также включения 𝜋 (𝐺/𝐺ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 (𝐺ℌ), которое
непосредственно следует из условия. Следовательно, если 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐺) ∩ 𝜔 , имеем

(𝐺/𝐹𝑝 (𝐺))ℌ = 𝐺ℌ𝐹𝑝 (𝐺)/𝐹𝑝 (𝐺) � 𝐺ℌ/(𝐺ℌ ∩ 𝐹𝑝 (𝐺)) = 𝐺ℌ/𝐹𝑝 (𝐺ℌ) ∈𝑚(𝑝).

Из последнего следует, что 𝐺/𝐹𝑝 (𝐺) ∈ 𝑚(𝑝)ℌ = 𝑓 (𝑝) для всех 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐺) ∩ 𝜔 . Значит, 𝐺 ∈ 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝔐1.
Противоречие. Следовательно,𝔉 ⊆ 𝔐1. Таким образом,𝔉 = 𝔐1. Лемма доказана.

В дальнейшем для любой непустой формации 𝔉 мы полагаем 𝔉0 = (1), где (1) — класс (формация)
единичных групп.

Лемма 10. Пусть ℌ — произвольная 𝜏-замкнутая формация, 𝜋 —такое множество простых чисел,
что 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 , 𝑛 — целое неотрицательное число. И пусть 𝑓 —такая формационная 𝜔-функция, что
𝑓 (𝑞) = 𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ для каждого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для всякого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔑𝜋\𝜔𝔑
𝑛−1
𝜋 ℌ, где 𝑛 ≥ 1. Тогда

формация 𝔑𝑛
𝜋ℌ является 𝜏-замкнутой 𝑛-кратно (разрешимо) 𝜔-насыщенной. Кроме того, если 𝑛 ≥ 1, то

𝔑𝑛
𝜋ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), причем формационная функция 𝑓 𝑙𝜏𝜔𝑛−1 -значна (𝑐𝜏𝜔𝑛−1 -значна). В частности, если

формация ℌ такова, что 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ {𝑝} для некоторого простого числа 𝑝 , то формация 𝔑𝑝ℌ является
𝜏-замкнутой тотально (разрешимо) 𝜔-насыщенной.

Доказательство. Если ℌ = ∅, то утверждение леммы тривиально. Поэтому в дальнейшем считаем,
что ℌ — непустая формация.

Предположим, что 𝜋 = ∅. Тогда ℌ является, очевидно, 𝔊𝜔′-формацией. Следовательно, так как
𝔊𝜔′ ⊆ 𝐸 (𝔏′), где 𝔏 = 𝔏+ — такой непустой класс абелевых простых групп, что 𝜔 = 𝜋 (𝔏) (см. замечание 3
[27]), то ввиду примера 1 [26] и примера 1 [27] заключаем, что формация 𝔑𝑛

𝜋ℌ = 𝔑𝑛
∅ℌ = (1)𝑛ℌ = ℌ

является тотально (разрешимо) 𝜔-насыщенной. (В этом случае ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 (𝑞) = ∅ для
всех 𝑞 ∈ 𝜔 = 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = ℌ = 𝔑𝜋\𝜔𝔑

𝑛−1
𝜋 ℌ, 𝑛 ≥ 1.) Значит, поскольку ℌ 𝜏-замкнута, в рассматриваемом

случае утверждение леммы верно.
Пусть теперь 𝜋 ≠ ∅. Заметим, что поскольку для любого натурального𝑛 формация𝔑𝑛

𝜋 наследственна,
а формация ℌ 𝜏-замкнута, то ввиду леммы 11 [24] формация 𝔑𝑛

𝜋ℌ 𝜏-замкнута.
Индукцией по 𝑛 покажем, что 𝔑𝑛

𝜋ℌ является 𝑛-кратно (разрешимо) 𝜔-насыщенной формацией и,
кроме того, если 𝑛 ≥ 1, то 𝔑𝑛

𝜋ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 — спутник из условия леммы.
При 𝑛 = 0 утверждение тривиально.
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180 Частично композиционные формации с заданной структурой. I

Пусть 𝑛 = 1. Заметим, что согласно лемме 10 [26] и лемме 11 [27], 𝔑𝜋 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑚) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑚), где
𝑚 — такая формационная 𝜔-функция, что 𝑚(𝑞) = (1) для всякого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑚(𝑞) = ∅ для любого
𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и𝑚(𝜔 ′) = 𝔑𝜋\𝜔 (здесь мы воспользовались тем, что для произвольной нильпотентной группы
𝐺 нормальная подгруппа 𝐺𝜔𝑑 совпадает с 𝑂𝜔 (𝐺) и является холловой в 𝐺 ; в этой связи см. также
определение 𝜔-насыщенной формации, предложенное В. А. Ведерниковым и М. М. Сорокиной [37]).
Несложно также видеть, что формационная 𝜔-функция 𝑚 является минимальной. Далее, из условия
следует, что 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 ⊆ 𝜋 (ℌ) ∩𝜔 ⊆ 𝜋 = 𝜋 (𝔑𝜋 ) = 𝜋

(
Com(𝔑𝜋 )

)
. Следовательно, вследствие леммы 9

и леммы 4.5 [21] (см. также теорема 2 [31]) 𝔑𝜋ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где для формационной функции 𝑓
имеет место 𝑓 (𝑞) = 𝑚(𝑞)ℌ = (1)ℌ = ℌ = 𝔑0

𝜋ℌ для каждого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для всякого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋
и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝑚(𝜔 ′)ℌ = 𝔑𝜋\𝜔ℌ = 𝔑𝜋\𝜔𝔑

0
𝜋ℌ. Таким образом, 𝔑𝜋ℌ — (разрешимо) 𝜔-насыщенная формация.

Кроме того, поскольку формация𝔑𝜋\𝜔 наследственна, аℌ 𝜏-замкнута, то ввиду леммы 11 [24] формация
𝔑𝜋\𝜔ℌ 𝜏-замкнута. Следовательно, формационная 𝜔-функция 𝑓 𝜏-значна.

Предположим, что 𝑛 > 1 и утверждение справедливо для 𝑛 − 1. Так как по условию 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 , то

𝜋
(
Com(𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ)
)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 (𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ) ∩ 𝜔 ⊆
(
𝜋 (𝔑𝑛−1

𝜋 ) ∪ 𝜋 (ℌ)
)
∩ 𝜔 = (𝜋 (𝔑𝑛−1

𝜋 ) ∩ 𝜔) ∪ (𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔) =
= (𝜋 ∩ 𝜔) ∪ (𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔) ⊆ (𝜋 ∩ 𝜔) ∪ 𝜋 = 𝜋 = 𝜋 (𝔑𝜋 ) = 𝜋

(
Com(𝔑𝜋 )

)
.

Далее, применяя лемму 9 и лемму 4.5 [21], видим, что 𝔑𝑛
𝜋ℌ = 𝔑𝜋 (𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ) = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где
𝑓 (𝑞) =𝑚(𝑞) (𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ) = (1) (𝔑𝑛−1
𝜋 ℌ) = 𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ для любого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для каждого 𝑞 ∈ 𝜔 \𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) =
𝑚(𝜔 ′) (𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ) = 𝔑𝜋\𝜔 (𝔑𝑛−1
𝜋 ℌ) = 𝔑𝜋\𝜔𝔑

𝑛−1
𝜋 ℌ. По индуктивному предположению формация𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ — (𝑛−
1)-кратно (разрешимо) 𝜔-насыщенна. Кроме того, так как формация 𝔑𝜋\𝜔 является, очевидно, тотально
(разрешимо) 𝜔-насыщенной, то ввиду следствия 9 [26] и следствия 4 [27] формация 𝔑𝜋\𝜔 (𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ) =

𝔑𝜋\𝜔𝔑
𝑛−1
𝜋 ℌ — (𝑛 − 1)-кратно (разрешимо) 𝜔-насыщенна. Следовательно, 𝔑𝑛

𝜋ℌ — 𝑛-кратно (разрешимо)
𝜔-насыщеннаяформация. Кроме того, посколькуформация𝔑𝜋\𝜔 наследственна, а𝔑𝑛−1

𝜋 ℌ 𝜏-замкнута (см.
выше), то ввиду леммы 11 [24] формация𝔑𝜋\𝜔𝔑

𝑛−1
𝜋 ℌ является 𝜏-замкнутой. Таким образом, все значения

формационной 𝜔-функции 𝑓 являются 𝜏-замкнутыми (𝑛 − 1)-кратно (разрешимо) 𝜔-насыщенными
формациями.

Если для формации ℌ имеет место 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ {𝑝} для некоторого простого 𝑝 , то, полагая 𝜋 = {𝑝},
ввиду доказанного получаем, что для любого 𝑚 ≥ 1 формация 𝔑𝑝ℌ = (𝔑𝑝 )𝑚ℌ является 𝜏-замкнутой
𝑚-кратно (разрешимо) 𝜔-насыщенной. Следовательно, 𝔑𝑝ℌ — 𝜏-замкнутая тотально (разрешимо) 𝜔-
насыщенная формация. Лемма доказана.

Следствие 4. Пусть ℌ — произвольная 𝜏-замкнутая формация. Тогда для любого простого 𝑝 формация
𝔑𝑝ℌ является 𝜏-замкнутой тотально (разрешимо) 𝑝-насыщенной.

Доказательство следующей леммы аналогично доказательству леммы 10 и использует в своем рас-
суждении, в отличие от последнего, только пример 1 [27], лемму 11 [24], лемму 11 [27], лемму 4.5 [21]
(см. также теорема 2 [31]) и следствие 4 [27].

Лемма 11. Пустьℌ — произвольная 𝜏-замкнутая формация, 𝜋 —такое множество простых чисел, что
𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 , 𝑛 — целое неотрицательное число. И пусть 𝑓 —такой 𝜔-композиционный спутник,

что 𝑓 (𝑞) = 𝔑𝑛−1
𝜋 ℌ для каждого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для всякого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔑𝜋\𝜔𝔑

𝑛−1
𝜋 ℌ, где 𝑛 ≥ 1.

Тогда формация𝔑𝑛
𝜋ℌ является 𝜏-замкнутой𝑛-кратно𝜔-композиционной. Крометого, если𝑛 ≥ 1, то𝔑𝑛

𝜋ℌ =

𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), причем спутник 𝑓 𝑐𝜏𝜔𝑛−1 -значен. В частности, если формация ℌ такова, что 𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 ⊆ {𝑝}

для некоторого простого числа 𝑝 , то формация 𝔑𝑝ℌ является 𝜏-замкнутой тотально 𝜔-композиционной.
Лемма 12 ([12], лемма 3.1). Пусть ℌ — произвольная 𝜏-замкнутая формация, 𝜋 —такое множество

простых чисел, что 𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 . Тогда формация 𝔖𝜋ℌ является 𝜏-замкнутой тотально 𝜔-

композиционной. Кроме того, 𝔖𝜋ℌ = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 —такой (канонический) 𝜔-композиционный спутник,
что 𝑓 (𝑞) = 𝔖𝜋ℌ для любого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для каждого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔖𝜋ℌ.

Доказательство. Поскольку дляℌ = ∅ утверждение леммы тривиально, в дальнейшем считаем, что
формация ℌ не является пустой.

Если 𝜋 = ∅, то ℌ является, очевидно, 𝐸 (𝔏′)-формацией, где 𝔏 = 𝔏+ — такой непустой класс абелевых
простых групп, что 𝜔 = 𝜋 (𝔏) (см. замечание 3 [27]). Следовательно, ввиду примера 1 [27]𝔖𝜋ℌ = 𝔖∅ℌ =

(1)ℌ = ℌ — тотально 𝜔-композиционная формация, поскольку ℌ = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 (𝑞) = ∅ для каждого
𝑞 ∈ 𝜔 = 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = ℌ. Теперь вследствие 𝜏-замкнутости ℌ заключаем, что утверждение леммы в
данном случае верно.

Предположим, что𝜋 ≠ ∅. Покажем, чтоформация𝔖𝜋ℌ является тотальноразрешимо𝜔-насыщенной.
Пусть 𝔗 = (𝑍𝑝 | 𝑝 ∈ 𝜋), где 𝑍𝑝 — группа простого порядка 𝑝 . Тогда, очевидно,𝔖𝜋 = 𝐸 (𝔗). Заметим также,
что 𝜋

(
Com(𝔗)

)
= 𝜋

(
Com(𝔖𝜋 )

)
= 𝜋 . В таком случае ввиду леммы 2.6 [12]𝔖𝜋 = 𝐶𝐹𝜔 (𝑚), где𝑚(𝑞) = 𝔖𝜋 для

любого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩𝜔 ,𝑚(𝑞) = ∅ для каждого 𝑞 ∈ 𝜔 \𝜋 и𝑚(𝜔 ′) = 𝔖𝜋 . Несложно видеть, что спутник𝑚 является
каноническим; более того, ввиду насыщенности формации𝔖𝜋 из следствия 2 вытекает, что также имеет
место𝔖𝜋 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑚). Далее, из условия следует, что 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 ⊆ 𝜋 = 𝜋

(
Com(𝔖𝜋 )

)
. Применяя теперь

лемму 4.5 [21], заключаем, что формация 𝔖𝜋ℌ имеет такой 𝜔-композиционный спутник 𝑓 (очевидно,
канонический), что 𝑓 (𝑞) = 𝑚(𝑞)ℌ = 𝔖𝜋ℌ для каждого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для всякого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и
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𝑓 (𝜔 ′) = 𝑚(𝜔 ′)ℌ = 𝔖𝜋ℌ. Поэтому формация 𝔖𝜋ℌ является 𝑛-кратно разрешимо 𝜔-насыщенной для
любого натурального 𝑛. Следовательно,𝔖𝜋ℌ — тотально разрешимо 𝜔-насыщенная формация.

Поскольку формация 𝔖𝜋 наследственна, а ℌ 𝜏-замкнута, то ввиду леммы 11 [24] формация 𝔖𝜋ℌ

является 𝜏-замкнутой. Таким образом, 𝔖𝜋ℌ — 𝜏-замкнутая тотально 𝜔-композиционная формация, и,
кроме того,𝔖𝜋ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 —формационнаяфункция из условия леммы. Лемма доказана.

Предложение 5 (см. [3], лемма 11). Пусть ℌ — произвольная 𝜏-замкнутая формация, 𝜋 —такое мно-
жество простых чисел, что 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 . Тогда формация𝔖𝜋ℌ является 𝜏-замкнутой тотально (разре-
шимо) 𝜔-насыщенной. Кроме того, 𝔖𝜋ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 —такая (каноническая) формационная
𝜔-функция, что 𝑓 (𝑞) = 𝔖𝜋ℌ для любого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для всякого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝔖𝜋ℌ.

Доказательство. Ввиду тривиальности утверждения для ℌ = ∅, считаем, что ℌ — непустая фор-
мация. Далее, предполагая, как и при доказательстве леммы 10, что 𝜋 = ∅, видим, что ℌ является
𝔊𝜔′-формацией. Поэтому, учитывая включение𝔊𝜔′ ⊆ 𝐸 (𝔏′), где 𝔏 = 𝔏+ — такой непустой класс абеле-
вых простых групп, что 𝜔 = 𝜋 (𝔏) (см. замечание 3 [27]), вследствие примера 1 [26] и примера 1 [27]
заключаем, что формация 𝔖𝜋ℌ = 𝔖∅ℌ = (1)ℌ = ℌ является тотально (разрешимо) 𝜔-насыщенной. (В
данном случае ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 (𝑞) = ∅ для всякого 𝑞 ∈ 𝜔 = 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = ℌ.) Ввиду
𝜏-замкнутости формации ℌ видим, что в рассматриваемом случае утверждение леммы верно.

Пусть теперь 𝜋 ≠ ∅. Заметим, что так как формация 𝔖𝜋 наследственна, а ℌ 𝜏-замкнута, то ввиду
леммы 11 [24] формация𝔖𝜋ℌ является 𝜏-замкнутой.

Покажем, что𝔖𝜋ℌ является тотально (разрешимо) 𝜔-насыщенной формацией, и, кроме того,𝔖𝜋ℌ =

𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где 𝑓 —формационная функция из условия леммы.
Из докательства леммы 12 следует, что𝔖𝜋 = 𝐿𝐹𝜔 (𝑚) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑚), где𝑚 — такая (каноническая) форма-

ционная 𝜔-функция, что 𝑚(𝑞) = 𝔖𝜋 для любого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑚(𝑞) = ∅ для всех 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑚(𝜔 ′) = 𝔖𝜋 .
Кроме того, из условия вытекает, что 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 = 𝜋 (𝔖𝜋 ) = 𝜋

(
Com(𝔖𝜋 )

)
. Следо-

вательно, ввиду леммы 9 и леммы 4.5 [21] 𝔖𝜋ℌ = 𝐿𝐹𝜔 (𝑓 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝑓 ), где для формационной функции
𝑓 (очевидно, канонической) имеет место 𝑓 (𝑞) = 𝑚(𝑞)ℌ = 𝔖𝜋ℌ для каждого 𝑞 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝑓 (𝑞) = ∅ для
всякого 𝑞 ∈ 𝜔 \ 𝜋 и 𝑓 (𝜔 ′) = 𝑚(𝜔 ′)ℌ = 𝔖𝜋ℌ. Поэтому формация𝔖𝜋ℌ является 𝑛-кратно (разрешимо) 𝜔-
насыщенной для любого натурального 𝑛. Следовательно,𝔖𝜋ℌ — тотально (разрешимо) 𝜔-насыщенная
формация. Предложение доказано.

Пример 1. Пусть ℌ — такая непустая 𝜏-замкнутая формация, что
(
𝜋 (ℌ) \ 𝜋

(
Com(ℌ)

) )
∩ 𝜔 ≠ ∅ и

𝑝 ∈
(
𝜋 (ℌ) \ 𝜋

(
Com(ℌ)

) )
∩ 𝜔 (например, ℌ = form(𝐴), где 𝐴— простая неабелева группа такая, что

𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 , 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛). И пусть 𝜋 — такое множество простых чисел, что 𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 , причем

𝑝 ∉ 𝜋 , 𝑛 ∈ N ∪ {0}. Тогда формация 𝔑𝑛
𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔𝑛

\ 𝑙𝜔 , а формация 𝔖𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔∞ \ 𝑙𝜔 . Действительно, ввиду
леммы 11 формация 𝔑𝑛

𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔𝑛
, а ввиду леммы 12 формация𝔖𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔∞ . Предположим, что 𝔑𝑛

𝜋ℌ ∈ 𝑙𝜔 .
Тогда, в частности, так как 𝑝 ∈ 𝜔 , формация 𝔑𝑛

𝜋ℌ является 𝑝-насыщенной. Поскольку 𝑝 ∉ 𝜋 = 𝜋 (𝔑𝑛
𝜋 )

и 𝔑𝑛
𝜋 — насыщенная формация, то из последнего вследствие теоремы 8 [26] следует, что формация

ℌ является 𝑝-насыщенной. Учитывая, что ℌ ≠ ∅ и 𝑝 ∈ 𝜋 (ℌ), ввиду теоремы 1 [26] заключаем, что
𝔑𝑝 ⊆ ℌ, и следовательно, 𝑝 ∈ 𝜋

(
Com(ℌ)

)
; противоречие. Значит, 𝔑𝑛

𝜋ℌ ∉ 𝑙𝜔 . Аналогично доказывается,
что формация 𝔖𝜋ℌ ∉ 𝑙𝜔 . Таким образом, формация 𝔑𝑛

𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔𝑛
\ 𝑙𝜔 , а формация 𝔖𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔∞ \ 𝑙𝜔 . Из

последнего, в частности, следует, что 𝔑𝑛
𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔𝑛

\ 𝑙𝜏1𝜔𝑚
, а также𝔖𝜋ℌ ∈ 𝑐𝜏𝜔∞ \ 𝑙𝜏1𝜔𝑚

, где 𝜏1 — произвольный
подгрупповой функтор,𝑚 ∈ N или𝑚 = ∞.

В связи с рассмотрением примера 1 укажем на формацию 𝔑∗ всех квазинильпотентных групп, ко-
торая является разрешимо насыщенной, однако не является насыщенной (см. пример 1.2.27 [1], с. 27).
Напомним, что группа 𝐺 называется квазинильпотентной, если для любого главного фактора 𝐻/𝐾
группы 𝐺 каждый автоморфизм, индуцируемый произвольным элементом из 𝐺 , является внутрен-
ним, или, что равносильно, если для любого главного фактора 𝐻/𝐾 группы 𝐺 справедливо равенство
𝐶𝐺 (𝐻/𝐾)𝐻 = 𝐺 (см. определение 13.2 [22], c. 124; [11], с. 155). Из последнего, в частности, следует, что
𝔑∗ = 𝐶𝐹 (𝑓 ), где 𝑓 — такой композиционный спутник, что 𝑓 (𝑝) = (1) (см. также [32]).

3. Индексы 𝜔-локальности и 𝜔-композиционности: определения, основные свойства и при-
меры. Для дальнейшего изложения нам понадобятся следующие определения.

Определение 1. Для произвольной формации 𝔉 индексом 𝜔-локальности назовем такое неотри-
цательное целое число 𝑛, для которого формация 𝔉 является 𝑛-кратно 𝜔-насыщенной, но не является
(𝑛+1)-кратно𝜔-насыщенной. Еслижеформация𝔉 является тотально𝜔-насыщенной, то будем говорить,
что𝔉 имеет бесконечный индекс 𝜔-локальности.

Индекс 𝜔-локальности формации 𝔉 будем обозначать через Ind𝜔𝑙
(𝔉). При этом если 𝜔 = {𝑝}, то

вместо символа Ind{𝑝 }𝑙 (𝔉) мы условимся использовать символ Ind𝑝𝑙 (𝔉). Если же𝜔 = P—множество всех
простых чисел, то вместо символа IndP𝑙 (𝔉) будем использовать символ Ind𝑙 (𝔉) и говорить просто об
индексе локальности, что согласуется с введенным в гл. 1 книги [6] определением (см. [6], с. 27).

Аналогично введем следующее понятие индекса 𝜔-композиционности формации𝔉.
Определение 2. Для всякой формации 𝔉 индексом 𝜔-композиционности назовем такое неотрица-

тельное целое число 𝑛, для которого формация𝔉 является 𝑛-кратно 𝜔-композиционной, но не является
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(𝑛 + 1)-кратно 𝜔-композиционной. Для тотально 𝜔-композиционной формации𝔉 будем считать, что𝔉
имеет бесконечный индекс 𝜔-композиционности.

Индекс 𝜔-композиционности формации𝔉 условимся обозначать через Ind𝜔𝑐
(𝔉).

Обозначения для индекса 𝜔-композиционности формации 𝔉 в случаях, когда 𝜔 = {𝑝} и 𝜔 = P,
как и его название в последнем случае, совершенно аналогичны рассмотренным выше для индекса
𝜔-локальности формации𝔉.

Следующая лемма обобщает лемму 1.3.1 [6], с. 27 на случай частично насыщенных формаций.
Лемма 13. Пусть 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹 ), где спутник 𝐹 является каноническим, и 𝑛 ∈ N. Тогда в том и только

в том случае Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 𝑛, когда найдется такое 𝑝 ∈ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 , что Ind𝜔𝑙

(
𝐹 (𝑝)

)
= 𝑛 − 1, а для всех

𝑞 ∈
(
𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔

)
\ {𝑝} имеет место Ind𝜔𝑙

(
𝐹 (𝑞)

)
≥ 𝑛 − 1.

Доказательство.Необходимость. Предположим, что Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 𝑛. Тогда𝔉 является 𝑙𝜔𝑛 -формацией, и

ввиду леммы 11 [26] спутник 𝐹 𝑙𝜔
𝑛−1-значен. Следовательно, Ind𝜔𝑙

(
𝐹 (𝑞)

)
≥ 𝑛 − 1 для любого 𝑞 ∈ 𝜋 (𝔉) ∩𝜔 .

С другой стороны, условие Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 𝑛 влечет существование такого простого 𝑝 ∈ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 , что

Ind𝜔𝑙

(
𝐹 (𝑝)

)
≤ 𝑛 − 1. (Последнее имеет место также для любого 𝜔-локального спутника формации 𝔉.)

Следовательно, Ind𝜔𝑙

(
𝐹 (𝑝)

)
= 𝑛 − 1.

Достаточность. Предположим, что Ind𝜔𝑙
(𝔉) > 𝑛. Тогда в силу доказанного выше Ind𝜔𝑙

(
𝐹 (𝑞)

)
≥

Ind𝜔𝑙
(𝔉) − 1 ≥ 𝑛 для каждого 𝑞 ∈ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 . Полученное противоречие показывает, что Ind𝜔𝑙

(𝔉) = 𝑛.
Лемма доказана.

Аналогичные рассуждения (с использованием теоремы 3 [27] вместо леммы 11 [26]) приводят к
следующему утверждению.

Лемма 14. Пусть 𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 ), где спутник 𝐹 является каноническим, и 𝑛 ∈ N. Тогда в том и только
в том случае Ind𝜔𝑐

(𝔉) = 𝑛, когда найдется такое 𝑝 ∈ 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 , что Ind𝜔𝑐

(
𝐹 (𝑝)

)
= 𝑛 − 1, а для всех

𝑞 ∈
(
𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔

)
\ {𝑝} имеет место Ind𝜔𝑐

(
𝐹 (𝑞)

)
≥ 𝑛 − 1.

Лемма 15. Пусть𝔉— произвольная формация. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если Ind𝜔𝑙

(𝔉) < ∞, то Ind𝜔𝑐
(𝔉) ≥ Ind𝜔𝑙

(𝔉). В частности, если𝔉 является 𝑙𝜔𝑛 -формацией и Ind𝜔𝑐
(𝔉) =

𝑛, то Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 𝑛;

2) если Ind𝜔𝑙
(𝔉) = ∞, то Ind𝜔𝑐

(𝔉) = ∞.
Доказательство. 1) Пусть ℌ — произвольная формация и Ind𝜔𝑙

(ℌ) = 𝑚, где 𝑚 ∈ N ∪ {0}. Тогда ℌ

является 𝑙𝜔𝑚-формацией. Учитывая следствие 1 (для тривиального подгруппового функтора 𝜏), а также
равенства 𝑙𝜔0 = 𝑐𝜔0 = F , видим, что ℌ является также 𝑐𝜔𝑚-формацией. Последнее ввиду определения
индекса𝜔-композиционности влечет Ind𝜔𝑐

(ℌ) ≥ 𝑚 = Ind𝜔𝑙
(ℌ). Отметим, что в рассматриваемом случае,

как следует из примера 1, Ind𝜔𝑐
(ℌ) может быть равен ∞ (см. также пример 3). Понятно, что если ℌ ∈ 𝑙𝜔𝑛

и Ind𝜔𝑐
(ℌ) = 𝑛, то Ind𝜔𝑙

(ℌ) ≥ 𝑛 и, ввиду доказанного, Ind𝜔𝑙
(ℌ) ≤ 𝑛, что влечет Ind𝜔𝑙

(ℌ) = 𝑛.
2) Данное утверждение следует из утверждения 1) и определений (см. также следствие 2). Лемма

доказана.
Непосредственно из лемм 5 и 6 и определений вытекает следующая
Лемма 16. Предположим, что𝔉—формация и 𝑝 ∈ P. Тогда имеют место следующие утверждения:
1) если Ind𝜔𝑙

(𝔉) < ∞, то Ind𝜔𝑙
(𝔑𝑝𝔉) ≥ Ind𝜔𝑙

(𝔉). Если Ind𝜔𝑙
(𝔉) = ∞, то Ind𝜔𝑙

(𝔑𝑝𝔉) = ∞;
2) если Ind𝜔𝑐

(𝔉) < ∞, то Ind𝜔𝑐
(𝔑𝑝𝔉) ≥ Ind𝜔𝑐

(𝔉). Если Ind𝜔𝑐
(𝔉) = ∞, то Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑝𝔉) = ∞.
Отметим, что в предыдущей лемме в случае, когда Ind𝜔𝑙

(𝔉) < ∞ (Ind𝜔𝑐
(𝔉) < ∞), значение Ind𝜔𝑙

(𝔑𝑝𝔉)
(соответственно Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑝𝔉)) может быть равным ∞. В самом деле, с учетом теоремы 1 [27], леммы 15 и
леммы 5 для формации𝔉 = 𝔄𝑝𝔑𝑞 , где 𝔄𝑝 = 𝔑𝑝 ∩ 𝔄 —формация всех абелевых 𝑝-групп, 𝑞 ∈ P \ {𝑝} = 𝑝 ′,
причем 𝜔 3 𝑝 , имеем Ind𝜔𝑐

(𝔉) = Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 0, но в то же время Ind𝜔𝑙

(𝔑𝑝𝔉) = Ind𝜔𝑙

(
𝔑𝑝 (𝔄𝑝𝔑𝑞)

)
=

Ind𝜔𝑙

(
(𝔑𝑝𝔄𝑝 )𝔑𝑞

)
= Ind𝜔𝑙

(𝔑𝑝𝔑𝑞) = Ind𝜔𝑐
(𝔑𝑝𝔑𝑞) = ∞.

Замечание 1. Предположим, что 𝔉 является 𝑙𝜏𝜔 -формацией (𝑐𝜏𝜔 -формацией) и |𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 | ≤ 1 (соот-
ветственно |𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 | ≤ 1), где 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор. Тогда Ind𝜔𝑙

(𝔉) = ∞
(соответственно Ind𝜔𝑐

(𝔉) = ∞). Действительно, если |𝜋 (𝔉) ∩𝜔 | = 0 (соответственно |𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩𝜔 | = 0),

то 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = ∅ и 𝔉 ∈ 𝔊𝜔′ (соответственно 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = ∅ и 𝔉 ∈ 𝐸 (𝔏′), где 𝔏 = 𝔏+ — такой

непустой класс абелевых простых групп, что 𝜔 = 𝜋 (𝔏)). Следовательно, ввиду примера 1 [26] (соот-
ветственно замечания 3 [27] и примера 1 [27]) формация 𝔉 является тотально 𝜔-насыщенной (соответ-
ственно тотально𝜔-композиционной). Пусть теперь |𝜋 (𝔉) ∩𝜔 | = 1 (соответственно |𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩𝜔 | = 1).

Тогда 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = {𝑝} (соответственно 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = {𝑝}) для некоторого простого 𝑝 ∈ 𝜔 . Учи-

тывая замечание 1 [26] и лемму 1.5.5 [1], с. 55] (соответственно замечание 1 [27] и лемму 1.6.2 [1],
с. 66; см. также доказательство леммы 2.1 [40]), видим, что формация 𝔉 имеет такой канонический
𝜔-локальный (соответственно 𝜔-композиционный) 𝜏-значный спутник 𝐹 , что 𝐹 (𝑞) = 𝔑𝑞𝔉(𝐹𝑞) (соответ-
ственно 𝐹 (𝑞) = 𝔑𝑞𝔉(𝐶𝑞)) для любого𝑞 ∈ 𝜔 и 𝐹 (𝜔 ′) = 𝔉. Из условия следует, что𝔉(𝐹𝑞) ≠ ∅ (соответственно
𝔉(𝐶𝑞) ≠ ∅), если 𝑞 = 𝑝 , и 𝔉(𝐹𝑞) = ∅ для каждого 𝑞 ∈ 𝜔 \

(
𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔

)
= 𝜔 \ {𝑝} (соответственно 𝔉(𝐶𝑞) = ∅

для каждого 𝑞 ∈ 𝜔 \
(
𝜋 (Com(𝔉)) ∩𝜔

)
= 𝜔 \ {𝑝}). Таким образом, спутник 𝐹 таков, что 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝔉(𝐹𝑝 ) ≠ ∅

(соответственно 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝔉(𝐶𝑝 ) ≠ ∅), 𝐹 (𝑞) = ∅ для любого 𝑞 ∈ 𝜔 \ {𝑝} и 𝐹 (𝜔 ′) = 𝔉. Так как 𝔉(𝐹𝑝 ) ⊆ 𝔉

(соответственно 𝔉(𝐶𝑝 ) ⊆ 𝔉), то, снова учитывая условие, имеем 𝜋
(
𝔉(𝐹𝑝 )

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = {𝑝} (соот-

ветственно 𝜋
(
Com(𝔉(𝐶𝑝 ))

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = {𝑝}). Применяя теперь лемму 10) (соответственно
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лемму 11), видим, что𝔑𝑝𝔉(𝐹𝑝 ) = 𝐹 (𝑝) ∈ 𝑙𝜔∞ (соответственно𝔑𝑝𝔉(𝐶𝑝 ) = 𝐹 (𝑝) ∈ 𝑐𝜔∞). Поэтому все значения
спутника 𝐹 являются 𝑙𝜏𝜔∞-формациями (соответственно 𝑐𝜏𝜔∞-формациями), и следовательно, 𝔉 является
𝑙𝜏𝜔∞-формацией (соответственно 𝑐𝜏𝜔∞-формацией). Итак, в каждом из рассмотренных случаев 𝔉 ∈ 𝑙𝜏𝜔∞
(соответственно 𝔉 ∈ 𝑐𝜏𝜔∞ ). Последнее, как несложно видеть, равносильно равенству Ind𝜔𝑙

(𝔉) = ∞ (со-
ответственно Ind𝜔𝑐

(𝔉) = ∞). Отметим, что в случае, когда Ind𝜔𝑙
(𝔉) = ∞, ввиду леммы 15 также имеем

Ind𝜔𝑐
(𝔉) = ∞.

Замечание 2. Для любого простого числа 𝑝 , натурального 𝑛 и всякого подгруппового функтора 𝜏
имеют место следующие равенства: 𝑙𝜏𝑝𝑛 = 𝑙𝜏𝑝 = 𝑙𝜏𝑝∞ , 𝑐

𝜏
𝑝𝑛

= 𝑐𝜏𝑝 = 𝑐𝜏𝑝∞ . В частности, 𝑙𝜏𝑝𝑚 = 𝑙𝜏𝑝𝑛 , 𝑐
𝜏
𝑝𝑚

= 𝑐𝜏𝑝𝑛 для
любых натуральных чисел 𝑚, 𝑛 и произвольного подгруппового функтора 𝜏 . В самом деле, пусть 𝔉—
произвольная 𝑙𝜏𝑝 -формация (соответственно 𝑐𝜏𝑝 -формация). Полагая в замечании 1 𝜔 = {𝑝}, видим, что
𝔉 является 𝑙𝜏𝑝∞-формацией (соответственно 𝑐𝜏𝑝∞-формацией), и следовательно, 𝑙𝜏𝑝 ⊆ 𝑙𝜏𝑝∞ (соответственно
𝑐𝜏𝑝 ⊆ 𝑐𝜏𝑝∞ ). Поскольку в силу определений для каждого натурального 𝑛 справедливы включения 𝑙𝜏𝑝∞ ⊆
𝑙𝜏𝑝𝑛 ⊆ 𝑙𝜏𝑝1 = 𝑙𝜏𝑝 (соответственно 𝑐𝜏𝑝∞ ⊆ 𝑐𝜏𝑝𝑛 ⊆ 𝑐𝜏𝑝1 = 𝑐𝜏𝑝 ), заключаем, что 𝑙𝜏𝑝𝑛 = 𝑙𝜏𝑝 = 𝑙𝜏𝑝∞ (соответственно
𝑐𝜏𝑝𝑛 = 𝑐𝜏𝑝 = 𝑐𝜏𝑝∞ ). Кроме того, из последних равенств и включения 𝑙𝑝 ⊆ 𝑐𝑝 (см. также лемма 15) следует, что
для произвольной формации 𝔉 имеет место Ind𝑝𝑙 (𝔉) = 0, если 𝔉 ∉ 𝑙𝑝 , и Ind𝑝𝑙 (𝔉) = Ind𝑝𝑐 (𝔉) = ∞, если
𝔉 ∈ 𝑙𝑝 (соответственно Ind𝑝𝑐 (𝔉) = Ind𝑝𝑙 (𝔉) = 0, если𝔉 ∉ 𝑐𝑝 , и Ind𝑝𝑐 (𝔉) = ∞, если𝔉 ∈ 𝑐𝑝 ).

Лемма 17 (см. [10]; [11], лемма 7.16).Пусть𝔐 иℌ —формации, причем𝔐 ≠ ∅. Тогда если формация𝔐ℌ

является 𝑝-насыщенной (𝑝-композиционной) для некоторого простого 𝑝 и 𝑝 ∉ 𝜋
(
Com(𝔐)

)
, то и формация

ℌ является 𝑝-насыщенной (соответственно 𝑝-композиционной).
Доказательство. Действительно, утверждение тривиально, если ℌ = ∅. Предположим, что ℌ ≠

∅, и пусть 𝐺/𝑂𝑝

(
Φ(𝐺)

)
∈ ℌ (или 𝐺/Φ

(
𝑂𝑝 (𝐺)

)
∈ ℌ). Тогда, так как ℌ ⊆ 𝔐ℌ, то 𝐺/𝑂𝑝

(
Φ(𝐺)

)
∈ 𝔐ℌ

(соответственно 𝐺/Φ
(
𝑂𝑝 (𝐺)

)
∈ 𝔐ℌ), и в силу 𝑝-насыщенности (𝑝-композиционности соответственно)

формации 𝔐ℌ заключаем, что 𝐺 ∈ 𝔐ℌ. Последнее влечет 𝐺ℌ ∈ 𝔐. С другой стороны, поскольку
𝐺/𝑂𝑝

(
Φ(𝐺)

)
∈ ℌ (соответственно 𝐺/Φ

(
𝑂𝑝 (𝐺)

)
∈ ℌ), то 𝐺ℌ ∈ 𝔑𝑝 . Таким образом, 𝐺ℌ ∈ 𝔐 ∩ 𝔑𝑝 . По

условию 𝑝 ∉ 𝜋
(
Com(𝔐)

)
. Следовательно, 𝔐 ∩ 𝔑𝑝 = (1), и мы получаем, что 𝐺ℌ = 1, т. е. 𝐺 ∈ ℌ. Таким

образом, формация ℌ является 𝑝-насыщенной (𝑝-композиционной). Лемма доказана.
Непосредственно из леммы 17 и замечания 1 [27] вытекает
Следствие 5. Пусть 𝔐 и ℌ —формации, причем 𝔐 ≠ ∅. Тогда если формация 𝔐ℌ является 𝑝-

композиционной для некоторого простого 𝑝 и 𝑝 ∉ 𝜋
(
Com(𝔐)

)
, то 𝔑𝑝ℌ(𝐶𝑝 ) ⊆ ℌ.

Следующее утверждение является простым следствием леммы 17, а также лемм 5 и 6.
Утверждение 4. Пусть 𝔉— произвольная формация, 𝑝 ∈ P. Тогда в том и только в том случае для

любого 𝑞 ∈ 𝑝 ′ = P \ {𝑝} формация 𝔑𝑞𝔉 является 𝑝-насыщенной (𝑝-композиционной), когда 𝑝-насыщенной
(соответственно 𝑝-композиционной) является формация𝔉.

Из утверждения 4 с учетом замечания 2 получаем следующий результат.
Следствие 6. Пусть 𝔉— произвольная формация и 𝑝 ∈ P. Тогда для каждого 𝑞 ∈ 𝑝 ′ = P \ {𝑝} имеют

место равенства Ind𝑝𝑙 (𝔑𝑞𝔉) = Ind𝑝𝑙 (𝔉), Ind𝑝𝑐 (𝔑𝑞𝔉) = Ind𝑝𝑐 (𝔉).
Замечание3.Еслидлянекоторогопростого𝑝 равенство Ind𝑝𝑙 (𝔑𝑞𝔉) = Ind𝑝𝑙 (𝔉) (равенство Ind𝑝𝑐 (𝔑𝑞𝔉) =

Ind𝑝𝑐 (𝔉)) имеет место для каждойформации𝔉, то необходимо𝑞 ∈ 𝑝 ′. Действительно, если𝑞 = 𝑝 , то ввиду
следствия 4 для всякой формации𝔉 имеем Ind𝑝𝑙 (𝔑𝑝𝔉) = Ind𝑝𝑐 (𝔑𝑝𝔉) = ∞. С другой стороны, для любой
не 𝑝-композиционной формации 𝔉 (например, в случае, когда 𝔉 = 𝔄, где 𝔄 —формация всех абелевых
групп) получаем Ind𝑝𝑐 (𝔉) = Ind𝑝𝑙 (𝔉) = 0. Поэтому равенство Ind𝑝𝑙 (𝔑𝑝𝔉) = Ind𝑝𝑙 (𝔉) (соответственно
равенство Ind𝑝𝑐 (𝔑𝑝𝔉) = Ind𝑝𝑐 (𝔉)) в общем случае неверно, откуда и получаем требуемое.

Следствие 7. Пусть |𝜔 | > 1 и 𝔉— произвольная формация. Тогда в том и только в том случае
существуют такие различные простые 𝑞, 𝑟 ∈ 𝜔 , что имеет место Ind𝑞𝑐 (𝔉) = Ind𝑟𝑐 (𝔉) = 0, когда для
любого 𝑡 ∈ P выполнено Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑡𝔉) = 0.
Доказательство. Необходимость. Предположим, что Ind𝑞𝑐 (𝔉) = Ind𝑟𝑐 (𝔉) = 0 для некоторых 𝑞, 𝑟 ∈ 𝜔 .

Тогда ввиду следствия 6 условие Ind𝑞𝑐 (𝔉) = 0 влечет для любого 𝑢 ∈ 𝑞′ = P \ {𝑞} выполнение равенства
Ind𝑞𝑐 (𝔑𝑢𝔉) = 0. Аналогично из Ind𝑟𝑐 (𝔉) = 0 следует, что для каждого 𝑣 ∈ 𝑟 ′ = P \ {𝑟 } имеет место
Ind𝑟𝑐 (𝔑𝑣𝔉) = 0. Тогда, как несложно видеть, если 𝑡 ∈ P = 𝑞′ ∪ 𝑟 ′ (𝑞 ≠ 𝑟 ), то по крайней мере один из
индексов Ind𝑞𝑐 (𝔑𝑡𝔉) или Ind𝑟𝑐 (𝔑𝑡𝔉) равен 0. Из последнего ввиду включения {𝑞, 𝑟 } ⊆ 𝜔 вытекает, что
формация 𝔑𝑡𝔉 не является 𝜔-композиционной. Следовательно, Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑡𝔉) = 0.
Достаточность. Предположим, что для каждого 𝑡 ∈ P имеет место Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑡𝔉) = 0. Фиксируем произ-
вольное простое 𝑢. Так как Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑢𝔉) = 0, то формация 𝔑𝑢𝔉 не является 𝜔-композиционной. Следо-
вательно, 𝔑𝑢𝔉 не является 𝑞-композиционной для некоторого 𝑞 ∈ 𝜔 . Поэтому Ind𝑞𝑐 (𝔑𝑢𝔉) = 0. Заметим,
что в силу следствия 4 𝑞 ≠ 𝑢. Применяя теперь следствие 6, видим, что Ind𝑞𝑐 (𝔉) = 0. Далее, рассматри-
вая равенство Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑞𝔉) = 0 и рассуждая аналогично, заключаем, что найдется такое простое 𝑟 ∈ 𝜔 ,
𝑟 ≠ 𝑞, что Ind𝑟𝑐 (𝔉) = 0. Следствие доказано. Проводя совершенно аналогичные рассуждения, как и при
обосновании следствия 7, из следствия 6 также получаем

Следствие 8. Пусть |𝜔 | > 1 и 𝔉— произвольная формация. Тогда в том и только в том случае
существуют такие различные простые 𝑞, 𝑟 ∈ 𝜔 , что имеет место Ind𝑞𝑙 (𝔉) = Ind𝑟𝑙 (𝔉) = 0, когда для
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любого 𝑡 ∈ P выполнено Ind𝜔𝑙
(𝔑𝑡𝔉) = 0.

В дальнейшем нам понадобятся также следующие определения.
Определение 3. Для произвольной последовательности простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (𝑛 ∈ N) и всякой

совокупности групп 𝔛 рекурсивно определим класс групп 𝔛
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛
(𝑐) следующим образом:

1) 𝔛𝑝1
(𝑐) =

(
𝐺/𝐶𝑝1 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔛

)
;

2) 𝔛𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛
(𝑐) =

(
𝔛
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1
(𝑐)

)𝑝𝑛
(𝑐) =

(
𝐺/𝐶𝑝𝑛 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔛

𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1
(𝑐)

)
, если 𝑛 ≥ 2.

Определение 4. Для произвольной последовательности простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (𝑛 ∈ N) и всякой
совокупности групп 𝔛 рекурсивно определим также класс групп 𝔛(𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ):

1) 𝔛(𝐶𝑝1 ) = form
(
𝔛
𝑝1
(𝑐)

)
= form

(
𝐺/𝐶𝑝1 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔛

)
, если 𝑝1 ∈ 𝜋

(
Com(𝔛)

)
, и 𝔛(𝐶𝑝1 ) = ∅, если 𝑝1 ∉

𝜋
(
Com(𝔛)

)
(см. [27]);

2) 𝔛(𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ) = 𝔛(𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1 ) (𝐶𝑝𝑛 ), если 𝑛 ≥ 2.
Определение 5. Последовательность простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 из 𝜔 назовем 𝑐-подходящей для

𝔛 𝜔-последовательностью, если 𝑝1 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛)

)
∩ 𝜔 и для любого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} имеет место 𝑝𝑖 ∈

𝜋
(
Com(𝔛(𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1 ))

)
∩ 𝜔 .

Предложение 6. Пусть 𝔛 — непустая формация и 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 — некоторая последовательность про-
стых чисел из 𝜔 . Тогда и только тогда последовательность 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 является 𝑐-подходящей для 𝔛

𝜔-последовательностью, когда 𝑝1 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛)

)
∩ 𝜔 и для любого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} число 𝑝𝑖 принадлежит

𝜋
(
Com(𝔛𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1

(𝑐) )
)
∩ 𝜔 .

Доказательство. Достаточность. Предположим, что 𝑝1 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛)

)
∩ 𝜔 и для каждого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛}

имеет место 𝑝𝑖 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1

(𝑐) )
)
∩ 𝜔 . Если 𝑛 = 1, то утверждение тривиально. Если 𝑛 > 1, то элемен-

тарная индукция по 𝑗 показывает справедливость включения 𝔛𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐) ⊆ 𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ), где 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1},
из которого и вытекает, что последовательность 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 является 𝑐-подходящей для 𝔛.

Необходимость. Предположим, что последовательность простых чисел 𝑝1, . . . 𝑝𝑛 является 𝑐-подходя-
щей для 𝔛 𝜔-последовательностью. Тогда 𝑝1 ∈ 𝜋

(
Com(𝔛)

)
∩ 𝜔 и, кроме того, для каждого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛}

имеет место 𝑝𝑖 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛(𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1 ))

)
∩𝜔 . Поэтому если 𝑛 = 1, то доказываемое утверждение очевидно.

Предположим теперь, что 𝑛 > 1. Покажем, что тогда для всякого 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1} справедливо равенство

𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ) = Q
(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐)
)
,

где для произвольной совокупности групп 𝔜 через Q(𝔜) нами обозначен класс всех гомоморфных
образов всех групп из 𝔜. Воспользуемся индукцией по 𝑗 . Если 𝑗 = 1, то

𝔛(𝐶𝑝1 ) = form
(
𝔛
𝑝1
(𝑐)

)
= Q

(
𝔛
𝑝1
(𝑐)

)
вследствие предложения 1.10 [16], с. 339.

Предположим теперь, что 𝑗 > 1 и утверждение справедливо для 𝑗 − 1, т. е. 𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗−1 ) = Q
(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗−1
(𝑐)

)
.

Для доказательствашага индукции заметим, что для всякой группы𝐺 имеет место 𝜃
(
𝐶𝑝 (𝐺)

)
⊆ 𝐶𝑝

(
𝜃 (𝐺)

)
,

где 𝜃 — произвольный эпиморфизм𝐺 . Последнее влечет для любой совокупности групп𝔜 и произволь-
ного простого числа 𝑝 включение (

Q(𝔜)
)𝑝
(𝑐) ⊆ Q

(
𝔜
𝑝

(𝑐)
)
,

с учетом которого и в силу базы и предположения индукции имеем

𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ) = 𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗−1 ) (𝐶𝑝 𝑗 ) = Q
( (
𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗−1 )

)𝑝 𝑗

(𝑐)

)
= Q

( (
Q

(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗−1
(𝑐)

) )𝑝 𝑗

(𝑐)

)
⊆

⊆ Q
(
Q

(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗−1
(𝑐)

)𝑝 𝑗

(𝑐)

)
= Q

( (
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗−1
(𝑐)

)𝑝 𝑗

(𝑐)

)
= Q

(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐)
)
,

т. е. 𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ) ⊆ Q
(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐)
)
. В частности, 𝜋

(
Com(𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ))

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋

(
Com

(
Q

(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐)
) ) )

∩𝜔 , и следо-

вательно, как вытекает из доказательства достаточности (см. выше), Q
(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐)
)
⊆ 𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ). Поэтому

𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ) = Q
(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐)
)
. Итак, для любого 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1} имеет место равенство 𝔛(𝐶𝑝1 ...𝑝 𝑗 ) = Q

(
𝔛
𝑝1 ...𝑝 𝑗

(𝑐)
)
.

Теперь для для каждого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} мы получаем

𝑝𝑖 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛(𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1 ))

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
Com

(
Q

(
𝔛
𝑝1 ...𝑝𝑖−1
(𝑐)

) ) )
∩𝜔 = 𝜋

(
Com

(
𝔛
𝑝1 ...𝑝𝑖−1
(𝑐)

) )
∩ 𝜔

(здесь мы воспользовались также очевидным для произвольного множества групп 𝔜 соотношением
Com

(
Q(𝔜)

)
= Com(𝔜)). Предложение доказано.

Замечание 6. Из доказательства предложения 6 следует, что если 𝔛 — произвольная совокупность
групп, то для того чтобы последовательность простых чисел 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 из𝜔 являлась 𝑐-подходящей для𝔛
𝜔-последовательностью, достаточно выполнения условий 𝑝1 ∈ 𝜋

(
Com(𝔛)

)
∩𝜔 и 𝑝𝑖 ∈ 𝜋

(
Com(𝔛𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1

(𝑐) )
)
∩

𝜔 для всех 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛}.
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Аналогично введем понятия классов групп 𝔛
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛
(𝑙) и 𝔛(𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ), а также дадим определение 𝑙-

подходящей для 𝔛 𝜔-последовательности.
Определение 6. Для произвольной последовательности простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (𝑛 ∈ N) и любой

совокупности групп 𝔛 класс групп 𝔛
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛
(𝑙) рекурсивно определим следующим образом:

1) 𝔛𝑝1
(𝑙) =

(
𝐴/𝐹𝑝1 (𝐴) | 𝐴 ∈ 𝔛

)
;

2) 𝔛𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛
(𝑙) =

(
𝔛
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1
(𝑙)

)𝑝𝑛
(𝑙) =

(
𝐴/𝐹𝑝𝑛 (𝐴) | 𝐴 ∈ 𝔛

𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1
(𝑙)

)
, если 𝑛 ≥ 2.

Определение 7. Для произвольной последовательности простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (𝑛 ∈ N) и всякой
совокупности групп 𝔛 рекурсивно определим также класс групп 𝔛(𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ):

1)𝔛(𝐹𝑝1 ) = form
(
𝔛
𝑝1
(𝑙)

)
= form

(
𝐺/𝐹𝑝1 (𝐺) | 𝐺 ∈ 𝔛

)
, если 𝑝1 ∈ 𝜋 (𝔛), и𝔛(𝐹𝑝1 ) = ∅, если 𝑝1 ∉ 𝜋 (𝔛) (см. [26]);

2) 𝔛(𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ) = 𝔛(𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1 ) (𝐹𝑝𝑛 ), если 𝑛 ≥ 2.
Определение 8. Последовательность простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 из 𝜔 назовем 𝑙-подходящей для 𝔛 𝜔-

последовательностью, если 𝑝1 ∈ 𝜋 (𝔛) ∩𝜔 и для любого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} имеет место 𝑝𝑖 ∈ 𝜋
(
𝔛(𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1 )

)
∩𝜔 .

Аналогично предложению 6 доказывается следующее
Предложение 7. Пусть 𝔛 — непустая формация и 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 — некоторая последовательность про-

стых чисел из 𝜔 . Тогда и только тогда последовательность 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 является 𝑙-подходящей для
𝔛 𝜔-последовательностью, когда 𝑝1 ∈ 𝜋 (𝔛) ∩ 𝜔 и для каждого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} число 𝑝𝑖 принадлежит
𝜋
(
𝔛
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1
(𝑙)

)
∩ 𝜔 .

Замечание 7. Подходящие для любой совокупности групп 𝔛 последовательности были введены
A.Н.Скибой [6], с. 45.Напомним, чтопоследовательностьпростыхчисел𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 называетсяподходящей
для 𝔛, если 𝑝1 ∈ 𝜋 (𝔛) и для любого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} число 𝑝𝑖 принадлежит 𝜋

(
𝔛
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1
(𝑙)

)
. Если, кроме

того, каждое из чисел 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 содержится во множестве 𝜔 , то такая последовательность естественным
образом называется подходящей для 𝔛 𝜔-последовательностью (см. [3]). Для произвольной совокупности
групп 𝔛 каждая подходящая для 𝔛 𝜔-последовательность простых чисел является 𝑙-подходящей для
𝔛 𝜔-последовательностью (ср. замечание 6). Кроме того, если совокупность групп 𝔛 такова, что класс
(𝔛) —формация, то, как следует из предложения 7, имеет место обратное утверждение, т. е. данные
определения равносильны.

Представляется целесообразным отметить, что для произвольной совокупности групп 𝔛 каждая
𝑐-подходящая для 𝔛 𝜔-последовательность простых чисел является также 𝑙-подходящей для 𝔛 𝜔-
последовательностью. Пример формации form(𝐴) и простого 𝑝1 = 𝑝 таких, что 𝐴— простая неабелева
группа, причем ∅ ≠ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 3 𝑝 , показывает, что обратное в общем случае неверно.

Нам будут полезны также следующие понятия 𝐶-подходящей и 𝐿-подходящей для произвольной
совокупности групп 𝔛 𝜔-последовательностей.

Определение 9. Для любой совокупности групп 𝔛 и всякой последовательности простых чисел
𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (𝑛 ∈ N) определим рекурсивно класс групп 𝔛(𝑁𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ):

1) 𝔛(𝑁𝐶𝑝1 ) = 𝔑𝑝1𝔛(𝐶𝑝1 );
2) 𝔛(𝑁𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ) = 𝔛(𝑁𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1 ) (𝑁𝐶𝑝𝑛 ), если 𝑛 ≥ 2.
Определение 10. Последовательность простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 из 𝜔 назовем 𝐶-подходящей для 𝔛

𝜔-последовательностью, если 𝑝1 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛)

)
∩ 𝜔 и для любого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} число

𝑝𝑖 ∈ 𝜋
(
Com(𝔛(𝑁𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1 ))

)
∩ 𝜔.

Аналогично определению 9 введем также следующее
Определение 11. Для любой совокупности групп 𝔛 и всякой последовательности простых чисел

𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (𝑛 ∈ N) класс групп 𝔛(𝑁𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ) определим рекурсивно следующим образом:
1) 𝔛(𝑁𝐹𝑝1 ) = 𝔑𝑝1𝔛(𝐹𝑝1 );
2) 𝔛(𝑁𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛 ) = 𝔛(𝑁𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑛−1 ) (𝑁𝐹𝑝𝑛 ), если 𝑛 ≥ 2.
Определение 12.Последовательность простых чисел 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 из𝜔 назовем 𝐿-подходящей для𝔛𝜔-

последовательностью, если 𝑝1 ∈ 𝜋 (𝔛)∩𝜔 идля любого 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} имеетместо 𝑝𝑖 ∈ 𝜋
(
𝔛(𝑁𝐹𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑖−1 )

)
∩𝜔 .

Как следуетиз вышеприведенныхопределений, длялюбой совокупности групп𝔛 всякая𝑐-подходящая
для𝔛𝜔-последовательность является𝐶-подходящейдля𝔛𝜔-последовательностью, а каждая 𝑙-подходящая
для 𝔛 𝜔-последовательность — 𝐿-подходящей для 𝔛 𝜔-последовательностью, т. е. последние определе-
ния расширяют соответствующие первые. Простой пример формации 𝔑 всех нильпотентных групп
и последовательности 𝑝1, 𝑝2, где 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝 для произвольного (фиксированного) простого 𝑝 ∈ 𝜔 ,
показывает, что утверждения, обратные указанным, вообще говоря, не имеют места.

Соотношения между 𝐿- и 𝐶-подходящими для произвольной совокупности групп 𝔛 𝜔-последова-
тельностями также очевидны: каждая 𝐶-подходящая для 𝔛 𝜔-последовательность простых оказывается
𝐿-подходящей для 𝔛 𝜔-последовательностью, причем, как несложно видеть, обратное неверно.

Пример 2. Пусть 𝐴— такая простая неабелева группа, что |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, и пусть 𝔉 = 𝑙𝜏𝜔𝑛
form(𝐴),

где 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор, 𝑛 ∈ N ∪ {0}. Покажем, что Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 𝑛. Пусть 𝑛 = 0, и

предположим, что Ind𝜔𝑙
(𝔉) > 0. Тогда 𝔉 является 𝑙𝜏𝜔 -формацией. Пусть 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 . Тогда вследствие
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теоремы 1 [26] 𝔑𝑝 ⊆ 𝔉 = 𝑙𝜏𝜔0 form(𝐴) = 𝜏form(𝐴) ⊆ 𝑠form(𝐴). Последнее противоречит лемме 3.1.5 [6],
с. 100. (Ясно, что в данном случае для выполнения равенства Ind𝜔𝑙

(𝔉) = 𝑛 достаточно, чтобы |𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥
1; заметим также, что для указанного равенства вследствие примера 1 [26] последнее условие является
и необходимым.) Следовательно, Ind𝜔𝑙

(𝔉) = 0, и для 𝑛 = 0 утверждение верно. Пусть теперь 𝑛 > 0.
Предположим, что Ind𝜔𝑙

(𝔉) > 𝑛. Тогда формация 𝔉 является 𝑙𝜏𝜔𝑛+1-формацией, и если 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹 ) (𝐹 —
канонический𝜔-локальный спутник), то ввиду леммы1.5.6 [1], c. 58 спутник 𝐹 𝑙𝜏𝜔𝑛

-значен. Отметим, что в
силу леммы1.5.12 [1], c. 61𝜋 (𝔉)∩𝜔 = 𝜋 (𝐴)∩𝜔 . Пусть𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴)∩𝜔 . Тогда, очевидно, 𝐹𝑝 (𝐴) = 1, и вследствие
леммы 1.5.12 [1], c. 61 и замечания 2 [26] имеем 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴/𝐹𝑝 (𝐴)) = 𝔑𝑝𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴). Положим

𝑛 = 1. Тогда 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝜏form(𝐴) ∈ 𝑙𝜏𝜔 , и если 𝑞 ∈
(
𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔

)
\ {𝑝} (такое простое существует, так как по

условию |𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 2, и следовательно,
(
𝜋 (𝐴) ∩𝜔

)
\ {𝑝} ≠ ∅), то ввиду теоремы 1 [26]𝔑𝑞 ⊆ 𝔑𝑝𝜏form(𝐴).

Последнее влечет 𝔑𝑞 ⊆ 𝜏form(𝐴) ⊆ 𝑠form(𝐴); вновь получаем противоречие с леммой 3.1.5 [6], с. 100.
Значит, при 𝑛 = 1 утверждение также справедливо. Поэтому считаем, что 𝑛 > 1. Положим 𝑠1 = 𝑝 . Тогда
𝐹 (𝑠1) = 𝔑𝑠1𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛

.
Предположим теперь, что для некоторого натурального 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛 − 1} построена 𝑙-подходя-

щая для 𝔉 𝜔-последовательность простых чисел 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑘 , каждое из которых принадлежит мно-
жеству 𝜋 (𝐴), причем 𝑠𝑖 ≠ 𝑠𝑖−1 для всех 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑘}, а также для каждого 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘} построе-
на формация 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠 𝑗−1 (𝑠 𝑗 ) такая, что 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠 𝑗−1 (𝑠 𝑗 ) = 𝔑𝑠 𝑗 𝑙

𝜏
𝜔𝑛−𝑗 form(𝐴) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−𝑗+1 , где 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠 𝑗−1 —

канонический 𝜔-локальный спутник формации 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠 𝑗−2 (𝑠 𝑗−1) (при 𝑗 = 1 мы считаем, что спут-
ник 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠 𝑗−1 совпадает с 𝐹 , а формация 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠 𝑗−2 (𝑠 𝑗−1) — с формацией 𝔉). Возьмем в качестве
𝑠𝑘+1 произвольное простое из

(
𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔

)
\ {𝑠𝑘 } (напомним, что

(
𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔

)
\ {𝑠𝑘 } ≠ ∅, так как в

силу условия |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2). И пусть 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑘−1𝑠𝑘 — канонический 𝜔-локальный спутник форма-
ции 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑘−1 (𝑠𝑘 ) (последняя является 𝜔-насыщенной, так как по предположению 𝑛 > 𝑘). Тогда, так
как 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑘−1 (𝑠𝑘 ) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−𝑘+1 , применяя лемму 1.5.6 [1], c. 58 видим, что спутник 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑘−1𝑠𝑘 являет-
ся 𝑙𝜏𝜔𝑛−𝑘 -значным. Учитывая, что 𝑠𝑘+1 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 , и следовательно, 𝐹𝑠𝑘+1 (𝐴) = 1, а также принимая
во внимание, что 𝑠𝑘+1 ≠ 𝑠𝑘 , вследствие теоремы 7 [26], леммы 1.5.12 [1], c. 61 и замечания 2 [26] за-
ключаем, что 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑘−1𝑠𝑘 (𝑠𝑘+1) = 𝔑𝑠𝑘+1𝑙

𝜏
𝜔𝑛−(𝑘+1) form(𝐴) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−(𝑘+1)+1 . Кроме того, несложно видеть, что

(𝐴) = (𝐴)𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑘(𝑙) ⊆ 𝔉
𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑘
(𝑙) . Значит, поскольку 𝑠𝑘+1 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 , то 𝑠𝑘+1 ∈ 𝜋 (𝔉𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑘

(𝑙) ) ∩ 𝜔 . Тем са-
мым нами описано правило, которое при выполнении условия 𝑘 < 𝑛 для данной подходящей (т. е.
𝑙-подходящей, поскольку 𝔉—формация; см. замечание 7) для 𝔉 𝜔-последовательности простых чи-
сел 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑘 и формации 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠𝑘−1 (𝑠𝑘 ) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−𝑘+1 позволяет найти ее новый член 𝑠𝑘+1 и форма-
цию 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑘−1𝑠𝑘 (𝑠𝑘+1) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−(𝑘+1)+1 . Таким образом, можно считать, что построена 𝑙-подходящая для
𝔉 𝜔-последовательность простых 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛 , и наряду с формациями 𝐹𝑠1𝑠2 . . . 𝑠 𝑗−1 (𝑠 𝑗 ) ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛−𝑗+1 , где
𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛 − 1}, также найдена формация 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑛−1 (𝑠𝑛) = 𝔑𝑠𝑛𝑙

𝜏
𝜔0 form(𝐴) = 𝔑𝑠𝑛𝜏form(𝐴) ∈ 𝑙𝜏𝜔1 = 𝑙𝜏𝜔 .

Пусть 𝑟 — произвольное простое из
(
𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔

)
\ {𝑠𝑛}. Тогда, поскольку 𝐹𝑠1 . . . 𝑠𝑛−1 (𝑠𝑛) ∈ 𝑙𝜏𝜔 , вследствие

теоремы 1 [26] 𝔑𝑟 ⊆ 𝔑𝑠𝑛𝜏form(𝐴). Следовательно, 𝔑𝑟 ⊆ 𝜏form(𝐴) ⊆ 𝑠form(𝐴). Последнее противоречит
лемме 3.1.5 [6], с. 100. Итак, исходное допущение неверно, и для любого целого неотрицательного 𝑛
имеет место Ind𝜔𝑙

(𝔉) = 𝑛, где𝔉 = 𝑙𝜏𝜔𝑛
form(𝐴), 𝐴— неабелева простая группа и |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2.

Отметим, что равенство Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 𝑛 можно доказать и индукцией по 𝑛. В связи с этим рассмотрим

следующий
Пример 3. Пусть, как и в примере 2, 𝐴— простая неабелева группа и 𝔉 = 𝑙𝜏𝜔𝑛

form(𝐴), где 𝜏 — произ-
вольный подгрупповой функтор. И пусть S𝜏 (𝐴) = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑡 } — совокупность всех 𝜏-подгрупп группы
𝐴, где 𝜏 — замыкание подгруппового функтора 𝜏 , �̃� = 𝐴1 × . . . × 𝐴𝑡 (𝑡 ∈ N). Кроме того, для заданного
простого числа 𝑞 через𝔙(𝑞) обозначим формацию 𝔑𝑞𝔉 = 𝔑𝑞𝑙

𝜏
𝜔𝑛

form(𝐴).
Пусть 𝑛 = 0. Тогда вследствие леммы 1.2.22 [6], с. 24

𝔉 = 𝑙𝜏𝜔0 form(𝐴) = 𝜏form(𝐴) = form
(
𝑆𝜏 (𝐴)

)
= form(�̃�).

Заметим, что 𝜋 (𝔉) = 𝜋 (�̃�) = 𝜋
(
𝑆𝜏 (𝐴)

)
= 𝜋 (𝐴) и 𝜋

(
Com(𝔉)

)
= 𝜋

(
Com(�̃�)

)
= 𝜋

(
Com(𝑆𝜏 (𝐴))

)
. Предположим,

что |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | = 0. В этом случае 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 = ∅, и из примера 1 [26] следует, что 𝔉

является 𝑙𝜔∞-формацией. Значит, Ind𝜔𝑙
(𝔉) = ∞. Поэтому вследствие леммы 16 для любого 𝑞 ∈ P имеет

место Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞. Кроме того, согласно лемме 15, из последних равенств вытекают следующие

Ind𝜔𝑐
(𝔉) = Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞, причем последнее равенство имеет место также для любого 𝑞 ∈ P. Пусть

теперь |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 1. Тогда если 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 , то, как следует из леммы 3.1.5 [6], с. 100
𝔑𝑝 * 𝔉 = form

(
𝑆𝜏 (𝐴)

)
= form(�̃�), и следовательно, в силу теоремы 1 [26] формация 𝔉 не является 𝑝-

насыщенной. Поэтому Ind𝑝𝑙 (𝔉) = 0, и следовательно, Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 0. Кроме того, если |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | = 1 и

𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 = {𝑝}, то ввиду следствия 6 для любого 𝑞 ∈ 𝑝 ′ = P \ {𝑝} имеет место Ind𝑝𝑙
(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝑝𝑙 (𝔉) = 0,

и значит, Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 0; в силу же леммы (𝔑𝑛

𝜔𝔉) с учетом равенства 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 видим, что
Ind𝜔𝑙

(𝔙(𝑝) ) = Ind𝜔𝑙
(𝔑𝑝𝔉) = ∞. Далее, если |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, то, учитывая справедливость для всякого

𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 равенства Ind𝑝𝑙 (𝔉) = 0, а также принимая во внимание следствие 8, заключаем, что для
любого 𝑞 ∈ P имеет место равенство Ind𝑝𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 0, а потому и равенство Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 0.

Если, кроме того, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 0, то 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
Com(𝑆𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 = ∅, и вследствие
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примера 1 [27] 𝔉 является 𝑐𝜔∞-формацией. Тогда Ind𝜔𝑐
(𝔉) = ∞, и вследствие леммы 16 также имеем

Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞ для всякого 𝑞 ∈ P. Пусть, далее, |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 1 (ясно, что в этом случае

условие |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 1 является необходимым). Тогда, выбирая произвольное простое число 𝑝 из
𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 = 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩𝜔 и применяя лемму 3.1.5 [6], с. 100 видим, что𝔑𝑝 * 𝔉. Значит, ввиду

теоремы 1 [27] формация 𝔉 не является 𝑝-композиционной, и значит, Ind𝑝𝑐 (𝔉) = 0. Следовательно,
Ind𝜔𝑐

(𝔉) = 0. Продолжая далее рассуждения, аналогичные рассмотренному выше случаю, когда |𝜋 (𝐴) ∩
𝜔 | ≥ 1, и используя следствия 6 и 7, а также лемму 11, заключаем, что если |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1

и 𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 = {𝑝}, то Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 0, если 𝑞 ∈ 𝑝 ′ = P \ {𝑝}, и Ind𝜔𝑐

(𝔙(𝑝) ) = ∞; если же
|𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 2, то равенство Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 0 имеет место уже для любого 𝑞 ∈ P.

Пусть теперь 𝑛 > 0. Тогда ввиду следствия 1 𝔉 ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛
⊆ 𝑐𝜏𝜔𝑛

, и следовательно, вследствие леммы 7
и леммы 1.5.12 [1], c. 61 имеют место равенства 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 . Отметим,

что в силу очевидного неравенства Ind𝜔𝑙
(𝔉) ≥ 𝑛 из леммы 16 вытекает, что для всякого 𝑞 ∈ P имеет

место Ind𝜔𝑙
(𝔙(𝑞) ) ≥ 𝑛. Из указанных неравенств вследствие леммы 15 получаем также неравенства

Ind𝜔𝑐
(𝔉) ≥ 𝑛 и Ind𝜔𝑐

(𝔙(𝑞) ) ≥ 𝑛. Далее, если |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | < 2, то с учетом равенства 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔
и леммы 16 из замечания 1 следует, что Ind𝜔𝑙

(𝔉) = ∞ и для любого 𝑞 ∈ P Ind𝜔𝑙
(𝔙(𝑞) ) = ∞. Тогда,

согласно лемме 15, имеем Ind𝜔𝑐
(𝔉) = Ind𝜔𝑐

(𝔙(𝑞) ) = ∞ (последнее равенство имеет место, конечно,
для любого 𝑞 ∈ P). Пусть |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2. Индукцией по 𝑛 покажем, что Ind𝜔𝑙

(𝔉) = Ind𝜔𝑙
(𝔙(𝑞) ) = 𝑛.

Действительно, если 𝑛 = 0, то, как установлено выше, Ind𝜔𝑙
(𝔉) = 0 и, кроме того, для всякого 𝑞 ∈ P

Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝜔𝑙

(
𝔑𝑞𝑙

𝜏
𝜔0 form(𝐴)

)
= 0. Пусть снова 𝑛 > 0, и предположим, что Ind𝜔𝑙

(
𝑙𝜏𝜔𝑛−1 form(𝐴)

)
=

Ind𝜔𝑙

(
𝔑𝑞𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴)

)
= 𝑛 − 1, причем последнее равенство имеет силу для каждого 𝑞 ∈ P. Обозначим

через 𝐹 и 𝑉(𝑞) канонические 𝜔-локальные спутники формаций 𝔉 = 𝑙𝜏𝜔𝑛
form(𝐴) и 𝔙(𝑞) = 𝔑𝑞𝑙

𝜏
𝜔𝑛

form(𝐴)
соответственно. Ясно, что поскольку 𝐴— неабелева простая группа, то для любого 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 имеет
место 𝐹𝑝 (𝐴) = 1. Учитывая последнее, а также применяя лемму 1.5.12 [1], с. 61 теорему 7 [26] и замечание 2
[26], видим, что 𝐹 (𝑝) = 𝔑𝑝𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴) для любого 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 , 𝐹 (𝑝) = ∅ для всякого 𝑝 ∈ 𝜔 \ 𝜋 (𝐴),

𝐹 (𝜔 ′) = 𝔉, и если 𝑞 ∈ 𝜔 , то 𝑉(𝑞) (𝑞) = 𝔑𝑞𝑙
𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴) = 𝔙(𝑞) , 𝑉(𝑞) (𝑝) = 𝔑𝑝𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴) = 𝐹 (𝑝) для каждого

𝑝 ∈
(
𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔

)
\ {𝑞}, 𝑉(𝑞) (𝜔 ′) = 𝔙(𝑞) ; если 𝑞 ∉ 𝜔 , то 𝑉(𝑞) (𝑝) = 𝐹 (𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜔 , 𝑉(𝑞) (𝜔 ′) = 𝔙(𝑞) .

По индукции Ind𝜔𝑙

(
𝐹 (𝑝)

)
= 𝑛 − 1 для каждого 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔=𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 . Следовательно, учитывая, что

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2 и Ind𝜔𝑙
(𝔙(𝑞) ) ≥ 𝑛, ввиду леммы 13 заключаем, что Ind𝜔𝑙

(𝔉) = Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 𝑛.

Предположим теперь, что наряду с условием |𝜋 (𝐴)∩𝜔 | ≥ 2имеетместо также |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | = 0.

Покажем, что тогда Ind𝜔𝑐
(𝔉) = ∞ и для любого 𝑞 ∈ P Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞. Здесь также воспользуемся

индукцией по 𝑛. При 𝑛 = 0 (база индукции) данное утверждение, как отмечено выше, верно. Пусть 𝑛 > 0;
при этом считаем, что утверждение справедливо для 𝑛 − 1. В силу следствия 1 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 )
и 𝔙(𝑞) = 𝐿𝐹𝜔

(
𝑉(𝑞)

)
= 𝐶𝐹𝜔

(
𝑉(𝑞)

)
, причем каждый из канонических спутников 𝐹 и 𝑉(𝑞) соответственно

формации𝔉 и формации𝔙(𝑞) (см. выше) является 𝑙𝜏𝜔𝑛−1-значным, а следовательно, и 𝑐
𝜏
𝜔𝑛−1-значным. По

индукциидлялюбого𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴)∩𝜔 = 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩𝜔 имеетместо Ind𝜔𝑐

(
𝐹 (𝑝)

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝔑𝑝𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴)

)
= ∞.

Следовательно, ввиду леммы 14 заключаем, что Ind𝜔𝑐
(𝔉) = Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞, т. e. рассматриваемое

утверждение верно и для 𝑛 (последнее равенство, как следует из доказательства, имеет место для любого
𝑞 ∈ P). Таким образом, Ind𝜔𝑐

(𝔉) = Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞, если только |𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 2, причем |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩

𝜔 | = 0.
Наконец, рассмотрим случай, когда |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2 и, кроме того, |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 1. Пред-

положим сначала, что выполнено одно из следующих условий: либо |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1, причем

|𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 3, либо |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | ≥ 2 (ясно, что в последнем случае условие |𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 2 будет

необходимым). Рассуждаем, как и впредыдущих случаях, поиндукции.Напомним, что, как установлено
выше, если 𝑛 = 0, то для случая, когда |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1, причем 𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 = {𝑝}, имеет

место Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑝)

)
= ∞ и Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 0 для всякого 𝑞 ∈ 𝑝 ′ = P \ {𝑝}; для случая |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩

𝜔 | ≥ 2 имеем Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 0 для любого 𝑞 ∈ P. Кроме того, в каждом из отмеченных случаев

Ind𝜔𝑐
(𝔉) = 0. Далее, снова считаем, что 𝑛 > 0, а также выполнены равенства Ind𝜔𝑐

(
𝔑𝑝𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴)

)
= ∞,

Ind𝜔𝑐

(
𝔑𝑞𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴)

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝑙𝜏𝜔𝑛−1 form(𝐴)

)
= 𝑛−1 для каждого 𝑞 ∈ 𝑝 ′, если 𝑛 = 1 и |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | =

1, причем 𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 = {𝑝}, и Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑞𝑙𝜔𝑛−1 form(𝐴)) = Ind𝜔𝑐
(𝑙𝜔𝑛−1 form(𝐴)) = 𝑛 − 1 для всякого

𝑞 ∈ P, в остальных случаях (т. е. если либо 𝑛 = 1 и |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 2, либо 𝑛 ≥ 2). Тогда, как

отмечено выше, 𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 ) и 𝔙(𝑞) = 𝐶𝐹𝜔
(
𝑉(𝑞)

)
, причем каждый из канонических спутников 𝐹 и 𝑉(𝑞)

𝑐𝜏𝜔𝑛−1-значен. Фиксируем произвольное 𝑞 ∈ P. Выбирая теперь любое 𝑟 с условием 𝑟 ∈
(
𝜋 (𝐴) ∩𝜔

)
\ {𝑝, 𝑞} —

при 𝑛 = 1 и |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1, или 𝑟 ∈

(
𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔

)
\ {𝑞} — в противном случае, видим, согласно

предположению, что Ind𝜔𝑐

(
𝑉(𝑞) (𝑟 )

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝐹 (𝑟 )

)
= Ind𝜔𝑐

(𝔑𝑟 𝑙
𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴)) = 𝑛 − 1. Учитывая теперь, что

𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 = 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩𝜔 , Ind𝜔𝑐

(𝔙(𝑞) ) ≥ 𝑛, а также принимая во внимание справедливое для 𝑛 = 1
и |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1 равенство Ind𝜔𝑐

(
𝔑𝑝𝑙

𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴)

)
= ∞, вследствие леммы 14 заключаем, что

Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝜔𝑐

(𝔉) = 𝑛. Таким образом, если либо |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 3, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1, либо

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 2, то Ind𝜔𝑐

(𝔉) = Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 𝑛. Отметим, что из указанных

равенств ввиду леммы 15 вытекают также равенства Ind𝜔𝑙
(𝔉) = Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 𝑛, установленные ранее

для более широкого случая, когда |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2.
Рассмотрим теперь последнююоставшуюся возможность, когда |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | = 1 и |𝜋 (𝐴)∩𝜔 | =
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188 Частично композиционные формации с заданной структурой. I

2. Считаем, что 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 = {𝑝, 𝑞} и 𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 = {𝑝}. Кроме того, в рассматриваемом случае для

данного целого неотрицательного 𝑛 и простого 𝑟 условимся для обозначения формаций 𝑙𝜏𝜔𝑛
form(𝐴) и

𝔑𝑟 𝑙
𝜏
𝜔𝑛

form(𝐴) вместо символов соответственно 𝔉 и 𝔙(𝑟 ) использовать соответственно символы �̃�(𝑛) и
�̃�(𝑛,𝑟 ) ; канонические спутники указанных формаций также обозначим соответствующим образом: 𝐹 (𝑛)
и �̃�(𝑛,𝑞) . Тогда, как доказано выше, Ind𝜔𝑐

(
�̃�(0,𝑟 )

)
= ∞, если 𝑟 = 𝑝 , и Ind𝜔𝑐

(
�̃�(0,𝑟 ) ) = 0, если 𝑟 ∈ 𝑝 ′. Кроме того,

Ind𝜔𝑐
(�̃�(0) ) = 0. Далее, для 𝑛 > 0 будем иметь: если 𝑟 ∈ {𝑝, 𝑞} = 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 , то �̃�(𝑛,𝑟 ) (𝑟 ) = �̃�(𝑛,𝑟 ) (𝜔 ′) = �̃�(𝑛,𝑟 ) ,

�̃�(𝑛,𝑟 ) (𝑟 ) = 𝔑𝑟 𝑙
𝜏
𝜔𝑛−1 form(𝐴) = �̃�(𝑛−1,𝑟 ) = 𝐹 (𝑛) (𝑟 ), где 𝑟 ∈

(
𝜋 (𝐴) ∩𝜔

)
\{𝑟 }; если 𝑟 ∈ 𝜔 \𝜋 (𝐴) = 𝜔 \

(
𝜋 (𝐴) ∩𝜔

)
или

𝑟 ∈ 𝜔 ′, то �̃�(𝑛,𝑟 ) (𝑟 ) = �̃�(𝑛−1,𝑟 ) = 𝐹 (𝑛) (𝑟 ) для любого 𝑟 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩𝜔 . Рассматривая вначале первый подслучай,
когда 𝑟 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 , с учетом единственности элемента 𝑟 ∈

(
𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔

)
\ {𝑟 } и равенства �̃�(𝑛,𝑟 ) (𝑟 ) =

�̃�(𝑛−1,𝑟 ) , в силу леммы 14 заключаем, что Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛,𝑟 )

)
= Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛−1,𝑟 )

)
+ 1, если Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛−1,𝑟 )

)
< ∞, и

Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛,𝑟 )

)
= ∞, если Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛−1,𝑟 )

)
= ∞. Вследствие равенств Ind𝜔𝑐

(
�̃�(0,𝑝)

)
= ∞ и Ind𝜔𝑐

(
�̃�(0,𝑞)

)
= 0,

простая индукция по 𝑛 показывает, что если 𝑛 четно, то Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛,𝑝)

)
= ∞, Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛,𝑞)

)
= 𝑛; если 𝑛

нечетно, то Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛,𝑝)

)
= 𝑛, Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛,𝑞)

)
= ∞. Но последние соотношения приводят нас также не

только к рассмотрению второго подслучая, когда 𝑟 ∈
(
𝜔 \ 𝜋 (𝐴)

)
∪ 𝜔 ′, но и к нахождению общего

для рассматриваемых подслучаев значения Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛)

)
индекса 𝜔-композиционности формации �̃�(𝑛) .

Действительно, для указанного (второго) подслучая, как отмечалось выше, для любого 𝑟 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 =

{𝑝, 𝑞} имеет место 𝐹 (𝑛) (𝑟 ) = �̃�(𝑛−1,𝑟 ) = �̃�(𝑛,𝑟 ) (𝑟 ), где 𝑛 > 0. По доказанному для каждого 𝑟 ∈ {𝑝, 𝑞}
справедливо Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛−1,𝑟 )

)
≥ 𝑛 − 1, причем Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛−1,𝑟0)

)
= 𝑛 − 1, где 𝑟0 = 𝑝 , если 𝑛 четно, и 𝑟0 = 𝑞, если

𝑛 нечетно. Из последнего в силу леммы 14 заключаем, что для всякого 𝑟 ∈
(
𝜔 \ 𝜋 (𝐴)

)
∪ 𝜔 ′ имеют место

равенства Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛)

)
= Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛,𝑟 )

)
= Ind𝜔𝑐

(
�̃�(𝑛−1,𝑟0)

)
+ 1 = (𝑛 − 1) + 1 = 𝑛.

Возвращаясь к прежним обозначениям, отметим, что из вышеприведенных рассуждений следует, в
частности, что для данного целого неотрицательного числа 𝑛 множество значений индексов формации
𝔉: индекса𝜔-локальности Ind𝜔𝑙

(𝔉) ииндекса𝜔-композиционности Ind𝜔𝑐
(𝔉) — содержится вомножестве

{𝑛,∞}. Сказанное выше относится также и к формации𝔙(𝑞) для каждого простого числа 𝑞.
Таким образом, для формации 𝔉 = 𝑙𝜏𝜔𝑛

form(𝐴), такой, что 𝐴— некоторая простая неабелева группа,
𝑛 — целое неотрицательное число и 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор, имеем:
если 𝑛 = 0, то

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | = 0 =⇒ Ind𝜔𝑙
(𝔉) = Ind𝜔𝑐

(𝔉) = ∞,
|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 1, |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 0 =⇒ Ind𝜔𝑙

(𝔉) = 𝑛, Ind𝜔𝑐
(𝔉) = ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 1, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 1 =⇒ Ind𝜔𝑙

(𝔉) = Ind𝜔𝑐
(𝔉) = 𝑛;

если 𝑛 > 0, то
|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | < 2 =⇒ Ind𝜔𝑙

(𝔉) = Ind𝜔𝑐
(𝔉) = ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 0 =⇒ Ind𝜔𝑙

(𝔉) = 𝑛, Ind𝜔𝑐
(𝔉) = ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 1 =⇒ Ind𝜔𝑙

(𝔉) = Ind𝜔𝑐
(𝔉) = 𝑛,

где S𝜏 (𝐴) = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑡 } — совокупность всех 𝜏-подгрупп группы𝐴 (𝑡 ∈ N), 𝜏 — замыкание подгруппового
функтора 𝜏 (здесь множества простых 𝜋 (𝐴) и 𝜋

(
Com(𝑆𝜏 (𝐴)

)
могут быть заменены соответственно на 𝜋 (�̃�)

и 𝜋
(
Com(�̃�)

)
, если только �̃� = 𝐴1 × . . . ×𝐴𝑡 ).

Для формации𝔙(𝑞) = 𝔑𝑞𝑙
𝜏
𝜔𝑛

form(𝐴) получаем:
если 𝑛 = 0, то

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | = 0 =⇒ ∀𝑞 ∈ P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | = 1, причем 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 = {𝑝}, и |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 0 =⇒ Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑝)

)
= ∞, ∀𝑞 ∈ 𝑝 ′ :

Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 0, ∀𝑟 ∈ P : Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑟 )

)
= ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | = |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1, причем 𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 = {𝑝} = 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 =⇒ Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑝)

)
=

Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑝)

)
= ∞, ∀𝑞 ∈ 𝑝 ′ : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 0,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, 𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 0 =⇒ ∀𝑞 ∈ P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 0, ∀𝑟 ∈ P : Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑟 )

)
= ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 2, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | = 1, причем 𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 = {𝑝} =⇒ ∀𝑞 ∈ P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 0,

Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑝)

)
= ∞, ∀𝑟 ∈ 𝑝 ′ : Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑟 )

)
= 0,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2 и, кроме того, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 2 =⇒ ∀𝑞 ∈ P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 0;

если 𝑛 > 0, то
|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | < 2 =⇒ ∀𝑞 ∈ P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 0 =⇒ ∀𝑞 ∈ P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= 𝑛, Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞,

|𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | = 2, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | = 1, причем 𝜋 (𝐴) ∩𝜔 = {𝑝, 𝑞} и 𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 = {𝑝} =⇒ ∀𝑟 ∈

P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑟 )

)
= 𝑛 и

если 𝑠 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 , то Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑠)

)
= ∞— при 𝑠 = 𝑝 , и Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑠)

)
= 𝑛 — при 𝑠 = 𝑞, в случае, когда 𝑛

четно, и Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑠)

)
= 𝑛 — при 𝑠 = 𝑝 , и Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= ∞— при 𝑠 = 𝑞, в случае нечетного 𝑛;

если 𝑠 ∈
(
𝜔 \ 𝜋 (𝐴)

)
∪ 𝜔 ′, то Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑠)

)
= 𝑛,

|𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 3, |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | ≥ 1 или |𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 2, |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩𝜔 | ≥ 2 (т. е. |𝜋 (𝐴) ∩𝜔 | ≥ 2

и |𝜋
(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | ≥ 1, причем равенства |𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | = 2 и |𝜋

(
Com(S𝜏 (𝐴))

)
∩ 𝜔 | = 1 не выполняются

одновременно) =⇒ ∀𝑞 ∈ P : Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑞)

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑞)

)
= 𝑛.
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В частности, если 𝜏 — такой подгрупповой функтор, что Com
(
S𝜏 (𝐴)

)
= ∅ (например, 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛), 𝑝 ∈ P и

|𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 | ≥ 2, то для любого целого неотрицательного 𝑛 имеем Ind𝜔𝑙
(𝔉) = Ind𝜔𝑙

(
𝔙(𝑝)

)
= 𝑛, Ind𝜔𝑐

(𝔉) =
Ind𝜔𝑐

(
𝔙(𝑝)

)
= ∞, и следовательно, 𝔉 = 𝑙𝜏𝜔𝑛

form(𝐴) ∈ 𝑐𝜏𝜔∞ \ 𝑙𝜔𝑚 , а также𝔙(𝑝) = 𝔑𝑝𝑙
𝜏
𝜔𝑛

form(𝐴) ∈ 𝑐𝜏𝜔∞ \ 𝑙𝜔𝑚 , где
𝑚 — такое натуральное число, что𝑚 > 𝑛.

В заключение отметим, что если |𝜔 | > 1, то всегда найдется неабелевая простая группа 𝐴 такая, что
|𝜋 (𝐴)∩𝜔 | ≥ 2. Действительно, полагая𝐴 = 𝐴5, если𝑝 ≤ 5, и𝐴 = 𝐴𝑝 , если𝑝 > 5, где𝑝 =𝑚

(
𝜔\{𝑚(𝜔)}

)
(здесь

через 𝐴𝑘 обозначена знакопеременная группа степени 𝑘 , 𝑘 ∈ N, а для произвольного непустого множе-
ства 𝜋 ⊆ P через𝑚(𝜋) обозначен его наименьший элемент), вследствие теоремы Галуа (см., например,
[25], с. 44) убеждаемся, что это действительно так. Тогда по доказанному для формации �̂� = 𝑙𝜏𝜔𝑛

form(𝐴)
имеем �̂� ∈ 𝑙𝜏𝜔𝑛

\ 𝑙𝜏𝜔𝑛+1 , где 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор, 𝑛 — целое неотрицательное число.
На этом рассмотрение примера 3 мы оканчиваем.

Здесь целесообразно заметить, что рассуждения, использованные в примере 2, приводящие к по-
строению 𝐿-подходящей (𝑙-подходящей) или 𝐶-подходящей (𝑐-подходящей) последовательности для
(частично) кратно насыщенных или композиционных формаций соответственно, являются более об-
щими (см. доказательство приводимой ниже теоремы 1) в отличие от примера 3, где существенно
используются свойства порождающего множества (в данном случае — простой неабелевой группы).

В связи с примерами 2 и 3 рассмотрим также следующее утверждение, которое в известном смысле
является обобщением примера 1.3.3 [6], с. 28.

Утверждение 5. Пусть ℌ — непустая не 𝜔-композиционная формация, 𝜋 —множество простых чисел
такое, что 𝜋 (ℌ) ∩𝜔 ⊆ 𝜋 , причем |𝜋 ∩𝜔 | > 1, и 𝑛 — целое неотрицательное число. И пусть𝔉𝑛 = 𝔑𝑛

𝜋ℌ. Тогда

Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) = Ind𝜔𝑐

(𝔉𝑛) = 𝑛.

Доказательство. Для произвольного целого неотрицательного 𝑛 и всякого простого 𝑟 обозначим
через 𝔙𝑛,𝑟 формацию 𝔑𝑟𝔉𝑛 = 𝔑𝑟𝔑

𝑛
𝜋ℌ. Заметим, что ввиду леммы 10 формация 𝔉𝑛 = 𝔑𝑛

𝜋ℌ является
𝑛-кратно (разрешимо) 𝜔-насыщенной. Поэтому в силу леммы 5 и леммы 6 𝑛-кратно (разрешимо) 𝜔-
насыщенной является и формация 𝔙𝑛,𝑟 = 𝔑𝑟𝔑

𝑛
𝜋ℌ (то, что формация 𝔙𝑛,𝑟 𝑛-кратно 𝜔-композиционна,

вытекает также из следствия 1 и того, что 𝔙𝑛,𝑟 𝑛-кратно 𝜔-насыщенна). Итак, обе формации 𝔉𝑛 и 𝔙𝑛,𝑟

являются𝑛-кратно (разрешимо)𝜔-насыщенными. Кроме того, обозначая через 𝐹𝑛 и𝑉𝑛,𝑟 канонические𝜔-
локальные спутники формаций𝔉𝑛 = 𝔑𝑛

𝜋ℌ и𝔙𝑛,𝑟 = 𝔑𝑟𝔑
𝑛
𝜋ℌ соответственно, где 𝑛 > 0 и 𝑟 — произвольное

простое, в силу леммы 10 видим, что 𝐹𝑛 и 𝑉𝑛,𝑟 являются также каноническими 𝜔-композиционными
спутниками указанных формаций (см. также следствие 1). Вследствие леммы 10, теоремы 7 [26] и
замечания 2 [26] находим, что 𝐹𝑛 (𝑠) = 𝔑𝑠𝔑

𝑛−1
𝜋 ℌ для всех 𝑠 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , 𝐹𝑛 (𝑠) = ∅ для всякого 𝑠 ∈ 𝜔 \ 𝜋 ,

𝐹𝑛 (𝜔 ′) = 𝔉𝑛 , и если 𝑟 ∈ 𝜔 , то 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔑𝑟𝔑
𝑛
𝜋ℌ = 𝔙𝑛,𝑟 , 𝑉𝑛,𝑟 (𝑠) = 𝔑𝑠𝔑

𝑛−1
𝜋 ℌ = 𝔙𝑛−1,𝑠 для каждого 𝑠 ∈

(𝜋 ∩𝜔) \ {𝑟 }, 𝑉𝑛,𝑟 (𝑠) = ∅ для любого 𝑠 ∈ 𝜔 \ (𝜋 ∪ {𝑟 }), 𝑉𝑛,𝑟 (𝜔 ′) = 𝔙𝑛,𝑟 ; если 𝑟 ∉ 𝜔 , то, как несложно видеть,
𝑉𝑛,𝑟 (𝑠) = 𝐹𝑛 (𝑠) для каждого 𝑠 ∈ 𝜔 , т. е. 𝑉𝑛,𝑟 (𝑠) = 𝔑𝑠𝔑

𝑛−1
𝜋 ℌ для всех 𝑠 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 и 𝑉𝑛,𝑟 (𝑠) = ∅ для любого

𝑠 ∈ 𝜔 \𝜋 , а также𝑉𝑛,𝑟 (𝜔 ′) = 𝔙𝑛,𝑟 . Заметим, что вследствие леммы 15 для формаций𝔉𝑛 и𝔙𝑛,𝑟 справедливы
неравенства Ind𝜔𝑐

(𝔉𝑛) ≥ Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) ≥ 𝑛, а также неравенства Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛,𝑟 ) ≥ Ind𝜔𝑙
(𝔙𝑛,𝑟 ) ≥ 𝑛. Несмотря на

то, что в силу той же леммы 15 для доказательства равенства Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) = 𝑛 достаточно установить, что

Ind𝜔𝑐
(𝔉𝑛) = 𝑛, рассмотрим, тем не менее, общий случай, полезный для получения некоторых следствий

рассматриваемого утверждения.
Проведем индукцию по 𝑛. Пусть 𝑛 = 0. По условию формация ℌ = 𝔑0

𝜋ℌ = 𝔉0 не является 𝜔-
композиционной. Поэтому с учетомпримера 1 [27] найдется такое простое 𝑝 ∈ 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 ⊆ 𝜋 (ℌ)∩𝜔 ,

что ℌ не является 𝑝-композиционной, а следовательно, и 𝑝-насыщенной формацией. Последнее рав-
носильно соотношениям Ind𝜔𝑐

(𝔉0) = Ind𝜔𝑙
(𝔉0) = 0, а также Ind𝑝𝑐 (𝔉0) = Ind𝑝𝑙 (𝔉0) = 0. Отсюда и из

следствия 6 вытекает, что для всех 𝑟 ∈ 𝑝 ′ = P \ {𝑝} имеют место равенства Ind𝑝𝑐 (𝔙0,𝑟 ) = Ind𝑝𝑐 (𝔑𝑟𝔉0) =
Ind𝑝𝑐 (𝔑𝑟ℌ) = 0 и, кроме того, равенства Ind𝑝𝑙 (𝔙0,𝑟 ) = Ind𝑝𝑙 (𝔑𝑟𝔉0) = Ind𝑝𝑙 (𝔑𝑟ℌ) = 0, что влечет для тех же
𝑟 выполнение равенств Ind𝜔𝑐

(𝔙0,𝑟 ) = Ind𝜔𝑙
(𝔙0,𝑟 ) = 0. Таким образом, утверждение для𝑛 = 0 справедливо.

Для дальнейших рассуждений введем также следующие обозначения: 𝑖𝑐 = Ind𝜔𝑐
(𝔙0,𝑝 ), 𝑖𝑙 = Ind𝜔𝑙

(𝔙0,𝑝 ).
Пусть теперь 𝑛 > 0. Предположим сначала, что |𝜋 ∩ 𝜔 | = 2, причем 𝜋 ∩ 𝜔 = {𝑝, 𝑞}. Если 𝑟 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔

(первый подслучай), то для канонического𝜔-композиционного (𝜔-локального) спутника𝑉𝑛,𝑟 формации
𝔙𝑛,𝑟 , как отмечено выше, будем иметь 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛,𝑟 и 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛−1,𝑟 = 𝐹𝑛 (𝑟 ), где 𝑟 ∈ (𝜋 ∩ 𝜔) \ {𝑟 }; при
𝑟 ∈ (𝜔 \ 𝜋) ∪ 𝜔 ′ (второй подслучай) имеем 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛,𝑟 , если только 𝑟 ∈ 𝜔 \ 𝜋 , и 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛−1,𝑟 = 𝐹𝑛 (𝑟 )
для любого 𝑟 ∈ (𝜋 ∩𝜔) \ {𝑟 } = 𝜋 ∩𝜔 . Индукцией по 𝑛 покажем, что в первом подслучае, когда 𝑟 ∈ 𝜋 ∩𝜔 ,
для индекса 𝜔-композиционности Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛,𝑟 ) формации𝔙𝑛,𝑟 имеет место:
если 𝑛 четно, то

Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛,𝑟 ) =

{
𝑖𝑐 (𝑛), если 𝑟 = 𝑝,
𝑛, если 𝑟 = 𝑞;

если 𝑛 нечетно, то

Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛,𝑟 ) =

{
𝑛, если 𝑟 = 𝑝,
𝑖𝑐 (𝑛), если 𝑟 = 𝑞,
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где 𝑖𝑐 (𝑛) = 𝑖𝑐 + 𝑛 — при 𝑖𝑐 < ∞, и 𝑖𝑐 (𝑛) = ∞— при 𝑖𝑐 = ∞.
Действительно, для 𝑛 = 0 ввиду нашего определения Ind𝜔𝑐

(𝔙0,𝑝 ) = 𝑖𝑐 , а вследствие ранее доказанного
Ind𝜔𝑐

(𝔙(0,𝑞) ) = 0, и следовательно, утверждение верно. Вновь считая, что 𝑛 > 0, а также предполагая
справедливость данного утверждения для 𝑛 − 1, с учетом единственности элемента 𝑟 ∈ (𝜋 ∩ 𝜔) \ {𝑟 },
соотношения 𝜋

(
Com(𝔙𝑛,𝑟 )

)
∩ 𝜔 = 𝜋 ∩ 𝜔 , равенств 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛,𝑟 и 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛−1,𝑟 , а также неравенства

Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛,𝑟 ) ≥ 𝑛, в силу леммы 14 заключаем, что Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛,𝑟 ) = Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛−1,𝑟 ) + 1, если Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛−1,𝑟 ) < ∞,
и Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛,𝑟 ) = ∞, если Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛−1,𝑟 ) = ∞. Из последнего непосредственно вытекает требуемое, т. е.

справедливость данного утверждения для любого целого неотрицательного 𝑛.
Проводя аналогичные рассуждения для индекса𝜔-локальности Ind𝜔𝑙

(𝔙𝑛,𝑟 ) формации𝔙𝑛,𝑟 , учитывая
равенство Ind𝜔𝑙

(𝔙0,𝑝 ) = 𝑖𝑙 , соотношение 𝜋 (𝔙𝑛,𝑟 ) ∩ 𝜔 = 𝜋 ∩ 𝜔 и неравенство Ind𝜔𝑙
(𝔙𝑛,𝑟 ) ≥ 𝑛, а также

принимая во внимание теорему 13, имеем:
если 𝑛 четно, то

Ind𝜔𝑙
(𝔙𝑛,𝑟 ) =

{
𝑖𝑙 (𝑛), если 𝑟 = 𝑝,
𝑛, если 𝑟 = 𝑞;

если 𝑛 нечетно, то

Ind𝜔𝑙
(𝔙𝑛,𝑟 ) =

{
𝑛, если 𝑟 = 𝑝,
𝑖𝑙 (𝑛), если 𝑟 = 𝑞,

где 𝑖𝑙 (𝑛) = 𝑖𝑙 + 𝑛 — при 𝑖𝑙 < ∞, и 𝑖𝑙 (𝑛) = ∞— при 𝑖𝑙 = ∞.
Рассмотрим теперь второй подслучай, когда 𝑟 ∈ (𝜔 \ 𝜋) ∪ 𝜔 ′. Как отмечалось выше, 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛,𝑟 ,

если только 𝑟 ∈ 𝜔 \𝜋 ,𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = 𝔙𝑛−1,𝑟 для любого 𝑟 ∈ 𝜋 ∩𝜔 = {𝑝, 𝑞},𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ) = ∅ для всякого 𝑟 ∈ 𝜔 \ (𝜋 ∪ {𝑟 })
и 𝑉𝑛,𝑟 (𝜔 ′) = 𝔙𝑛,𝑟 . По доказанному для каждого 𝑟 ∈ {𝑝, 𝑞} справедливо неравенство Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛−1,𝑟 ) ≥ 𝑛 − 1,
причем Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛−1,𝑟0 ) = 𝑛 − 1, где 𝑟0 = 𝑝 , если 𝑛 четно, и 𝑟0 = 𝑞, если 𝑛 нечетно. Тогда в силу леммы 14
заключаем, что для любого 𝑟 ∈ (𝜔 \ 𝜋) ∪ 𝜔 ′ имеют место равенства Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛,𝑟 ) = Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛−1,𝑟0 ) + 1 =

(𝑛 − 1) + 1 = 𝑛. Аналогичное рассуждение для Ind𝜔𝑙
(𝔙𝑛,𝑟 ) (с использованием леммы 13 вместо леммы 14)

показывает справедливость для данного подслучая также равенства Ind𝜔𝑙
(𝔙𝑛,𝑟 ) = 𝑛. Вспоминая, наконец,

что для каждого 𝑟 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 = {𝑝, 𝑞} имеет место 𝐹𝑛 (𝑟 ) = 𝔙𝑛−1,𝑟 = 𝑉𝑛,𝑟 (𝑟 ), приходим к выводу, что для
двух рассматриваемых подслучаев (т. е. для всего случая |𝜋 ∩𝜔 | = 2) для формации𝔉𝑛 верны равенства
Ind𝜔𝑐

(𝔉𝑛) = Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) = 𝑛.

Пусть теперь |𝜋 ∩ 𝜔 | ≥ 3. Предположим, что 𝑛 > 0 и выполнены равенства Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛−1,𝑝 ) = 𝑖𝑐 ,

Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛−1,𝑡 ) = 𝑛 − 1 для любого 𝑡 ∈ 𝑝 ′, если 𝑛 = 1, и Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛−1,𝑡 ) = 𝑛 − 1 для всякого 𝑡 ∈ P, если 𝑛 ≥ 2.
Зафиксируем произвольное простое 𝑞. Выбирая теперь произвольное 𝑟 с условием 𝑟 ∈ (𝜋 ∩ 𝜔) \ {𝑝, 𝑞},
если 𝑞 ≠ 𝑝 , 𝑞 ∈ 𝜔 , и 𝑟 ∈ (𝜋 ∩ 𝜔) \ {𝑝}, если 𝑞 ≠ 𝑝 , 𝑞 ∈ 𝜔 ′ или 𝑞 = 𝑝 , — при 𝑛 = 1, и 𝑟 ∈ (𝜋 ∩ 𝜔) \ {𝑞},
если 𝑞 ∈ 𝜔 , и 𝑟 ∈ 𝜋 ∩ 𝜔 , если 𝑞 ∉ 𝜔 , — при 𝑛 ≥ 2, видим, согласно предположению, что Ind𝜔𝑐

(
𝑉𝑛,𝑞 (𝑟 )

)
=

Ind𝜔𝑐

(
𝔙𝑛−1,𝑟

)
= Ind𝜔𝑐

(
𝐹𝑛 (𝑟 )

)
= 𝑛 − 1. Учитывая теперь базу индукции, равенство 𝜋

(
Com(𝔙𝑛,𝑞)

)
∩𝜔 = 𝜋 ∩𝜔

или 𝜋
(
Com(𝔙𝑛,𝑞)

)
∩𝜔 = (𝜋 ∩𝜔) ∪ {𝑞} — в зависимости от того, принадлежит ли 𝑞 множеству (𝜋 ∩𝜔) ∪𝜔 ′

или𝜔 \𝜋 соответственно, принимая во внимание также равенство 𝜋
(
Com(𝔉𝑛)

)
∩𝜔 = 𝜋 ∩𝜔 и неравенство

Ind𝜔𝑐
(𝔙𝑛,𝑞) ≥ 𝑛 (последнее — только при 𝑞 ∈ 𝜔), из леммы 14 получаем, что Ind𝜔𝑐

(
𝔙𝑛,𝑞

)
= Ind𝜔𝑐

(𝔉𝑛) = 𝑛.
Таким образом, для любого натурального 𝑛 и всякого простого 𝑞 имеют место равенства Ind𝜔𝑐

(
𝔙𝑛,𝑞

)
=

Ind𝜔𝑐
(𝔉𝑛) = 𝑛.

Аналогичные рассуждения, но уже с применением леммы 13, приводят нас также к равенствам
Ind𝜔𝑙

(
𝔙𝑛,𝑞

)
= Ind𝜔𝑙

(𝔉𝑛) = 𝑛, справедливым для всякого натурального числа 𝑛 и произвольного простого
𝑞.

Итак, для любого целого неотрицательного 𝑛 справедливы равенства Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) = Ind𝜔𝑐

(𝔉𝑛) = 𝑛.
Утверждение доказано.

Из доказательства утверждения 5 в силу следствия 7 и следствия 8 вытекает следующее
Утверждение 6. Пусть 𝜔 —множество простых чисел c |𝜔 | > 1, 𝑞 — произвольное простое, а 𝑛 —

произвольное целое неотрицательное число. И пусть𝔉𝑛 = 𝔑𝑛
𝜋ℌ,𝔙𝑛,𝑞 = 𝔑𝑞𝔑

𝑛
𝜋ℌ, гдеℌ — непустая формация,

которая не является 𝑝-композиционной ни при каком 𝑝 ∈ {𝑟, 𝑠}, где 𝑟, 𝑠 — некоторые различные простые
числа из 𝜔 , 𝜋 —такое множество простых чисел, что 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 . Тогда

Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) = Ind𝜔𝑐

(𝔉𝑛) = Ind𝜔𝑙
(𝔙𝑛,𝑞) = Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛,𝑞) = 𝑛.

Следующие четыре утверждения также следуют из доказательства утверждения 5, при этом рассмат-
риваются либо только насыщенные формации и соответствующие им спутники (утверждения 7 и 8),
либо только композиционные (утверждения 9 и 10). Сообразно с этим в утверждениях 9 и 10 вместо
леммы 10 в базе индукции используется лемма 11. Аналогично теорема 7 и замечание 2 работы [26]
заменяются на теорему 6 и замечание 2 работы [27] соответственно. Отметим также, что обоснование
утверждения 8 опирается также на следствие 8, а обоснование утверждения 10 — на следствие 7.
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Утверждение 7. Пусть ℌ — непустая не 𝜔-насыщенная формация, 𝜋 —такое множество простых
чисел, что 𝜋 (ℌ) ∩𝜔 ⊆ 𝜋 , причем |𝜋 ∩𝜔 | > 1, и 𝑛 — целое неотрицательное число. И пусть𝔉𝑛 = 𝔑𝑛

𝜋ℌ. Тогда

Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) = 𝑛.

Утверждение 8. Пусть 𝜔 —множество простых чисел c |𝜔 | > 1, 𝑞 — произвольное простое, а 𝑛 —
произвольное целое неотрицательное число. И пусть𝔉𝑛 = 𝔑𝑛

𝜋ℌ,𝔙𝑛,𝑞 = 𝔑𝑞𝔑
𝑛
𝜋ℌ, гдеℌ — непустая формация,

которая не является 𝑝-насыщенной ни для какого 𝑝 ∈ {𝑟, 𝑠}, где 𝑟, 𝑠 — некоторые различные простые числа
из 𝜔 , 𝜋 —такое множество простых чисел, что 𝜋 (ℌ) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 . Тогда

Ind𝜔𝑙
(𝔉𝑛) = Ind𝜔𝑙

(𝔙𝑛,𝑞) = 𝑛.

Утверждение 9. Пустьℌ — непустая не 𝜔-композиционная формация, 𝜋 —такое множество простых
чисел, что 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 ⊆ 𝜋 , причем |𝜋 ∩𝜔 | > 1, и 𝑛 — целое неотрицательное число. И пусть𝔉𝑛 = 𝔑𝑛

𝜋ℌ.
Тогда

Ind𝜔𝑐
(𝔉𝑛) = 𝑛.

Утверждение 10. Пусть 𝜔 —множество простых чисел c |𝜔 | > 1, 𝑞 — произвольное простое, а 𝑛 —
произвольное целое неотрицательное число. И пусть𝔉𝑛 = 𝔑𝑛

𝜋ℌ,𝔙𝑛,𝑞 = 𝔑𝑞𝔑
𝑛
𝜋ℌ, гдеℌ — непустая формация,

которая не является 𝑝-композиционной ни при каком 𝑝 ∈ {𝑟, 𝑠}, где 𝑟, 𝑠 — некоторые различные простые
числа из 𝜔 , 𝜋 —такое множество простых чисел, что 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 . Тогда

Ind𝜔𝑐
(𝔉𝑛) = Ind𝜔𝑐

(𝔙𝑛,𝑞) = 𝑛.

3. Условия вложимости решетки H𝜔𝑙 в решетку Θ𝜔𝑐 . Основной результат работы предварим
определением и небольшим числом лемм.

Определение 13. Пусть Θ—такая полная решетка формаций, что Θ ⊆ Θ𝜔𝑐 , причем для любой Θ-
формации ее канонический 𝜔-композиционный спутник Θ-значен. И пусть для формации 𝔉 имеет место
𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 ) ∈ Θ. Для любой последовательности простых чисел 𝑝1, 𝑝2 . . . , 𝑝𝑛 (𝑛 ∈ N) из 𝜔 определим
𝜔-композиционный Θ-значный спутник 𝐹𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛 следующим образом:

1) 𝐹𝑝1 — канонический 𝜔-композиционный спутник Θ-формации 𝐹 (𝑝1);
2) 𝐹𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛 — канонический 𝜔-композиционный спутник Θ-формации 𝐹𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛), если 𝑛 ≥ 2.
Лемма 18.ПустьΘ—такая полная решетка формаций, чтоΘ ⊆ Θ𝜔𝑐 , причем для любойΘ-формации ее

канонический𝜔-композиционный спутникΘ-значен. И пусть𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 ) ∈ Θ, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 — некоторая по-
следовательность простых чисел из𝜔 (𝑛 ∈ N). Тогда итолькотогда последовательность 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 явля-
ется𝐶-подходящей для𝔉𝜔-последовательностью, когда 𝑝1 ∈ 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩𝜔 и для любого 𝑘 ∈ {2, . . . , 𝑛} име-

етместо𝑝𝑘 ∈ 𝜋
(
Com(𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑝𝑘−1))

)
∩𝜔 (при𝑘 = 2мыотождествляем запись (спутник) 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑎)

с 𝐹 (𝑎), где 𝑎 ∈ 𝜔 ∪ {𝜔 ′}).
Доказательство. Если 𝑛 = 1, то утверждение леммы очевидно. При 𝑛 > 1 требуемое утверждение

следует, как несложно видеть, из справедливого для всякого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} равенства 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑘−1 (𝑝𝑘 ) =

𝔉(𝑁𝐶𝑝1 ...𝑝𝑘 ). Последнее соотношение докажем индукцией по 𝑘 .
Пусть 𝑘 = 1. Заметим, что вследствие замечания 1 [27] для любой 𝜔-композиционной формации ℌ

такой, чтоℌ = 𝐶𝐹𝜔 (𝐻 ), имеет место𝐻 (𝑝) = 𝔑𝑝ℌ(𝐶𝑝 ) = ℌ(𝑁𝐶𝑝 ) для всех 𝑝 ∈ 𝜔 . По условию𝔉 = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹 ) ∈
Θ и, кроме того, спутник 𝐹 Θ-значен. Следовательно, так как 𝑝1 ∈ 𝜔 , имеем 𝐹 (𝑝1) = 𝔉(𝑁𝐶𝑝1 ). Итак, при
𝑘 = 1 рассматриваемое равенство верно.

Пусть теперь 𝑘 > 1 и предположим, что 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑝𝑘−1) = 𝔉(𝑁𝐶𝑝1 ...𝑝𝑘−1 ). Учитывая базу индукции,
а также принимая во внимание, что 𝐹𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑝𝑘−1) = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑘−1) ∈ Θ, причем спутник
𝐹𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑘−1 является Θ-значным, в силу предположения и условия 𝑝𝑘 ∈ 𝜔 имеем

𝐹𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑘−1 (𝑝𝑘 ) = 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑝𝑘−1) (𝑁𝐶𝑝𝑘 ) = 𝔉(𝑁𝐶𝑝1 ...𝑝𝑘−1 ) (𝑁𝐶𝑝𝑘 ) = 𝔉(𝑁𝐶𝑝1𝑝2 ...𝑝𝑘 ).

Итак, для любого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} имеет место 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑘−1 (𝑝𝑘 ) = 𝔉(𝑁𝐶𝑝1 ...𝑝𝑘 ). Лемма доказана.
Лемма 19. Пусть H и Θ—такие 𝜔-частичные алгебры формаций, что H ⊆ Θ, H𝜔𝑙 ⊆ H и Θ𝜔𝑐 ⊆ Θ,

причем решеткаΘ𝜔𝑐 индуктивна. Предположимтакже, что для всякого 𝑖 ∈ 𝐼 формация𝔉𝑖 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹𝑖 ) ∈ H𝜔𝑙 ,
где спутник 𝐹𝑖 — канонический, ℌ = ∨Θ𝜔𝑐

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
,𝔉 = ∨H𝜔𝑙

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
. Тогда

1) 𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 ;

2) спутник 𝐻 = ∨Θ
(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
является внутренним 𝜔-композиционным спутником формации ℌ, а

спутник 𝐹 = ∨H
(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
— внутренним 𝜔-локальным спутником формации𝔉;

3) предположимтакже, чтоH𝜔𝑙 = H,Θ𝜔𝑐 = Θ, и пусть, крометого, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 — некоторая𝐶-подходящая
для 𝔉 𝜔-последовательность простых чисел (𝑛 ∈ N). Тогда последовательность простых чисел 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛
является 𝐶-подходящей для ℌ 𝜔-последовательностью, спутники 𝐻 = ∨Θ

(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, 𝐻𝑝1 = ∨Θ

(
𝐹𝑖𝑝1 |

𝑖 ∈ 𝐼
)
,. . . , 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛 = ∨Θ

(
𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
являются каноническими 𝜔-композиционными спутниками

формаций ℌ, 𝐻 (𝑝1),. . . , 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) соответственно, а спутники 𝐹 = ∨H
(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, 𝐹𝑝1 = ∨H

(
𝐹𝑖𝑝1 |
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𝑖 ∈ 𝐼
)
,. . . , 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛 = ∨H

(
𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
— каноническими 𝜔-локальными спутниками формаций 𝔉,

𝐹 (𝑝1),. . . , 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) соответственно.
Доказательство. 1) Заметим прежде всего, что ввиду леммы 4 и условия имеют место включения

H𝜔𝑙 ⊆ H𝜔𝑐 ⊆ Θ𝜔𝑐 . Следовательно,ℌ ⊆ 𝔉. Поэтому с учетом леммы7имеем 𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 ⊆ 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩

𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 . Значит, если 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = ∅, то утверждение верно. Пусть 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 ≠ ∅ и 𝑝 ∈ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 .
Так как 𝔉 = ∨H𝜔𝑙

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= H𝜔𝑙 form

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
, то вследствие леммы 5 [26] 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = 𝜋

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
∩ 𝜔 .

Следовательно, 𝑝 ∈ 𝜋
(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
∩𝜔 =

(
∪
𝑖∈𝐼
𝜋 (𝔉𝑖 )

)
∩𝜔 = ∪

𝑖∈𝐼

(
𝜋 (𝔉𝑖 ) ∩𝜔

)
. Из последнего вытекает существование

такого 𝑗 ∈ 𝐼 , что 𝑝 ∈ 𝜋 (𝔉𝑗 ) ∩𝜔 . Поскольку𝔉𝑗 ∈ 𝐻𝜔𝑙 , то ввиду леммы 7 𝜋 (𝔉𝑗 ) ∩𝜔 = 𝜋
(
Com(𝔉𝑗 )

)
∩𝜔 . Значит,

𝑝 ∈ 𝜋
(
Com(𝔉𝑗 )

)
∩𝜔 . Поскольку ℌ = ∨Θ𝜔𝑐

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= Θ𝜔𝑐 form

(
∪
𝑖∈𝑖
𝔉𝑖

)
, заключаем, что 𝑝 ∈ 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 .

Итак, 𝜋
(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 . Таким образом, 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 .

2) Поскольку𝔉𝑖 —H𝜔𝑙 -формация (𝑖 ∈ 𝐼 ) иH—𝜔-частичная алгебра формаций, то вследствие леммы 4
𝔉𝑖 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹𝑖 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹𝑖 ), причем все значения спутника 𝐹𝑖 принадлежат структуре H ⊆ Θ. В силу условия
из леммы 21 [13] следует, что решетка H𝜔𝑙 является индуктивной. Учитывая также индуктивность
решетки Θ𝜔𝑐 , видим, что спутник 𝐻 = ∨Θ

(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
является 𝜔-композиционным спутником формации

ℌ = ∨Θ𝜔𝑐

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, а спутник 𝐹 = ∨H

(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
—𝜔-локальным спутником формации 𝔉 = ∨H𝜔𝑙

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈

𝐼
)
. Из включений Θ𝜔𝑐 ⊆ Θ и H𝜔𝑙 ⊆ H следует, что спутники 𝐻 и 𝐹 — внутренние.
3) Предположим теперь, что H𝜔𝑙 = H, Θ𝜔𝑐 = Θ. И пусть 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 — произвольная 𝐶-подходящая

для 𝔉 𝜔-последовательность простых чисел (𝑛 ∈ N). Заметим, что так как H—𝜔-частичная алгебра
формаций, то вследствие леммы 4 имеет место H = H𝜔𝑙 ⊆ H𝜔𝑐 , причем для любой H-формации ее
канонический 𝜔-композиционный спутник (совпадающий с каноническим 𝜔-локальным спутником)
H-значен. Последнее обстоятельство делает корректным наряду со спутниками 𝐻 и 𝐹 формаций ℌ и
𝔉 соответственно также определение формаций 𝐻 (𝑝1),. . . , 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) и 𝐹 (𝑝1),. . . , 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) и
соответствующих им спутников 𝐻𝑝1, . . . , 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛 и 𝐹𝑝1, . . . , 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛 . Напомним, что, как отмечено в
2), решетка H𝜔𝑙 = H индуктивна.

Доказательство утверждения проведем индукцией по 𝑛.
Пусть 𝑛 = 1. Из условия вследствие леммы 7 имеем 𝑝1 ∈ 𝜋

(
Com(𝔉)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 . Ввиду 1)

𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 , и следовательно, 𝑝1 ∈ 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 . Далее, из 2) вытекает, что спутник

𝐻 = ∨Θ
(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
является внутренним 𝜔-композиционным спутником формации ℌ, а спутник 𝐹 =

∨H
(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
— внутренним 𝜔-локальным спутником формации 𝔉 (поскольку формация 𝔉𝑖 ∈ H = H𝜔𝑙

для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 , то, как отмечено выше, 𝔉𝑖 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹𝑖 ) = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹𝑖 ) и спутник 𝐹𝑖 H-значен). Применяя
теперь предложение 1 и предложение 3 и учитывая условие и определение канонического спутника,
для любого 𝑝 ∈ 𝜔 имеем

𝐻 (𝑝) = ∨Θ (𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ (𝔑𝑝𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝔑𝑝

(
∨Θ (𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
= 𝔑𝑝𝐻 (𝑝),

𝐹 (𝑝) = ∨H (𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H (𝔑𝑝𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝔑𝑝

(
∨H (𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
= 𝔑𝑝𝐹 (𝑝).

Кроме того,

𝐻 (𝜔 ′) = ∨Θ (𝐹𝑖 (𝜔 ′) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ𝜔𝑐 (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ℌ,

𝐹 (𝜔 ′) = ∨H (𝐹𝑖 (𝜔 ′) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H𝜔𝑙 (𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝔉.

Следовательно, 𝐻 — канонический 𝜔-композиционный спутник формации ℌ, а 𝐹 — канонический 𝜔-
локальный спутник формации𝔉.

По доказанному 𝐻 (𝑝1) = ∨Θ (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ𝜔𝑐 (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ), 𝐹 (𝑝1) = ∨H (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) =

∨H𝜔𝑙 (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) и, кроме того, 𝐹𝑖 (𝑝1) ∈ H = H𝜔𝑙 для любого 𝑖 ∈ 𝐼 . Последнее, как отмечено выше (см.
лемма 4) влечет 𝐹𝑖 (𝑝1) = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹𝑖𝑝1) = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹𝑖𝑝1), причем все значения спутника 𝐹𝑖𝑝1 принадлежат решетке
H ⊆ Θ. Тогда ввиду индуктивности решеток Θ𝜔𝑐 = Θ и H𝜔𝑙 = H заключаем, что 𝐻𝑝1 = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) —
внутренний 𝜔-композиционный спутник формации 𝐻 (𝑝1), a 𝐹𝑝1 = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) — внутренний 𝜔-
локальный спутник формации 𝐹 (𝑝1).

Применяя предложение 1 и предложение 3 с учетом условия и определения канонического спутника,
для любого 𝑞 ∈ 𝜔 получаем

𝐻𝑝1 (𝑞) = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 (𝑞) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ (𝔑𝑞𝐹𝑖𝑝1 (𝑞) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝔑𝑞

(
∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 (𝑞) | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
= 𝔑𝑞𝐻𝑝1 (𝑞),

𝐹𝑝1 (𝑞) = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 (𝑞) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H (𝔑𝑞𝐹𝑖𝑝1 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝔑𝑞

(
∨H (𝐹𝑖𝑝1 (𝑞) | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
= 𝔑𝑞𝐹𝑝1 (𝑞).

Несложно видеть также, что

𝐻𝑝1 (𝜔 ′) = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 (𝜔 ′) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ𝜔𝑐 (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐻 (𝑝1),
𝐹𝑝1 (𝜔 ′) = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 (𝜔 ′) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H𝜔𝑙 (𝐹𝑖 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐹 (𝑝1).
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Таким образом,𝐻𝑝1 — канонический 𝜔-композиционный спутник формации𝐻 (𝑝1), а 𝐹𝑝1 — канони-
ческий 𝜔-локальный спутник формации 𝐹 (𝑝1). Тем самым доказано, что рассматриваемое утверждение
для случая 𝑛 = 1 справедливо.

Пусть теперь 𝑛 > 1 и предположим, что данное утверждение верно для 𝑛 − 1, т. е. 𝜔-последова-
тельность простых чисел 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛−1 является 𝐶-подходящей для формации ℌ и, помимо этого, для
всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1} спутники 𝐻 и 𝐻𝑝1 . . . 𝑝 𝑗 = ∨Θ

(
𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝 𝑗 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
являются каноническими 𝜔-

композиционнымиспутникамиформацийℌи𝐻𝑝1 . . . 𝑝 𝑗−1 (𝑝 𝑗 ) соответственно, а спутники 𝐹 и 𝐹𝑝1 . . . 𝑝 𝑗 =
∨H

(
𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝 𝑗 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
— каноническими 𝜔-локальными спутниками формаций 𝔉 и 𝐹𝑝1 . . . 𝑝 𝑗−1 (𝑝 𝑗 ) соот-

ветственно (при 𝑗 = 1 мы отождествляем запись (спутник) 𝐻𝑝1 . . . 𝑝 𝑗−1 (𝑎) с 𝐻 (𝑎), а запись (спутник)
𝐹𝑝1 . . . 𝑝 𝑗−1 (𝑎) — с 𝐹 (𝑎), где 𝑎 ∈ 𝜔 ∪ {𝜔 ′}; упомянутое относится также к записи (спутнику) 𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝 𝑗−1 (𝑎)
для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 ).

Так как последовательность 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 𝐶-подходит для 𝔉, то с учетом леммы 18 и леммы 7 𝑝𝑛 ∈
𝜋
(
Com(𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1))

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1)

)
∩ 𝜔 . Согласно нашему предположению,

𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1) = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ𝜔𝑐 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ),
𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1) = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H𝜔𝑙 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1) | 𝑖 ∈ 𝐼 ).

Кроме того, ясно, что 𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1) ∈ H = H𝜔𝑙 для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 . Теперь в силу 1) имеем

𝜋
(
Com(𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1))

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1)

)
∩ 𝜔.

Последнее влечет 𝑝𝑛 ∈ 𝜋
(
Com(𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1))

)
∩ 𝜔 , откуда с учетом леммы 18 и предположения

получаем, что 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 —𝐶-подходящая для ℌ 𝜔-последовательность простых чисел.
Далее, поскольку спутник 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 является каноническим 𝜔-композиционным спутником фор-

мации 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1), а спутник 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 — каноническим 𝜔-локальным спутником формации
𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−2 (𝑝𝑛−1), то

𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ𝜔𝑐 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ),
𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H𝜔𝑙 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ),

причем формация 𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) ∈ H = H𝜔𝑙 для любого 𝑖 ∈ 𝐼 . Имеем (см. лемма 4)

𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛) = 𝐶𝐹𝜔 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛),

где все значения спутника 𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 принадлежат решетке H ⊆ Θ. Следовательно, в силу индуктив-
ности решеток Θ𝜔𝑐 = Θ и H𝜔𝑙 = H спутник 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛 = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) является внутренним
𝜔-композиционным спутником формации𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛), a спутник 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛 = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) —
внутренним 𝜔-локальным спутником формации 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛).

Применяя теперь предложение 1 и предложение 3 с учетом условия и определений, для любого 𝑟 ∈ 𝜔
получаем

𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ (𝔑𝑟𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) =
= 𝔑𝑟

(
∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
= 𝔑𝑟𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ),

𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H (𝔑𝑟𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) =
= 𝔑𝑟

(
∨H (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
= 𝔑𝑟𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝑟 ) .

Ясно также, что

𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝜔 ′) = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝜔 ′) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨Θ (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) =
= ∨Θ𝜔𝑐 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛),

𝐹𝑝1 (𝜔 ′) = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛 (𝜔 ′) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = ∨H (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) =
= ∨H𝜔𝑙 (𝐹𝑖𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛) | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛).

Таким образом, спутник 𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛 является каноническим 𝜔-композиционным спутником формации
𝐻𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛), a спутник 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛 – каноническим𝜔-локальным спутникомформации 𝐹𝑝1 . . . 𝑝𝑛−1 (𝑝𝑛),
т. е. рассматриваемое утверждение верно и для 𝑛. Последнее и завершает доказательство утверждения
3) и леммы 19.

Лемма 20. Пусть 𝔛 — класс Фиттинга, ℌ и 𝔉— непустые формации, 𝑇 — группа с 𝑇𝔛 = 1 такая, что
𝑇 ∈ 𝔉. Тогда если для любой монолитической группы 𝑈 c 𝑈𝔛 = 1 условие 𝑈 ∈ 𝔉 влечет 𝑈 ∈ ℌ, то 𝑇 ∈ ℌ.
Если, кроме того, 𝔛 = 𝔛𝔛 — радикальная формация, то для любой группы 𝐺 ∈ 𝔉 имеет место включение
𝐺ℌ ⊆ 𝐺𝔛 .
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Доказательство. Если группа 𝑇 является монолитической, то утверждение леммы следует из усло-

вия.Пусть группа𝑇 не являетсямонолитической, и Soc(𝑇 ) = 𝑁1×. . .×𝑁𝑘 =

𝑘∏×

𝑗=1
𝑁 𝑗 , где𝑁 𝑗 —минимальная

нормальная подгруппа группы𝑇 ,𝑘 > 1,𝑘 ∈ N, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 . Обозначимчерез𝑀𝑖 наибольшуюнормальную
в𝑇 подгруппу, содержащую 𝑁1× . . . 𝑁𝑖−1×𝑁𝑖+1× . . .×𝑁𝑘 =

∏×

𝑗≠𝑖

𝑁 𝑗 , но не содержащую 𝑁𝑖 , где 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .

Тогда, как следует из доказательства леммы 4.1.3 [6], с. 152 факторгруппа𝑇 /𝑀𝑖 —монолитическая группа
с монолитом 𝑁𝑖𝑀𝑖/𝑀𝑖 , 𝑇 -изоморфным 𝑁𝑖 , и, кроме того, 𝑀1 ∩ . . . ∩𝑀𝑘 = 1. Значит, так как по условию
𝔛 является классом Фиттинга и 𝑇𝔛 = 1, то (𝑇 /𝑀𝑖 )𝔛 = 1. Учитывая последнее, вследствие включения

𝑇 /𝑀𝑖 ∈ 𝔉 и условия видим, что𝑇 /𝑀𝑖 ∈ ℌ. Следовательно,𝑇 � 𝑇 /1 = 𝑇 /
( 𝑘
∩
𝑖=1
𝑀𝑖

)
∈ R0 (𝑇 /𝑀1, . . . ,𝑇 /𝑀𝑘 ) ⊆ ℌ.

Если, кроме того,𝔛 = 𝔛𝔛 — радикальная формация и𝐺 ∈ 𝔉, то
(
𝐺/𝐺𝔛

)
𝔛
= 𝐺𝔛/𝐺𝔛 � 1. Так как𝐺 ∈ 𝔉 и

𝔉—формация, то и𝐺/𝐺𝔛 ∈ 𝔉. Поэтому ввиду доказанного𝐺/𝐺𝔛 ∈ ℌ. Последнее влечет𝐺ℌ ⊆ 𝐺𝔛 . Лемма
доказана.

Поскольку 𝔖𝜔𝔖𝜔 = 𝔖𝜔 — радикальная формация и для произвольной группы 𝐺 в рамках наших
определений 𝑅𝜔 (𝐺) = 𝐺𝔖𝜔

, из леммы ПР-6 получаем следующее утверждение.
Лемма 21. Пустьℌ и𝔉— непустые формации,𝑇 — группа с 𝑅𝜔 (𝑇 ) = 1такая, что𝑇 ∈ 𝔉. Тогда если для

любой монолитической группы 𝑈 с 𝑅𝜔 (𝑈 ) = 1 условие 𝑈 ∈ 𝔉 влечет 𝑈 ∈ ℌ, то и 𝑇 ∈ ℌ. В частности, для
любой группы 𝐺 ∈ 𝔉 имеет место включение 𝐺ℌ ⊆ 𝑅𝜔 (𝐺).

Основным результатом работы является следующая
Теорема 1. Пусть H и Θ—такие 𝜔-частичные алгебры формаций, что H ⊆ Θ, H𝜔𝑙 ⊆ H и Θ𝜔𝑐 ⊆ Θ,

причем решетка Θ𝜔𝑐 индуктивна. Предположим также, что выполнено следующее условие: либо H𝜔𝑙  H
и H— полная подрешетка в Θ, либо H𝜔𝑙 = H и Θ𝜔𝑐 = Θ. Тогда если для произвольного набора {ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 }
формаций из H𝜔𝑙 и для любой монолитической группы 𝐴 с 𝑅𝜔 (𝐴) = 1 условие 𝐴 ∈ ∨H𝜔𝑙

(
ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽

)
влечет

𝐴 ∈ ∨Θ𝜔𝑐

(
ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽

)
, то решетка H𝜔𝑙 является полной подрешеткой решетки Θ𝜔𝑐 .

Доказательство. Прежде всего заметим, что вследствие леммы 4 и условия имеют место включения
H𝜔𝑙 ⊆ H𝜔𝑐 ⊆ Θ𝜔𝑐 , из которых следует, что произвольная H𝜔𝑙 -формация является Θ𝜔𝑐 -формацией и, в
частности, 𝔐H𝜔𝑙 ⊆ 𝔐Θ𝜔𝑐 .

Пусть {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } — произвольный набор H𝜔𝑙 -формаций, 𝐹𝑖 — канонический 𝜔-локальный спутник
формации𝔉𝑖 ,

ℌ = ∨Θ𝜔𝑐

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= Θ𝜔𝑐 form

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
и 𝔉 = ∨H𝜔𝑙

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= H𝜔𝑙 form

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
.

Понятно, что ∩
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖 —H𝜔𝑙 -формация, которая является нижней гранью для {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } как в решетке Θ𝜔𝑐 ,

так и в решетке H𝜔𝑙 . Понятно также, что ℌ является верхней гранью для {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } в решетке Θ𝜔𝑐 , а 𝔉
является верхней гранью для {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } в решеткеH𝜔𝑙 . Докажем, чтоℌ = 𝔉. Включениеℌ ⊆ 𝔉 очевидно.
Следовательно, необходимо лишь показать, что𝔉 ⊆ ℌ.

Если 𝔉 = ∅, то доказываемое включение очевидно. В связи с этим далее считаем, что 𝔉 ≠ ∅.
Предположим, что 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 = ∅, и пусть 𝐺 — произвольная группа из 𝔉 = ∨H𝜔𝑙

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
. Тогда

𝑅𝜔 (𝐺) = 1, и ввиду условия и леммы 21 заключаем, что𝐺 ∈ ℌ = ∨Θ𝜔𝑐

(
𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
. Следовательно,𝔉 ⊆ ℌ и

теорема в данном случае верна.
Пусть теперь 𝜋 (𝔉) ∩𝜔 ≠ ∅. В силу леммы 19 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩𝜔 . Поэтому 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩𝜔 ≠ ∅,

и следовательно, ℌ ≠ ∅.
Предположим, что 𝔉 \ ℌ ≠ ∅, и пусть 𝐴— группа минимального порядка из 𝔉 \ ℌ. Тогда 𝐴—

монолитическая группа c монолитом 𝑃 = 𝐴ℌ . Если 𝑅𝜔 (𝐴) = 1, то по условию 𝐴 ∈ ℌ. Противоречие.
Значит, 𝑅𝜔 (𝐴) ≠ 1, и следовательно, 𝑃 ⊆ 𝑅𝜔 (𝐴). Поэтому 𝑃 — абелева 𝑝-группа для некоторого простого
𝑝 ∈ 𝜔 . Поскольку ℌ — непустая 𝜔-композиционная формация, то ввиду леммы 3

𝑃 = 𝐶𝐴 (𝑃) = 𝐶𝑝 (𝐴) = 𝐹𝑝 (𝐴) = 𝑂𝑝 (𝐴).

Выше было отмечено, что вследствие леммы 19 𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 . Из указанной леммы

следует также, что ℌ = 𝐶𝐹𝜔 (𝐻 ) и 𝔉 = 𝐿𝐹𝜔 (𝐹 ), где 𝐻 = ∨Θ
(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, 𝐹 = ∨H

(
𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
и, кроме того,

спутники 𝐻 и 𝐹 — внутренние. Заметим, что ввиду условия и включения 𝔉𝑖 ∈ H𝜔𝑙 из леммы 8 [26] (см.
также лемма 4) вытекает, что для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 спутник 𝐹𝑖 H-значен (а потому, так какH ⊆ Θ, иΘ-значен).

Если H𝜔𝑙  H, причем H является полной подрешеткой Θ, то

𝐴/𝑂𝑝 (𝐴) = 𝐴/𝑃 = 𝐴/𝐹𝑝 (𝐴) ∈ 𝐹 (𝑝) =
(
∨H (𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
(𝑝) = ∨H

(
𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
=

= ∨Θ
(
𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
=

(
∨Θ (𝐹𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )

)
(𝑝) = 𝐻 (𝑝),

т. е.
𝐴/𝑂𝑝 (𝐴) ∈ 𝐻 (𝑝) = 𝐻 (𝑝) ∩ℌ.
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Следовательно, в силу леммы 4 [27] 𝐴 ∈ ℌ. Вновь полученное противоречие показывает, что в случае,
когда H𝜔𝑙  H и H— полная подрешетка Θ, имеет место включение𝔉 ⊆ ℌ.

Продолжим рассуждения, считая теперь, что H𝜔𝑙 = H и, кроме того, Θ𝜔𝑐 = Θ. В таком случае, как
следует из леммы 19, спутник 𝐻 оказывается каноническим 𝜔-композиционным спутником формации
ℌ, а спутник 𝐹 — каноническим 𝜔-локальным спутником формации 𝔉. Кроме того, ввиду леммы 4 𝐹
совпадает с каноническим 𝜔-композиционным спутником 𝔉. Поскольку 𝑝 ∈ 𝜋 (𝐴) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔

и 𝜋
(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 = 𝜋 (𝔉) ∩ 𝜔 (см. лемма 19), то 𝑝 ∈ 𝜋

(
Com(ℌ)

)
∩ 𝜔 , и следовательно, 𝐻 (𝑝) ≠ ∅ (с

учетом теоремы 1 [27] из последнего следует, в частности, что𝐴 не является 𝑝-группой). Далее, с учетом
включения H ⊆ Θ из задания спутников 𝐻 и 𝐹 имеем 𝐻 (𝑝) ⊆ 𝐹 (𝑝) (см. также лемма 7 [27]). Более того,
так как 𝐴 ∉ ℌ, то 𝐻 (𝑝)  𝐹 (𝑝). Действительно, поскольку 𝐻 (𝜔 ′) = ℌ (спутник 𝐻 — канонический) и
𝑃 = 𝐴ℌ ⊆ 𝑅𝜔 (𝐴), согласно лемме 9 [27]

𝐴/𝐶𝑝 (𝐴) = 𝐴/𝑃 ∉ 𝐻 (𝑝),

но в то же время 𝐴/𝑃 = 𝐴/𝐹𝑝 (𝐴) ∈ 𝐹 (𝑝).
Обозначим группу𝐴/𝐶𝑝 (𝐴) через𝐴1. Так как𝐴 ≠ 1, то вследствие леммы 1𝐶𝑝 (𝐴) ≠ 1. Заметим также,

что поскольку 𝐴1 = 𝐴/𝐶𝑝 (𝐴) ∉ 𝐻 (𝑝) ≠ ∅, то 𝐴1 ≠ 1. Таким образом,

𝐴1 = 𝐴/𝐶𝑝 (𝐴) ∈ 𝐹 (𝑝) \ 𝐻 (𝑝), 𝐻 (𝑝) ≠ ∅,
𝐶𝑝 (𝐴) ≠ 1 ≠ 𝐴1 .

В силу леммы 19 𝜋
(
Com(𝐻 (𝑝))

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
𝐹 (𝑝)

)
∩ 𝜔 и, помимо этого, спутник 𝐻𝑝 = ∨Θ

(
𝐹𝑖𝑝 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
является каноническим𝜔-композиционнымспутникомформации𝐻 (𝑝), а спутник 𝐹𝑝 = ∨H

(
𝐹𝑖𝑝 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
—

каноническим 𝜔-локальным (вследствие леммы 4, и 𝜔-композиционным) спутником формации 𝐹 (𝑝).
Отметим, что ввиду условия и включения 𝐹𝑖 (𝑝) ∈ H = H𝜔𝑙 из леммы 8 [26] (см. также лемма 4) вытекает,
что для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 спутник 𝐹𝑖𝑝 является H-значным (а следовательно, так как H ⊆ Θ, и Θ-значным).

Поскольку 𝐴1 ∉ 𝐻 (𝑝), то 𝑃1 = 𝐴
𝐻 (𝑝)
1 ≠ 1. Далее, учитывая, что 𝐴1 ∈ 𝐹 (𝑝) = ∨H

(
𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
=

∨H𝜔𝑙

(
𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, 𝐻 (𝑝) = ∨Θ

(
𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= ∨Θ𝜔𝑐

(
𝐹𝑖 (𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, ввиду условия из леммы 21 имеем

𝑃1 = 𝐴
𝐻 (𝑝)
1 ⊆ 𝑅𝜔 (𝐴1). Следовательно, так как 𝐻𝑝 (𝜔 ′) = 𝐻 (𝑝) (спутник 𝐻𝑝 — канонический), то в силу

леммы 9 [27] найдется такое простое 𝑝1 ∈ 𝜋
(
Com(𝑃1)

)
∩ 𝜔 , что 𝐴1/𝐶𝑝1 (𝐴1) ∉ 𝐻𝑝 (𝑝1).

Обозначим через 𝐴2 группу 𝐴1/𝐶𝑝1 (𝐴1). Учитывая, что формация 𝐹 (𝑝) ∈ H = H𝜔𝑙 , а также принимая
во внимание лемму 7, имеем 𝜋

(
Com(𝑃1)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋

(
Com(𝐹 (𝑝))

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
𝐹 (𝑝)

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
Com(𝐻 (𝑝))

)
∩ 𝜔 .

Следовательно, так как 𝑝1 ∈ 𝜋
(
Com(𝑃1)

)
∩𝜔 , то 𝑝1 ∈ 𝜋

(
Com(𝐻 (𝑝))

)
∩𝜔 и𝐻𝑝 (𝑝1) ≠ ∅ (с учетом леммы 18 из

последнего следует, в частности, что 𝜔-последовательность простых чисел 𝑝, 𝑝1 является 𝐶-подходящей
как для формации 𝔉, так и для формации ℌ; см. также лемма 19). Так как 𝐴1 ≠ 1, то ввиду леммы 1
𝐶𝑝1 (𝐴1) ≠ 1. Заметим также, что поскольку 𝐴2 = 𝐴1/𝐶𝑝1 (𝐴1) ∉ 𝐻𝑝 (𝑝1) ≠ ∅, то 𝐴2 ≠ 1. Таким образом,

𝐴2 = 𝐴1/𝐶𝑝1 (𝐴1) ∈ 𝐹𝑝 (𝑝1) \ 𝐻𝑝 (𝑝1), 𝐻𝑝 (𝑝1) ≠ ∅,
𝐶𝑝1 (𝐴1) ≠ 1 ≠ 𝐴2.

Далее, вследствие леммы 19 справедливо равенство 𝜋
(
Com(𝐻𝑝 (𝑝1))

)
∩𝜔 = 𝜋

(
𝐹𝑝 (𝑝1)

)
∩𝜔 и, кроме того,

спутник 𝐻𝑝𝑝1 = ∨Θ
(
𝐹𝑖𝑝𝑝1 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
является каноническим 𝜔-композиционным спутником формации

𝐻𝑝 (𝑝1), а спутник 𝐹𝑝𝑝1 = ∨H
(
𝐹𝑖𝑝𝑝1 | 𝑖 ∈ 𝐼

)
— каноническим 𝜔-локальным (вследствие леммы 4, и

𝜔-композиционным) спутником формации 𝐹𝑝 (𝑝1). При этом, в силу условия и включения 𝐹𝑖𝑝 (𝑝1) ∈
H = H𝜔𝑙 из леммы 8 [26] (см. также лемма 4) следует, что спутник 𝐹𝑖𝑝𝑝1 является H-значным (ввиду
включения H ⊆ Θ, и Θ-значным) для любого 𝑖 ∈ 𝐼 .

Так как 𝐴2 ∉ 𝐻𝑝 (𝑝1), то 𝑃2 = 𝐴
𝐻𝑝 (𝑝1)
2 ≠ 1. Ввиду того, что 𝐴2 ∈ 𝐹𝑝 (𝑝1) = ∨H

(
𝐹𝑖𝑝 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
=

∨H𝜔𝑙

(
𝐹𝑖𝑝 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, 𝐻𝑝 (𝑝1) = ∨Θ

(
𝐹𝑖𝑝 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
= ∨Θ𝜔𝑐

(
𝐹𝑖𝑝 (𝑝1) | 𝑖 ∈ 𝐼

)
, согласно условию из леммы 21

имеем 𝑃2 = 𝐴
𝐻𝑝 (𝑝1)
2 ⊆ 𝑅𝜔 (𝐴2). Следовательно, в силу леммы 9 [27] cуществует такое простое 𝑝2 ∈

𝜋
(
Com(𝑃2)

)
∩ 𝜔 , что 𝐴2/𝐶𝑝2 (𝐴2) ∉ 𝐻𝑝𝑝1 (𝑝2).

Обозначим через𝐴3 группу𝐴2/𝐶𝑝2 (𝐴2). Учитывая, что формация 𝐹𝑝 (𝑝1) ∈ H = H𝜔𝑙 , а также принимая
во внимание лемму 7, аналогично имеем 𝜋

(
Com(𝑃2)

)
∩ 𝜔 ⊆ 𝜋

(
Com(𝐹𝑝 (𝑝1))

)
∩ 𝜔 = 𝜋

(
𝐹𝑝 (𝑝1)

)
∩ 𝜔 =

𝜋
(
Com(𝐻𝑝 (𝑝1))

)
∩𝜔 . Следовательно, так как 𝑝2 ∈ 𝜋

(
Com(𝑃2)

)
∩𝜔 , то 𝑝2 ∈ 𝜋

(
Com(𝐻𝑝 (𝑝1))

)
∩𝜔 и𝐻𝑝𝑝1 (𝑝2) ≠

∅. При этом с учетом леммы 18 последовательность простых чисел 𝑝, 𝑝1, 𝑝2 оказывается 𝐶-подходящей
для𝔉 иℌ 𝜔-последовательностью (см. также лемма 19). Вновь применив лемму 1 и проведя для группы
𝐴2 такие же рассуждения, как и для группы 𝐴1, получаем

𝐴3 = 𝐴2/𝐶𝑝2 (𝐴2) ∈ 𝐹𝑝𝑝1 (𝑝2) \ 𝐻𝑝𝑝1 (𝑝2), 𝐻𝑝𝑝1 (𝑝2) ≠ ∅,
𝐶𝑝2 (𝐴2) ≠ 1 ≠ 𝐴3.
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196 Частично композиционные формации с заданной структурой. I

По тем же самым соображениям группа𝐴3 будет удовлетворять аналогичным условиям. Продолжая
этот процесс, мы получим группы

𝐴4 = 𝐴3/𝐶𝑝3 (𝐴3), . . . , 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛−1/𝐶𝑝𝑛−1 (𝐴𝑛−1), . . . .

При этом для любого натурального 𝑘 выполняются условия (мы полагаем 𝐴0 = 𝐴 и 𝑝0 = 𝑝)

𝐴𝑘 = 𝐴𝑘−1/𝐶𝑝𝑘−1 (𝐴𝑘−1) ∈ 𝐹𝑝0𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑝𝑘−1) \ 𝐻𝑝0𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑝𝑘−1), 𝐻𝑝0𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑝𝑘−1) ≠ ∅,
𝐶𝑝𝑘−1 (𝐴𝑘−1) ≠ 1 ≠ 𝐴𝑘 ,

причем последовательность простых чисел 𝑝0, . . . , 𝑝𝑘−1 является 𝐶-подходящей для формаций 𝔉 и ℌ

𝜔-последовательностью (при 𝑘 = 1 мы отождествляем запись (спутник) 𝐹𝑝0𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑎) с 𝐹 (𝑎), а запись
(спутник) 𝐻𝑝0𝑝1 . . . 𝑝𝑘−2 (𝑎) — с 𝐻 (𝑎), где 𝑎 ∈ 𝜔 ∪ {𝜔 ′}).

Ввиду условия 𝐶𝑝𝑘−1 (𝐴𝑘−1) ≠ 1 для построенной последовательности групп 𝐴0 = 𝐴, 𝐴1, 𝐴2,. . . ,
𝐴𝑛 ,. . . имеем |𝐴0 | > |𝐴1 | > |𝐴2 | > . . . > |𝐴𝑛 | > . . .. Но поскольку группа 𝐴 = 𝐴0 конечна, то на некотором
шаге𝑚 мы получим, что |𝐴𝑚 | = 1, т. e. 𝐴𝑚 — единичная группа (𝑚 ∈ N). Имеет место противоречие.

Итак, наше предположение неверно, и в данном случае, т. е. когда H𝜔𝑙 = H и Θ𝜔𝑐 = Θ, имеет место
включение𝔉 ⊆ ℌ. Таким образом, в обоих случаях справедливо равенство ℌ = 𝔉. Теорема доказана.

Замечание 8. Как следует из теоремы 2.1 [12], для индуктивности решетки Θ𝜔𝑐 достаточно, чтобы
Θ являлась 𝜔-частичной алгеброй формаций, Θ𝜔𝑐 ⊆ Θ и для любой совокупности групп 𝔛 такой, что
(𝔛) ⊆ 𝔐Θ𝜔𝑐 , имело место 𝜋

(
Com(𝔛)

)
∩𝜔 = 𝜋

(
Com(𝔙)

)
∩𝜔 , где𝔙 = Θ𝜔𝑐 form (𝔛). Таким образом, заменяя

условие индуктивности решеткиΘ𝜔𝑐 последнимуказаннымусловием, можнополучить частный случай
теоремы 1.

4. Следствия основного результата. Применение доказанной теоремы к конкретным решеткам
формаций позволяет получить важные следствия.

Следствие 9. Пусть 𝜏1 и 𝜏2 — подгрупповые функторы такие, что 𝜏1 ≥ 𝜏2, причем 𝜏2 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда
решетка 𝑙𝜏1𝜔𝑛

всех𝜏1-замкнутых𝑛-кратно𝜔-насыщенныхформаций является полной подрешеткой решетки
𝑐
𝜏2
𝜔𝑛

всех 𝜏2-замкнутых 𝑛-кратно 𝜔-композиционных формаций.
Доказательство. Индукция по 𝑛. Пусть 𝑛 = 0. Тогда, как несложно видеть, ввиду условия 𝜏1 ≥ 𝜏2 и

определений имеем 𝑙𝜏1𝜔0 = 𝑐
𝜏1
𝜔0 = F 𝜏1 ⊆ F 𝜏2 = 𝑐

𝜏2
𝜔0 , и если {𝔉𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } — произвольный набор F 𝜏1-формаций,

то в силу следствия 1.2.24 [6], c. 24

𝑙𝜏1𝜔0 form
(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
= 𝜏1form

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
= form

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
= 𝜏2form

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
= 𝑙𝜏2𝜔0 form

(
∪
𝑖∈𝐼
𝔉𝑖

)
.

Следовательно, 𝑙𝜏1𝜔0 является полной подрешеткой 𝑙𝜏2𝜔0 , и утверждение верно.
Пусть 𝑛 > 0 и рассматриваемое утверждение справедливо для 𝑛 − 1. Покажем, что для решеток

формаций H = 𝑙
𝜏1
𝜔𝑛−1 и Θ = 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛−1 выполнены условия теоремы 1. Действительно, в силу лемм 5 и 6

структуры 𝑙𝜏1𝜔𝑛−1 и 𝑐
𝜏2
𝜔𝑛−1 являются частичными алгебрами формаций. Ввиду следствия 1 и условия 𝜏1 ≥ 𝜏2,

учитывая также, что 𝑙𝜏1𝜔0 = 𝑐
𝜏1
𝜔0 ⊆ 𝑐

𝜏2
𝜔0 , для любого целого неотрицательного 𝑚 имеем 𝑙

𝜏1
𝜔𝑚

⊆ 𝑐
𝜏1
𝜔𝑚

⊆ 𝑐
𝜏2
𝜔𝑚

.
В частности, для 𝑚 = 𝑛 − 1 последнее влечет H = 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛−1 ⊆ 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛−1 = Θ, причем, согласно индуктивному

предположению, 𝑙𝜏1𝜔𝑛−1 — полная подрешетка 𝑐𝜏2𝜔𝑛−1 . Вследствие леммы 2 [34] (см. также [1], лемма 1.5.11,
c. 60) имеют место равенства H𝜔𝑙 = (𝑙𝜏1𝜔𝑛−1 )𝜔𝑙 = 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛

, а вследствие лемм 2.1 и 3.1 [40] (см. также [1],
лемма 4.6.3, с. 216) — равенства Θ𝜔𝑐 = (𝑐𝜏2𝜔𝑛−1 )𝜔𝑐 = 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛

. Включения 𝑙𝜏1𝜔𝑛
⊆ 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛−1 и 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛

⊆ 𝑐
𝜏2
𝜔𝑛−1 вытекают

непосредственно из определений. В силу теоремы 1 [2] или теоремы 2.1 [40] (см. также [1], теорема 4.6.8,
с. 223; [35], теорема) решетка 𝑐𝜏2𝜔𝑛

индуктивна.
Заметим, далее, что если 𝑛 > 1 и |𝜔 | = 1, то ввиду замечания 2 𝑙𝜏1𝜔𝑛

= 𝑙
𝜏1
𝜔𝑛−1 , 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛

= 𝑐
𝜏2
𝜔𝑛−1 , и следовательно,

с учетом индуктивного предположения, 𝑙𝜏1𝜔𝑛
— полная подрешетка 𝑐𝜏2𝜔𝑛

, т. е. доказываемое утверждение
справедливо. Поэтому в дальнейшем считаем, что либо 𝑛 = 1, либо 𝑛 > 1 и |𝜔 | > 1 (т. к. 𝜔 ≠ ∅). В
таком случае H𝜔𝑙 = 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛

 𝑙
𝜏1
𝜔𝑛−1 = H и Θ𝜔𝑐 = 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛

 𝑐
𝜏2
𝜔𝑛−1 = Θ. В самом деле, вследствие теоремы 1

[27] (наследственная) формация 𝔄 всех абелевых групп не является 𝑝-композиционной ни для какого
простого числа 𝑝 . Поэтому если 𝑛 = 1, то, рассматривая наряду с 𝔄 также формацию 𝔑𝑞𝔄, с учетом
утверждения 4 имеем

𝔄, 𝔑𝑞𝔄 ∈ F S \ 𝑐𝜔 = 𝑙 S𝜔0 \ 𝑐
𝜔
1 ⊆ 𝑙𝜏1𝜔0 \ 𝑐

𝜔
1 ⊆ 𝑙𝜏1𝜔0 \ 𝑐

𝜏2
𝜔1 = 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛−1 \ 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛
,

где 𝑞 — произвольное простое число из 𝑝 ′ = P \ {𝑝}, если |𝜔 | = 1, причем 𝜔 = {𝑝}, и 𝑞 — произвольное
простое число, если |𝜔 | > 1.

Если 𝑛 > 1 и, кроме того, |𝜔 | > 1, то, вводя в рассмотрение формации 𝔑𝑛−1
𝜋 𝔄 и 𝔑𝑞𝔑

𝑛−1
𝜋 𝔄, вследствие

утверждения 6 и леммы 11 [24] (см. также доказательство утверждения 5 и лемму 10) получим

𝔑𝑛−1
𝜋 𝔄, 𝔑𝑞𝔑

𝑛−1
𝜋 𝔄 ∈ 𝑙 S𝜔𝑛−1 \ 𝑐

𝜔
𝑛 ⊆ 𝑙𝜏1𝜔𝑛−1 \ 𝑐

𝜔
𝑛 ⊆ 𝑙𝜏1𝜔𝑛−1 \ 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛
,
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где 𝑞 — произвольное простое, 𝜋 — произвольное множество простых чисел такое, что 𝜋 ⊇ 𝜔 . Теперь
ввиду включений 𝑙𝜏1𝜔𝑛−1 ⊆ 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛−1 , 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛

⊆ 𝑐
𝜏2
𝜔𝑛

(см. выше) видим, что в каждом из рассмотренных случаев
указанные формации содержатся как в 𝑙𝜏1𝜔𝑛−1 \ 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛

, так и в 𝑐𝜏2𝜔𝑛−1 \ 𝑐
𝜏2
𝜔𝑛

, откуда и получаем требуемое.
Отметим, что при некоторых ограничениях на подгрупповые функторы 𝜏1 и 𝜏2 ранее в примерах 2 и 3
нами также были рассмотрены

(
𝑙
𝜏1
𝜔𝑛−1 \ 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛

)
-формации и

(
𝑐
𝜏2
𝜔𝑛−1 \ 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛

)
-формации специального вида.

Наконец, пусть {ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 } — произвольный набор 𝑙𝜏1𝜔𝑛
-формаций и 𝐴— такая монолитическая груп-

па, что 𝑅𝜔 (𝐴) = 1. И пусть 𝐴 ∈ ∨H𝜔𝑙 (ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ) = ∨𝜏1
𝑙

𝜔𝑛
(ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ) = 𝑙

𝜏1
𝜔𝑛

form
(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
. Тогда, учиты-

вая следствие 1.2.24 [6], с. 24 согласно которому 𝜏1form
(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
= form

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
, ввиду леммы 10 имеем

𝔑𝑛
�̃�
form

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
∈ 𝑙𝜏1𝜔𝑛

, где �̃� = 𝜋

(
form

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

) )
∩𝜔 = 𝜋

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
∩𝜔 . Поэтому 𝑙𝜏1𝜔𝑛

form
(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
⊆ 𝔑𝑛

�̃�
form

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
.

Значит, 𝐴 ∈ 𝔑𝑛
�̃�
form

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
. Так как 𝑅𝜔 (𝐴) = 1 и �̃� ⊆ 𝜔 , то из последнего включения получаем

𝐴 ∈ form
(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
⊆ 𝑐𝜏2𝜔𝑛

form
(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
= ∨𝜏2

𝑐

𝜔𝑛
(ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ) = ∨Θ𝜔𝑐 (ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ).

Итак, все условия теоремы 1 выполнены. Применяя ее, заключаем, что решетка H𝜔𝑙 = 𝑙
𝜏1
𝜔𝑛

является
полной подрешеткой решетки Θ𝜔𝑐 = 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛

. Следствие доказано.
Следствие 10. Пусть 𝜏1 и 𝜏2 — подгрупповые функторы такие, что 𝜏1 ≥ 𝜏2, причем 𝜏2 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда ре-

шетка 𝑙𝜏1𝜔∞ всех 𝜏1-замкнутыхтотально𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки
𝑐
𝜏2
𝜔∞ всех 𝜏2-замкнутых тотально 𝜔-композиционных формаций.

Доказательство.Покажем выполнение условий теоремы 1 для решетокформацийH = 𝑙
𝜏1
𝜔∞ иΘ = 𝑐

𝜏2
𝜔∞ .

Прежде всего, в силу лемм 5 и 6 каждая из решеток 𝑙𝜏1𝜔∞ и 𝑐𝜏2𝜔∞ является частичной алгеброй формаций,
причем, как вытекает из следствия 2 с учетом условия 𝜏1 ≥ 𝜏2, H = 𝑙

𝜏1
𝜔∞ ⊆ 𝑐

𝜏1
𝜔∞ ⊆ 𝑐

𝜏2
𝜔∞ = Θ. Из леммы 17

[13] следуют равенства H𝜔𝑙 = (𝑙𝜏1𝜔∞ )𝜔𝑙 = 𝑙
𝜏1
𝜔∞ = H, а из леммы 2.4 [12] — равенства Θ𝜔𝑐 = (𝑐𝜏2𝜔∞ )𝜔𝑐 = 𝑐

𝜏2
𝜔∞ = Θ.

Вследствие теоремы 2.2 [12] решетка 𝑐𝜏2𝜔∞ индуктивна.
Пусть {ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 } — произвольный набор 𝑙𝜏1𝜔∞-формаций и 𝐴— такая монолитическая группа, что

𝑅𝜔 (𝐴) = 1. И пусть 𝐴 ∈ ∨H (ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ) = ∨𝜏1
𝑙

𝜔∞ (ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ) = 𝑙
𝜏1
𝜔∞ form

(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
. Учитывая следствие 1.2.24

[6], с. 24, согласно которому 𝜏1form
(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
= form

(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
, ввиду леммы 11 [3] и леммы 11 [24] (см.

также предложение 5) имеем 𝔖�̃� form
(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
∈ 𝑙𝜏1𝜔∞ , где �̃� = 𝜋

(
form

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

) )
∩ 𝜔 = 𝜋

(
∪
𝑗 ∈𝐽

ℌ𝑗

)
∩ 𝜔 . Поэтому

𝑙
𝜏1
𝜔∞ form

(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
⊆ 𝔖�̃� form

(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
, и следовательно, 𝐴 ∈ 𝔖�̃� form

(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
. Так как 𝑅𝜔 (𝐴) = 1 и �̃� ⊆ 𝜔 , то

последнее влечет 𝐴 ∈ form
(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
⊆ 𝑐𝜏2𝜔∞ form

(
∪
𝑖∈𝐽

ℌ𝑗

)
= ∨𝜏2

𝑐

𝜔∞ (ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ) = ∨Θ (ℌ𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ).

Таким образом, все требования теоремы 1 выполнены. Применяя ее, заключаем, что решеткаH = 𝑙
𝜏1
𝜔∞

является полной подрешеткой решетки Θ = 𝑐
𝜏2
𝜔∞ . Следствие доказано.

Из следствия 9 (с учетом замечания 2) получаем также следующие результаты.
Следствие 11. Пусть 𝜏 — подгрупповой функтор такой, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑙𝜏𝜔𝑛

всех 𝜏-
замкнутых𝑛-кратно𝜔-насыщенныхформаций является полнойподрешеткойрешетки𝑐𝜏𝜔𝑛

всех𝜏-замкнутых
𝑛-кратно 𝜔-композиционных формаций.

Следствие 12. Для произвольного подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏𝜔𝑛
всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно

𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜔𝑛 всех 𝑛-кратно 𝜔-композиционных
формаций.

Следствие 13. Решетка 𝑙𝜔𝑛 всех 𝑛-кратно 𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой
решетки 𝑐𝜔𝑛 всех 𝑛-кратно 𝜔-композиционных формаций.

Следствие 14. Для произвольного подгруппового функтора 𝜏 такого, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 , решетка 𝑙𝜏𝑛 всех 𝜏-
замкнутых 𝑛-кратно насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜏𝑛 всех 𝜏-замкнутых
𝑛-кратно композиционных формаций.

Следствие 15. Для произвольного подгруппового функтора 𝜏 структура 𝑙𝜏𝑛 всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно
насыщенных формаций является полной подструктурой структуры 𝑐𝑛 всех 𝑛-кратно композиционных
формаций.

Следующее следствие является положительным ответом на открытый вопрос 5.3, предложенный
А. Н. Скибой и Н. Н. Воробьевым [28].

Следствие 16. Решетка 𝑙𝑛 всех𝑛-кратно насыщенных формаций является полной подрешеткой решет-
ки 𝑐𝑛 всех 𝑛-кратно композиционных формаций.

Следствие17.Пусть𝜏 — подгрупповойфунктортакой, что𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑙𝜏𝜔 всех𝜏-замкнутых
𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜏𝜔 всех 𝜏-замкнутых𝜔-композиционных
формаций.

Следствие18.Дляпроизвольного подгрупповогофунктора𝜏 решетка 𝑙𝜏𝜔 всех𝜏-замкнутых𝜔-насыщенных
формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜔 всех 𝜔-композиционных формаций.
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Следствие 19 ([39], теорема). Решетка 𝑙𝜔 всех𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой
решетки 𝑐𝜔 всех 𝜔-композиционных формаций.

Следствие 20 ([38], теорема). Пусть 𝜏 — подгрупповой функтор такой, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка
𝑙𝜏 всех 𝜏-замкнутых насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜏 всех 𝜏-замкнутых
композиционных формаций.

Следствие 21. Для произвольного подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏 всех 𝜏-замкнутых насыщенных
формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐 всех композиционных формаций.

Следствие 22 ([28], теорема 1.1). Решетка 𝑙 всех насыщенных формаций является полной подрешеткой
решетки 𝑐 всех композиционных формаций.

Следствие 23. Предположим, что 𝜏 — подгрупповой функтор такой, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑙𝜏𝑝
всех 𝜏-замкнутых 𝑝-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜏𝑝 всех 𝜏-замкнутых
𝑝-композиционных формаций.

Следствие 24. Пусть 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор. Тогда решетка 𝑙𝜏𝑝 всех 𝜏-замкнутых
𝑝-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝑝 всех 𝑝-композиционных формаций.

Следствие 25. Решетка 𝑙𝑝 всех 𝑝-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝑝

всех 𝑝-композиционных формаций.
Отметим также следующие результаты, которые вытекают из следствия 10.
Следствие 26. Пусть 𝜏 — подгрупповой функтор такой, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑙𝜏𝜔∞ всех 𝜏-

замкнутыхтотально𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜏𝜔∞ всех 𝜏-замкну-
тых тотально 𝜔-композиционных формаций.

Следствие 27. Для произвольного подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏𝜔∞ всех 𝜏-замкнутых тотально
𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜔∞ всех тотально 𝜔-композиционных
формаций.

Следствие 28. Решетка 𝑙𝜔∞ всех тотально 𝜔-насыщенных формаций является полной подрешеткой
решетки 𝑐𝜔∞ всех тотально 𝜔-композиционных формаций.

Следствие 29. Пусть 𝜏 — подгрупповой функтор такой, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑙𝜏∞ всех 𝜏-
замкнутыхтотально насыщенныхформаций является полной подрешеткой решетки𝑐𝜏∞ всех𝜏-замкнутых
тотально композиционных формаций.

Следствие 30. Для произвольного подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏∞ всех 𝜏-замкнутых тотально
насыщенных формаций является полной подрешеткой решетки 𝑐∞ всех 𝜏-замкнутых тотально компози-
ционных формаций.

Следующее следствиедаетположительныйответна вопрос 5.4, поставленныйА.Н.СкибойиН.Н. Во-
робьевым [28].

Следствие 31. Решетка 𝑙∞ всех тотально насыщенных формаций является полной подрешеткой ре-
шетки 𝑐∞ всех тотально композиционных формаций.

Напомним, что элемент 𝑎 решетки 𝐿 называется компактным, если из 𝑎 ≤ ∨(𝑥𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) следует 𝑎 ≤∨(𝑥 𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽 ) для некоторого конечного подмножества 𝐽 ⊆ 𝐼 . Полная решетка называется алгебраической,
или компактно порожденной, если любой ее элемент является решеточным объединением компактных
элементов. Напомним также, что решетка 𝐿 называется модулярной, если для любых элементов 𝑥 , 𝑦,
𝑧 ∈ 𝐿 таких, что 𝑥 ≤ 𝑦, выполняется модулярный закон

𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑦 ∧ (𝑥 ∨ 𝑧),

и дистрибутивной, если для любых элементов 𝑥 , 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 имеет место дистрибутивный закон

𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧).

Для получения дальнейших следствий нам понадобится следующее известное утверждение.
Лемма 22 ([17], теорема 8). Пусть 𝐿 — алгебраическая решетка, а 𝐻 — полная подрешетка 𝐿. Тогда 𝐻

является алгебраической решеткой.
Доказательство. Обозначим через 𝑚𝐻 наибольший элемент решетки 𝐻 . Для произвольного эле-

мента 𝑥 ∈ 𝐿 такого, что 𝑥 ≤ 𝑚𝐻 , определим элемент 𝛼 (𝑥) следующим образом

𝛼 (𝑥) =
∧

(ℎ | ℎ ∈ 𝐻, ℎ ≥ 𝑥).

Поскольку𝐻 — полная подрешетка 𝐿, то𝛼 (𝑥) ∈ 𝐻 . Понятно, что𝛼 (𝑥) является наименьшимиз элементов
ℎ ∈ 𝐻 с условием ℎ ≥ 𝑥 , и следовательно, 𝑥 ≤ 𝛼 (𝑥). Несложно видеть также, что если 𝑥 — компактный
элемент в 𝐿, причем 𝑥 ≤ 𝑚𝐻 , то компактным является и элемент 𝛼 (𝑥) в 𝐻 . Действительно, если 𝛼 (𝑥) ≤∨(ℎ𝑖 | ℎ𝑖 ∈ 𝐻, 𝑖 ∈ 𝐼 ), где 𝑥 ≤ 𝑚𝐻 , то вследствие условия 𝑥 ≤ 𝛼 (𝑥) имеем 𝑥 ≤ ∨(ℎ𝑖 | ℎ𝑖 ∈ 𝐻, 𝑖 ∈ 𝐼 ). Так
как 𝑥 — компактный элемент решетки 𝐿 и 𝐻 — полная подрешетка в 𝐿, то 𝑥 ≤ ∨(ℎ 𝑗 | ℎ 𝑗 ∈ 𝐻, 𝑗 ∈ 𝐽 ) ∈ 𝐻
для некоторого конечного множества 𝐽 ⊆ 𝐼 . Из последнего в силу определения элемента 𝛼 (𝑥) получаем
𝛼 (𝑥) ≤ ∨(ℎ 𝑗 | ℎ 𝑗 ∈ 𝐻, 𝑗 ∈ 𝐽 ), и значит, 𝛼 (𝑥) компактен в 𝐻 . Наконец, для произвольного элемента
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ℎ ∈ 𝐻 ⊆ 𝐿 в силу алгебраичности решетки 𝐿 имеем ℎ =
∨(𝑥𝑠 | 𝑠 ∈ 𝑆), где каждый элемент 𝑥𝑠 компактен в

𝐿. Поскольку 𝑥𝑠 ≤ ℎ ∈ 𝐻 (понятно, что тогда 𝑥𝑠 ≤ 𝑚𝐻 ), то 𝛼 (𝑥𝑠 ) ≤ ℎ, и следовательно,
∨(𝛼 (𝑥𝑠 ) | 𝑠 ∈ 𝑆) ≤ ℎ.

С другой стороны, так как 𝑥𝑠 ≤ 𝛼 (𝑥𝑠 ), то ℎ =
∨(𝑥𝑠 | 𝑠 ∈ 𝑆) ≤

∨(𝛼 (𝑥𝑠 ) | 𝑠 ∈ 𝑆). Значит, ℎ =
∨(𝛼 (𝑥𝑠 ) | 𝑠 ∈ 𝑆),

причем, как установлено выше, каждый элемент 𝛼 (𝑥𝑠 ) компактен в 𝐻 . Снова учитывая, что 𝐻 — полная
подрешетка 𝐿, ввиду произвольности выбора элементаℎ ∈ 𝐻 заключаем, что𝐻 является алгебраической
решеткой. Лемма доказана.

Из доказательства леммы 22 ввиду леммы 4.1 [28] (см. также [1], лемма 4.8.1, c. 247]) и определений
вытекает следующая

Лемма 23. Предположим, что Θ— алгебраическая решетка формаций и H— полная подрешетка Θ.
Тогда H— алгебраическая решетка формаций. Кроме того, еслиℜ = Θform(𝐺) — компактный элемент в Θ,
причем (𝐺) ⊆ 𝔐H, то ℜ1 = Hform(𝐺) является компактным элементом в H.

Следствие 32 ([7], теорема 3.1 и [8], теорема 1). Для любого подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏𝜔𝑛
всех

𝜏-замкнутых 𝑛-кратно 𝜔-насыщенных формаций алгебраична и модулярна.
Доказательство. Ввиду теоремы 4 [27] (см. также следствие 3.2 [40] и следствие 2 [2]) решетка 𝑐𝜔𝑛

алгебраична и модулярна. Следовательно, согласно лемме 22, лемме 16 [14] и следствию 12, алгебраиче-
ской и модулярной является решетка 𝑙𝜏𝜔𝑛

, где 𝜏 — произвольный подгрупповой функтор. Отметим, что
из доказательства теоремы 4 [27] с учетом леммы 4.1 [28] (см. также [1], лемма 4.8.1, c. 247) следует, что
компактными элементами решетки 𝑐𝜔𝑛 являются в точности однопорожденные 𝑐𝜔𝑛 -формации. Поэтому
вследствие леммы 23, теоремы 1.5.3 [1], с. 52 и леммы 4.1 [28] аналогично заключаем, что компакт-
ными элементами структуры 𝑙𝜏𝜔𝑛

являются однопорожденные 𝑙𝜏𝜔𝑛
-формации, и только они. Следствие

доказано.
Следствие 33 ([14], теорема 2; [29], теорема). Для любого подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏𝜔∞ всех

𝜏-замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций является алгебраической.
Доказательство. Ввиду следствия 3.2 [12] решетка 𝑐𝜔∞ алгебраична, причем, как следует из доказа-

тельства теоремы 3.1 [12], компактными элементами 𝑐𝜔∞ являются однопорожденные 𝑐𝜔∞-формации, и
только они. Из леммы 23, следствия 27 и теоремы 1.5.4 [1], с. 54 с учетом леммы 4.1 [28] (см. также [1],
лемма 4.8.1, c. 247) получаем, что для произвольного подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏𝜔∞ алгебраич-
на и, кроме того, ее компактными элементами являются в точности однопорожденные 𝑙𝜏𝜔∞-формации.
Следствие доказано.

Следующая лемма непосредственно вытекает из доказательства основного результата (теоремы)
работы [34] (см. также [1], теорема 4.5.1, с. 206).

Лемма 24. Пусть 𝜔 —множество простых чисел, 𝑚 > 𝑛 ≥ 0, где 𝑚 и 𝑛 — целые числа и |𝜔 | > 1.
Предположим также, что 𝜏1 и 𝜏2 — подгрупповые функторы такие, что 𝜏1 ≥ 𝜏2. Тогда решетка 𝑙𝜏1𝜔𝑚

всех 𝜏1-
замкнутых𝑚-кратно 𝜔-насыщенных формаций не является подрешеткой решетки 𝑙𝜏2𝜔𝑛

всех 𝜏2-замкнутых
𝑛-кратно 𝜔-насыщенных формаций.

Следствие 34. Пусть 𝜔 —множество простых чисел,𝑚 > 𝑛 ≥ 0, где𝑚 и 𝑛 — целые числа и |𝜔 | > 1. И
пусть 𝜏1 и 𝜏2 — подгрупповые функторы такие, что 𝜏2 ≤ 𝜏1 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑐𝜏1𝜔𝑚

всех 𝜏1-замкнутых𝑚-
кратно 𝜔-композиционных формаций не является подрешеткой решетки 𝑐𝜏2𝜔𝑛

всех 𝜏2-замкнутых 𝑛-кратно
𝜔-композиционных формаций.

Доказательство.Предположим, что𝑐𝜏1𝜔𝑚
являетсяподрешеткой в𝑐𝜏2𝜔𝑛

. Ипусть𝔉1 и𝔉2 — произвольные
𝑙
𝜏1
𝜔𝑚

-формации. Тогда, поскольку ввиду следствия 11 𝑙𝜏1𝜔𝑚
— (полная) подрешетка в 𝑐𝜏1𝜔𝑚

, в силу нашего
предположения имеем

𝔉1 ∨𝜏1
𝑙

𝜔𝑚
𝔉2 = 𝔉1 ∨𝜏1

𝑐

𝜔𝑚
𝔉2 = 𝔉1 ∨𝜏2

𝑐

𝜔𝑛
𝔉2 .

Так как 𝑚 > 𝑛 и 𝜏1 ≥ 𝜏2, то 𝔉𝑖 ∈ 𝑙
𝜏1
𝜔𝑚

⊆ 𝑙
𝜏2
𝜔𝑛

, где 𝑖 = 1, 2. Согласно следствию 11, решетка 𝑙𝜏2𝜔𝑛
является

(полной) подрешеткой в 𝑐𝜏2𝜔𝑛
. Поэтому

𝔉1 ∨𝜏2
𝑙

𝜔𝑛
𝔉2 = 𝔉1 ∨𝜏2

𝑐

𝜔𝑛
𝔉2.

Значит,
𝔉1 ∨𝜏1

𝑙

𝜔𝑚
𝔉2 = 𝔉1 ∨𝜏2

𝑙

𝜔𝑛
𝔉2,

и в силу произвольности выбора 𝑙𝜏1𝜔𝑚
-формаций 𝔉1 и 𝔉2 заключаем, что 𝑙𝜏1𝜔𝑚

является подрешеткой
решетки 𝑙𝜏2𝜔𝑛

. Последнее противоречит лемме 24. Таким образом, исходное допущение неверно, и для
любых целых неотрицательных чисел𝑚 и 𝑛, а также подгрупповых функторов таких, что 𝜏2 ≤ 𝜏1 ≤ 𝜏𝑠𝑛 ,
решетка 𝑐𝜏1𝜔𝑚

не является подрешеткой в 𝑐𝜏2𝜔𝑛
, если только |𝜔 | > 1. Следствие доказано.

Предложение 8. Пусть 𝜏1 и 𝜏2 — подгрупповые функторы такие, что 𝜏2 ≤ 𝜏1 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑐𝜏1𝜔𝑛

является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜏2𝜔𝑛
.

Доказательство. Проведем индукцию по 𝑛. Пусть {ℌ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 } — произвольный набор 𝑐𝜏1𝜔𝑛
-формаций.

По условию 𝜏1 ≥ 𝜏2, и следовательно, 𝑐𝜏1𝜔𝑛
⊆ 𝑐

𝜏2
𝜔𝑛

. Поэтому для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 формация ℌ𝑖 является также
𝑐
𝜏2
𝜔𝑛

-формацией. Пусть 𝑛 = 0. Тогда, согласно следствию 1.2.24 [6], c. 24 имеем

𝑐𝜏1𝜔0 form
(
∪
𝑖∈𝐼

ℌ𝑖

)
= 𝜏1form

(
∪
𝑖∈𝐼

ℌ𝑖

)
= form

(
∪
𝑖∈𝐼

ℌ𝑖

)
= 𝜏2form

(
∪
𝑖∈𝐼

ℌ𝑖

)
= 𝑐𝜏2𝜔0 form( ∪

𝑖∈𝐼
ℌ𝑖

)
.
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Значит, при 𝑛 = 0 утверждение верно.
Пусть 𝑛 > 0 и при 𝑛 − 1 утверждение верно. И пусть ℎ𝑖 — произвольный внутренний (например, ми-

нимальный)𝜔-композиционный 𝑐𝜏1𝜔𝑛−1-значный спутник формацииℌ𝑖 . Из теоремы 1 [2] или теоремы 2.1
[40] (см. также [1], теорема 4.6.8, с. 223; [35], теорема) для подгруппового функтора 𝜏 = 𝜏2 имеем

∨𝜏2
𝑐

𝜔𝑛
(ℌ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ) = 𝐶𝐹𝜔

(
∨𝜏2

𝑐

𝜔𝑛−1 (ℎ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )
)
.

Ввиду предположения индукции при любом 𝑝 ∈ 𝜋
(
Com

(
∪
𝑖∈𝐼

ℌ𝑖

) )
∩ 𝜔 формации(

∨𝜏2
𝑐

𝜔𝑛−1 (ℎ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )
)
(𝑝) и

(
∨𝜏2

𝑐

𝜔𝑛−1 (ℎ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 )
)
(𝜔 ′)

𝜏1-замкнуты. Значит, в силу леммы 3.1 [40] (см. также [1], лемма 1.6.2, с. 66) 𝜏1-замкнутой является и
формация ∨𝜏2

𝑐

𝜔𝑛
(ℌ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼 ). Лемма доказана.

Аналогично предыдущему утверждению, но с применением леммы 5 [33] (см. также [1], лемма 4.4.6,
c. 196) и леммы 1.5.5 [1], c. 55 вместо теоремы 1 [2] (или теоремы 2.1 [40]) и леммы 3.1 [40] соответственно
может быть доказано

Предложение 9. Пусть 𝜏1 и 𝜏2 — подгрупповые функторы такие, что 𝜏1 ≥ 𝜏2. Тогда решетка 𝑙𝜏1𝜔𝑛

является полной подрешеткой решетки 𝑙𝜏2𝜔𝑛
.

Из предложения 8, замечания 2 и следствия 34 вытекает следующий результат.
Следствие 35. Пусть 𝜔 —множество простых чисел,𝑚 > 𝑛 ≥ 0, где𝑚 и 𝑛 — целые числа. И пусть 𝜏1 и

𝜏2 — подгрупповые функторы такие, что 𝜏2 ≤ 𝜏1 ≤ 𝜏𝑠𝑛 .Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если |𝜔 | = 1, то решетка 𝑐𝜏1𝜔𝑚

является полной подрешеткой решетки 𝑐𝜏2𝜔𝑛
;

2) если |𝜔 | > 1, то решетка 𝑐𝜏1𝜔𝑚
не является подрешеткой решетки 𝑐𝜏2𝜔𝑛

.
В силу совпадения при 𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏 , |𝜔 | = 1 в следствии 35 решеток формаций 𝑐

𝜏1
𝜔𝑚

и 𝑐
𝜏2
𝜔𝑛

(см.
замечание 2), из указанного результата получаем

Следствие 36. Пусть 𝜔 —множество простых чисел,𝑚 > 𝑛 ≥ 0, где𝑚 и 𝑛 — целые числа и |𝜔 | > 1. И
пусть 𝜏 — подгрупповой функтор такой, что 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 . Тогда решетка 𝑐𝜏𝜔𝑚

всех 𝜏-замкнутых 𝑚-кратно
𝜔-композиционных формаций не является подрешеткой решетки 𝑐𝜏𝜔𝑛

всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно 𝜔-
композиционных формаций.

Последнее следствие является решением открытого вопроса 5.4, предложенного А. А. Царевым и
Н. Н. Воробьевым [36].

В заключение отметим, что следствие 11 может быть также использовано и для доказательства
недистрибутивности при 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 структуры 𝑐𝜏𝜔𝑛

(см. теорема 4.1 [36]). Для этого вначале необходимо
в свете теории частично насыщенных формаций показать справедливость утверждений, аналогичных
леммам 4.1 и 4.2 [36], и установить недистрибутивность решетки 𝑙𝜏𝜔𝑛

, а далее наряду с упомянутым выше
следствием 11 воспользоваться леммой 16 [14].

5. Заключение. В работе исследована полнота подрешеток формаций специального вида. Указа-
ны достаточные условия, при которых решетка формаций H𝜔𝑙 является полной подрешеткой решетки
формаций Θ𝜔𝑐 . В частности, доказано, что решетка всех 𝑛-кратно насыщенных формаций 𝑙𝑛 — полная
подрешетка решетки всех 𝑛-кратно композиционных формаций 𝑐𝑛 . Аналогичный результат установ-
лен для решетки всех тотально насыщенных формаций 𝑙∞ и решетки всех тотально композиционных
формаций 𝑐∞. Кроме того, показано, что если |𝜔 | > 1,𝑚 > 𝑛 ≥ 0, где𝑚 и 𝑛 — целые числа, и 𝜏 ≤ 𝜏𝑠𝑛 , то
решетка всех 𝜏-замкнутых𝑚-кратно 𝜔-композиционных формаций не является подрешеткой решетки
всех 𝜏-замкнутых 𝑛-кратно 𝜔-композиционных формаций. Тем самым даны положительные ответы на
два вопроса структурной теории формаций, поставленных А. Н. Скибой и Н. Н. Воробьевым, а также
указано решение одного из вопросов А. А. Царева и Н. Н. Воробьева в границах данной теории.
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1. Введение.Метод подобных операторов применяется для спектрального анализа широкого класса
возмущенных неограниченных линейных операторов. В работе [2] подробно выведена и обоснована
модификация метода подобных операторов в терминах бесконечных операторных матриц в частности
и для случая, когда собственные значения невозмущенного оператора “не разбегаются”. Такая модифи-
кация нужна, например, для исследования дифференциальных операторов первого порядка, таких как,
популярный в последнее время дифференциальный оператор с инволюцией (см. [5, 9]). В [3] приведены
примеры, иллюстрирующие теоретические выкладки из [2]. Отметим, что в примерах из [3] не исполь-
зовалось предварительное преобразование подобия. Данная статья является продолжением работ [2] и
[3]. Здесь собраны примеры, иллюстрирующие теорию из [2], причем акцент, в отличие от [3], делается
на применении не столько самого метода подобных операторов, сколько предварительного преобразо-
вания подобия. Для удобства, в начале статьи (в § 2) приводятся вкратце те теоретические сведения, на
которые мы будем опираться.

2. Обзор теоретических результатов. Рассмотрим комплексное (сепарабельное) гильбертово про-
странствоH и линейный замкнутый нормальный оператор 𝐴 : 𝐷 (𝐴) ⊂ H → H .

Пусть спектр 𝜎 (𝐴) оператора𝐴 состоит из полупростых собственных значений 𝜆𝑛 ,𝑛 ∈ J, J ∈ {N,Z,Z+},
конечной геометрической кратности, не превосходящей некоторого числа𝑀0 ∈ N. При этом требуется

sup
𝑖∈J

∑︁
𝑛∈J\{𝑖 }

1
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑛)2

< ∞,

откуда вытекает условие равномерной разделенности спектра оператора 𝐴:

inf
𝑛∈J

dist ({𝜆𝑛}, 𝜎 (𝐴) \ {𝜆𝑛}) > 𝛽 > 0, (1)

при некотором 𝛽 > 0.
Через 𝑃𝑛 = 𝑃 ({𝜆𝑛}, 𝐴), 𝑛 ∈ J, обозначим проектор Рисса (спектральный проектор), построенный по

множеству 𝜎𝑛 = {𝜆𝑛}, 𝑛 ∈ J, оператора 𝐴; таким образом, 𝐴𝑃𝑛 = 𝜆𝑛𝑃𝑛 , 𝑛 ∈ J.
Символом 𝔏𝐴 (H) обозначается банахово пространство операторов, подчиненных оператору 𝐴, а

символом EndH — банахова алгебра всех линейных ограниченных операторов в H с нормой ‖𝑋 ‖ =

sup‖𝑥 ‖61 ‖𝑋𝑥 ‖, 𝑋 ∈ EndH , 𝑥 ∈ H . Отметим, что если 𝐷 (𝐴) = H , то EndH непрерывно вложено в 𝔏𝐴 (H).
Все рассуждения далее будут проводиться, используя операторные матрицы рассматриваемых опе-

раторов. Для каждого оператора 𝑋 ∈ 𝔏𝐴 (H) введем в рассмотрение его матрицу (𝑋𝑖 𝑗 ), положив 𝑋𝑖 𝑗 =

𝑃𝑖𝑋𝑃 𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ J. Отметим, что любой оператор из 𝔏𝐴 (H) однозначно определяется своей матрицей.
Также введем двусторонний идеал операторов Гильберта-Шмидта 𝔖2 (H) ⊂ EndH . Отметим, что

стандартная норма ‖ · ‖2 этого идеала удовлетворяет равенству ‖𝑋 ‖22 =
∑

𝑖, 𝑗 ∈J ‖𝑋𝑖 𝑗 ‖22.
Подчеркнем, что в настоящей работе мы рассматриваем возмущение 𝐵 ∈ 𝔏𝐴 (H), в отличие от [3], где

𝐵 предполагалось из идеала𝔖2 (H). Вследствие этого необходимо вначале произвести предварительное
преобразование подобия. Для построения предварительного преобразования подобия считаются вы-
полненными следующие условия, накладываемые на оператор-возмущение 𝐵 ∈ 𝔏𝐴 (H):
1) ∑︁

𝑖∈J
‖𝐵𝑖𝑖 ‖22 < ∞; (2)

2) ∑︁
𝑖, 𝑗 ∈J,𝑖≠𝑗

‖𝐵𝑖 𝑗 ‖22
(𝜆𝑖 − 𝜆 𝑗 )2

< ∞; (3)

3) ∑︁
𝑖, 𝑗 ∈J

 ∑︁
𝑙 ∈J,𝑙≠𝑗

𝐵𝑖𝑙𝐵𝑙 𝑗

𝜆𝑙 − 𝜆 𝑗

2
2
< ∞; (4)

4) для любого положительного 𝜀 найдется такое число 𝜆𝜀 ∈ 𝜌 (𝐴), что

‖𝐵(𝐴 − 𝜆𝜀 𝐼 )−1‖ < 𝜀. (5)

Также для построения предварительного преобразования подобия необходимы две последователь-
ности операторов 𝑀 (𝑛) , 𝑁 (𝑛) , 𝑛 ∈ Z+, которые удобно определить, используя их операторные матрицы
𝑀 (𝑛) ∼ (𝑀𝑖 𝑗 ), 𝑁 (𝑛) ∼ (𝑁𝑖 𝑗 ), 𝑖, 𝑗 ∈ J, положив

𝑀
(𝑛)
𝑖 𝑗

=


𝐵𝑖 𝑗 , 𝑖 = 𝑗,

𝐵𝑖 𝑗 , max{|𝑖 |, | 𝑗 |} 6 𝑛,
0, в остальных случаях,

𝑁
(𝑛)
𝑖 𝑗

=

{
𝐵𝑖 𝑗

𝜆𝑖−𝜆 𝑗
, 𝑖 ≠ 𝑗, min{|𝑖 |, | 𝑗 |} > 𝑛,

0, в остальных случаях.
(6)
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Теорема 1 (см. [2, теорема 4.1]). Пусть 𝐵 ∈ 𝔏𝐴 (H) и выполнены условия (1) – (5). Тогда существует
такое целое 𝑘 ∈ Z+, что оператор 𝐴 − 𝐵 подобен оператору 𝐴 − 𝑀 (𝑘) − 𝐶 (𝑘) = 𝐴 − 𝑄, 𝐶 (𝑘) = (𝐼 +
𝑁 (𝑘) ) (𝐵𝑁 (𝑘) − 𝑁 (𝑘)𝑀 (𝑘) ), где 𝑁 (𝑘) и 𝑀 (𝑘) заданы формулой (6), и 𝐶 (𝑘) , 𝑁 (𝑘) , 𝑀 (𝑘) ∈ 𝔖2 (H). При этом
(𝐴 − 𝐵) (𝐼 + 𝑁 (𝑘) ) = (𝐼 + 𝑁 (𝑘) ) (𝐴 −𝑄), 𝑄 ∈ 𝔖2 (H) .

Определим еще две последовательности операторов 𝐽𝑘𝑋 и Γ𝑘𝑋 ∈ End𝔖2 (H), 𝑘 ∈ Z+, следующим
образом. Сначала положим для 𝑋 ∼ (𝑋𝑖 𝑗 ), 𝑋 ∈ 𝔖2 (H) и 𝑘 = 0:

(𝐽0𝑋 )𝑖 𝑗 =
{
𝑋𝑖 𝑗 , 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ≠ 𝑗,
, (Γ0𝑋 )𝑖 𝑗 =

{
𝑋𝑖 𝑗

𝜆𝑖−𝜆 𝑗
, 𝑖 ≠ 𝑗,

0, 𝑖 = 𝑗 .

Для 𝑘 > 0 обозначим 𝑃 (𝑘) =
∑

|𝑖 |6𝑘 𝑃𝑖 и определим 𝐽𝑘𝑋 и Γ𝑘𝑋 формулами:

𝐽𝑘𝑋 = 𝑃 (𝑘)𝑋𝑃 (𝑘) +
∑︁

|𝑖 |>𝑘,𝑖∈J
𝑃𝑖𝑋𝑃𝑖 , 𝑋 ∈ 𝔖2 (H),

Γ𝑘𝑋 = Γ0𝑋 − 𝑃 (𝑘) (Γ0𝑋 )𝑃 (𝑘) = Γ0 (𝑋 − 𝐽𝑘𝑋 ), 𝑋 ∈ 𝔖2 (H).
Теорема 2 (см. [2, теорема 5.8]). Пусть для операторов 𝐴 и 𝐵, 𝐵 ∈ 𝔏𝐴 (H) выполнены условия (1) – (5).
Тогда существуют такие числа 𝑛, 𝑘 ∈ Z+ и оператор 𝑋∗ ∈ 𝔖2 (H), что оператор 𝐴 − 𝐵 подобен оператору

𝐴 − 𝑃 (𝑘)𝑋∗𝑃 (𝑘) −
∑︁

|𝑖 |>𝑘,𝑖∈J
𝑃𝑖𝑋∗𝑃𝑖 = 𝐴 −𝑉 ;

при этом матрица оператора 𝑉 ∈ 𝔖2 (H) блочно-диагональна, и оператором преобразования служит
оператор (𝐼 +𝑀 (𝑘) ) (𝐼 + Γ𝑛𝑋∗) = 𝐼 +𝑈𝑘𝑛 , где𝑈𝑘𝑛 ∈ 𝔖2 (H).

Оператор 𝑋∗ ∈ 𝔖2 (H) из теоремы 2 является решением операторного уравнения метода подобных
операторов (см. [2]), получить которое можно методом простых итераций.

Пусть 𝜆 = 1
𝑛

∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖 – взвешенное среднее 𝜆 собственных значений 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 . Введем также обо-

значения 𝑙𝑖 = dim Im 𝑃𝑖 , 𝑖 ∈ J, и 𝑏𝑖𝑛 𝑗 , 𝑏
𝑖
𝑛 𝑗 , 1 6 𝑛, 𝑗 6 𝑙𝑖 , для элементов матриц 𝑃𝑖𝐵𝑃𝑖 и 𝑃𝑖𝐵𝑁 (𝑘)𝑃𝑖 , |𝑖 | > 𝑚,

соответственно.
Теорема 3 (см. [2, теорема 6.1]). Имеют место следующие асимптотические представления:

𝜆𝑖 = 𝜆𝑖 −
1
𝑙𝑖

𝑙𝑖∑︁
𝑛=1

𝑏𝑖𝑛𝑛 − 1
𝑙𝑖

𝑙𝑖∑︁
𝑛=1

𝑏𝑖𝑛𝑛 + 𝛽𝑖 , где 𝛽𝑖 ∈ ℓ1 (J) . (7)

Теорема 4 (см. [2, следствие 6.1]). Если dim Im 𝑃𝑖 = 1, |𝑖 | > 𝑚, 𝑖 ∈ J, то для собственных значений 𝜆𝑖
оператора 𝐴 − 𝐵 имеют место асимптотические формулы

𝜆𝑖 = 𝜆𝑖 − 𝑏𝑖𝑖 −
∑︁
𝑙≠𝑖

𝑏𝑖𝑙𝑏𝑙𝑖

𝜆𝑙 − 𝜆𝑖
+ 𝛽𝑖 , где 𝛽𝑖 ∈ ℓ1 (J) и |𝑖 | > 𝑚.

Далее приведем примеры применения общих теорем.
Пример 1. Сначала сформулируем следующий известный результат. Его доказательство можно най-

ти, например, в [8].
Теорема 5. Пусть есть самосопряженный оператор 𝐴 : 𝐷 (𝐴) ⊂ H → H и оператор 𝐵 из идеала𝔖2 (H).
Тогда существует такая непрерывная функция 𝑓 : R→ R+, 𝑓 ∈ 𝐿2 (R), что для всех 𝜆 ∈ 𝜎 (𝐴 + 𝐵) выполнено
неравенство |Im 𝜆 | 6 𝑓 (Re 𝜆).

Алгоритм построения функции 𝑓 можно найти в [4, 8].
Пусть теперь 𝐵 ∈ 𝔏𝐴 (H). Тогда, при условии, что теорема 1 имеет место, получаем, что операторы

𝐴 − 𝐵 и 𝐴 − 𝑄 подобны, где 𝑄 уже оператор из 𝔖2 (H). Вследствие совпадения спектров подобных
операторов (см., например, [2, лемма 6.1]) и выполнения теоремы 5 для оператора 𝐴 − 𝑄 , следует, что
она имеет место и для оператора 𝐴 − 𝐵.

Теорема 6.Пусть𝐴 : 𝐷 (𝐴) ⊂ H → H —линейный замкнутый самосопряженный оператор, оператор𝐵
подчинен оператору𝐴, и выполнены условия (1) – (5). Тогда существуеттакая непрерывная положительная
функция 𝑓 ∈ 𝐿2 (R), что для всех 𝜆 ∈ 𝜎 (𝐴 − 𝐵) имеет место неравенство |Im 𝜆 | 6 𝑓 (Re 𝜆).

Наличие такой функции 𝑓 означает, что спектр возмущенного оператора 𝐴 − 𝐵 лежит между графи-
ками функций 𝑓 и −𝑓 .

Пример 2. Пусть 𝐿2 [0, 𝜔] — гильбертово пространство (классов эквивалентности) комлекснозначных
функций, измеримых по Лебегу и суммируемых с квадратом модуля на отрезке [0, 𝜔], со скалярным
произведением

(𝑥,𝑦) = 1
𝜔

∫ 𝜔

0
𝑥 (𝑠)𝑦 (𝑠) 𝑑𝑠
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и нормой

‖𝑥 ‖2 = 1
𝜔

∫ 𝜔

0
|𝑥 (𝑠) |2 𝑑𝑠, 𝑥 ∈ 𝐿2 [0, 𝜔] .

Через𝑊 1
2 [0, 𝜔] будемобозначатьпространствоСоболева абсолютнонепрерывныхфункцийиз𝐿2 [0, 𝜔]

с производными из 𝐿2 [0, 𝜔].
Пусть H = 𝐿2 [0, 𝜔] и задан оператор 𝐴 = 𝑑

𝑑𝑡
, 𝐷 (𝐴) = {𝑥 ∈𝑊 1

2 [0, 1], 𝑥 (0) = 𝑥 (1)}. Возмутим оператор 𝐴
оператором 𝐵 вида

𝐵𝑥 (𝑡) = 𝑣 (𝑡)𝑥 (𝜔 − 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜔], 𝑥 ∈ 𝐿2 [0, 𝜔], (8)

где 𝑣 ∈ 𝐿2 [0, 𝜔] . Таким образом, возмущение есть оператор с инволюцией. Напомним, что некоторый
оператор 𝐶 ∈ End𝐿2 [0, 𝜔] называется инволюцией, если 𝐶2 = 𝐼 . В рассматриваемом случае (𝐶𝑥) (𝑡) =

𝑥 (𝜔 − 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜔], 𝑥 ∈ 𝐿2 [0, 𝜔].
Отметим, что в общем случае возмущение 𝐵 не принадлежит пространству 𝔖2 (𝐿2 [0, 𝜔]), но ле-

жит в 𝔏𝐴 (𝐿2 [0, 𝜔]). Непосредственный подсчет показывает, что 𝐵𝑖 𝑗 = �̂� (𝑖 + 𝑗). Здесь через 𝑥 (𝑛) обо-
значены коэффициенты Фурье функции 𝑥 ∈ 𝐿2 [0, 𝜔], имеющей ряд Фурье 𝑥 (𝑡) =

∑
𝑛∈Z

𝑥 (𝑛)𝑒𝑖 2𝜋𝑛𝜔 𝑡 , и

𝑥 (𝑛) = 1
𝜔

𝜔∫
0
𝑥 (𝑡)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛𝜔 𝑡𝑑𝑡 = (𝑥, 𝑒𝑛), 𝑛 ∈ Z. Очевидно также, что 𝑃𝑛𝑥 = (𝑥, 𝑒𝑛)𝑒𝑛 = 𝑥 (𝑛)𝑒𝑛, 𝑛 ∈ Z.

Матрицы𝑀 и 𝑁 состоят из элементов

𝑀𝑖 𝑗 =

{
�̂� (2𝑖), 𝑖 = 𝑗 ;
0, 𝑖 ≠ 𝑗 ; 𝑁𝑙 𝑗 =

{
𝜔�̂� (𝑙+𝑗)
2𝜋 (𝑙−𝑗) , 𝑙 ≠ 𝑗 ;

0, 𝑙 = 𝑗 .

Отсюда немедленно следует выполнение условия 𝑁,𝑀 ∈ 𝔖2 (𝐻 ) (выполнение условий (2), (3)). Матрица

𝐵𝑁 состоит из элементов (𝐵𝑁 )𝑙 𝑗 =
𝜔

2𝜋

∑︁
𝑘≠𝑗

�̂� (𝑙 + 𝑘)�̂� ( 𝑗 + 𝑘)
𝑗 − 𝑘 . Принадлежность оператора 𝐵𝑁 идеалу𝔖2 (𝐻 )

(или выполнения условия (4)) следует из интегрального представления этого оператора (см., например,
[7]):

(𝐵𝑁𝑥) (𝑡) = 1
2𝜔

2𝜔∫
0

𝑓

( 𝑡 − 𝜏
2

)
𝑣

(
2𝜔 − 𝑡 − 𝜏

2

)
𝑣 (𝑡)𝑥 (𝑡) 𝑑𝜏,

𝑓 (𝑡) = 𝑖
(
𝑡 − 𝜔

2
)
, 𝑡 ∈ [0, 𝜔] .

Проверку условия (5) также можно найти [1, 7].
Таким образом, для исследуемого оператора с инволюцией 𝐴 − 𝐵 из теорем 2 и 4 вытекает

Теорема 7. Для достаточно больших 𝑘 ≥ 0 дифференциальный оператор L = 𝐴 − 𝐵 : 𝐷 (L) ⊂ 𝐿2 [0, 𝜔] →
𝐿2 [0, 𝜔], заданный формулами (L𝑥) (𝑡) =

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑣 (𝑡)𝑥 (𝜔 − 𝑡), 𝐷 (L) = {𝑥 ∈ 𝑊 1

2 : 𝑥 (0) = 𝑥 (𝜔)}, подобен
оператору

𝐴 −𝑉 = 𝐴 − 𝑃 (𝑘)𝑉𝑃 (𝑘) −
∑︁
|𝑖 |>𝑘

𝑃𝑖𝑉𝑃𝑖 ,

где 𝑉 ∈ 𝔖2 (𝐿2 [0, 𝜔]) – решение нелинейного операторного уравнения метода подобных операторов. Для
собственных значений �̃� 𝑗 , | 𝑗 | > 𝑘, оператора L имеют место асимптотические формулы

�̃� 𝑗 = 𝑖
2𝜋 𝑗
𝜔

− �̂� (2 𝑗) − 𝜔

2𝜋 𝑗

∑︁
𝑙≠𝑗

(�̂� ( 𝑗 + 𝑙))2
𝑙 − 𝑗

+ 𝑐𝑛,

где (𝑐𝑛) ∈ ℓ1.
Пример 4. В этом примере будет показано, что оператор Дирака из [1, 6] также укладывается в

приведенную в [2] схему.
Пусть теперь Ω = [0, 𝜔]2 = [0, 𝜔] × [0, 𝜔] и невозмущенный оператор 𝐴 : 𝐷 (𝐴) ⊂ 𝐿2 (Ω) → 𝐿2 (Ω)

задается формулой

(𝐴𝑥) (𝑡) = 𝑖
(
1 0
0 −1

)
𝑑

𝑑𝑡
,

где 𝑡 ∈ [0, 𝜔], 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2 (Ω) и 𝐷 (𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐿2 (Ω) : 𝑥 (0) = 𝑥 (𝜔)}. Отметим, что обычно, наряду
с периодическими краевыми условиями, также рассматривают антипериодические краевые условия
и условия Дирихле (см. [1, 6]). Так как все рассуждения для антипериодических условий и условий
Дирихле аналогичны соответствующим для периодических краевых условий (опять же, см. [1, 6]), то
мы ограничимся только рассмотрением периодических краевых условий.
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Собственными значениями оператора 𝐴 являются числа 𝜆𝑛 = 2𝜋𝑛
𝜔
, 𝑛 ∈ Z. Они двукратны, и собствен-

ными векторами являются функции

𝑒1𝑛 =

(
𝑒−𝑛
0

)
, 𝑒2𝑛 =

(
0
𝑒𝑛

)
, 𝑒𝑛 (𝑡) = 𝑒𝑖𝜆𝑛𝑡 , 𝑡 ∈ [0, 𝜔] .

Спектральные проекторы 𝑃𝑛 = 𝑃 ({𝜆𝑛}, 𝐴) задаются формулами 𝑃𝑛𝑥 = (𝑥, 𝑒𝑛)𝑒1𝑛 + (𝑥, 𝑒−𝑛)𝑒2𝑛 , 𝑛 ∈ Z,
dim Im 𝑃𝑛 = 2 для всех 𝑛 ∈ Z.

Возмутим оператор 𝐴 оператором 𝐵 ∈ 𝔏𝐴 (𝐿2 [0, 𝜔]) вида

(𝐵𝑥) (𝑡) =
(

0 𝑣1 (𝑡)
𝑣2 (𝑡) 0

)
, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝐿2 [0, 𝜔] .

Блочная матрица оператора-возмущения 𝐵 имеет вид

𝑏𝑛𝑗 =

(
0 �̂�1 (−(𝑛 + 𝑗))

�̂�2 (𝑛 + 𝑗) 0

)
,

где �̂�1 (𝑛), �̂�2 (𝑛) – коэффициенты Фурье функций 𝑣1 и 𝑣2 в стандартном базисе 𝑒𝑛 (𝑡) = 𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔 пространства

𝐿2 [0, 𝜔] .
Операторы, имеющие матрицы 𝑁 и𝑀, участвующие в предварительном преобразовании подобия в

[1, 7], приведены в интегральном виде:

(𝑀𝑥) (𝑠) =
1
2𝜔

2𝜔∫
0

(
0 𝑣1

(
𝑠+𝜏
2

)
𝑣1

(
𝑠−𝜏
2

)
0

) (
𝑥1 (𝜏)
𝑥2 (𝜏)

)
𝑑𝜏,

(𝑁𝑥) (𝑠) =
1
2𝜔

2𝜔∫
0

(
0 𝑓

(
𝑠−𝜏
2

)
𝑣1

(
𝑠+𝜏
2

)
𝑓

(
𝑠−𝜏
2

)
𝑣1

(
𝑠+𝜏
2

)
0

) (
𝑥1 (𝜏)
𝑥2 (𝜏)

)
𝑑𝜏,

где (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2 [Ω], 𝑠 ∈ (0, 𝜔), 𝑓 (𝑡) = 𝑖
(
𝑡 − 𝜔

2
)
, 𝑡 ∈ [0, 𝜔], поэтому условия (2) – (5) автоматически выпол-

няются, там же в [1] доказано выполнение условия (5).
Интегральный вид оператора 𝐵𝑁 следующий (см. [1, формула (38)])

(𝐵𝑁𝑥) (𝑠)= 1
2𝜔

2𝜔∫
0

(
𝑓
(
𝜏−𝑠
2
)
𝑣1 (𝑠)𝑣2

(
𝑠+𝜏
2
)

0
0 𝑓

(
𝑠−𝜏
2
)
𝑣2 (𝑠)𝑣1

(
𝑠+𝜏
2
) )(

𝑥1 (𝜏)
𝑥2 (𝜏)

)
𝑑𝜏,

следовательно, 𝐵𝑁 ∈ 𝔖2 (𝐻 ). Нас в оценках собственных значений будут интересовать только диаго-
нальные блоки матрицы 𝐵𝑁 . Легко проверить, что

(𝐵𝑁 )𝑛𝑛 =
∑︁

𝑗 ∈Z, 𝑗≠𝑛

𝜔

2𝜋 ( 𝑗 − 𝑛)

(
0 �̂�1 (−(𝑛 + 𝑗))

�̂�2 (𝑛 + 𝑗) 0

)(
0 �̂�1 (−(𝑛 + 𝑗))

�̂�2 (𝑛 + 𝑗) 0

)
=

=
𝜔

2𝜋
©«

∑
𝑗 ∈Z, 𝑗≠𝑛

�̂�1 (−(𝑛+𝑗)) �̂�2 (𝑛+𝑗)
𝑗−𝑛 0

0
∑

𝑗 ∈Z, 𝑗≠𝑛

�̂�1 (−(𝑛+𝑗)) �̂�2 (𝑛+𝑗)
𝑗−𝑛

ª®®¬ .
Важным для оценок собственных значений является то, что блок (𝐵𝑁 )𝑛𝑛 является диагональным и

на главной диагонали у него стоят одинаковые элементы.
Приведем без доказательства лемму 7.5 из [1], которая потребуется нам в дальнейшем.

Лемма 1. Пусть

𝑧𝑛 =

(
0 𝑏2𝑛
𝑏3𝑛 0

)
+

(
𝑐1𝑛 𝑐2𝑛
𝑐3𝑛 𝑐4𝑛

)
,

где последовательности 𝑏𝑘 : Z → C, 𝑘 = 2, 3, принадлежат ℓ2 (Z), а последовательности 𝑐𝑘 : Z → C, 𝑘 =

1, 2, 3, 4, принадлежат ℓ1 (Z). Тогда

𝜎 (𝑧𝑛) = {
√︃
𝑏2𝑛𝑏

3
𝑛 + 𝑑1𝑛,−

√︃
𝑏2𝑛𝑏

3
𝑛 + 𝑑2𝑛},

где последовательности 𝑑𝑘 : Z → C, 𝑘 = 1, 2, принадлежат ℓ4/3 (Z). Более того, если существуют постоян-
ные 𝑐1, 𝑐2 > 0такие, что 𝑐1𝑏2𝑛 ≤ 𝑏3𝑛 ≤ 𝑐2𝑏2𝑛, для всех 𝑛 ∈ Z достаточно больших по абсолютной величине, то
последовательности 𝑑𝑘 : Z→ C, 𝑘 = 1, 2, принадлежат ℓ1 (Z).
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Итак, нам надо вычислить собственные значения матрицы 2 × 2 вида

©«
2𝜋𝑛
𝜔

− 𝜔
2𝜋

∑
𝑗 ∈Z, 𝑗≠𝑛

�̂�1 (−(𝑛+𝑗)) �̂�2 (𝑛+𝑗)
𝑗−𝑛 0

0 2𝜋𝑛
𝜔

− 𝜔
2𝜋

∑
𝑗 ∈Z, 𝑗≠𝑛

�̂�1 (−(𝑛+𝑗)) �̂�2 (𝑛+𝑗)
𝑗−𝑛

ª®®¬+
+

(
0 �̂�1 (−2𝑛)

�̂�2 (2𝑛) 0

)
+

(
𝑐1𝑛 𝑐2𝑛
𝑐3𝑛 𝑐4𝑛

)
,

где последовательности 𝑐𝑘 : Z→ C, 𝑘 = 1, 2, 3, 4, принадлежат ℓ1 (Z).

Определение 1. Потенциал 𝐵 =

(
0 𝑣1
𝑣2 0

)
называется сбалансированным, если существуют 𝑐1, 𝑐2 > 0 и

𝑁 ∈ N такие, что
𝑐1 |�̂�1 (−2𝑛) | ≤ |�̂�2 (2𝑛) | ≤ 𝑐2 |�̂�1 (−2𝑛) |

для 𝑛 ∈ Z таких, что |𝑛 | ≥ 𝑁 .
Из теоремы 2 и леммы 1 получется

Теорема8.Для достаточно большихцелых𝑘 спектр оператораДирака𝐴−𝐵 представимв виде объединения

𝜎 (𝐴 − 𝐵) = �̃� (𝑘) ∪ (
⋃
|𝑛 |>𝑘

�̃� (𝑛) ),

где множество �̃� (𝑘) имеет не более 4𝑘 + 2 собственных значений, множества �̃� (𝑛) , |𝑛 | > 𝑘 , двухточечны

�̃�𝑛 =

{
2𝜋𝑛
𝜔

− 𝜔

2𝜋

∑︁
𝑗 ∈Z, 𝑗≠𝑛

�̂�1 (−𝑛 − 𝑗)�̂�2 (𝑛 + 𝑗)
𝑗 − 𝑛 +

√︁
�̂�1 (−2𝑛)�̂�2 (2𝑛) + 𝑑1𝑛 ,

2𝜋𝑛
𝜔

− 𝜔

2𝜋

∑︁
𝑗 ∈Z, 𝑗≠𝑛

�̂�1 (−𝑛 − 𝑗)�̂�2 (𝑛 + 𝑗)
𝑗 − 𝑛 −

√︁
�̂�1 (−2𝑛)�̂�2 (2𝑛) + 𝑑2𝑛

}
,

и последовательности 𝑑𝑘 : Z → C, 𝑘 = 1, 2, принадлежат ℓ4/3 (Z). Если же потенциал 𝐵 является сбаланси-
рованным, то последовательности 𝑑𝑘 : Z→ C, 𝑘 = 1, 2, принадлежат ℓ1 (Z).

Замечание. В рассматриваемом случае можно было использовать формулу (7) для взвешенных средних
𝜆𝑛 собственных значений, входящих в спектральные множества �̃�𝑛, |𝑛 | > 𝑘, но получается более грубый
результат.
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Аннотация.Появившись в 1921 г. как уравнение волнмалой амплитуды на поверхности бесконечно глубокойжид-
кости, уравнение Некрасова быстро стало источником получения новых результатов. Это проявилось как в области
математики (теория нелинейных интегральных уравнений А. И. Некрасова; 1922, позже – Н. Н. Назарова; 1941), так
и в области механики (переход к жидкости конечной глубины – А. И. Некрасов; 1927, и отказ от малости ампли-
туды волн – Ю. П. Красовский; 1960). Основная задача автора – выяснить предысторию возникновения уравнения
Некрасова и проследить изменение подходов к его решению в контексте развития нелинейного функционального
анализа 1940-х – 1960-х гг. Пристальное внимание будет уделено вкладу европейских и отечественных математи-
ков и механиков: А. М. Ляпунова, Э. Шмидта, Т. Леви-Чивита, А. Вилля, Л. Лихтенштейна, М. А. Красносельского,
Н. Н. Моисеева, В. В. Покорного и др. В контексте развития качественных методов исследования уравнения Некра-
сова будет также освещён вопрос о взаимодействии воронежской школы нелинейного функционального анализа
под руководством профессора М. А. Красносельского и ростовскойшколы нелинейной механики под руководством
профессора И. И. Воровича.
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Abstract. Appearing in 1921 as an equation for small-amplitude waves on the surface of an infinitely deep liquid, the
Nekrasov equation quickly became a source of new results. This manifested itself both in the field of mathematics (theory of
nonlinear integral equations of A. I. Nekrasov; 1922, later - of N. N. Nazarov; 1941), and in the field of mechanics (transition
to a fluid of finite depth – A. I. Nekrasov; 1927 and refusal on the smallness of the wave amplitude - Yu. P. Krasovskii; 1960).
The main task of the author is to find out the prehistory of the Nekrasov equation and to trace the change in approaches
to its solution in the context of the nonlinear functional analysis development in the 1940s - 1960s. Close attention will be
paid to the contribution of European and Russian mathematicians and mechanics: A. M. Lyapunov, E. Schmidt, T. Levi-Civita,
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A. Villat, L. Lichtenstein, M. A. Krasnoselskii, N. N. Moiseev, V. V. Pokornyi, etc. In the context of the development of
qualitative methods for the Nekrasov equation investigating, the question of the interaction between Voronezh school of
nonlinear functional analysis under the guidance of Professor M. A. Krasnoselskii and Rostov school of nonlinear mechanics
under the guidance of Professor I. I. Vorovich.
Keywords: nonlinear integral equations, Nekrasov equation, Hammerstein equation, Lyapunov-Schmidt theory, T. Levi-
Civita, N. N. Nazarov, M. A. Krasnoselskii, Yu. P. Krasovskii, Voronezh School of Nonlinear Functional Analysis; Rostov
School of Nonlinear Mechanics.
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1. Введение. С момента опубликования Александром Ивановичем Некрасовым своего уравнения,
описывающего распространение малых волн на поверхности тяжёлой жидкости [Некрасов, 1921]:

Φ(𝜃 ) = − 𝜇

12𝜋

∫ 2𝜋

0

sinΦ(𝜀)
1 + 𝜇

∫ 𝜀

0 sinΦ(𝛼)𝑑𝛼
𝐾 (𝜀, 𝜃 )𝑑𝜀, (1)

где 𝐾 (𝜀, 𝜃 ) = ln
��� 1−cos(𝜀−𝜃 )1−cos(𝜀+𝜃 )

���; 𝜇 – параметр, Φ(𝜃 ) – угол наклона касательной к профилю волны, прошло 100
лет. Несмотря на это, полноценный историко-научный анализ его математических работ, в особенности
по нелинейным интегральным уравнениям, до 2020 г. проведён не был (некоторые фрагменты такого
анализа можно найти в [Вайнберг, Треногин, 1962, §2], [Секерж-Зенькович, 1960], [Волгина, Тюлина,
2001, Гл. 3]). В 2021 вышла статья российского учёного Н. Г. Кузнецова «Повесть о двух интегральных
уравнениях Некрасова» [Kuznetsov, 2021], в которой указанный пробел был частично восполнен. В
настоящей работе мы попытаемся дополнить исследование Кузнецова новыми фактами и предложить
свой взгляд на историю уравнения (1).

Основным инструментом для построения решений (1), предложенным Некрасовым, было разложе-
ние в степенной ряд. С того времени появились новые подходы к исследованию подобных уравнений,
основанные, прежде всего, на методах нелинейного функционального анализа. При этом само уравне-
ние не потеряло своей актуальности как для математиков, так и для механиков [Kuznetsov, 2021, § 3].

Задача автора – проследить эволюцию подходов к изучению уравнения (1), ответив на следующие
вопросы:

1. На каком уровне находилась теория нелинейных интегральных уравнений до Некрасова?
2. Что привело Некрасова к нелинейным интегральным уравнениям? На какие работы он опирался?
3. Проводились ли подобные исследования в других странах?
4. Можно ли сопоставить метод Некрасова с другими методами?
5. Кто и когда занимался продолжением идей Некрасова до начала 1960-х гг.?
2. Предыстория: работы А. М. Ляпунова и Э. Шмидта. Прежде чем перейти к исследованиям

самого Некрасова, обозначим уровень развития нелинейных интегральных уравнений к концу 1910-х
гг. Одним из первых таких уравнений было уравнение (2), возникшее при отыскании форм равновесия
вращающихся жидкостей в работе 1903 г. выдающегося русского математика Александра Михайловича
Ляпунова [Liapunoff, 1903]∫ 𝐴

0
𝜌2 (𝑎′)𝑑𝑎′

∫
𝑆

(1 + (𝜍 ′))2
(
1 + 𝜕(𝑎′𝜍 ′)

𝜕𝑎′

)
𝑑𝜎 ′

Δ
+ 𝜔

3

2𝑔
𝑎2 (1 + 𝜍2) sin2 𝜃 = 𝐹 (𝑎). (2)

Здесь 𝜔 – угловая скорость вращения жидкой массы, g – постоянная всемирного тяготения; Δ – рас-
стояние между переменной точкой 𝑃 ′(𝑟 ′, 𝜃 ′, 𝜑 ′) внутри жидкости и фиксированной точкой 𝑃 (𝑟, 𝜃, 𝜑) на
𝑆 ; (𝑟, 𝜃, 𝜑) – сферические координаты, 𝜁 – искомая функция параметра а и координат (𝜃, 𝜑), характери-
зующая отклонение поверхности уровня жидкой массы от сферы радиуса ; 𝐹 (𝑎) – заданная функция;
интегрирование во втором интеграле производится по поверхности единичной сферы 𝑆 .

Более общий случай был рассмотрен Ляпуновым в работе 1905 г. [Liapounoff, 1905]. В процессе
доказательства существованиянеэллипсоидальныхформравновесияжидкоймассыонвывел уравнение

𝑅𝜁 −
∫
𝑆

𝜍 ′𝑑𝜎

Δ
=𝑊 (𝜁 ), (3)

где 𝑅 = 𝑅(𝜃, 𝜑) – заданная функция. Основную сложность этого уравнения составляла правая часть,
состоящая из бесконечного числа интегро-степенных слагаемых (пояснение будет дано ниже, при опи-
сании вклада Э. Шмидта).
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Ляпунов искал малые решения (3) в виде ряда по степеням некоторого малого параметра (равного
отношению центробежной силы к силе тяжести на экваторе жидкой планеты). Сходимость этого ряда
доказывалась методом мажорант. Доказательство наличия нескольких решений опиралось на нетриви-
альную разрешимость соответствующего линейного интегрального уравнения.

Ляпунов получил свои результаты ещё до того, как теория линейных интегральных уравнений
обрела более или менее сложившуюся форму. Его аргументация отличалась большой сложностью, тем
не менее его теория малых решений нелинейных интегральных уравнений вызвала в Европе живой
интерес. Математический аппарат теории уравнений вида (3) был разработан немецким математиком
Эрхардом Шмидтом (1907-1908), учеником Д. Гильберта [Schmidt, 1907] – [Schmidt, 1908]. Он, как и
Ляпунов, ограничился случаем малых решений уравнений

𝑢 (𝑥) −
∫ 𝑏

𝑎

𝐾 (𝑥, 𝑠)𝑢 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓 (𝑥) +
∫ 𝑏

𝑎

𝐾1 (𝑥, 𝑠)𝑣 (𝑠)𝑑𝑠 −
∑︁

𝑚+𝑛≥2
𝑈𝑚𝑛

(
𝑥

𝑢, 𝑣

)
, (4)

где 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏); 𝑣 (𝑠), 𝑓 (𝑥), 𝐾 (𝑥, 𝑠) и 𝐾1 (𝑥, 𝑠) – заданные функции; 𝑢 (𝑥) – искомая функция; 𝑈𝑚𝑛

(
𝑥

𝑢, 𝑣

)
–

конечная или бесконечная сумма интегро-степенных слагаемых. При малых |𝑢 |, |𝑣 | ряды правой части
(4) должны, по условию, сходиться абсолютно и равномерно при всех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).
В качестве простейшего примера уравнения (4) можно предложить уравнение

𝑢 (𝑥) −
∫ 1

0
𝐾 (𝑥, 𝑠)𝑢 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑣 (𝑥) +

∫ 1

0

∫ 1

0
𝐾 (𝑥,𝑦1, 𝑦2)𝑢2 (𝑦1)𝑣3 (𝑦2)𝑑𝑦1𝑑𝑦2 .

Для исследования разрешимости уравнения (4) Шмидт представил его как уравнение с известной
правой частью и применил к нему теорию Фредгольма о представлении решений линейного уравнения
посредством резольвенты (разрешающего ядра) 𝑅(𝑥, 𝑡). В соответствии с этой теорией здесь необходимо
было выделить два варианта дальнейшего рассмотрения, в зависимости от того, является ли оператор,
стоящий в левой части (4), обратимым или нет.

В случае, когда единица является собственным значением интегрального оператора А, решение
линейного интегрального уравнения с «замороженной» правой частью будет зависеть от нескольких
произвольных постоянных 𝜉𝑖 (по величине кратности единицы, как собственного значения оператора
А). При этом оказалось естественным, ориентируясь на принцип Коха обращения ряда, искать решение
исходного уравнения в виде 2

𝑢 (𝑥) =
∑︁

𝑚+𝑛≥1
𝜉𝑚𝑉𝑚

𝑛

(
𝑥

𝑣

)
. (5)

Для определения возможных значений 𝜉 оставалось подставить ряд (5) в выражение для 𝑢 через
резольвенту линейного уравнения (по Фредгольму) и получить уравнение разветвления 3:

𝜉 =
∑︁

𝑚+𝑛≥1
𝜉𝑚

∫ 𝑏

𝑎

𝜑 (𝑠)𝑉𝑚
𝑛

(
𝑠

𝑣

)
𝑑𝑠 ; (6)

𝜑 (𝑥) – собственная функция линейного оператора А.
Шмидт показал, что в правой части уравнения (6) фактически отсутствуют первые степени 𝜉 , зна-

чит, в общем случае оно имеет не единственное решение. Независимо от величины модуля функции
𝑣 (𝑥), число решений исходного уравнения определяется числом решений уравнения разветвления (6).
Из уравнения (6) можно также получить информацию о виде всех нетривиальных малых решений
уравнения (4).

После опубликования работ Ляпунова и Шмидта стало очевидным, что неединственность решений
нелинейных интегральных уравнений является их типичным свойством. Уравнение разветвления быст-
ро превратилось в рабочий инструмент для исследования интегральных уравнений [Богатов, Мухин,
2021].

3. Задача об обтекания препятствия – исток уравнения Некрасова. А. И. Некрасов был учени-
комН. Н. Жуковского – основателя московскойшколымеханики, имеющей международное признание.
Одной из первых работ Некрасова, связанных с уравнением (1), была статья «О прерывном течении жид-
кости в двух измерениях вокруг препятствия в форме дуги круга» (1922) [Некрасов, 1922], в которой он

2В этой формуле𝑉𝑛
(
𝑥

𝑣

)
– подлежащая определению интегро-степенная форма степени 𝑛.

3Такой вид уравнения (6) соответствует случаю, когда кратность единицы, как собственного значения оператора A, равна
одному.
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обобщил результаты итальянского математика и механика Тулио Леви-Чивита4 и его французского кол-
леги Анри Вилля5. Обзор более ранних результатов по теории струйных течений конца XIX в. – начала
XX в. (работы Г. Гельмгольца, Г. Кирхгофа, Н. И Жуковского и др.) был сделан учеником А. И. Некрасова,
механиком Л.И. Седовым [Седов, 1939, § 10].

К Леви-Чивита восходит исследование подобных задач на плоскости методами комплексного ана-
лиза6. При его подходе предполагалось, что решение будет зависеть от нахождения некоторой функции
𝜑 , способ определения которой не был указан [Levi-Civita, 1907]. Кроме того, данная функция никак не
была связана с формой препятствия текущей жидкости. Вилля взялся исправить ситуацию, продолжив
исследования Леви-Чивиты по совету своего учителя, французского механика М. Бриллюэна [Tazzioli,
2017]. Вилля применил конформное отображение области с неизвестной границей на полукольцо и ввёл
новую функцию 𝜃 , которая уже имела тесную связь с формой препятствия. В своей диссертации 1911
г., сведя задачу к отысканию двух сопряжённых тригонометрических рядов переменной 𝜃 , он получил
некоторое соотношениемеждуними, которое привело его к нелинейномуинтегро-дифференциальному
уравнению вида7 [Villat, 1911]:

𝜃 ′(𝜎) = 𝜆𝐻 (𝜃, 𝜎) exp
{
− 1
𝜋

∫ 𝜋

0
𝜃 ′(𝜀)𝐾 (𝜀, 𝜎)𝑑𝜀

}
, (7)

где 𝜆 > 0 – некоторая постоянная; 𝐻 (𝜃, 𝜎) – некоторая заданная функция; 𝐾 (𝜀, 𝜎) = ln
��� sin 𝜀−𝜎

2
sin 𝜀+𝜎

2

���.
Отметим, что до начала 1920-х гг. методы решения уравнения (7) отсутствовали. Они былипредложе-

ны в работах А. И. Некрасова применительно к аналогу уравнения (7) и основывались на использовании
функции Жуковского (логарифма от комплексной скорости течения жидкости 𝑑𝑤

𝑑𝑧
; 𝑤 = 𝜑 + 𝑖𝜓 – ком-

плексный потенциал). Задачу обтекания криволинейной дуги Некрасов свёл к уравнению относительно
некоторой вспомогательной функции ℎ(𝜃 ), зная которую можно найти функцию Жуковского. Следуя
методу Вилля, он привёл задачу к отысканию двух сопряжённых тригонометрических рядов

𝑔(𝜃 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎2𝑛+1 cos(2𝑛 + 1)𝜃 ; (8)

ℎ(𝜃 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎2𝑛+1 sin(2𝑛 + 1)𝜃, (9)

между которыми имелось следующее соотношение

𝑔′(𝜃 ) = −𝜋𝜆
2
𝑒−ℎ (𝜃 ) sin𝜃 (1 − sin𝜃 ). (10)

Здесь 𝜆 > 0 – некоторая постоянная, 𝜃 – аргумент параметрического переменного 𝑢, от которого за-
висят 𝑤 и 𝑑𝑤

𝑑𝑧
(определение этой зависимости позволяет рассчитать все силовые, кинематические и

геометрические характеристики течения).
Соотношение (10) привело Некрасова к нелинейному интегральному уравнению

ℎ(𝜃 ) = 𝐹 (𝜃 ) + 𝜆
∫ 𝜋

2

0

[
1 − 𝑒−ℎ (𝜀)

] (1 + 2 sin 𝜀 − cos 2𝜀)
4

ln

����� tg 𝜀−𝜃
2

tg 𝜀+𝜃
2

�����𝑑𝜀, (11)

где 𝐹 (𝜃 ) – некоторая известная функция.
Решение уравнения (11) Некрасов представил рядом по степеням 𝜆, сходящимся при 𝜆 < 𝜆0 (при

этом числу 𝜆0 соответствует дуга окружности, ограничивающей препятствие, равная 20◦).
4. Задачи плоской теории волн. Задачам нелинейной теории волн установившегося вида на по-

верхности тяжёлой жидкости Некрасов посвятил семь работ, вышедших в 1919 – 1928 гг. [Некрасов,
1919] – [Некрасов, 1928]. На протяжении XX в. подобные задачи решались приближённо, из-за сложно-
сти этих задач в них отбрасывались нелинейные члены, что оставляло открытым само существование
установившихся волн. В работе [Некрасов, 1922a] Некрасов впервые представил алгоритм решения ука-
занной задачи для волн на поверхности бесконечно глубокой тяжёлой жидкости. Как и в приведённой
выше задаче об обтекании препятствия, решение задачи о волнах было основано на идее, идущей
от Вилля: область, занятая одной волной конформно отображается внутрь единичного круга так, что

4В 1934 г. Леви-Чивита был избран почётным членом Академии наук СССР.
5Действительный член Парижской Академии наук с 1932 г.
6Метод Леви-Чивита описан в книге М.И. Гуревича [Гуревич, 1979, Гл. IV, § 17].
7Вывод уравнения (7) можно найти в статье [Гуревич, 1970, § 2].
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свободная поверхность жидкости соответствует границе этого круга. При этом опять возникают три-
гонометрические ряды вида (8)-(9) и соотношение между ними вида (10), что в конечном итоге 8 даёт
уравнение (1) [Некрасов, 1961, с. 255].

Для волн малой амплитуды (𝑠𝑖𝑛Φ ≈ Φ) уравнение (1) переходит в линейное интегральное уравнение
вида

Φ(𝜃 ) = − 𝜇

12𝜋

∫ 2𝜋

0
Φ(𝜀) ln

����1 − cos(𝜀 − 𝜃 )
1 − cos(𝜀 + 𝜃 )

����𝑑𝜀. (12)

Некрасов показал, что если параметр 𝜇 принадлежит промежутку [0, 𝜇∗1), где 𝜇∗1 – первое собственное зна-
чение уравнения (12), то установившиеся волны отсутствуют. Математический смысл этого результата
состоит в том, что первое собственное значение линеаризованного интегрального уравнения является
бифуркационным значением исходного (нелинейного) интегрального уравнения.

Для исследования уравнения (1), (10) Некрасов разрабатывает самостоятельную теорию [Некрасов,
1922b] – [Некрасов, 1922c], в которой рассматривает нелинейное интегральное уравнение общего вида 9

с вырожденным ядром:

𝑓 (𝑥) = 𝜆
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑦)𝐾 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 + 𝜀𝜆
∫ 𝑏

𝑎

𝑅 [𝜆,𝑦, 𝑓 (𝑦)]𝐾 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦. (13)

Здесь 𝐾 (𝑥,𝑦) = ∑∞
𝑛=1

𝜑𝑛 (𝑥)𝜑𝑛 (𝑦)
𝜆𝑛

, {𝜑𝑖 (𝑥)} – некоторая система ортонормированных на отрезке [𝑎, 𝑏] функ-
ций; 𝜆𝑖 – собственные значения однородного уравнения Фредгольма, получающегося из (13) при под-
становке 𝜀 = 0.

Некрасов искал решения (13) в виде

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

(𝜆′)𝑝+𝑖 · 𝑓𝑖 (𝑥), (14)

где 𝜆 = 𝜆1 ± 𝜀 · 𝜆′ – малый параметр, 𝑝 = 1
𝑚−1 ;𝑚 ≥ 2 – наименьшая степень разложения функции 𝑅 по

степеням 𝑓 (𝑦):
(𝜆1 ± 𝜀 · 𝜆′)𝑅 [𝜆,𝑦, 𝑓 (𝑦)] = (𝜆′)𝑝+1𝑅1 + (𝜆′)𝑝+2𝑅2 + · · · , 𝑅𝑖 = 𝑅𝑖 (𝑦, 𝜆1, 𝜀).

Используя специальный приём, Некрасов пришёл к выражению 𝑓𝑚 (𝑥) через функции системы 𝜑𝑚 (𝑥):
𝑓0 (𝑥) = 𝐶0𝜑1 (𝑥),

𝑓𝑚 (𝑥) = 𝐶𝑚𝜑1 (𝑎) +
∞∑︁
𝑖=2

𝜆1

𝜆𝑖 − 𝜆1
𝑎𝑖𝑚𝜑𝑖 (𝑥),𝑚 = 1, 2, . . . (15)

для которого величины 𝐶𝑚 и 𝑎𝑖𝑚 определяются однозначно, а вот величина 𝐶0 – нет:

𝐶0 = ∓
∫ 𝑏

𝑎

𝑅1 [𝜆1, 𝑦,𝐶0𝜑 (𝑦)]𝑑𝑦

[Некрасов, 1961, с. 87], что приводит к ветвлению.
Для доказательства сходимости рядов (14) – (15) Некрасов применял (как Ляпунов и Шмидт) метод

мажорант. Однако в отличие от своих предшественников Некрасов решал исходное нелинейное ин-
тегральное уравнение непосредственно (не используя редукцию задачи к решению преобразованного
функционального уравнения).

Для построения решения уравнения (1) Некрасову удалось использовать более простое соображение.
Полагая 𝜇 = 3 + 𝜆, он отыскивал решение этого уравнения в виде степенного ряда

Φ(𝜃, 𝜆) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘Φ𝑘 (𝜃 ). (16)

Подстановка данного ряда в уравнение (1) привела к рекуррентной системе для определения Φ𝑘 :

Φ1 (𝜃 ) = 3
∫ 2𝜋

0
Φ1 (𝜑)𝐾 (𝜑, 𝜃 )𝑑𝜑

Φ2 (𝜃 ) = 3𝐴(Φ2) +𝐴2 (Φ1)
Φ3 (𝜃 ) = 3𝐴(Φ3) +𝐴3 (Φ1,Φ2)

· · ·
Φ𝑛 (𝜃 ) = 3𝐴(Φ𝑛) +𝐴𝑛 (Φ1,Φ2, . . . ,Φ𝑛−1)

· · ·

(17)

8Некрасов применил здесь преобразования, идею которых предложил один из основателей Московской математической
школы профессор Н. Н. Лузин [Некрасов, 1961, с. 44].

9Специальный случай уравнения, введённого через 8 лет после Некрасова в работе [Hammerstein, 1930].
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где 𝐴𝑘 – нелинейные операторы по всем своим переменным, кроме последней, но при 𝑘 = 3, 4, . . .
операторы 𝐴𝑘 являются линейными относительно Φ𝑘−1 [Вайнберг, Треногин, 1962, § 2]. Оператор 𝐴 –
линейный интегральный оператор с ядром 𝐾 (𝜑, 𝜃 ).

Следует отметить, что за работу [Некрасов, 1921] по теории волн Некрасов был удостоен премии
Жуковcкого [Секерж-Зенькович, 1960, с. 154].

В более поздней своей работе Некрасов исследует задачу о волне установившегося вида на поверх-
ности конечной глубины [Некрасов, 1928]. В этом случае область, занятая одной волной, конформно
отображается в круговое кольцо. Опираясь опять на метод Вилля, Некрасов сводит задачу к решению
нелинейного интегрального уравнения, аналогичного (1), в котором

𝐾 (𝜀, 𝜃 ) = − ln

�����𝜎
[
𝜔
𝜋
(𝜃 + 𝜀)

]
𝜎3

[
𝜔
𝜋
(𝜃 − 𝜀)

]
𝜎3

[
𝜔
𝜋
(𝜃 + 𝜀)

]
𝜎

[
𝜔
𝜋
(𝜃 − 𝜀)

] ����� .
Здесь 𝜔 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 ; 𝜎3 и 𝜎 – это эллиптические сигма-функции Вейерштрасса [Некрасов, 1947].
Поскольку основные результаты по теории нелинейных интегральных уравнений Некрасова были

опубликованы в малоизвестных журналах, они не получили широкого распространения в то время ни
в России, ни за рубежом.

Отметим, что на международном съезде по теоретической механике (1924) доклад Некрасова (по
причине отсутствия докладчика) был прочитан Леви-Чивитой [Лапко, Люстерник, 1957, с. 119]. После
этого некоторые западноевропейские учёные обратили внимание на статьи Некрасова 1921-22 гг. (см.,
например, книгу Л. Лихтенштейна [Lichtenstein, 1931, с. 54]). Леви-Чивита работал над определением
профиля устоявшихся безвихревых волн на поверхности жидкости бесконечной глубины параллельно
с Некрасовым. Об этом говорит тот факт, что в 1921 г. он включил эту тему в цикл лекций по вопросам
классической и релятивистской механики [Levi-Civita, 1922]. В 1925 г. Леви-Чивита опубликовал своё
«уравнение волны» [Levi-Civita, 1925], [Stoker, 1957, с. 523-524]:

𝑑Φ

𝑑𝜃
= 𝑝𝑒−3Φ sinΨ, (18)

где 𝑝 > 0 – параметр; Ψ = 𝐼𝑚𝜔 , Φ = 𝑅𝑒 𝜔 ; 𝜍 = 𝜌𝑒𝑖𝜃 ; 𝜔 = 𝜔 (𝜍) – аналог потенциала скорости течения
жидкости.

Функция𝜔 предполагается аналитической внутри круга |𝜍 | < 1, непрерывной при |𝜍 | ≤ 1 и обладаю-
щей свойством𝜔 (0) = 0. Уравнение (18) относится к точкам окружности |𝜍 | = 1; оно является следствием
условия постоянства давления жидкости на её поверхности.

Существование решения уравнения (18) доказывалось Леви-Чивитой с помощью довольно сложной
процедуры, в которой были задействованы нелинейные тригонометрические выражения и метод ма-
жорант. Он оказался в более выгодном, по сравнению с Некрасовым, положении: 50-страничная работа
[Levi-Civita, 1925] вышла в престижном немецком журналеMathematische Annalen и быстро стала класси-
ческой. Но и исследования Некрасова долгое время продолжали оставаться актуальными, и в 1951 году
на эту тему им была опубликована монография [Некрасов, 1951], за которую Некрасов получил Сталин-
скую премию. После этого его результаты стали более востребованы западно-европейскими учёными
(см., например, [Stoker, 1957, с. IX]) и встал вопрос о приоритете Некрасова в нелинейной теории волн.
Для решения этого вопроса в начале 1960-х гг. во Франции было осуществлено подробное сопоставление
результатов Некрасова и Леви-Чивита, которое показало их равносильность [Jolas, 1962].

В начале 1940-х гг. метод Некрасова был «переоткрыт10» среднеазиатским математиком Николаем
Николаевичем Назаровым [Назаров, 1941], учеником В.А. Стеклова. Назаров стал применять указанный
метод для абстрактных аналогов уравнений (1), (11):

𝑢 (𝑥) = 𝜆
∫ 𝑏

𝑎

𝐻 (𝑥,𝑦,𝑢 (𝑦))𝑑𝑦 (19)

с аналитическими операторами 𝐻 , раскладывающихся в ряд в окрестности известного решения 𝑢0 (𝑥):

𝐻 (𝑥,𝑦,𝑢0 (𝑥) + 𝑣) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐻𝑘 (𝑥,𝑦)𝑣𝑘 .

В этих условиях Назаров преобразовал исходное уравнение к равенству

𝑣 (𝑥) − 𝜆0
∫ 𝑏

𝑎

𝐻1 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑦))𝑑𝑦 =

∫ 𝑏

𝑎

[
𝜇 (𝐻0 + 𝐻1𝑣) + (𝜇 + 𝜆0) (𝐻2𝑣

2 + 𝐻3𝑣
3 + · · · )

]
𝑑𝑦

10Назаров не был знаком с результатами Некрасова, поскольку он не ссылается на работы [Некрасов, 1919] – [Некрасов, 1928].
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и представил его малые решения в виде рядов по целым или дробным степеням параметра 𝜇 = 𝜆 − 𝜆0.
Коэффициенты этих рядов были определены рекуррентно из бесконечной системы уравнений, а их
сходимость установлена путём построения мажорант.

Важным моментом в результатах Назарова является возможность судить о существовании решения
уравнения (19) для любого значения 𝜆, лежащего в окрестности 𝜆0, на основе знания решения 𝑢0 ис-
ходного уравнения, соответствующего 𝜆0. Назаровым были также найдены условия единственности и
неединственности такого решения [Назаров, 1945].

Впоследствии подметодом Некрасова – Назарова стали подразумевать представление решения урав-
нения в виде рядов по степеням 𝜆−𝜆0 или (𝜆−𝜆0)

1
𝑛 , причём функциональные коэффициенты этих рядов

находятся последовательным решением линейных интегральных уравнений, а сходимость полученных
рядов устанавливается методом мажорант [Ахмедов, 1957, с.137].

5.МетодЛяпунова –Шмидта в решении уравненияНекрасова. В 1930-м г. немецкийматематик
А. Гаммерштейн ввёл в рассмотрение уравнение11

𝑦 (𝑥) =
∫ 𝑏

𝑎

𝐾 (𝑥, 𝑠) 𝑓 (𝑠,𝑦 (𝑥))𝑑𝑠, (20)

и доказал его разрешимость «в целом», используя вариационный подход [Hammerstein, 1930], [Bogatov,
2020]. Кроме того, он применил к изучению уравнения (20) метод Ляпунова – Шмидта и вывел для него
систему уравнений разветвления [Смирнов, 1936, § 15].

Подход Гаммерштейна был взят на вооружение его коллегойЛ. Лихтенштейном, которыйисследовал
задачи теории волн в постановке Леви-Чивиты [Lichtenstein, 1931, Гл. II, § 1]. Лихтенштейн ввёл условия
нечётности на функции Ψ и чётности функций Φ из уравнения (18), связанные с предполагаемой
симметричностью волн. Это позволило ему, опираясь на теорию потенциала, свести задачу к системе
нелинейных интегральных уравнений Вольтерра – Фредгольма

Ψ(𝜑) = 𝑝

𝜋

∫ 2𝜋

0
ln

1
𝜃
𝑒−3Φ sinΨ𝑑𝜃

Φ(𝜑) = 𝑝
∫ 𝜑

0
𝑒−3Φ sinΨ𝑑𝜃

(21)

и вывести для неё уравнение разветвления [Lichtenstein, 1931, с. 48-52].
Дальнейшее продвижение в исследовании уравнения Некрасова (1) было связано с развитием мето-

дов Ляпунова – Шмидта в контексте общей теории операторов в банаховых пространствах [Вайнберг,
Айзенгендлер, 1966, § 5].

Эта теория позволяла записать уравнение (1) (и ему подобные) в операторной форме:

𝜑 = 𝜆𝐴(𝜑, 𝜆), (22)

где 𝜆 = − 𝜇

12𝜋
; 𝐴 – вполне непрерывный оператор:

𝐴(𝜑, 𝜆) =
∫ 2𝜋

0

sin𝜑 (𝜀)
1 − 12𝜋𝜆

∫ 𝜀

0 sin𝜑 (𝛼)𝑑𝛼
𝐾 (𝜀, 𝜑)𝑑𝜀.

Для исследования уравнения (22) на предмет наличия малых решений удобно преобразовать его к виду

𝑥 = 𝜆𝐵(𝑥), (23)

где 𝐵 – оператор Ляпунова –Шмидта (данное преобразование было выполненоН. Н.Моисеевым в [Мои-
сеев, 1957]). Тогда теорема существования нелинейных волнне требует специальных доказательств – она
является прямым следствием теории Ляпунова – Шмидта.

Редукция к интегральным уравнениям Шмидта оказалась выгодной и с прикладной точки зрения.
Она позволила применить метод Ляпунов – Шмидта для эффективного расчёта нелинейных волн.
Как показал Моисеев, уравнение разветвления, соответствующее интегральному уравнению (23), имеет
«полезный» вид 𝑐 = 𝑓 (𝜆, 𝛼), 𝑐 – скорость движения жидкости; 𝜆 — длина волны; 𝛼 – амплитуда.

В начале 1960-х метод Ляпунова – Шмидта был также применён к исследованию уравнения (22)
непосредственно [Hyers, 1964, c. 322-324].

В середине 1950-х гг. М. А. Красносельский высказал гипотезу о том, что для нелинейных интеграль-
ных уравнений (19) формальные решения в виде рядов всегда являются истинными решениями при
достаточно малых значениях параметров [Покорный, 1958, с. 711]. Справедливость этой гипотезы была

11Оно получило название уравнение Гаммерштейна.
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проверена В. В. Покорным, который обобщил теориюформальных рядов с числовыми коэффициентами,
развитую С. Бохнером и У. Мартиным, на случай формальных степенных рядов с функциональными
коэффициентами [Покорный, 1958]. Рассматривая аналог «обобщённого уравнения Некрасова» (13) в
виде

𝜑 (𝑥) =
∫ 1

0
𝐴10 (𝑥,𝑦)𝜑 (𝑦)𝑑𝑦 +

∫ 1

0
Γ [𝑥,𝑦, 𝜑 (𝑦); 𝜆]𝑑𝑦, (24)

где Γ [𝑥,𝑦, 𝑧; 𝜆] = 𝜆𝐴01 (𝑥,𝑦) +
∑

𝑘+𝑖≥2𝐴𝑘𝑖 (𝑥,𝑦)𝑧𝑘𝜆𝑖 , Покорный представил его решение, в соответствии с
методом Ляпунова – Шмидта, следующим образом [Покорный, 1956, с. 43]

𝜑 (𝑥, 𝜆) = 𝜓 (𝑥, 𝜆) + 𝛼 (𝜆)𝜔 (𝑥). (25)

Здесь 𝜔 (𝑥) – нормированная собственная функция ядра 𝐴10 (𝑥,𝑦); 𝛼 (𝜆) определяется условием ортого-
нальности функций 𝜔 (𝑥) и𝜓 (𝑥, 𝜆) в пространстве 𝐿2 (0, 1).

Функция𝜓 (𝑥, 𝜆) определялась решением уравнения

𝜓 (𝑥) =
∫ 1

0
𝐴10 (𝑥,𝑦)𝜓 (𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓 [𝑥,𝜓 (𝑥);𝛼, 𝜆], (26)

где через 𝑓 [𝑥,𝜓 (𝑥);𝛼, 𝜆] обозначен интеграл
∫ 1
0 Γ [𝑥,𝑦, 𝜑 (𝑦); 𝜆]𝑑𝑦 при подстановке в него выражения для

𝜑 (𝑥, 𝜆) из (25).
Условие разрешимости уравнения (26) даёт зависимость между 𝛼 и 𝜆, которую можно представить в

упрощённом виде
𝐹 (𝛼, 𝜆) = 0, (27)

где 𝐹 (𝛼, 𝜆) – аналитическая в некоторой окрестности точки (0,0) относительно обеих своих переменных
функция.

Покорный показал, что система уравнений (17), используемая в методе Некрасова – Назарова, эк-
вивалентна уравнению разветвления, составленному для уравнения (24) и даже совпадает с ним, если
правую часть уравнения разветвления разложить в ряд по соответствующему параметру и условие (27)
заменить условием обращения в нуль всех коэффициентов этого разложения [Покорный, 1960]. Попутно
Покорный обнаружил, что применение методов Ляпунова – Шмидта и Некрасова – Назарова требует
преодоления одинаковых технических трудностей – построения резольвенты и решения уравнения
разветвления.

6. Качественный анализ уравнения Некрасова. Применение качественных методов к анализу
задач гидродинамики восходит к французскому учёному Жану Лере (1935) [Leray, 1935a]-[Leray, 1935b],
который исследовал вопросы существования и единственности решений задачи о струйном обтекании
препятствия неограниченным потоком (см. также [Гуревич, 1979, Гл. IV, § 18]). Лере опирался на со-
зданную им вместе с польским математикомЮлиушемШаудером теорию степени отображения [Leray,
Schauder, 1934] (историю вопроса см., например, в [Mawhin, 2006]). В середине 1950-х гг. подход Лере был
распространён на задачи плоской теории волн тяжёлой жидкости в постановке Леви-Чивиты (Р. Жербе,
[Gerber, 1955]), однако и здесь дальше вопросов разрешимости дело не пошло.

Поворотным моментом следует, по-видимому, считать защиту докторской диссертации советского
математика Марка Александровича Красносельского [Красносельский, 1950], в которой идеи Лере –Ша-
удера получили своё дальнейшее развитие. Красносельский смотрел на нелинейный функциональный
анализ, как на возможность проводить качественное исследование уравнений, не прибегая к построению
их решений по примеру того, как это происходило в теории дифференциальных уравнений [Немыцкий,
Степанов, 1947]. Он разработал ряд топологических методов анализа, которые нашли своё применение
в различных прикладных областях [Красносельский, 2000], в том числе, при анализе задач теории волн.

В работе [Красносельский, 1956] Красносельский рассмотрел оператор Некрасова вида

𝐴1 (𝜑, 𝜇) = 𝜇
∫ 2𝜋

0

𝐾 (𝑥,𝑦) sin𝜑 (𝑦)𝑑𝑦
1 + 𝜇

∫ 𝑦

0 sin𝜑 (𝑡)𝑑𝑡
, (28)

где

𝐾 (𝑥,𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

sin𝑛𝑥 sin𝑛𝑦
𝜇𝑛

, (29)

а 𝜇𝑛 = 𝜇𝛿𝑛 – положительные собственные значения ядра 𝐾 (𝑥,𝑦), имеющие различный вид для жидкости
конечной (𝛿 = 1) и бесконечной (𝛿 = 2) глубины. Точные формулы для 𝜇𝛿𝑛 имеют следующий вид:
𝜇1𝑛 = 3𝑛𝑐𝑜𝑡ℎ 2𝜋𝑛ℎ

𝜆
, где 𝜆 – длина волны, ℎ – глубина жидкости [Некрасов, 1961, c. 405]; 𝜇2𝑛 = 3𝑛.
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Красносельский показал, что оператор 𝐴1 допускает разложение по формуле Тейлора в окрестности
нуля 𝜃 банахова пространства 𝐸:

𝐴1 (𝜑, 𝜇) = 𝜇𝐵𝜑 +𝐶 (𝜑, 𝜇) + 𝐷 (𝜑, 𝜇), (30)

где 𝐵 – линейный вполне непрерывный оператор (производная Фреше оператора 𝐴1 в точке 𝜃 );
𝐶 (𝜑, 𝜇) – оператор 𝑘-го порядка относительно 𝜑 :

𝐶 (𝛼𝜑, 𝜇) = 𝛼𝑘𝐶 (𝜑, 𝜇); (31)

𝐷 (𝜑, 𝜇) – оператор высшего, чем 𝑘 порядка относительно 𝜑 :

lim
‖𝜑 ‖→0

‖𝐷 (𝜑, 𝜇)‖
‖𝜑 ‖𝑘

= 0. (32)

При выполненных условиях уравнение

𝜑 = 𝐴1 (𝜑, 𝜇) (33)

имеет нулевое решение 𝜃 при всех значениях 𝜇.
Интерес представляют случаи, когда наряду с тривиальным решением, при некотором значении

𝜇, близком к критическому12 значению 𝜇∗, уравнение (33) имеет ещё одно (малое) решение, которое и
будет определять форму волны.

Развитая Красносельским теория бифуркаций (историю вопроса см. в [Богатов, Мухин, 2015]) вклю-
чала в себя обоснование линеаризации для уравнения (28). Соответствующая теорема может быть сфор-
мулирована так [Красносельский, 1956, с.457]:

Теорема 1. Пусть оператор 𝐴1 (𝜑, 𝜇) представляется в виде (30) и выполнены условия (31)-(32). Тогда
каждаяточка бифуркации этого оператора является характеристическим значениемлинейного оператора
B. Каждое характеристическое значение нечётной кратности оператора B является точкой бифуркации
оператора 𝐴1.

Поскольку производная Фреше оператора 𝐴1 в точке 𝜃 имеет вид 𝐵𝜑 =
∫ 2𝜋
0 𝐾 (𝑠, 𝑡)𝜑 (𝑡)𝑑𝑡, [Красно-

сельский, 1956a, c. 204], все его характеристические значения 𝜇𝑛 нечётнократны. Следовательно, все они
будут точками бифуркации для операторов Некрасова (28).

Отметим, что подход Красносельского позволял ответить на вопрос о точках бифуркации уравнения
Некрасова без построения уравнения разветвления или исследования сходимости рядов Назарова.

Доказанные Красносельским теоремы о структуре множества решений уравнения (33) для вполне
непрерывных операторов𝐴1 общего вида и его линеаризованных аналогов были основаны на свойствах
вращения вполне непрерывных векторных полей [Красносельский, 1956a, Гл. IV]. Эти теоремы помогли
обнаружить качественно новые свойства глобальных решений уравнения Некрасова. В частности, было
выяснено, что

1. Решения 𝜑𝜇 уравнения (33), отвечающие значениям параметра 𝜇, близким к 𝜇𝑛 , образуют в окрестно-
сти 𝜃 непрерывную ветвь13, причём 𝜇 → 𝜇𝑛 , когда ‖𝜑𝜇 ‖ → 0 [Красносельский, 1956a, c. 203].

2. В каждой непрерывной ветви, существование которой обозначено в предыдущем пункте, фиксирован-
ным значениям 𝜇, близким к 𝜇𝑛 , соответствует единственное ненулевое решение уравнения (33), непрерывно
зависящее от 𝜇. [Красносельский, 1956, c. 458].

7. Переход к теории волн немалой амплитуды. Топологические методы теории бифуркаций, раз-
работанные Красносельским и основанные на степени отображения, позволили отказаться от предполо-
жения о малости амплитуды волны в теорииНекрасова. Кроме того, поскольку физически осмысленные
решения уравнений, подобных (1), (11) являются неотрицательными, для дальнейшего анализа уравне-
ний вида (33) с оператором (28) имело смысл задействовать теорию конусов, основанную М. Г. Крейном
и М. А. Рутманом [Крейн, Рутман, 1948] и развитую Красносельским (историю вопроса см. в [Богатов,
2020a]). Несмотря на то, что Красносельский хорошо ориентировался в задачах нелинейной механики
(см., например, [Бахтин, Красносельский, 1955]), для дальнейшего качественного анализа задач о вол-
нах установившегося вида лучше подходили специалисты, имеющие базовое образование в области
механики и гидродинамики.

Так сложилось, что в 1950-х гг. одна изшкол нелинейноймеханикиСССР была создана в Ростовском-
на-Дону государственном университете (РГУ). Её организатором был выдающийся механик, впослед-
ствии академик, Иосиф Израилевич Ворович. Он сам получил фундаментальную математическую под-
готовку (в том числе в области нелинейного анализа) на мехматеМГУ и хорошо понимал необходимость

12Такое значение параметра называется бифуркационным.
13Собственные функции некоторого оператора 𝐴 образуют в области 𝐺 ⊂ 𝐸 непрерывную ветвь, проходящую через точку 𝜑0,

если граница каждого ограниченного открытого множества 𝑈 ⊂ 𝐺 , содержащего 𝜑0, имеет непустое пересечение c множеством
собственных векторов 𝐴 [Красносельский, 1956, c. 190].
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аналогичной подготовки для своих учеников, занимающихся вопросами нелинейной механики сплош-
ной среды. По словам Воровича [Ворович, Хапланов, 1963, с.213]

«Коллектив механиков14 ощутил, что углубленная математическая разработка задач нелинейной
механики возможна только на базе современных методов, в первую очередь, на базе нелинейного функцио-
нального анализа.»

В связи с этим в 1953 г. на кафедре теоретической механики РГУ был организован семинар по
функциональному анализу, который имел тесные связи с одноимённым Воронежским семинаром.
Это подтверждается выступлениями ростовчан на семинаре Красносельского [Красносельский, Крейн,
Мышкис, 1957, с.249], а также выходом совместного сборника статей по функциональному анализу
Воронежского госуниверситета и РГУ. Как отмечали Ворович и Хапланов [Ворович, Хапланов, 1963,
с.213],
«Работа семинара сблизила ростовчан с воронежскимиматематиками, прежде всего сМ.А. Красносельским,
С.Г. Крейном и В.И. Соболевым.»

В результате один из учеников Воровича – Юрий Петрович Красовский – смог применить методы
нелинейного функционального анализа к решению задач теории волн [Ворович, Хапланов, 1963, с. 226].
Красовскийпредполагал, что установившаясяжидкость бесконечной глубиныдвижется без образования
вихрей с постоянной скоростью, направленной по горизонтали, а профиль свободной границы является
неподвижной периодической кривой. Отталкиваясь от постановки Леви-Чивита (18) и считая волны
симметричными, Красовский пришёл к задаче отыскания периодической функции Φ(𝜑) . 𝜃

Φ(𝜑) = 𝜇
∫ 𝜋

0
𝐾1 (𝜀, 𝜑)𝑒3Ψ sinΦ𝑑𝜀, (34)

где 𝜇 > 0 – число Фруда, а 𝐾1 (𝜀, 𝜑) – ядро, определяемое аналогично формуле (29) с заменой 𝜇𝑛 на
величину 𝜋𝑛

2 . Ψ – функция, сопряжённая с Φ и удовлетворяющая условию∫ 2𝜋

0
Ψ(𝜀)𝑑𝜀 = 0.

Искомая функция Φ(𝜑) (как и в работах Некрасова) – это угол, образованный касательной к профилю
волны с горизонталью.

Красовский ограничился случаем, когда волны имеют по одному гребню (точка 𝜑 = 𝜋 ) и одной
впадине (точка 𝜑 = 0). То есть

1. Φ(𝜑) ≥ 0 при 𝜑 ∈ [0, 𝜋];
2. Φ(0) = Φ(𝜋) = 0.
Это предположение позволило использовать теорию положительных операторов Красносельского

[Красносельский, 1956a, Гл. V], краеугольным камнем которой является понятие конуса 𝐾 банахова
пространства 𝐸 – замкнутого выпуклого множества, содержащее вместе с каждой своей точкой 𝑥 луч,
проходящий через неё и такого, что из того, что 𝑥,−𝑥 ∈ 𝐾 следует, что 𝑥 = 𝜃 . При помощи конуса
𝐾 в пространстве 𝐸 вводят полуупорядоченность, полагая 𝑥 � 𝑦, если 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐾 (при этом знак �
обладает всеми свойствами обычного знака ≤), а также определяют положительные операторы, как
операторы, оставляющиеконус𝐾 инвариантным.Большуюпользу в контексте теорииконусовприносит
рассмотрение монотонных операторов A, обладающих свойством 𝑥 � 𝑦 ⇒ 𝐴𝑥 � 𝐴𝑦.

Вернёмся к уравнению (34) – его можно записать в операторном виде:

Φ = 𝜇𝐴Φ, (35)

где 𝐴Φ =
∫ 𝜋

0 𝐾1 (𝜀, 𝜑)𝑒3Ψ sinΦ𝑑𝜀.
Обозначим через ¤𝐶 [0, 𝜋] – пространство непрерывных на [0, 𝜋] функций, обращающихся в ноль на

границе отрезка [0, 𝜋]; 𝐾 – конус неотрицательных в ¤𝐶 [0, 𝜋] функций; 𝐵𝑟 – шар пространства ¤𝐶 [0, 𝜋]
радиуса 𝑟 <

𝜋

6
. Тогда, как показал Красовский [Красовский, 1960, c. 1238], оператор 𝐴 из (35) будет

вполне непрерывным в 𝐵𝑟 и положительным на множестве 𝐾𝑟 = 𝐵𝑟 ∩ 𝐾 . При этом оператор 𝐴 не
является монотонным из-за наличия множителя 𝑠𝑖𝑛 Φ. Тем не менее, поскольку он имеет монотонную
миноранту (монотонный оператор 𝐵, для которого при всех 𝑥 ∈ 𝐾𝑟 выполнено неравенство 𝐵𝑥 � 𝐴𝑥 ),
к анализу уравнения (35) применимы теоремы о собственных функциях положительных операторов,
доказанные Красносельским [Красносельский, 1956a, Гл. V, § 2-3]:

Теорема 2. Положительные собственные функции оператора A образуют в конусе K непрерывную
ветвь длиной r.

Теорема 3. Позитивный15 спектр оператора A целиком лежит в некотором интервале 0 < 𝑎 < 𝜇 < 𝑏,
причём a и b не зависят от ‖Φ‖.

14Имеется в виду коллектив кафедры теоретической механики РГУ.
15Позитивный спектр положительного оператора A – совокупность тех его собственных чисел, которым соответствуют поло-

жительные собственные функции.
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Из этих теорем следует, что в жидкости бесконечно большой глубины [Красовский, 1960, c. 1238]
1. при ограниченной скорости нет волн произвольно большой амплитуды;
2. существуют периодические симметричные волны, у которых максимум угла наклона к профилю

волны принимает любое значение из интервала (0; 𝜋
6
).

Похожие результаты были получены Красовским и при изучении волновых движений жидкости
конечной глубины [Красовский, 1961].

Заключение. Появлению уравнения Некрасова предшествовали исследования двух ярких предста-
вителейшкол механики: итальянской (Т. Леви-Чивиты, который стал изучать задачи об обтекании жид-
костью препятствий методами теории функций комплексного переменного) и французской (А. Вилля,
который получил нелинейное интегро-дифференциальное уравнение для формы обтекания жидкости с
использованием подхода Леви-Чивиты). Наличие указанных результатов дало Некрасову возможность
двигаться дальше и применить принятый в московской школе механики во главе с Жуковским подход,
основанный на использовании функции Жуковского. Вкупе со взаимодействием с сильной матема-
тической школой МГУ во главе с Н. Н. Лузиным это помогло Некрасову перейти к более простому
(интегральному) варианту уравнения, описывающему течение жидкости вокруг препятствия в задаче
Вилля – Леви-Чивиты. Кроме того, это позволило распространить данный подход на задачи теории
волн.

В силу ряда обстоятельств Некрасов, как и многие его коллеги (в том числе математики Н. Н. Лу-
зин, А. Я. Хинчин и др.) был вынужден уехать из Москвы в 1920-м г. в г. Иваново в поисках лучшего
жизнеобеспечения [Люстерник, 1967, с. 160]. До 1922 г. Некрасов был штатным профессором Иваново-
Вознесенского политехнического института, организованного в 1918 г. [Секерж-Зенькович, 1960, c. 153].
Научная библиотека этого института, естественно, нешла ни в какое сравнение со столичными научны-
ми библиотеками, что затрудняло доступ профессуры к трудам своих зарубежных и даже петербургских
коллег. Этим, по-видимому, можно объяснить тот факт, что Некрасов не использовал метод Ляпунова-
Шмидта для решения своего уравнения, а создавал свой метод самостоятельно, «с нуля». С другой сто-
роны, данное обстоятельство сослужило хорошую службу Некрасову, побуждая его к созданию теории
нелинейных интегральных уравнений, ставшую хорошим дополнением к теории Ляпунова – Шмид-
та. Как выяснилось позднее, теория Некрасова содержала в себе потенциал для её распространения на
нелинейные уравнения общего вида в абстрактных пространствах. Поскольку методы, используемые
Некрасовым – разложение в ряд по степеням малого параметра и мажорирование (как, впрочем, и ме-
тод Ляпунова – Шмидта) – имели локальный характер, ответить на вопросы о глубинных свойствах
решений уравнения Некрасова они не могли. Здесь на помощь пришли топологические методы нели-
нейного анализа, развитые в работах М. А. Красносельского середины 1950-х гг. и основанные на теории
степени отображения в банаховом пространстве.

Это позволило выяснить
• сколько малых ненулевых решений имеет уравнениеНекрасова при значениях параметра, близких

к бифуркационному значению 𝜇𝑛 ;
• когда ненулевые решения образуют непрерывные ветви и сколько таких ветвей существует при

𝜇 −→ 𝜇𝑛 ;
• как зависят от 𝜇 ненулевые решения уравнения Некрасова;
• при каких условиях на уравнение спектр оператора Некрасова будет сплошным.
Кроме того, применениеЮ.П. Красовским теории конусов, разработаннойКрасносельскимдля реше-

ния задач нелинейного функционального анализа во второй половине 1950-х гг., позволило отказаться
от предположения о малости амплитуды волны в уравнении Некрасова и провести его качественный
анализ в новых условиях (1960). Немаловажнуюроль здесь сыграло тесное сотрудничество двухмолодых
научныхшкол СССР: воронежскойшколыфункционального анализа (руководитель –М. А. Красносель-
ский) и ростовской школы нелинейной механики (руководитель – И. И. Ворович).

Дальнейшее использование теории конусов применительно к глобальному анализу уравнения
Некрасова было осуществлено в 1970-е гг. силами западных учёных [Kuznetsov, 2021, § 3.1].

Поводя итог, можно утверждать, что уравнение Некрасова достойно того, чтобы быть поставленным
в один ряд с известными нелинейными уравнениями, таким как, например, уравнение Лиувилля,
изучение которых даёт всё новые результаты и находит новое применение [Богатов, 2020b]. Ожидать
ослабления интереса к уравнению Некрасова в ближайшем будущем не приходится.
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45. Gerber R. 1955. Sur les solutions exactes des équations du mouvement avec surface libre d’un liquide
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Comptes Rendus Mécanique, 345 (7): 488-497.

64. Villat H. 1911. Sur la résistance des fluides. Annales scientifiques l’ École Normale Supérieure, 28 : 203-311.
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ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ФОРМУЛЫ ДЕКАРТА – ЭЙЛЕРА
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Е. Н. Михалкин

(Статья представлена членом редакционной коллегии С. М. Ситником)

Сибирский федеральный университет,
Красноярск, 660041, Россия

E-mail: mikhalkin@bk.ru

Аннотация. В настоящее время развитие алгоритмических и компьютерных методов приводит к уточнению
формул для решения полиноминальных уравнений. Рассматривается алгебраическое уравнение степени четыре
с одним параметром. Такое уравнение принято называть триноминальным. Для него известны методы решения,
известные какметодыФеррари иДекарта – Эйлера. Используется подход, основанныйна интегральномпредставле-
нии Меллина и Белардинелли, а также использовании обратного преобразования Меллина. Доказывается формула
Декарта – Эйлера для решения рассматриваемого уравнения с использованием аппарата гипергеометрических
функций.
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Abstract. In modern mathematics by development of algorithmic and computer methods formulas for solving polynomial
equations are considered inmore details. In the paper a polynomial equation of fourth powerwith one parameter is considered.
Such equations are called trinomial. For it such methods of solution are known as methods of Ferrari, Descartes and Euler. An
approach is used based on Mellin and Belardinelli integral representations, and also usage of the inverse Mellin transform.
As a main result the formula is proved for solutions obtained by Euler – Descartes method with representations of series for
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1. Введение. В настоящее время известны несколько формул для решения алгебраического уравне-
ния четвертой степени. В литературе наиболее известной из них является формула Феррари [3]. Менее
известной из таких формул осталась формула (метод) Декарта – Эйлера.

Напомним суть метода Декарта – Эйлера [2]. Как известно, алгебраическое уравнение четвертой
степени с помощью линейной замены сводится к уравнению

𝑦4 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0, (1)

т. е. к уравнению, в котором отсутствует моном при третьей степени. Далее находятся корни 𝑧0, 𝑧1 𝑧2

кубического уравнения 𝑧3 + 𝑎
2
𝑧2 + 𝑎

2 − 4𝑐
16

𝑧 − 𝑏
2

64
= 0. В итоге корни уравнения (1) выражаются через 𝑧0, 𝑧1

𝑧2 по формуле
√
𝑧0 +

√
𝑧1 +

√
𝑧2.
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Формула Декарта – Эйлера была доказана с применением алгебраических методов. В частности,
Эйлер для ее доказательства использовал свойства симметрических функций.

В настоящей статье выявляется происхождение радикалов
√
𝑧0,

√
𝑧1,

√
𝑧2 в формуле Декарта – Эйлера

на языке обобщенных гипергеометрических рядов для уравнения с одним параметром. Как следствие,
дается альтернативное доказательство этой формулы с использованием аппарата гипергеометрических
рядов.

2. Интегральные представления Меллина и Белардинелли. Любое алгебраическое уравнение
степени 𝑛 с помощью элементарных преобразований сводится к следующему приведенному виду

𝑦𝑛 + 𝑥𝑠𝑦𝑛𝑠 + . . . + 𝑥1𝑦𝑛1 − 1 = 0, (2)

где 0 = 𝑛0 < 𝑛1 < . . . < 𝑛𝑠 < 𝑛𝑠+1 = 𝑛. В 1921 г. Меллином [6] было найдено интегральное представление,
а также разложение в гипергеометрический ряд для решения 𝑦 (𝑥) = 𝑦 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 ) этого уравнения с
условием 𝑦 (0) = 1. Такое решение Меллин назвал главным решением уравнения (2), мы будем его
обозначать 𝑦0 (𝑥). Все остальные решения находятся из главного по формуле

𝑦 𝑗 (𝑥) = 𝜀 𝑗𝑦 (𝑥1𝜀 𝑗𝑛1 , . . . , 𝑥𝑠𝜀
𝑗𝑛𝑠 ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 − 1,

где 𝜀 = 𝑒
2𝜋𝑖
𝑛 — первообразный корень из 1 степени 𝑛. Отметим, что главное решение соответствует

значению 𝑗 = 0.
Меллин привел формулы не только для главного решения 𝑦0 (𝑥), но и для любой его положительной

степени. Так, гипергеометрический ряд для степени 𝜇 > 0 следующий:

𝑦
𝜇

0 (𝑥) =
𝜇

𝑛

∑︁
𝑘∈Z𝑠≥0

(−1) |𝑘 | Γ
( 𝜇
𝑛
+ 𝑛1

𝑛
𝑘1 + . . . + 𝑛𝑠

𝑛
𝑘𝑠

)
𝑘1! . . . 𝑘𝑠 ! Γ

(
𝜇

𝑛
− 𝑛′1

𝑛
𝑘1 − . . . − 𝑛′𝑠

𝑛
𝑘𝑠 + 1

) 𝑥𝑘11 . . . 𝑥𝑠
𝑘𝑠 , (3)

где Γ обозначает гамма-функцию Эйлера, 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑠 ), а 𝑛′𝑗 = 𝑛 − 𝑛 𝑗 . Ряд (3) сходится в некоторой
окрестности начала координат 𝑥 = 0.

Перейдем к отрицательной степени решения (2). В статье [5] была указана формула для отрицатель-
ной степени главного решения уравнения (2) в виде интеграла Меллина – Барнса. Эта интегральная
формула имеет следующий вид:

1
𝑦
𝜇

0 (𝑥)
=

1
(2𝜋𝑖)𝑠

∫
𝛾+𝑖R𝑠

𝜇

𝑛
Γ( 𝜇

𝑛
− 𝑛′1

𝑛
𝑧1 − . . . − 𝑛′𝑠

𝑛
𝑧𝑠 )Γ(𝑧1) . . . Γ(𝑧𝑠 )

Γ( 𝜇
𝑛
+ 𝑛1

𝑛
𝑧1 + . . . + 𝑛𝑠

𝑛
𝑧𝑠 + 1)

(−𝑥)−𝑧𝑑𝑧, (4)

здесь 𝛾 – точка из симплекса 𝜎 = {𝑢 ∈ R𝑠
+ : 𝑛′1𝑢1 + ... + 𝑛′𝑠𝑢𝑠 < 𝜇}.

3. Доказательство формулы Декарта – Эйлера для триномиального уравнения с помощью
гипергеометрических рядов. В этом параграфе мы докажем формулу Декарта – Эйлера для решения
𝑧 (𝑡) уравнения

𝑧4 + 𝑡𝑧 − 1 = 0. (5)

Следуя методу Декарта – Эйлера, описанному во введении, для нахождения корней уравнения (5)
нужно сначала решить кубическое уравнение

64𝑟 3 + 16𝑟 − 𝑡2 = 0. (6)

Далее показать, что корни исходного уравнения выражаются через корни 𝑟0, 𝑟1, 𝑟2 уравнения (6) по
формуле

𝑧 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)
1
2 + 𝑟1 (𝑡)

1
2 + 𝑟2 (𝑡)

1
2 .

Напомним, что обобщенным гипергеометрическим (неконфлуэнтным) рядом Гаусса называется сте-
пенной ряд

𝑛𝐹𝑛−1

(
𝛼1, . . . , 𝛼𝑛

𝛽1, . . . , 𝛽𝑛−1

�����𝑦
)
=

Γ(𝛽1) . . . Γ(𝛽𝑛−1)
Γ(𝛼1) . . . Γ(𝛼𝑛)

∞∑︁
𝑘=0

Γ(𝑘 + 𝛼1) . . . Γ(𝑘 + 𝛼𝑛)
𝑘!Γ(𝑘 + 𝛽1) . . . Γ(𝑘 + 𝛽𝑛−1)

𝑦𝑘 ,

где Γ(𝑥) – гамма-функция Эйлера. Областью сходимости этого ряда является единичный круг |𝑦 | <
1 (см. [1], с. 183).

Согласно [4], главное решение 𝑧0 (𝑡) уравнения (5) допускает представление в виде линейной ком-
бинации обобщенных гипергеометрических рядов Гаусса:

𝑧0 (𝑡) = 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 33

44
𝑡4

)
− 𝑡

4 3𝐹2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

����� − 33

44
𝑡4

)
− 𝑡2

32 3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 33

44
𝑡4

)
, (7)
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сходящихся при |𝑡 | < 4
3
3
4
. Мы покажем, что сумма 𝑟0 (𝑡)

1
2 +𝑟1 (𝑡)

1
2 +𝑟2 (𝑡)

1
2 , где 𝑟0, 𝑟1, 𝑟2 – корни уравнения (6),

тоже представима в виде суммы (7).
Для краткости письма введем обозначения

3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 33

44
𝑡4

)
=: 3𝐹2 (0) (𝑡), 3𝐹2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

����� − 33

44
𝑡4

)
=: 3𝐹2 (1) (𝑡), 3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 33

44
𝑡4

)
=: 3𝐹2 (2) (𝑡).

Определим корни уравнения (6) как ветви с условиями: 𝑟0 (0) = 𝑖
2 , 𝑟1 (0) = 0, 𝑟2 (0) = − 𝑖

2 . В этих обозначе-
ниях степени 𝑟 𝑗 (𝑡)

1
2 допускают следующее представление.

Теорема 3.1. В круге |𝑡 | < 4
3
3
4
степени 𝑟 𝑗 (𝑡)

1
2 , 𝑗 = 0, 1, 2 корней уравнения (6) выражаются через

обобщенные гипергеометрические ряды по формулам:

𝑟0 (𝑡)
1
2 =

1
√
2

(
𝑒

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
3𝜋𝑖
4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
, 𝑟1 (𝑡)

1
2 =

𝑡

4 3𝐹2
(1) (𝑡),

𝑟2 (𝑡)
1
2 =

1
√
2

(
𝑒

3𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
𝜋𝑖
4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
.

Доказательство теоремы основано на применении формул Белардинелли [5] и Меллина [6], представ-
ляющих решение уравнения

𝑦3 + 𝑥𝑦 − 1 = 0, (8)

к которому сводится (6) с помощью замены 𝑦 = 4𝑟
𝑡
2
3
, 𝑥 = 4

𝑡
4
3
.

Заметим, что если 𝑦0 (𝑥) удовлетворяет (8), то для 𝑦0 (𝑥)
1
2 справедливо следующее равенство:

𝑦
1
2
0 = − 𝑥

𝑦
3
2
0

+ 1

𝑦
5
2
0

. (9)

Согласно формуле (4), отрицательная степень уравнения (8) допускает представление в виде интеграла
Меллина – Барнса

1
𝑦0 (𝑥)𝜇

=
1
2𝜋𝑖

∫
𝛾+𝑖R

𝜇

3 Γ(
𝜇

3 −
2
3𝑧)Γ(𝑧)

Γ( 𝜇3 + 1 + 1
3𝑧)

(−𝑥)−𝑧 𝑑𝑧,

где 𝛾 + 𝑖R – вертикальная прямая, разделяющая полюса гамма-функций, стоящих в числителе подын-
тегральной функции. Вычисляя последний интеграл как сумму вычетов со знаком "минус" в полюсах
𝑧 =

𝜇

2 +
3
2𝑘 (происходящих от Γ( 𝜇3 −

2
3𝑧) и расположенных справа от контура интегрирования), получим

1
𝑦0 (𝑥)𝜇

=
𝜇

2

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 32𝑘 +
𝜇

2 )
Γ( 12𝑘 +

𝜇

2 + 1)
(−𝑥)− 3

2𝑘−
𝜇

2 .

Подставляя найденные представления для 1
𝑦0 (𝑥)𝜇 в (9) при 𝜇 =

3
2 , 𝜇 =

5
2 и заменив во втором ряде𝑘 → 𝑘−1,

получим следующее представление для 𝑦
1
2
0 :

𝑦0 (𝑥)
1
2 =

3
4
(−𝑥) 1

4

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 32𝑘 +
3
4 )

Γ( 12𝑘 +
7
4 )

(−𝑥)− 3
2𝑘 + 5

4
(−𝑥) 1

4

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
(𝑘 − 1)!

Γ( 32𝑘 −
1
4 )

Γ( 12𝑘 +
7
4 )

(−𝑥)− 3
2𝑘 ,

которое, после выделения общего множителя (−1)𝑘
(𝑘−1)!

Γ ( 32𝑘−
1
4 )

Γ ( 12𝑘+
7
4 )
(−𝑥)− 3

2𝑘 приводится к виду

𝑦0 (𝑥)
1
2 = (−𝑥) 1

4 − 1
16

(−𝑥) 1
4

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 32𝑘 −
1
4 ) (2𝑘 + 3)

Γ( 12𝑘 +
7
4 )

(−𝑥)− 3
2𝑘 .

После применения известной формулы для гамма-функции Γ (𝑧+1)
𝑧

= Γ(𝑧), запишем выражение для
𝑦0 (𝑥)

1
2 в наиболее кратком виде:

𝑦0 (𝑥)
1
2 = −1

4
(−𝑥) 1

4

∞∑︁
𝑘=0

Γ( 32𝑘 −
1
4 )

𝑘!Γ( 𝑘2 +
3
4 )

1

(−𝑥3) 𝑘
2
. (10)
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Далее представим последний ряд в виде суммы обобщенных гипергеометрических рядов. Для этого
применим формулу Гаусса – Лежандра к гамма-функции, стоящей в числителе, а также к 𝑘!:

Γ
( 3
2
𝑘 − 1

4

)
=

1
2𝜋 3 1

4−
3
2𝑘
Γ
(𝑘
2
− 1
12

)
Γ
(𝑘
2
− 1
12

+ 1
4

)
Γ
(𝑘
2
− 1
12

+ 7
12

)
,

𝑘! = Γ(𝑘 + 1) = 1
(2𝜋) 1

2 2 3
2−𝑘

Γ
(𝑘
2
+ 1
2

)
Γ
(𝑘
2
+ 1

)
.

Теперь, представив 𝑘
2 = 𝑙 + 𝑠

2 , где 𝑠 = 0, 1, запишем ряд (10) в виде суммы двух гипергеометрических
рядов

−1
4

(−𝑥) 1
4

(2𝜋) 1
2 3 3

4 2 1
2

1∑︁
𝑠=0

∞∑︁
𝑙=0

Γ(𝑙 + 𝑠
2 −

1
12 )Γ(𝑙 +

𝑠
2 +

1
4 )Γ(𝑙 +

𝑠
2 +

7
12 )

Γ(𝑙 + 𝑠
2 +

1
2 )Γ(𝑙 +

𝑠
2 + 1) + Γ(𝑙 + 𝑠

2 +
3
4 )

(−1)−𝑙− 𝑠
2

( 27
4𝑥3

)𝑙+ 𝑠
2
.

Так как при 𝑠 = 0 имеем Γ(𝑙 + 𝑠
2 + 1) = 𝑙 !, а при 𝑠 = 1 получаем Γ(𝑙 + 𝑠

2 +
1
2 ) = 𝑙 !, то последнее выражение

несложно привести к виду

−1
4
(−𝑥) 1

4

(
−4 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 27
4𝑥3

)
+ 1
(−1) 1

2𝑥
3
2
3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 27
4𝑥3

))
,

приняв arg(−1) = 𝜋 , запишем представление для 𝑦0 (𝑥)
1
2 в окончательном виде:

𝑦0 (𝑥)
1
2 = 𝑥

1
4

(
𝑒

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 27
4𝑥3

)
+ 𝑒

3𝜋𝑖
4

4𝑥 3
2

3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 27
4𝑥3

))
. (11)

Теперь заметим, что другую ветвь решения уравнения (8) можем найти по формуле

𝑦0𝑗 (𝑥)
1
2 = 𝜀

1
2
𝑗
𝑦0 (𝜀 𝑗𝑥)

1
2 ,

где 𝜀 𝑗 = 𝑒
2𝜋𝑖
3 𝑗 . Так, при 𝑗 = 1 получим формулу для другой ветви уравнения (8):

𝑦01 (𝑥)
1
2 = 𝑥

1
4

(
𝑒

3𝜋𝑖
4 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 27
4𝑥3

)
+ 𝑒

𝜋𝑖
4

4𝑥 3
2
3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 27
4𝑥3

))
. (12)

Отметим, что значения 𝑗 = 2, 3 определяют выражения для 𝑦02 (𝑥)
1
2 и 𝑦03 (𝑥)

1
2 со свойствами: 𝑦02 (𝑥)

1
2 =

−𝑦0 (𝑥)
1
2 , 𝑦03 (𝑥)

1
2 = −𝑦01 (𝑥)

1
2 . Другими словами, 𝑦0 (𝑥)

1
2 и 𝑦02 (𝑥)

1
2 представляют одну из ветвей решения

уравнения (8), а𝑦01 (𝑥)
1
2 и𝑦03 (𝑥)

1
2 – другую, и отличаются лишь знаками. В дальнейшем будем обозначать

указанные ветви 𝑦0 (𝑥)
1
2 , 𝑦1 (𝑥)

1
2 , соответственно, и рассматривать их как двузначные функции.

Для нахождения оставшейся ветви решения уравнения (8) (обозначим ее 𝑦2 (𝑥)) воспользуемся пред-
ставлением Меллина в виде ряда (3), который для рассматриваемого уравнения принимает вид

𝑦2 (𝑥)
1
2 =

1
2

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 12 + 3𝑘)
Γ(2𝑘 + 3

2 )
𝑥−3𝑘−

1
2 .

Далее, рассуждая как и выше, несложно представить последний ряд в виде

𝑦2 (𝑥)
1
2 = 𝑥−

1
2 3𝐹2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

����� − 27
4𝑥3

)
. (13)

Теперь перейдем от уравнения (8) к (6) с помощью указанных выше формул: 𝑦 = 4𝑟
𝑡
2
3
, 𝑥 = 4

𝑡
4
3
. В

результате этого, выражение (11) для 𝑦0 (𝑥)
1
2 преобразуется в 𝑟0 (𝑡)

1
2 , которое указано в формулировке

теоремы, а выражения (12) и (13) для 𝑦01 (𝑥)
1
2 и 𝑦2 (𝑥)

1
2 примут, соответственно, вид 𝑟2 (𝑡)

1
2 и 𝑟1 (𝑡)

1
2 . Тем

самым, Теорема 3.1. доказана.

Обозначим однозначные ветви (𝑟 𝑗 )
1
2 , 𝑗 = 0, 1, 2 следующим образом:

𝑟0 (𝑡)
1
2
± = ± 1

√
2

(
𝑒

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
3𝜋𝑖
4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
, 𝑟1 (𝑡)

1
2
± = ∓ 𝑡

4 3𝐹2
(1) (𝑡),

𝑟2 (𝑡)
1
2
± = ± 1

√
2

(
𝑒−

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
− 3𝜋𝑖

4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
.
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В этом случае сумма
𝑟0 (𝑡)

1
2
+ + 𝑟1 (𝑡)

1
2
+ + 𝑟2 (𝑡)

1
2
+

совпадает с правой частью (7), т. е. представляет собой главное решение первоначального уравнения (5).
Если учесть, что остальные решения этого уравнения получаются из главного по формуле

𝑧 𝑗 (𝑡) = 𝑒
𝜋𝑖
2 𝑗𝑧 (𝑒 𝜋𝑖

2 𝑗𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3,

то нетрудно записать остальные решения уравнения (5):

𝑧1 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)
1
2
+ + 𝑟1 (𝑡)

1
2− + 𝑟2 (𝑡)

1
2− , 𝑧2 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)

1
2− + 𝑟1 (𝑡)

1
2
+ + 𝑟2 (𝑡)

1
2− , 𝑧3 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)

1
2− + 𝑟1 (𝑡)

1
2− + 𝑟2 (𝑡)

1
2
+ .
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Sci. Paris S𝑒r. I Math., 172: 658-661.

Конфликт интересов: о потенциальном конфликте интересов не сообщалось.
Conflict of interest: no potential conflict of interest related to this article was reported.

Получена 04.09.2021

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРЕ
Михалкин Евгений Николаевич – доктор физико-математических наук, доцент, профессор, Сибир-
ский федеральный университет

http://orcid.org/0000-0002-1410-9117
пр. Свободный, 79, Красноярск, 660041, Россия
E-mail: mikhalkin@bk.ru

INFORMATION ABOUT THE AUTHOR
Evgeny N. Mikhalkin – Doctor of Sciences Phys. Math., Associate Professor, Professor, Siberian Federal
University, Krasnoyarsk, Russia

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2021, том 53, №3



Прикладная математика & Физика, 2021, том 53, №3. С. 235–242.

ФИЗИКА. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

УДК 528.72; 629.7 DOI 10.52575/2687-0959-2021-53-3-235-242

MSC 90-10

КОРРЕКЦИЯ РЕЗКОСТИ КОСМИЧЕСКОГО ИЗОБРАЖЕНИЯ ПО МОДЕЛИ РЕЛЬЕФА АРЕАЛА

Ушакова Н. Н., Винтаев В. Н.

(Статья представлена членом редакционной коллегии Ю. П. Вирченко)

Белгородский университет кооперации, экономики и права,
г. Белгород, 308023 Россия

E-mail: natush2006@yandex.ru, viktor.vn2010@yandex.ru

Аннотация. Рассмотрен алгоритм коррекции резкости и пространственного разрешения по технологии обеспе-
чения режима сверхвысокого разрешения на цифровом космическом изображении без привлечения физически
реализуемых дополнительных каналов дистанционного зондирования. Алгоритм строится на применении метода
возмущений в конечных разностях в зонеФраунгофера для рассеяния падающего светового потока на цифровоймо-
дели рельефа, восстановленной по теням на исходном изображении. Коррекция резкости превентивно сопровожда-
ется синтезированием и оптимизацией частотно-контрастной характеристики тракта зондирования, сложившегося
для данного изображения. Возможное превышение пространственно-частотной полосы результата над полосами
участвующих в синтезе парциальных паттернов может квалифицироваться как сверхвысокое разрешение.
Ключевые слова: сверхвысокое разрешение, цифровое космическое изображение, цифровая модель рельефа,
пространственно-частотный спектр.
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1. Введение. Улучшение резкости на сформированном космическом изображении в работе осу-
ществляется за счет согласованного с теоремой Котельникова о дискретизации функций уменьшения
апертур пикселов с соответственным увеличением их плотности на паттерне (стимулируемого операто-
рамидеконволюцииизображения) с подчеркиваниемвысшихмодпространственных спектров объектов
и несущих ареалов [11],[3]. При этом превышение пространственно-частотной полосы результата над
полосами участвующих в синтезе парциальных паттернов может квалифицироваться как сверхвысокое
разрешение.

Эти технологии сверхвысокого разрешения при формировании космического изображения развиты
на современном этапе до уровня индустриальных методов. Спутники OrbView-3, Spot-5, Pleiades-1A,
Pleiades-1B [17],[10],[12], например, осуществляют методы сверхвысокого разрешения на инициализа-
ции нескольких каналов дистанционного зондирования ареала, разнесенных один относительно дру-
гого по времени и/или в пространстве.

В контексте данной работыизображения рассматриваются как элементы конечномерного линейного
пространства с функцией евклидовой нормы.

Радиусы пространственно-частотных спектров (ПЧС) результатов использования модели рассеяния
света на цифровой модели рельефа (ЦМР) в коррекциях резкости демонстрируют возможность их уве-
личения в соответствии с аналогичными коррекциями на физически реализованных дополнительных
каналах зондирования с формированием увеличенного объема дискретизирующих аналоговое изобра-
жение пикселов, что при индустриальном применении в коррекции резкости сулит эффект экономии
из-за отказа от запусков дополнительных космических аппаратов или от методов изометрических по-
второв следов орбит аппаратов на поверхности Земли.

В настоящее время в литературе не встречается прецедента описания, где упоминается аналогичное
использование модели рассеяния света на ЦМР зондируемого ареала в коррекции резкости, кроме
публикаций статей и докладов авторов в ИКИ РАН РФ за последние несколько лет.

2. Методика проведения коррекции цифрового космического изображения. Объектом ис-
следования данной работы являются следующие две сущности. С одной стороны, это космическое,
сформированное постфактум изображение исследуемого ареала, преобразуемое в изображение с бо-
лее высоким значением резкости, поддерживающее более высокое разрешение, значение которого не
проектировалось изначально для выполнения орбитальной съемки [2] или подготовленное для даль-
нейшей тематической обработки [16]. С другой стороны, это метод формирования изображения со
сверхвысоким разрешением, который не использует подходы получения и применения сдвинутых
пикселов (субпикселов) на параллельных оптических системах, реализуемых на дублирующих полетах
аппаратов и других методах дополнительной съемки исследуемого ареала.

На схеме (см. рис. 1) приведена реализация технологии сверхвысокого разрешения для двух выде-
ленных строк сдвинутых субпиксельно растров изображений, т. е. сдвинутых на половину апертуры
пиксела друг относительно друга по горизонтали. Приведенная схема поддерживается однозначностью
решения системы уравнений для яркостей искомых пикселов сверхвысокого разрешения по отделен-
ным цветовым (спектральным или кросс-спектральным) каналам [3],[7].

Рис. 1. Одномерный вариант реализации сверхвысокого разрешения
Fig. 1. One-dimensional implementation of ultra-high resolution

Здесь элементы 𝑎1 − 𝑎6, 𝑏1 − 𝑏7 соответствуют расположению и значениям яркостей в параллельном
(или раздвоенном – условно параллельном) световом потоке при формировании двух изображений
одного и того же ареала – пикселов чувствительного транспаранта (или приборов с зарядовой связью
(ПЗС)), а 𝑥1 − 𝑥12 — это виртуальные пикселы, структурирующие в модели сверхвысокого разрешения
световой поток на транспарант (или ПЗС) с удвоенной дискретизацией, значения яркости которых
необходимо вычислить.

Выход 𝑏1 и 𝑏7 за пределы апертуры оптической системы на рисунке означает, что обеспечена их
полная засветка. Таким образом, формируется полностью определенная система линейных уравнений
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для нахождения яркостей пикселов восстанавливаемого изображения в каждом из цветовых каналов:
𝑥2𝑖−1 + 𝑥2𝑖 = 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, 6)

𝑥1 = 𝑏1/2

𝑥2𝑗 + 𝑥2𝑗+1 = 𝑏𝑘 ( 𝑗 = 1, 5; 𝑘 = 2, 6).

(1)

Погрешности в геометрических размерах пикселов ПЗС и погрешности размещения их центроидов в
идеальной (гипотетической) матрице фотоприемного элемента суммируются с погрешностями совме-
щения изображений со сдвигом и с некорректно скомпенсированными погрешностями, вызванными
орбитальным поведением оптической оси аппарата [6], порождая безуспешность детального учета
погрешностей. Это приводит к снижению эффекта в улучшении резкости и пространственного разре-
шения в моделях сверхвысокого разрешения, который согласно схеме (см. рис. 1) и в решении соот-
ветствующих систем уравнений предварительно представлялся кратным двум. В работе [7], например,
как и во многих других, это обстоятельство отражено в виде достижений по улучшению разрешения
в 1,6-1,8 раз, а не в 2 раза, если делать выводы по идеальной схеме сверхвысокого разрешения. Кроме
того, можно использовать приведенное ниже выражение [4]:

𝐿 =
𝑀

2𝑟
=
ℎ𝑍 (𝑦, 𝛽)

2𝑟 𝑓
, (2)

где 𝐿 — измеряемое по методу Рэлея в единицах длины возможное линейное разрешение на мест-
ности или апертура формируемого псевдопиксела на ареале; , ℎ — соответственно, масштаб и высота
наблюдения; 𝑍 (𝑦, 𝛽) — масштабный коэффициент при перспективном наблюдении; 𝑦 — угол отклоне-
ния оптической оси от вертикали; 𝛽 — текущий угол поля изображения; 𝑟 — разрешающая способность
носителя информации (вычисляемая по методу Фуко по верхней пространственной частоте изображе-
ния на носителе или определяемая, например, с помощью мирр и обеспечиваемая предпринимаемыми
технологическими усилиями, в том числе и технологиями сверхвысокого разрешения); 𝑓 — фокусное
расстояние аппаратуры наблюдения космического аппарата (КА).

Формула (2) позволяет определить размеры псевдопиксела, позиционированного на зондируемой
поверхности, а также размер пикселов на ПЗС. Целесообразно тем не менее учесть качество изготовле-
ния элементов оптики и недостаточную состоятельность методов компенсации орбитальных факторов,
ухудшающих качество изображения при его формировании [6], т. е. учесть эффективную частотно-
контрастную характеристику (ЧКХ) тракта формирования аппаратурой КА световых потоков: в связи с
изложенным выше полоса «пропускания» пространственных мод у такой ЧКХ может оказаться неве-
лика и попытки улучшения разрешения (за счет параметра 𝑟 ) приведут к уменьшению апертур псев-
допикселов на ареале с отсутствием существенного улучшения разрешения по Рэлею и увеличения
детальности на формируемом изображении зондируемого ареала.

Коррекцию резкости изображений целесообразно начинать с синтеза ЧКХ, сложившегося для дан-
ного изображения тракта зондирования с последующей ее оптимизацией под квазипрямоугольное по
форме огибающей ее поверхности окно пропускания ПЧС гипотетических изображений. Стартовая ЧКХ
для последующей оптимизации определяется как частное от деления ПЧС регистрируемого изображе-
ния на ПЧС этого же изображения, обработанного единичным, но со слабо возмущенным усилением
верхних мод спектрального представления оператором деконволюции [13].

При этом коррекция резкости выполняется итеративными соотношениямиВанЦиттерта (2), выводи-
мыми из модернизированного фундаментального соотношения Винера – Тихонова или рекурсивным
продолжением ПЧС изображений на методе аддитивной коррекции [4] до достижения требуемой или
заявленной погрешности вычисления оператора деконволюции и/или до наступления начала перерож-
дения процесса коррекции резкости в контрастирование.

Приведем получение модернизированной формулы Винера – Тихонова из спектрального пред-
ставления популярной инверсной фильтрации при гипотетическом случае измерения на изображении
функции рассеяния точки (ФРТ), соответствующей возможному полному ее спектральному портрету
𝐹 (ΦРТ0) [2], [15]. Инверсная фильтрация имеет вид:

𝐹 (𝑆И) =
𝐹 (𝑆𝑅)
𝐹 (ФРТ0)

= 𝐹 (𝑆𝑅)
(
𝐹 (ФРТ0)

)−1
, (3)

где 𝐹 — двумерное преобразование Фурье (т. е. ПЧС), (𝐹 )−1 — деление единицы на отсчеты комплекс-
ного ПЧС; 𝑆𝑅 — наблюдаемое и сформированное постфактум изображение, 𝑆И — восстанавливаемое
изображение; ФРТ0 — это ФРТ с полным спектральным портретом.

ФРТ целесообразно определять по парам «Опорный ориентир – имеющийся его эталон». Определя-
емая по опорным ориентирам или слепым восстановлением [8] ФРТ тракта зондирования для предъ-
явленного изображения требует пополнения спектрального портрета до оптимизированной частотно-
контрастной характеристики ЧКХ0 (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) тракта зондирования для данного изображения 𝑆𝑅 . 𝐹 (ФРТ0) в
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формуле (3) заменимна𝐻 (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ), т. е. на спектрФРТ снеполнотой заполнениядиапазонапространствен-
ных частот задачи. Числитель и знаменатель в (3) домножим на 𝐻 ∗ (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) (∗ — символ комплексного
сопряжения) и, добавляя аддитивно в знаменатель «умеренно» подавляющий верхние моды ПЧС изоб-
ражения параметр регуляризации 𝜌 (𝜔2

𝑖 +𝜔2
𝑗 )1/2, получим модернизированный для коррекции резкости

фильтр Винера – Тихонова со спектром ядра оператора деконволюции 𝐻−1
М :

𝐹 (𝑆И) =
𝐻 ∗ (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 )𝐹 (𝑆𝑅)

|𝐻 ∗ (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) |2 + 𝜌 (𝜔2
𝑖
+ 𝜔2

𝑗
)1/2

= 𝐻−1
М
𝐹 (𝑆𝑅) . (4)

С помощью частотно-зависимой добавки 𝜈 (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) [13], дополняющей 𝐻−1
М до оптимизированной

(ЧКХ)−10 (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) тракта настолько близко, насколько это можно будет сделать, не возбуждая артефак-
тов, подобных резидентному контрастированию на восстанавливаемом изображении, дополнительно
получим выражение для откорректированного под оптимальную (ЧКХ)0 (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) модифицированного
фильтра Винера – Тихонова:

𝐹 (𝑆И) = 𝐹 (𝑆𝑅)
(

𝐻 ∗ (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 )
|𝐻 ∗ (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) |2 + 𝜌 (𝜔2

𝑖
+ 𝜔2

𝑗
)1/2

+ 𝜈 (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 )
)
= 𝐹 (𝑆𝑅)

(
𝐻−1
М + 𝜈

)
. (5)

Оптимизация ЧКХ проводится поиском оптимального решения системы неравенств, сформулиро-
ванной для значений функционалов, построенных на следующих требованиях:

• минимизации тенденции спада и роста аппликат ЧКХ вплоть до приближения к высшим спек-
тральным модам в заданных пределах;

• осуществления наиболее крутого спада ЧКХ в области высшей спектральной моды тракта;
• выдерживания непревышения значением порядка обобщенного градиентного оператора стар-

товой аддитивной коррекции резкости порога 0,25, при котором резидентно могут присутствовать
глобальное контрастирование и даже выделение контуров.

При этом реализуется процесс минимизации нормы разности между оптимизированной (ЧКХ)−10 и
𝐻−1
М на основе самосогласованных вычислений: итеративно на потоке значений составленного функци-

онала вычисляемой нормы с подстановкой каждый раз определенной добавки 𝜈 (𝜔𝑖 , 𝜔 𝑗 ) в соотношение
(5) вплоть до выявления зарождения процесса контрастирования на исходном изображении.

Введем откорректированное спектральное представление 𝐻−1
𝜆М в виде соотношения

𝐻−1
𝜆М = 𝐻−1

М + 𝜆𝜈 , (6)

где 0 < 𝜆 < 1.
Если из выражения (6) найти 𝐻−1

𝜆М и обозначить за 𝑌 , то для 𝑆И получим итеративное представление
Ван Циттерта интегрального оператора деконволюции в обобщенной и компактной форме:

1-й шаг — 𝑆
(0)
И = 𝑆𝑅 ; . . . ; 𝑛-й шаг — 𝑆

(𝑛)
И = 𝑆𝑅 + 𝐹−1 (1 − 𝑌 ) ∗ ∗𝑆 (𝑛−1)И ; (7)

здесь символ ∗∗ обозначает операцию двумерной свертки.
Получаемая при этом стартовая (первичная) ЧКХ может иметь сингулярные значения (из-за нали-

чия нулей в ПЧС знаменателя соответствующего выражения). Эти сингулярные значения учитываются
в дальнейшем в виде встраиваемых на месте их расположения в ЧКХ моделей регуляризованных до
уровня получения финитных спектров сингулярных на мере нуль функций [5],[14], вызывающих до-
пускаемые погрешности реализации операторов деконволюции при коррекции. При этом необходимо в
соответствии с регуляризованными моделями сингулярных выбросов в ЧКХ трактов зондирования осу-
ществить сдвиг в высшую сторону критериев дискретизации изображений в соответствии с теоремой
Котельникова, определяя тем самым частотную полосу решаемой задачи, значительно превышающую
исходную пространственно-частотную полосу изображения.

Для измерения и контроля резкости и поддерживаемого разрешения в формирующей системе и на
изображении используется в работе сближение двух (или нескольких) метрических импульсов (МИ) —
конусовидных с постоянным вертикальным градиентом плотности яркости (или яркости) в пределах
от нуля до номинала. Минимальное расстояние между вершинами варьируемых по телесным углам
вершин конусов при этом при их сближении и при пересечении, создающее при варьировании углов
конусов при их вершине уровень отсечения нижних объемов конусов с соответствием этого уровня
принятым требованиям (как правило, это уровень среднего шума или немного выше) принято за про-
странственное или линейное разрешение по Рэлею. Обратная величина этого значения регламентирует
значение разрешения по Фуко, т. к. является пространственной частотой.

Так как контрастирование подавляет мелкие детали на изображении при его нормализации и нано-
сит вред коррекции резкости, то вставляя в расширенную апертуру в зону достижимости процедурами
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обработки изображений МИ (измеривший разрешение или резкость) «шероховатый» на гранях, можно
зафиксироватьпереход коррекциив контрастированиепривыявлениинедопустимого уровня сглажива-
ния шероховатостей на гранях МИ и выявлении степени поворота самой грани метрического импульса
в сторону вертикали на недопустимое значение угла поворота. Значения возмущений яркости и раз-
меров неоднородностей — шероховатостей импортируются из гистограммы распределения размеров
шероховатостей на изображении по яркостям.

В предлагаемом алгоритме, выполняемом по схеме сверхвысокого разрешения (см. рис. 1), реализу-
ется замена сдвинутых относительно исходного паттерна на половины апертур пиксела изображений,
полученных от физически реализованных каналов зондирования, изображениями от модели рассеяния
света на восстановленной ЦМР зондируемого ареала.

В оптическом диапазоне излучения вычисление рассеянной компоненты для координат местона-
хождения КА (как правило, зоны Фраунгофера) является задачей рассеяния на статистически неровной
поверхности с представлением рассеяния методом возмущений и продолжения поля в конечных раз-
ностях (в верхнее полупространство [1]).

Для регистрируемого изображения ЦМР восстанавливается по теням на исходном сюжете. Вариа-
ция углов падения зондирующего излучения на восстановленную ЦМР ареала с малым отклонением
от углов при формировании изображения позволяет получить дополнительные пикселы с оптималь-
ной для реализации сверхвысокого разрешения апертурой и необходимым субпиксельным сдвигом
относительно пикселов исходного изображения.

При этом целесообразно использовать совершенствующиеся еще с середины прошлого века [9] в
цифровой сейсморазведке методы продолжения полей в конечных разностях. Эти методы отличаются
от рассматриваемых задач космического дистанционного зондирования в базовой алгоритмической
части тем, что рассеивающих поверхностей в сейсмической задаче много (слоистая зондируемая сре-
да), непосредственно перед приемными датчиками необходимо вносить кинематические поправки,
а в космическом зондировании рассеивающая поверхность одна, нет поправок по кинематике (кро-
ме исключительных случаев экстремальной рефракции в атмосфере). Кроме того, в сейсморазведке
результирующая искомая амплитуда поля в удаленной точке определяется интерференцией волн с
учитываемой фазой каждой волны, а аналогичные задачи для космического зондирования вынужден-
но решаются с условием формирования результирующих изображений или сигналов в приближении
случайной фазы, аналогично отличиям получения голограммы от получения фотографии.

Первичная амплитуда яркости в программе миграции волн задается из исходного изображения,
накопление сигналов в точках приема (на апертуре синтезируемого изображения) происходит по закону
суммирования нормализованного значения энергии волн рассеянного излучения, поставляемых от
процедур регулируемого направленного приема (РНП).

Для задачи рассеяния на ЦМР ареала значения длин волн зондирующего излучения будут гораздо
выше длин волн реального облучения поверхности в 380 нм – 780 нм, что снижает существенно объемы
вычислительных затрат. При выборе длины волны, согласованной в модели рассеяния с ожидаемым
при обработке исходного изображения новым уровнем пространственного разрешения, должно обеспе-
чиваться выполнение по теории рассеяния для зоныФраунгофера требованиеKQ< 1 (здесь K—волновой
вектор с модельной длиной волны 𝛾 , соответствующей ожидаемому разрешению, а Q – среднеквадра-
тичные размеры неровностей, не нарушающих приведенного условия при подстановке в неравенство
их среднеквадратичного значения).

Для повышения резкости и разрешения, что эквивалентно снижению или подавлению квазипосто-
янного среднеквадратичного фона, целесообразно, например, осуществить продолжение ПЧС изобра-
жения в сторону расположения высших мод после его синтеза методом миграции волнового поля на
длине волны втрое меньшей полученного разрешения на сформированном постфактум изображении
(в соответствии со статистическим правилом трех сигм, так как формируемое поле считаем стационар-
ным).

Например, для волнового вектора с длиной волны 𝛾 = 0,3м соотношение KQ < 1 выполняется для
статистических неровностей со среднеквадратичным размером Q, меньшим (20, 9)−1 м, т. е. меньшим
4,7 см. Физика, поддерживающая исследования, следующая: на изображении с разрешением в 1 м
стохастические детали в 4,7 см высотой по правилу трех сигм могут быть представлены как имеющие
гауссоподобную форму с апертурой пятки 14,1 см, т. е. в 7 раз меньше критерия Рэлея при заданном
разрешении.

В качестве материалов для апробирования предлагаемого алгоритма в работе использовались фраг-
менты изображений высокого разрешения: со всех трех поочередно инициируемых базовых кана-
лов зондирования с аппарата Ресурс-ДК (территория Испании, район г. Рота) и со спутника Ikonos
(Ikonos_sandiego_usa_1m) по территории США (г. Сан-Диего).

Заключение. Выполнено моделирование рассеяния с исходными углами падения светового по-
тока на восстановленную по теням на предъявленном изображении ЦМР с формированием методом
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возмущений в конечных разностях с согласованием с неоднородностями на ЦМР масштабируемых
выбираемых длин волн с использованием индустриально применяемого в сейсморазведке модернизи-
рованного под условия космического зондирования ареала модуля миграции поля с восстановлением
в зоне Фраунгофера изображения с пикселами на апертуре изображения, взаимный субпиксельный
сдвиг которых относительно пикселов исходного изображения управляется слабыми вариациями углов
падения излучения на ЦМР.

Выполненное моделирование показало, что возможность реализации коррекции резкости и поддер-
живаемого пространственного разрешения, а также реализации технологии сверхвысокого разрешения
на сформированном постфактум космическом изображении с использованием модели рассеяния свето-
вого потока на ЦМР зондируемого ареала, без привлечения физически реализуемых дополнительных
каналов дистанционного зондирования высоковероятна.

Использование пикселов с модели рассеяния на ЦМР ареала для коррекции резкости исходного
изображения и реализации сверхвысокого разрешения показывает, что структурные элементы и их
геометрические расположения в пространственно-частотных спектрах сохраняются, а радиусы увели-
чиваются не менее чем в 1,6 раз, что практически соответствует реализациям коррекции на физически
подключаемых каналах зондирования.

В целом информация с моделей рассеяния заселена псевдошумовымипикселами, что требует вместе
с нормализацией получаемых изображений выполнения работ по понижению уровня шума. Тем не
менее использование модели рассеяния на ЦМР ареала весьма вероятно довести до индустриальных
методов с эффектом экономии средств на неосуществленные запуски дополнительных космических
аппаратов.
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Аннотация. Исследованы транспортные свойства аморфных пленок Cd3As2 и его твёрдых растворов (𝐶𝑑1−𝑥−𝑦𝑍𝑛𝑥
𝑀𝑛𝑦)3𝐴𝑠2 (𝑥 +𝑦 = 0.1;𝑦 = 0, 0.02), полученных магнетронным распылением, в диапазоне температур 10÷300 К. Леги-
рование Zn приводит к смене типа проводимости: от полупроводниковой к металлической. Сопротивление тонких
пленок (Cd0.9Zn0.1)3As2 и (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 уменьшается с понижением температуры. Такое поведение связа-
но с уменьшением подвижности электронов вследствие рассеяния на ионизированных примесях при нагревании.
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Abstract. The transport properties of amorphous films of Cd3As2 and its solid solutions (Cd1−𝑥−𝑦Zn𝑥Mn𝑦 )3As2 (𝑥 + 𝑦 =

0.1;𝑦 = 0, 0.02) obtained by magnetron sputtering in the temperature range 10–300 K have been studied. Doping with
Zn leads to a change in the type conductivity: from semiconductor to metallic. The resistance of (Cd0.9Zn0.1)3As2 and
(Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 thin films decreases with decreasing temperature. This behavior is associated with a decrease in the
electron mobility due to scattering by ionized impurities upon heating.
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1. Введение.Арсениды кадмия и цинка принадлежатширокому классу полупроводников и полуме-
таллов группы А2B5, достаточно известной своим огромным потенциалом в создании высокоэффектив-
ных солнечных элементов и оптоэлектронных устройств [29, 7]. Интерес к этим соединениям [3, 8, 9] вы-
зван не так давно опубликованными теоретическими и экспериментальными исследованиями [13, 14],
которые показали, что Cd3As2 принадлежит классу дираковских полуметаллов, особому классу тополо-
гических изоляторов, что предоставляет возможность понимать под такими системами альтернативу
графена. Так, были обнаружены аномально высокая подвижность носителей заряда [17], большой ко-
эффициент термоэдс [35], квантовый эффект Холла [35], киральная аномалия [16], аномальный эффект
Нернста [18] и сильное линейное магнетосопротивление [13]. Cd3As2 и Zn3As2 кристаллизуются при
разных температурах в серии тесно связанных структур, которые можно рассматривать как различные
искажения антифлюоритовой структуры [5, 30]. Электрические свойства этих соединений различаются
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по нескольким аспектам. Zn3As2 – это полупроводник 𝑝-типа с низкой подвижностью носителей и пря-
мой шириной запрещенной зоны, равной 1,0 эВ [25]. Ширина запрещенной зоны Cd3As2 отрицательна
и составляет -0.3÷ -0.7 эВ [27]. Подвижность электронов в Cd3As2 достигает 9× 106 см2 В−1 с−1 при 5 К [17],
тогда как подвижность дырок для Zn3As2 составляет всего 10 см2 В−1 с−1 при комнатной температуре
[25]. Cd3As2 всегда относится к 𝑛-типу из-за вакансий As, а Zn3As2 к 𝑝-типу, потому что дополнительные
вакансии Zn служат акцепторами электронов. Поскольку оба типа носителей происходят из вакансий
элементов, в (Cd1−𝑥Zn𝑥 )3As2 происходит переход от 𝑛 к 𝑝 , при этом ширина запрещенной зоны линей-
но увеличивается с ростом концентрации Zn. Переход от дираковского полуметалла происходит при
концентрации цинка около 0.4 [19].

Твердые растворы и пленки (Cd1−𝑥−𝑦Zn𝑥Mn𝑦)3As2 (CZMA) различаются по своей структуре. Результа-
ты исследований показывают, что онимогут обладать аморфной [15, 12], поликристаллической [11, 1, 10]
или монокристаллической [21, 23] структурой. Наличие способности контроля ширины запрещенной
зоны посредством варьирования концентрацией Zn составляет главный интерес в исследовании твер-
дых растворов CZMA. Такое легирование поднимает инверсию зон в Cd3As2, что приводит к переходу
от топологического ДПМ к полупроводнику [16].

Цель данной работы состоит в исследовании влияния легирования Zn и Mn тонких пленок Cd3As2,
полученных напылением на неподогреваемую кремниевую подложку, на транспортные свойства.

2. Материалы и методика эксперимента. Тонкие пленки Cd3As2 и его твёрдых растворов (𝐶𝑑1−𝑥−𝑦
𝑍𝑛𝑥𝑀𝑛𝑦)3𝐴𝑠2 (𝑥 + 𝑦 = 0.1;𝑦 = 0, 0.02) были получены при помощи вакуумного универсального поста
ВН-2000 высокочастотным магнетронным напылением. В качестве мишени для использования в каче-
стве катода был изготовлен поликристаллический диск диаметром 40 мм. Синтез твердых растворов
CZMA был произведен из бинаров Cd3As2, Zn3As2 и Mn3As2. Соответствующие бинарные соединения
были синтезированы прямым сплавлением чистых кадмия, мышьяка, цинка и марганца в вакууме.
Кристаллы Cd3As2 и CZMA были выращены методом Бриджмена в вертикальной печи. Охлаждение
вблизи температуры кристаллизации было не более 2◦C/час при градиенте температуры Δ𝑇 ≈ 1◦ С/см.

Рентгеновские исследования полученных кристаллов Cd3As2 и CZMA, полученные при комнатной
температуре с помощью дифрактометра Rigaku SmartLab, излучение Cu𝐾𝛼 (𝜆 = 1.5406 A,𝑈 = 50 кВ, 𝐼 = 60
мА), показали, что кристаллы Cd3As2 имели тетрагональную решетку (пространственная группа 𝐼41𝑐𝑑),
которая соответствует 𝛼-фазе. Составы (Cd1−𝑥−𝑦Zn𝑥Mn𝑦)3As2 𝑥 + 𝑦 = 0.1;𝑦 = 0, 0.02 были получены в
тетрагональной 𝛼 ′′ - фазе с пространственной группой 𝑃42/𝑛𝑚𝑐 .

Напыление тонких пленок Cd3As2 и CZMA для исследования электрофизических свойств осуществ-
лялось через изготовленную маску на подложку из монокристаллического кремния марки КДБ-2 (100)
с термически выращенным диоксидом кремния на поверхности (𝑇 = 20◦C) при давлении аргона в про-
цессе напыления 8 · 10−1 Па. Расстояние мишень–подложка равнялось 50 мм. Мощность, подаваемая
на магнетрон, составляла 10 Вт. Толщина полученных пленок составляла 40 нм. Контактные площадки
получали магнетронным напылением индия.

Исследование структуры полученных образцов пленок Cd3As2 и его твёрдых растворов производили
методом малоуглового рентгеновского рассеяния (МУРР) при 𝛼 = 3° в диапазоне 2𝜃 = 10− 80°. Типичная
дифрактограммаисследуемыхпленокпоказанана рис. 1 и является типичнойдля аморфныхматериалов
с широкими максимумами типа «гало». Таким образом, полученные пленки следует рассматривать как
«рентгеноаморфный» материал.
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Рис. 1. Типичная дифрактограмма исследуемых пленок
Fig. 1. Typical diffraction pattern of the studied films

Химические структуры полученных пленок Cd3As2 и CZMA были исследованы при комнатной
температуре с помощью спектрометра комбинационного рассеяния LabRam HR Evolution (𝜆 = 532 нм,
мощностью 50 мВт, спектральное разрешение 0.5 см−1). Спектры рамановского рассеяния полученных
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пленок Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2, (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 показаны на рис. 2. По результатам спектроскопии
комбинационного рассеяния (КРС) в Cd3As2 можно видеть два ярко выраженных пика при 195 и 247 см−1

и слабый пик при 301 см−1. Известно, что в интервале от 100 до 400 см−1 спектр комбинационного
рассеяния при 77 K для монокристаллов 𝛼−Cd3As2 имеет основные пики при 192, 247 см−1 (симметрия
B1𝑔 + B2𝑔) и 300 см−1 (А1𝑔) [31]. Пик на 39 см−1 соответствует симметрии B2𝑔, 60, 99 см−1 – E𝑔, 122 и 140
см−1 – А1𝑔. Частота, для которой наблюдается пик при 301 см−1, соответствует зазору между валентной
зоной и нижней зоной проводимости [32].
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Рис. 2. Рамановский спектр пленок Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2, (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2
Fig. 2. Raman spectrum of Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2, (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 films

Для измерения удельного сопротивления и исследования эффекта Холла тонких пленок CZMA
была использована установка на базе криостата замкнутого цикла Janis CCS-350S. Диапазон температур
составлял 10-300 К и магнитных полях до 1 Тл. Была использована шестизондовая схема. Индиевые
контакты были изготовлены магнетронным распылением.

3. Результаты и обсуждение. Как видно из рис. 3, удельное сопротивление 𝜌 пленки Cd3As2 име-
ет «полупроводниковый» характер и увеличивается с понижением температуры от 5.58 × 10−2 Ом·см
при комнатной температуре до 6.64 × 10−2 Ом·см при 10 К. Перенос заряда в аморфной пленке Cd3As2
осуществляется посредством механизма прыжковой проводимости с переменной длиной прыжка мот-
товского типа [33]. Проводимость пленок твёрдых растворов (Cd0.9Zn0.1)3As2, (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 но-
сит металлический характер, их сопротивление при изменении температуры от 10 до 30 К растет от
2.02 × 10−4 до 2.46 × 10−4 Ом·см и от 2.64 × 10−4 до 3.36 × 10−4 Ом·см, соответственно.
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Рис. 3. Температурная зависимость удельного сопротивления пленок Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2,
(Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2

Fig. 3. Temperature dependence of the resistivity of Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2, (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 films
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Таблица 1. Состав, удельное сопротивление (𝜌), постоянная Холла (𝑅𝐻 ), концентрация носителей
заряда (𝑛), подвижность носителей заряда (𝜇).

Table 1. Composition, resistivity (𝜌), Hall constant (𝑅𝐻 ), concentration of the charge carriers (𝑛), mobility of the
charge carriers (𝜇).

Состав 𝜌 , 𝑅𝐻 , 𝑛, 𝜇,
Ом · см см3 · Кл−1 см−3 см2 · В · см −1

(Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 2.64 × 10−4 -4.01 × 10−8 1.55 × 1020 37.62
(Cd0.9Zn0.1)3As2 2.03 × 10−4 -1.36 × 10−7 4.59 × 1019 666.15

Cd3As2 6.64 × 10−2 -9.03 × 10−9 6.91 × 1020 170.51

Полученныерезультатыизмеренийпозволили вычислитьпостояннуюХолла𝑅𝐻 , используя которую
можно определить концентрацию носителей заряда 𝑛 𝑅𝐻 =

1
𝑛𝑒
.

Для Cd3As2 концентрация электронов составила 6.91 × 1020 см−3 и растет во всем температурном
диапазоне от 10 до 300 К, что соответствует примесной проводимости. Для пленок (Cd0.9Zn0.1)3As2 кон-
центрация носителей заряда уменьшается от 5.21 × 1019 см−3 при комнатной температуре до 4.37 × 1019
см−3 при ∼ 100 К и затем практически не меняется. Участок 100-300 К соответствует возникновению
собственной проводимости полупроводника. В образцах пленок состава (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 концен-
трация электронов почти не зависела от температуры, значение которой составило 1.55 × 1020 см−3.

Холловская подвижность электронов 𝜇𝐻 определялась как: 𝜇𝐻 =
𝑅𝐻

𝜌
.

Температурные зависимости подвижности носителей заряда тонких пленок Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2,
(Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 приведены на рис. 4. Для Cd3As2 и (Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 во всем температурном
диапазоне подвижность растет с понижением температуры, максимальные значения при 10 К равны
170 см2 В−1 с−1 и 666 см2 В−1 с−1, соответственно. В пленке (Cd0.9Zn0.1)3As2 рост подвижности наблюдается
от 300 К до ∼ 100 К, а затем незначительно падает.
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Рис. 4. Подвижность (сверху) и концентрация (снизу) носителей заряда в тонких пленках Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2,
(Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2

Fig. 4. Mobility (top) and concentration (bottom) of the charge carriers in Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2,
(Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 thin films

Для металлов и вырожденных полупроводников зависимость 𝜌 (𝑇 ) будет определяться температур-
ной зависимостью подвижности носителей, поскольку 𝑛 не зависит от𝑇 для этих твердых тел. Темпера-
турную зависимость подвижности можно оценить, рассматривая влияние температуры на ионизован-
ные примеси и рассеяние фононов и комбинируя этимеханизмы с использованиемправилаМаттиссена
[20]. Рассеяние фононов сильно увеличивается с увеличением температуры 𝑇 из-за увеличения числа
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фононов, что приводит к зависимости подвижности полярных фононов 𝜇 ∼ 𝑇 −3/2. Температурную зави-
симость подвижности электронов, обусловленную рассеянием акустических фононов, можно записать
как

𝜇𝑙 =
4𝑒
3
√
𝜋

𝜏0𝑙

𝑚∗5/2𝑘1/2
𝑇 −3/2,

где 𝜏0𝑙 = 9𝜋ℏ4𝜐2𝑀/4
√
2𝑎3𝑘𝐶2, 𝑎 – параметр решетки, 𝑒 – заряд электрона,𝐶 – емкость, 𝜐2 – скорость звука,

𝑀 – масса ядра, 𝑘 – постоянная Больцмана,𝑚∗ – эффективная масса носителя заряда.
Для рассеяния на ионизированных примесях увеличение температуры увеличивает среднюю ско-

рость носителей и, следовательно, увеличивает подвижность носителей для заданной концентрации
ионизированных примесей. После достижения температуры, при которой ионизация примесей за-
вершена, можно показать, что подвижность носителей при рассеянии на ионизированных примесях
возрастает с увеличением температуры 𝑇 примерно как 𝜇 ∼ 𝑇 3/2:

𝜇𝑖 =
8
√
2𝜖2𝑟𝑘3/2𝑇 3/2

𝜋3/2𝑍 2𝑒3𝑁𝑙𝑚
∗1/2𝑙𝑛[1 + (3𝜖𝑟𝑘𝑇 /𝑍𝑒2𝑁 1/3

𝑖
)2]
,

где 𝜖𝑟 – относительная диэлектрическая проницаемость среды, 𝑁𝑖 – концентрация ионов примеси.
При низких температурах подвижность в основном определяется рассеянием на ионизованных

примесях, а при высоких температурах – рассеянием на фононах, приводящим к пиковой кривой.
Ссылаясь на предыдущие обсуждения зависимости общей подвижности от концентрации носителей,
становится ясно, что максимальная подвижность будет зависеть от уровня легирования, а положение
пика смещается в сторону более высоких температур с увеличением легирования.
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Рис. 5. Температурная зависимость 𝜇 от 𝑇 3/2 тонких пленок
Fig. 5. Dependence of 𝜇 on 𝑇 3/2 for thin films

Из построенного графика зависимости 𝜇 (𝑇 3/2), изображенного на рис. 5, было обнаружено, что на
участке подвижность носителей заряда изменяется согласно закону 𝜇 ∼ 𝑇 3/2. Это означает, что рас-
сеяние носителей заряда на ионах примеси ответственно за такое поведение зависимости. Электроны
могут рассеиваться на ионизированных примесях из-за электростатического притяжения между элек-
тронами, движущимися в решетке, и примесью. В этом случае подвижность электронов увеличивается
с ростом температуры. Такое температурное поведение холловской подвижности носителей заряда свя-
зано с увеличением кинетической энергии электронов при нагревании, что как раз сокращает время
взаимодействия между электронами проводимости и ионизированными примесями [22].

Из рис. 5 видно, что значения концентрации носителей заряда в зависимости от температуры ниже
𝑇 ≈ 100 К незначительно изменяются, а затем следует стремительное увеличение 𝑛 с ростом температу-
ры, что свидетельствует о наличии собственной проводимости на этом участке, так как при увеличении
температуры кинетическая энергия частиц увеличивается, разрушаются связи и возникают свободные
электроны, которые перемещаются в противоположном направлении электрического поля.

4. Заключение. Таким образом, были получены тонкие пленки составов Cd3As2, (Cd0.9Zn0.1)3As2,
(Cd0.9Zn0.08Mn0.02)3As2 магнетронным распылением. Измерены удельное сопротивление и эффект Холла
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в диапазоне температур 10÷300 К. Определены концентрация и подвижность носителей заряда. Установ-
лено, что основным механизмом рассеяния носителей заряда является рассеяние на ионизированных
примесях.
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