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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ В ПОЛОСЕ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

В. В. Панков, С. А. Шабров

(Статья представлена членом редакционной коллегии А. П. Солдатовым)

ФГБОУ ВО Воронежский государственный университет,
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Аннотация. В работе получены коэрцитивные априорные оценки решений краевой задачи типа задачи Дирихле
в полосе для одного вырождающегося эллиптического уравнения высокого порядка, а также доказана теорема
существования и единственности решения таких задач. Уравнение содержит весовые операторы, представляющие
собой суперпозицию оператора умножения на функцию, которая обращается в нуль на границе, и оператора диф-
ференцирования. На границе рассматриваются условия типа условий Дирихле. Оценки получены в специальных
весовых пространствах типа пространств С. Л. Соболева.
Ключевые слова: априорная оценка, вырождающееся эллиптическое уравнение, весовые пространства С. Л. Со-
болева, весовые производные, теорема существования и единственности
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ON SOLVABILITY OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM IN A STRIP FOR A DEGENERATE
HIGH-ORDER ELLIPTIC EQUATION
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Abstract. In this paper we obtain coercive a priori estimates of solutions to the boundary value problem of the Dirichlet type
in a strip for a degenerate high-order elliptic equation and prove existence and uniqueness of such solutions. The equation
contains weight operators, which are a superposition of the multiplication operator on the function, which vanishes at the
boundary, and the differentiation operator. We consider conditions of the Dirichlet type on the strip boundary. We obtain
estimates in special weight spaces such as Sobolev spaces.
Key words: a priori estimate, degenerate elliptical equation, S. L. Sobolev’s weight spaces, weight derivatives, existence and
uniqueness theorem

For citation: Pankov Vladimir, Shabrov Sergey. 2022. On solvability of a boundary value problem in a strip for a degenerate
high-order elliptic equation. AppliedMathematics & Physics. 54(1): 5–14. (in Russian) DOI 10.52575/2687-0959-2022-54-1-5-14

1. Введение. Краевые задачи для вырождающихся эллиптических уравнений используются при
моделировании вырождающихся процессов, то есть процессов, в которых протекание процесса вблизи
границы существенно отличается от его протекания внутри области. Краевые задачи для таких урав-
нений относятся к «неклассическим» задачам математической физики. Одна из главных трудностей,
возникающих в теории вырождающихся эллиптических уравнений, связана с влиянием младших (в
смысле теории регулярных эллиптических операторов) членов уравнения на постановку граничных
задач и их коэрцитивную разрешимость.

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при «степенном» ха-
рактере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [7], [8]. В работе В. П. Глушко
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[9] были получены априорные оценки краевых задач для уравнений, вырождающихся на границе в
уравнение первого порядка по одной из переменных. В работах А. Д. Баева [1, 2, 3] были сформули-
рованы априорные оценки и теоремы о существовании решений краевых задач для вырождающихся
эллиптических уравнений высокого порядка припроизвольном сильном характере вырождения. В част-
ности, были исследованы краевые задачи в полосе для уравнений высокого порядка, вырождающихся
на границе области в уравнение четного порядка. В работах А. Д. Баева и С. С. Бунеева [4, 5] были ис-
следованы краевые задачи в полосе для эллиптических уравнений высокого порядка, вырождающихся
на границе в уравнение третьего порядка.

В настоящей работе получены априорные оценки решений краевых задач в полосе для уравнений
высокого порядка, вырождающихся на границе в уравнение произвольного нечетного порядка по одной
изпеременных, а также доказана теорема существованияи единственности решений таких задач. Работа
является естественным продолжением исследований, начатых в работах [4, 5, 10, 11, 12, 13, 14].

2. Основные обозначения, определения и результаты. Пусть в полосе R𝑛
𝑑
= {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ R𝑛−1,

0 < 𝑡 < 𝑑} задана следующая краевая задача:

𝐴
(
𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑡) , (1)

где

𝐴
(
𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑣 = 𝐿2𝑚

(
𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡

)
𝑣 + 𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑣,

𝐿2𝑚 (𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡 ) =
∑︁

|𝜏 |+𝑗≤2𝑚

𝑎𝜏 𝑗𝐷
𝜏
𝑥𝐷

𝑗
𝛼,𝑡 , 𝑎𝜏 𝑗 ∈ C, 𝐼𝑚 𝑏𝑎0,2𝑚 = 0,

𝐷𝜏
𝑥 = 𝑖 |𝜏 |𝜕𝜏1

𝑥1𝜕
𝜏2
𝑥2 ...𝜕

𝜏𝑛−1
𝑥𝑛−1 ,

𝐷𝛼,𝑡𝑢 (𝑡) – так называемая весовая производная функции 𝑢 (𝑡):

𝐷𝛼,𝑡𝑢 (𝑡) =
1
𝑖

√︁
𝛼 (𝑡)𝜕𝑡 (

√︁
𝛼 (𝑡)𝑢 (𝑡)), 𝜕𝑡 =

𝜕

𝜕𝑡
,

𝐷
𝑗
𝛼,𝑡𝑢 (𝑡) = 𝐷𝛼,𝑡 (𝐷 𝑗−1

𝛼,𝑡 𝑢 (𝑡)), 𝑗 = 1, 2, ...,

𝛼 (𝑡) – специальная весовая функция, которая будет определена далее, C – множество комплексных
чисел.

На границе 𝑡 = 0 полосы R𝑛
𝑑
задаются условия:

𝐵 𝑗 (𝐷𝑥 ) 𝑣 |𝑡=0 =
∑︁

|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝐷
𝜏
𝑥 𝜕

𝑗
𝑡 𝑣 |𝑡=0 = 𝐺 𝑗 (𝑥), 𝑗 = 1, ..., 𝑘 − 1. (2)

На границе 𝑡 = 𝑑 полосы R𝑛
𝑑
заданы условия вида

𝑣 |𝑡=𝑑 = 𝜕𝑡 𝑣 |𝑡=𝑑 = ... = 𝜕𝑚−1
𝑡 𝑣 |𝑡=𝑑 = 0. (3)

Априорные оценки решения задачи (1) – (3) будут установлены в специальных пространствах с
весом.
Определение 2.1. Пространство 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
, 𝑠 ≥ 0, 𝑠 ∈ Z состоит из тех функций 𝑣 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2

(
R𝑛
𝑑

)
, для

которых конечна норма

| |𝑣 | |𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

=


[
(2𝑘−1)𝑠

2𝑚

]∑︁
𝑖=0




𝐹 −1
𝜉→𝑥

𝐹 −1
𝛼

[ (
1 + |𝜉 |2 + |𝜂 |2

) 1
2 (𝑠− 2𝑚

2𝑘−1 𝑙) 𝐹𝛼𝐹𝑥→𝜉

[
𝜕𝑙𝑡𝑣 (𝑥, 𝑡)

] ]


2

𝐿2 (R𝑛𝑑 )


1
2

,

где
[
(2𝑘−1)𝑠

2𝑚

]
– целая часть числа (2𝑘−1)𝑠

2𝑚 . Если 𝑠 – натуральное число такое, что число (2𝑘−1)𝑠
2𝑚 является

целым числом, то эта норма эквивалентна следующей норме

| |𝑣 | |𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

=


∑︁

|𝜏 |+𝑗+ 2𝑚
2𝑘−1 𝑙≤𝑠




𝐷𝜏
𝑥𝐷

𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑙
𝑡𝑣




2


1
2

.

Обозначим через 𝐻𝑠

(
R𝑛−1) пространство С. Л. Соболева. Пусть выполнены следующие условия:

Условие 1. При всех (𝜉, 𝜂) ∈ 𝑅𝑛 справедливо неравенство

𝑅𝑒
(
𝑏𝐿2𝑚 (𝜉, 𝜂)

)
≥ 𝑐

(
1 + |𝜉 |2 + |𝜂 |2

)𝑚
,
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где постоянная 𝑐 > 0 не зависит от (𝜉, 𝜂).
Условие 2. Для некоторого числа 𝑠 ≥ 2𝑚 + max

1≤ 𝑗≤𝑘−1
(𝑚 𝑗 ) функция 𝛼 (𝑡) принадлежит 𝐶𝑠−1 [0, 𝑑], причем

𝛼 (0) = 𝛼 ′ (0) = 0, 𝛼 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0.
Условие 3.

∑
|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏 ≠ 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘 − 1 при всех 𝜉 ∈ R𝑛−1.

Основным результатом работы являются теоремы 2.1 и 2.2.

Теорема 2.1. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘−1

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число,𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число и

выполнены условия 1 – 3, тогда для любого решения 𝑣 (𝑥, 𝑡) задачи (1) – (3), принадлежащего пространству
𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
, справедлива априорная оценка

|𝑣 |𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

≤ 𝑐
(
∥𝐴𝑣 ∥𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
+

𝑘−1∑︁
𝑗=1



𝐵 𝑗𝑣 |𝑡=0



𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1 − 𝑚
2𝑘−1

)
, (4)

где постоянная 𝑐 > 0 не зависит от 𝑣 . Здесь ∥·∥𝑠 – норма в пространстве Соболева – Слободецкого𝐻𝑠

(
R𝑛−1) .

Теорема 2.2. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число, 𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число,

а также выполнены условия 1 – 3. Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
, 𝐺 𝑗 (𝑥) ∈ 𝐻𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1 − 𝑚
2𝑘−1

(
R𝑛−1) , 𝑗 =

1, 2, ..., 𝑘−1, тогда существует единственное решение 𝑣 (𝑥, 𝑡) задачи (1) – (3), принадлежащее пространству
𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
𝑅𝑛
𝑑

)
.

3. Схема доказательства теоремы 2.1. Для доказательства теоремы 2.1 преобразуем задачу (1) –
(3), применив преобразование Фурье 𝐹𝑥→𝜉 к уравнению, начальным и краевым условиям. Обозначим
𝑢 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝑣], 𝑓 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐹 ], 𝑔(𝜉) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐺],

𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 ) =
∑︁

|𝜏 |+𝑗≤2𝑚

𝑎𝜏 𝑗𝜉
𝜏𝐷

𝑗
𝛼,𝑡 , 𝐵

′
𝑗 (𝜉) =

∑︁
|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏 𝜕

𝑗
𝑡 ,

тогда после применения преобразования Фурье исходная задача (1) – (3) приобретает вид

𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢 (𝜉, 𝑡) + 𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢 (𝜉, 𝑡) = 𝑓 (𝜉, 𝑡), (5)

𝐵′𝑗 (𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡) |𝑡=0 = 𝑔 𝑗 (𝜉), 𝑗 = 1, ..., 𝑘 − 1, (6)

𝑢 |𝑡=𝑑 = 𝜕𝑡 𝑢 |𝑡=𝑑 = ... = 𝜕𝑚−1
𝑡 𝑢 |𝑡=𝑑 = 0. (7)

Дополнительно введем еще одно пространство.
Определение 3.1. Будем говорить, что функция 𝑢 (𝑡) принадлежит пространству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑) (𝑠 ≥ 0 –

целое число), если конечна следующая норма, зависящая от параметра 𝜉 ∈ R𝑛−1:

∥𝑢∥𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1 , |𝜉 |

=


∑︁

𝑘+ 2𝑚
2𝑘−1 𝑗≤𝑠




𝐹 −1
𝛼

[ (
1 + |𝜉 |2 + 𝜂2) 1

2𝑘𝐹𝛼

[
𝜕
𝑗
𝑡𝑢

] ]


2

𝐿2 (0;𝑑 )


1
2

.

Теорема 2.1 доказывается с помощью теоремы 3.1.

Теорема 3.1. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘−1

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число,𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число.

Пусть 𝑓 (𝜉, 𝑡) ∈ 𝐻𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑) при всех и выполнены условия 1 – 3. Тогда для любого решения𝑢 (𝜉, 𝑡) задачи
(5) – (7), принадлежащего при всех 𝜉 ∈ R𝑛−1 пространству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑), справедлива априорная оценка

∥𝑢∥2
𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐

(
∥ 𝑓 ∥2

𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1 , |𝜉 |

+
𝑘−1∑︁
𝑗=1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

��𝑔 𝑗 (𝜉)��2) (8)

с константой 𝑐 > 0, не зависящей от 𝑢, 𝑓 , 𝑔.
Для доказательства теоремы 3.1 потребуются несколько вспомогательных понятий и утверждений,

в частности, интегральное преобразование 𝐹𝛼 , свойства весовых производных и несколько лемм.
Интегральное преобразование 𝐹𝛼 на функциях 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞

0 (R+) может быть записано в виде:

𝐹𝛼 [𝑢 (𝑡)] (𝜂) =
+∞∫

0

𝑢 (𝑡) exp ©­«𝑖𝜂
𝑑∫

𝑡

𝑑𝜌

𝛼 (𝜌)
ª®¬ 𝑑𝑡√︁

𝛼 (𝑡)
.
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Это преобразование (его можно называть весовым преобразованием Фурье) было введено в работе [1].
В этом преобразовании 𝛼 (𝑡) – некоторая функция со свойствами:

𝑡 ∈ R+, 𝛼 (+0) = 𝛼 ′ (+0) = 0, 𝛼 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0,
𝛼 (𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при 𝑡 ≥ 𝑑,𝑑 > 0.

Преобразование 𝐹𝛼 связано с преобразованием Фурье следующим образом:

𝐹𝛼 [𝑢 (𝑡)] (𝜂) = 𝐹𝜏→𝜂 [𝑢𝛼 (𝜏)], где

𝑢𝛼 (𝜏) =
√︁
𝛼 (𝑡)𝑢 (𝑡) |𝑡=𝜑−1 (𝜏 ) , 𝜏 = 𝜑 (𝑡) = −

𝑑∫
𝑡

𝑑𝜌

𝛼 (𝜌 ) .

Соответственно, для 𝐹𝛼 можно построить обратное преобразование 𝐹 −1
𝛼 , которое можно записать в

виде:

𝐹 −1
𝛼 [𝑤 (𝜂)] (𝑡) = 1√︁

𝛼 (𝑡)
𝐹 −1
𝜂→𝜏 [𝑤 (𝜂)]

�����
𝜏=𝜑 (𝑡 )

,

где 𝐹 −1
𝜂→𝜏 – обратное преобразование Фурье.

Для преобразования 𝐹𝛼 доказан аналог равенства Парсеваля:

∥𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂)∥𝐿2 (R) =
√

2𝜋 ∥𝑢∥𝐿2 (R+ ) .

Это дает возможность расширить 𝐹𝛼 до непрерывного преобразования из 𝐿2 (R) в 𝐿2 (R+), а также
рассмотретьпреобразование 𝐹𝛼 не тольконафункцияхиз𝐿2 (R+), ноинанекоторыхклассах обобщенных
функций.

Преобразование 𝐹𝛼 и весовые производные обладают несколькими полезными свойствами.

Свойство 1. ∀𝑢 (𝑡) ∈ 𝐿2 (0, 𝑑),𝑤 (𝑡) ∈ 𝐿2 (0, 𝑑) :
+∞∫
−∞

𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂)𝐹𝛼 [𝑤] (𝜂)𝑑𝜂 = 2𝜋 (𝑢,𝑤), (𝑢,𝑤) – скалярное

произведение в 𝐿2 (0, 𝑑).
Свойство 2. Если 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶𝑠 [0, 𝑑] и имеют место равенства

𝑢 (𝑑) = 𝜕𝑡𝑢 (𝑑) = ... = 𝜕𝑠−1
𝑡 𝑢 (𝑑) = 0, (9)

то выполняются:
𝐹𝛼 [𝐷 𝑗

𝛼,𝑡 ] (𝜂) = 𝜂 𝑗𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂), 𝑗 = 0, ..., 𝑠 .

Свойство 3. Если 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶𝑠 [0, 𝑑],𝑤 (𝑡) ∈ 𝐶𝑠 [0, 𝑑] и для них выполняются (9), то справедливо равенство:

(𝐷 𝑗
𝛼,𝑡𝑢 (𝑡),𝑤 (𝑡)) = 1

2𝜋

+∞∫
−∞

𝜂 𝑗𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂)𝐹𝛼 [𝑤] (𝜂)𝑑𝜂 =
1

2𝜋
(𝜂 𝑗𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂), 𝐹𝛼 [𝑤] (𝜂)).

Отметим, что 𝐶∞ (0, 𝑑) плотно в 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

.
Для весовых производных известны аналоги неравенства Эрлинга – Ниренберга. Сформулируем их

в виде леммы и следствия из нее.
Лемма 3.1. Пусть 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ (0, 𝑑), тогда для любого 𝜀 > 0, 𝑗 = 0, ..., 𝑠 − 1 справедливо неравенство


𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝜀2(𝑠− 𝑗



𝐷𝑠
𝛼,𝑡𝑢



2 +
(
𝑐𝜀−2𝑗 + 𝜀2(𝑠− 𝑗 )

)
∥𝑢∥2 , 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (10)

Здесь и в дальнейшем через ∥·∥ обозначается норма в пространстве 𝐿2 (0;𝑑).
Следствие 3.1.Пусть𝑢 (𝑡) ∈ 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑). Тогда∀𝜀 > 0, 𝑗 = 0, 1, ..., 2𝑚−1, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛−1 справедливо неравенство

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 𝑗



𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝜀2(2𝑚− 𝑗 )

𝐷2𝑚

𝛼,𝑡𝑢


2 + 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2, (11)

𝑐 (𝜀) = 𝑐 (𝜀−2𝑗 + 𝜀2(2𝑚− 𝑗 ) ), 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

не зависит от 𝑢, 𝜉 . В общем случае неравенство имеет вид:(
1 + |𝜉 |2

)𝑠− 𝑗



𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝜀2(𝑠− 𝑗 )

𝐷𝑠

𝛼,𝑡𝑢


2 + 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)𝑠 ∥𝑢∥2, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑠 − 1,

𝑐 (𝜀) = 𝑐 (𝜀−2𝑗 + 𝜀2(𝑠− 𝑗 ) ), 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
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Следующие леммы напрямую используются в доказательстве теоремы 3.1. Доказательства каждой
из этих лемм громоздки, поэтому доказательство будет приведено только для теорем 2.1 и 3.1.
Лемма 3.2.Пусть выполнены условия 1 и 2,𝑚 ≥ 2𝑘−1, 𝑘 ≥ 2, тогда для любой функции𝑢 (𝑡) ∈ 𝐻2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑)

справедлива оценка

𝑚∑
𝑗=0

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 𝑗



𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝑐

(

𝐴 (
𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑢 (𝑡)



2+

+
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 (
𝑘−2∑
𝑗=0

(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0) − 1

2

��𝜕𝑘−1
𝑡 𝑢 (0)

��2)) (12)

с константой 𝑐 > 0, не зависящей от 𝜉 , 𝑢.
Лемма 3.3.При выполнении условий леммы 3.2 для любой функции𝑢 (𝑡) ∈ 𝐻̃2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑) справедлива оценка

𝐷2𝑚

𝛼,𝑡𝑢


2 ≤ 𝜀

(

𝐷2𝑚
𝛼,𝑡𝑢



2 +


𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑢


2

)
+

+𝑐 (𝜀)
(

𝐴 (

𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡
)
𝑢


2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
) (13)

при любом 𝜀 > 0.
Лемма 3.4.При выполнении условий леммы 3.2 для любой функции𝑢 (𝑡) ∈ 𝐻2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑) справедлива оценка


𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑢




2
≤ 𝑐

(

𝐴 (
𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑢


2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
. (14)

Лемма 3.5. Пусть выполнены условия леммы 3.2 и 2𝑚 кратно 2𝑘 − 1, тогда для любой функции 𝑢 (𝑡) ∈
𝐻2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑), являющейся решением задачи (5) – (7), имеет место оценка:


𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
≤ 𝜀

2𝑘−1∑︁
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
∥ 𝑓 ∥2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
, (15)

где 𝑞 = 2𝑚
2𝑘−1 , 𝑗 ∈ N такое, что 2𝑚 − 𝑞 𝑗 > 0, 𝜀 > 0 – любое число.

Доказательство. Умножим обе части уравнения (5) скалярно на функцию (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢, получим(

𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢 + 𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

(−1) 𝑗
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
+

(
𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑢, (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

=

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

(−1) 𝑗
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
+ (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2

(
𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, 𝐷

2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

=

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

(−1) 𝑗Re
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
+

+(−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re
(
𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, 𝐷

2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
= Re

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
.

(16)

С помощью неравенств Эрлинга – Ниренберга, Коши – Буняковского, теоремы «о следах», а также
интегрирования по частям и коммутаторов операторов дифференцирования и весового дифференци-
рования, получим оценки для каждого из слагаемых в левой и правой частях (16):

(−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re
(
𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, 𝐷

2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
= −|𝑏 |2Re𝐴𝑘+𝑗−1 + (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re𝐵 =

= (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re𝐵 − |𝑏 |2
2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2,
Re𝐴𝑘+𝑗−1 =

1
2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2,���𝐵��� = �����𝑘+𝑗−1∑︁
𝑙=2

(−1)𝑙𝐵𝑙

����� ≤ 𝜀 2𝑘−1∑︁
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)∥𝑢∥2,

(−1) 𝑗Re
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

= (−1) 𝑗Re𝑎0,2𝑚𝑏

(
(−1) 𝑗𝐶 𝑗+1 +

𝑗∑
𝑙=2

(−1)𝑙𝐵𝑙
)
+ 𝑁0 =

= (−1)2𝑗Re𝑎0,2𝑚𝑏



𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
+ Re𝑎0,2𝑚𝑏

𝑗∑
𝑙=2

(−1)𝑙+𝑗𝐵𝑙 + 𝑁0,
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𝑁0 ≤ 𝜀
(


𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢




2
+



𝐷2𝑚
𝛼,𝑡𝑢



2
)
+ 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2,�����Re𝑎0,2𝑚𝑏

𝑗∑︁
𝑙=2

(−1)𝑙+𝑗𝐵𝑙

����� ≤ 𝜀 2𝑘−1∑︁
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2,

𝑅𝑒

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
≤

���(𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)��� ≤ 𝜀 


𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)∥𝑢∥2.

Применим оценки:

Re𝑎0,2𝑚𝑏



𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
+ Re𝑎0,2𝑚𝑏

𝑗∑
𝑙=2

(−1)𝑙+𝑗𝐵𝑙 + 𝑁0 + (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re𝐵+

+ |𝑏 |2
2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2 = Re
(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

Re𝑎0,2𝑚𝑏



𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
+ |𝑏 |2

2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2 ≤

≤ 𝜀
2𝑘−1∑
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
∥ 𝑓 ∥2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
.

Лемма 3.5 доказана.
Лемма 3.6. Пусть выполнены условия леммы 3.2 и 𝑞 = 2𝑚

2𝑘−1 > 1, 𝑞 ∉ Z, тогда для любой функции 𝑢 (𝑡) ∈
𝐻2𝑚,𝛼,𝑞 (0;𝑑), являющейся решением задачи (5) – (7), имеет место оценка:(

1 + |𝜉 |2
)𝑞2 𝑗




𝐷2𝑚−𝑞1 𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑗
𝑡𝑢




2
≤

≤ 𝜀
2𝑘−1∑
𝑙=0

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞2 𝑗



𝐷2𝑚−𝑞1𝑙

𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
∥ 𝑓 ∥2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
,

(17)

𝑗 = 1, 2, ... : 2𝑚 − 𝑞 𝑗 > 0, 𝜀 > 0 – любое число, 𝑞1 – целая часть 𝑞, 𝑞2 – дробная часть 𝑞.
Доказательство леммы 3.6 очень похоже на доказательство леммы 3.5 и заключается в поэтап-
ной оценке слагаемых выражения, полученного путем применения скалярного произведения (5) на
(−1) 𝑗𝑏

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑞2
𝐷

2𝑚−2𝑞1 𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢.

Лемма 3.7. При выполнении условий леммы 3.2 справедлива оценка

∥𝑢∥2
𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐

(
∥ 𝑓 ∥2

𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1 , |𝜉 |

+
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑︁
𝑗=0

(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)

)
. (18)

Доказательство теоремы 3.1. В доказательстве потребуется
Утверждение 1. При 𝑥,𝑦 ∈ R, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 и произвольном 𝜀 > 0 верно неравенство 𝑥𝑦 ≤ 𝜀𝑥2 + 1

𝜀
𝑦2

Доказательство утверждения 1.
(√
𝜀𝑥 − 1√

𝜀
𝑦

)2
≥ 0, 𝜀𝑥2−2𝑥𝑦+ 1

𝜀
𝑦2 ≥ 0, 𝜀𝑥2+ 1

𝜀
𝑦2 ≥ 2𝑥𝑦 ≥ 𝑥𝑦. Утверждение

1 доказано.

Оценим
���� (1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑
𝑗=0

(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)

���� . Применим утверждение 1 для оценки, получим:

���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑
𝑗=0

���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

��� ���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
��� ≤

≤
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑
𝑗=0

(
𝜀

���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝜉, 0)

���2 + 1
𝜀

���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)
���2)

для любого 𝜀 > 0. Выбирая в этом неравенстве 𝜀 = 𝜀1
(
1 + |𝜉 |2

)−𝑚+𝑞𝑗+ 1
2𝑞 , где 𝑞 = 2𝑚

2𝑘−1 , получим оценку���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝜉, 0)

���2 + 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) , (19)

где 𝜀1 – любое число.
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Рассмотрим
(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
. Будем производить интегрирование по частям, пользуясь краевыми

условиями (7):(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
=

∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 = |интегрируем по частям| =

= 𝜕
2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)
����𝑑
0
−

∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−1− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 =
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)

���2 ����𝑑
0
−

−
∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 = −
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

���2 − ∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 =

= −
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

���2 − (
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
,

Отсюда: ���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

���2 = −2Re
(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
= 2

���Re
(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)��� . (20)

Подставим (20) в (19): ���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
2𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2
���Re

(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)��� + 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
2𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2
���(𝜕2𝑘−1− 𝑗

𝑡 𝑢, 𝜕
2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)��� + 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) .
Применяем для оценки первого слагаемого в правой части этого неравенства утверждение 1 и нера-

венство Коши – Буняковского, получим оценку:���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
2𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2

(
𝜀2




𝜕2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢




2
+ 1

𝜀2




𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢




2
)
+ 1

𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) .
Выберем в этом неравенстве 𝜀2 =

√
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)− 𝑞

2 , получим оценку���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

©­­«
2𝜀

3
2
1
(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗


𝜕2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢




2
+ 2√𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞


𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢




2
+

+ 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2 ª®®¬.
(21)

Применим (21) и неравенство Эрлинга – Ниренберга в правой части неравенства (18), получим:

∥𝑢∥2
2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤

≤ 𝑐
(
∥𝐴𝑢∥2 + 𝜀2

(

𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢



2 +
(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
+ 𝑐 (𝜀2)

𝑘−2∑
𝑗=0

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)
���2) .

Выбирая достаточно малое 𝜀2 > 0, получим:

∥𝑢∥2
2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐1

(
∥𝐴𝑢∥2 +

𝑘−2∑︁
𝑗=0

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)
���2) . (22)

Заметим теперь, что в силу условия 3

|𝑢 (𝜉, 0) | =

�������
∑

|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏 𝜕

𝑗−1
𝑡 𝑢 |𝑡=0∑

|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏

������� ≤ 𝑐 (1 + |𝜉 |)−𝑚 𝑗
��𝐵 𝑗 (𝜉) 𝑢 |𝑡=0

�� ≤ 𝑐 ��𝑔 𝑗 (𝜉)�� .
Применяя это неравенство в (22), получим оценку

∥𝑢∥2
2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐

(
∥ 𝑓 ∥2 +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑚 𝑗− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

��𝑔 𝑗 (𝜉)��2) .
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Таким образом, доказана оценка (8) при 𝑠 = 2𝑚. Справедливость оценки (8) при 𝑠 > 2𝑚 доказывается
методами, аналогичными методам работы [1]. Теорема 3.1 доказана.
Доказательство теоремы 2.1. Пусть решение 𝑣 (𝑥, 𝑡) задачи (1) – (3) принадлежит следующему про-
странству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
. Тогда функция 𝑢 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝑣 (𝑥, 𝑡)] при почти всех 𝜉 ∈ R𝑛 принадлежит

пространству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑) и является решением задачи (5) – (7). Следовательно, в силу теоремы 3.1 для
функции 𝑢 (𝜉, 𝑡) справедлива оценка (8). Интегрируя эту оценку по 𝜉 ∈ R𝑛−1, получим неравенство

∫
𝑅𝑛−1

∥𝑢∥2
𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
𝑑𝜉 ≤ 𝑐

∫
𝑅𝑛−1

©­­«
©­­«

∥ 𝑓 ∥2
𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
+

+
𝑘−1∑
𝑗=1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

��𝑔 𝑗 (𝜉)��2 ª®®¬
ª®®¬𝑑𝜉, (23)

где 𝑓 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐹 (𝑥, 𝑡)] , 𝑔 (𝜉) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐺 (𝑥)].
Из неравенства (23) с помощью равенства Парсеваля получим справедливость априорной оценки (4)

в теореме 2.1.
4. Схема доказательства теоремы 2.2. Утверждение теоремы 2.2 вытекает из следующей теоремы.

Теорема 4.1. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число,

𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число. Пусть 𝑓 (𝜉, 𝑡) ∈ 𝐻̃𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑) и выполнены условия 1 – 3, тогда для любых

𝜉 ∈ R𝑛−1 существует единственное решение задачи (1) – (3), принадлежащее пространству 𝐻̃𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑).
Доказательство этой теоремы проводится сведением задачи (1) – (3) к нелокальной задаче для систе-

мы обыкновенных дифференциальных уравнений с параметром, применением априорной оценки (4)
из теоремы 2.1 и метода продолжения по параметру.
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Аннотация. В данной работе рассмотрено уравнение Лакшманана – Порсезиана – Даниэля (ЛПД). Это уравнение
интегрируемо и имеет пару Лакса. Уравнение ЛПД является обобщением нелинейного уравнения Шредингера и
описывается системой Абловица – Каупа – Ньюэлла-Сегура (АКНС). В работе применены метод синус-косинуса и
метод гиперболического тангенса, получены различные новые точные решения. Предложенные методы являются
эффективными инструментами для поиска точных решений нелинейных дифференциальных уравнений в част-
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1. Introduction. Nonlinear partial differential equations are broadly used to model nonlinear processes
in many areas of mathematical biology, physics, chemistry [18, 1]. As a result of interest in those problems,
different analytical solution methods as Hirota’s bilinear method [6, 7], Darboux transformation method [10, 21],
sine-cosine method [19, 17], hyperbolic tangent method [11, 12] and so on were developed.

Studying the nonlinear excitations of the spin chains with competing bilinear and biquadratic interactions
attracts is the main activity in mathematics and physics. For this reason, Lakshmanan, Porsezian, and Daniel had
been studied the integrable properties of a classical one-dimensional isotropic biquadratic Heisenberg spin chain
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(HSC) in its continuum limit by using a geometric method in Refs. [8, 15]. Researchers suggested the integrable
Lakshmanan – Porsezian – Daniel (LPD) equation which has the higher-order terms (dispersions and nonlinear
effects).

The LPD equation is given by [8, 15],

𝑖𝑞𝑡 + 𝑞𝑥𝑥 + 2|𝑞 |2𝑞 + 𝛾 [𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥 + 8|𝑞 |2𝑞𝑥𝑥 + 2𝑞2𝑞∗𝑥𝑥 + 4𝑞 |𝑞𝑥 |2 + 6𝑞∗𝑞2
𝑥 + 6|𝑞 |4𝑞] = 0, (1)

where 𝑞(𝑥, 𝑡) is a complex valued function of the spatial coordinate 𝑥 and the time 𝑡 , 𝛾 is real constant, the
subscripts denote the partial derivatives with respect to the variables 𝑥, 𝑡 . The LPD equation is NLS type
equation with higher-order nonlinear terms, such as fourth-order dispersion, second-order dispersion, cubic
and quintic nonlinearities. It also describes the effect of higher-order molecular excitations that introduce
quadruple–quadruple coefficients and is a candidate of integrable. Moreover, the LPD equation demonstrates
many integrability properties like Painleve analysis, Lax pair representation, soliton solutions, and so on. More
clearly the LPD equation describes the nonlinear effect in Refs. [8, 15, 5].

In the case 𝛾 = 0, (1) reduces into nonlinear Schrodinger equation

𝑖𝑞𝑡 + 𝑞𝑥𝑥 + 2|𝑞 |2𝑞 = 0. (2)

Linear eigenvalue problem for (1), which is obtained through the Ablowitz – Kaup – Newell-Segur (AKNS)
system [2, 13, 14], is written as

Ψ𝑥 = 𝐴Ψ, (3)
Ψ𝑡 = 𝐵Ψ, (4)

with eigenfunctions as Ψ = (Ψ1,Ψ2)𝑇 , and

𝐴 = −𝑖𝜆𝜎3 +𝑀, (5)
𝐵 = [3𝑖𝛾 |𝑞 |4 + 𝑖 |𝑞 |2 + 𝑖𝛾 (𝑞∗𝑞𝑥𝑥 + 𝑞𝑞 ∗𝑥𝑥 −|𝑞𝑥 |2) + 8𝑖𝛾𝜆4 + 2𝜆𝛾 (𝑞𝑞∗𝑥 − 𝑞𝑥𝑞∗) −

−2𝑖𝜆2 (2𝛾 |𝑞 |2 + 1)]𝜎3 − 8𝛾𝜆3𝑀 − 4𝑖𝛾𝜆2𝜎3𝑀𝑥 + 6𝑖𝛾𝑀2𝑀𝑥𝜎3 +
+𝑖𝜎3𝑀𝑥 + 𝑖𝛾𝜎3𝑀𝑥𝑥𝑥 + 2𝜆(𝑀 + 𝛾𝑀𝑥𝑥 − 2𝛾𝑀3), (6)

where

𝑀 =

(
0 𝑞

−𝑞∗ 0

)
, 𝜎3 =

(
1 0
0 −1

)
,

𝜆 is a parameter, so that

𝐴𝑡 − 𝐵𝑥 +𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 0, (7)

is equivalent to (1). Matrices 𝐴, 𝐵 are Lax pair of (1). The compatibility condition (7) can be understood also as
the zero curvature condition.

Optical solitons for the local (classical) LPD equation are found by modified simple equation method in
[3], by the trial equation method [4], and by Riccati equation approach [16]. Dynamical behavior of solution
in integrable nonlocal LPD equation is studied via Darboux transformation in Ref. [9]. Very recently inverse
scattering transform has been applied in Ref. [20] where generalized nonlocal Lakshmanan – Porsezian – Daniel
(LPD) equation is introduced, and its integrability as an infinite dimensional Hamilton dynamic system is
established.

In this paper, we construct some new exact solutions for (1) by analytical methods.We study the LPD equation
(1) by the sine-cosine method and the hyperbolic tangent method. Such methods have been widely applied for a
wide variety of nonlinear partial differential equations to obtain different kind of solutions.

2. Sine–cosine Method. Due to in (1) 𝑞(𝑥, 𝑡) is complex function we apply the next transformation

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝛼𝑡𝑢 (𝑥), (8)

to convert the LPD equation (1) into ordinary differential equation (ODE). After substitution (8) into (1) and
making some algebraic manipulation we obtain ODE

−𝛼𝑢 + 𝑢′′ + 2𝑢3 + 𝛾 [𝑢′′′′ + 10𝑢2𝑢′′ + 10𝑢 (𝑢′)2 + 6𝑢5] = 0, (9)

where 𝛼,𝛾 are real constants and a prime mark denotes a derivative by independent variable 𝑥 . In the next
subsection, (9) can be solved by applying the sine-cosine method in variable 𝑥 .
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2.1 The Sine Solution. According to method the sine solution of the (9) can be found by transformation

𝑢 (𝑥) = 𝜆 sin𝛽 (𝜇𝑥), (10)

where parameters 𝜆, 𝜇 and 𝛽 will be determined, and 𝜇 is wave number. We use (10) and its derivatives

𝑢
′ (𝑥) = 𝜆𝛽𝜇 sin𝛽−1 (𝜇𝑥) cos(𝜇𝑥), (11)

𝑢
′′ (𝑥) = −𝜇2𝛽2𝜆 sin𝛽 (𝜇𝑥) + 𝜇2𝜆𝛽 (𝛽 − 1) sin𝛽−2 (𝜇𝑥), (12)

𝑢
′′′′ (𝑥) = 𝜇4𝛽4𝜆 sin𝛽 (𝜇𝑥) − 2𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽2 − 2𝛽 + 2) sin𝛽−2 (𝜇𝑥) +

+ 𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽 − 2) (𝛽 − 3) sin𝛽−4 (𝜇𝑥). (13)

After substitution of Eqs. (10)-(13) into (9) we obtain

−𝛼𝜆 sin𝛽 (𝜇𝑥) − 𝜇2𝛽2𝜆 sin𝛽 (𝜇𝑥) + 𝜇2𝜆𝛽 (𝛽 − 1) sin𝛽−2 (𝜇𝑥) +
+2𝜆3 sin3𝛽 (𝜇𝑥) + 𝛾𝜇4𝛽4𝜆 sin𝛽 (𝜇𝑥) − 2𝛾𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽2 − 2𝛽 + 2) sin𝛽−2 (𝜇𝑥) +

+𝛾𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽 − 2) (𝛽 − 3) sin𝛽−4 (𝜇𝑥) − 20𝜆3𝛾𝜇2𝛽2 sin3𝛽 (𝜇𝑥) +
+10𝜇2𝜆3𝛾𝛽 (𝛽 − 1) sin3𝛽−2 (𝜇𝑥) + 10𝜆3𝛾𝜇2𝛽2 sin3𝛽−2 (𝜇𝑥) + 6𝜆5𝛾 sin5𝛽 (𝜇𝑥) = 0. (14)

Using the balance method, by equating the exponents of 𝑠𝑖𝑛𝑘 from (14) we find 𝛽 :

𝛽 − 4 = 5𝛽 ⇒ 𝛽 = −1. (15)

Substitute (15) in (14) we obtain

−𝛼𝜆 sin−1 (𝜇𝑥) − 𝜇2𝜆 sin−1 (𝜇𝑥) + 2𝜇2𝜆 sin−3 (𝜇𝑥) + 2𝜆3 sin−3 (𝜇𝑥) +
+𝛾𝜇4𝜆 sin−1 (𝜇𝑥) − 20𝛾𝜇4𝜆 sin−3 (𝜇𝑥) + 24𝛾𝜇4𝜆 sin−5 (𝜇𝑥) − 20𝜆3𝛾𝜇2 sin−3 (𝜇𝑥) +

+20𝜇2𝜆3𝛾 sin−5 (𝜇𝑥) + 10𝜆3𝛾𝜇2 sin−5 (𝜇𝑥) + 6𝜆5𝛾 sin−5 (𝜇𝑥) = 0. (16)

From (16) we have the next system

sin−1 (𝜇𝑥) : −𝛼𝜆 − 𝜇2𝜆 + 𝛾𝜇4𝜆 = 0, (17)
sin−3 (𝜇𝑥) : 2𝜇2𝜆 + 2𝜆3 − 20𝛾𝜇4𝜆 − 20𝜆3𝛾𝜇2 = 0, (18)
sin−5 (𝜇𝑥) : 24𝛾𝜇4𝜆 + 20𝜇2𝜆3𝛾 + 10𝜆3𝛾𝜇2 + 6𝜆5𝛾 = 0. (19)

Solving the last system yields

𝛼 = − 9
100𝛾

, 𝜇 = ±
√︄

1
10𝛾

, 𝜆 = ±
√︄
− 1

10𝛾
. (20)

Substituting (20) into (10) and then obtained expression into (8) we obtain the solitary wave solution and the
periodic solution

𝑞1 (𝑥, 𝑡) = ±
√︄
− 1

10𝛾
𝑐𝑠𝑐ℎ(

√︄
1

10𝛾
𝑥)𝑒−

9𝑖
100𝛾 𝑡 , 𝛾 < 0,

(21)

𝑞1 (𝑥, 𝑡) = ±
√︄
− 1

10𝛾
𝑐𝑠𝑐 (

√︄
1

10𝛾
𝑥)𝑒−

9𝑖
100𝛾 𝑡 , 𝛾 > 0.

2.2 The Cosine Solution.According to method the cosine solution of the (9) can be found by transformation

𝑢 (𝑥) = 𝜆 cos𝛽 (𝜇𝑥), (22)

where parameters 𝜆, 𝜇 and 𝛽 will be determined, and 𝜇 is wave number. We use (22) and its derivatives

𝑢
′ (𝑥) = −𝜆𝛽𝜇 cos𝛽−1 (𝜇𝑥) sin(𝜇𝑥), (23)

𝑢
′′ (𝑥) = −𝜇2𝛽2𝜆 cos𝛽 (𝜇𝑥) + 𝜇2𝜆𝛽 (𝛽 − 1) cos𝛽−2 (𝜇𝑥), (24)

𝑢
′′′′ (𝑥) = 𝜇4𝛽4𝜆𝑐𝑜𝑠𝛽 (𝜇𝑥) − 2𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽2 − 2𝛽 + 2) cos𝛽−2 (𝜇𝑥) +

+ 𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽 − 2) (𝛽 − 3) cos𝛽−4 (𝜇𝑥). (25)
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Substituting Eqs. (22)-(25) into (9) we obtain

−𝛼𝜆 cos𝛽 (𝜇𝑥) − 𝜇2𝛽2𝜆 cos𝛽 (𝜇𝑥) + 𝜇2𝜆𝛽 (𝛽 − 1) cos𝛽−2 (𝜇𝑥) +
+2𝜆3 cos3𝛽 (𝜇𝑥) + 𝛾𝜇4𝛽4𝜆 cos𝛽 (𝜇𝑥) − 2𝛾𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽2 − 2𝛽 + 2) cos𝛽−2 (𝜇𝑥) +

+𝛾𝜇4𝜆𝛽 (𝛽 − 1) (𝛽 − 2) (𝛽 − 3) cos𝛽−4 (𝜇𝑥) − 20𝜆3𝛾𝜇2𝛽2 cos3𝛽 (𝜇𝑥) +
+10𝜇2𝜆3𝛾𝛽 (𝛽 − 1) cos3𝛽−2 (𝜇𝑥) + 10𝜆3𝛾𝜇2𝛽2 cos3𝛽−2 (𝜇𝑥) + 6𝜆5𝛾 cos5𝛽 (𝜇𝑥) = 0. (26)

From (26) by using the balance method we find 𝛽 :

𝛽 − 4 = 5𝛽 ⇒ 𝛽 = −1. (27)

After substitution (27) in (26) we obtain

−𝛼𝜆 cos−1 (𝜇𝑥) − 𝜇2𝜆 cos−1 (𝜇𝑥) + 2𝜇2𝜆 cos−3 (𝜇𝑥) + 2𝜆3 cos−3 (𝜇𝑥) +
+𝛾𝜇4𝜆 cos−1 (𝜇𝑥) − 20𝛾𝜇4𝜆 cos−3 (𝜇𝑥) + 24𝛾𝜇4𝜆 cos−5 (𝜇𝑥) − 20𝜆3𝛾𝜇2 cos−3 (𝜇𝑥) +

+20𝜇2𝜆3𝛾 cos−5 (𝜇𝑥) + 10𝜆3𝛾𝜇2 cos−5 (𝜇𝑥) + 6𝜆5𝛾 cos−5 (𝜇𝑥) = 0. (28)

From (28) we have the next system of equations

cos−1 (𝜇𝑥) : −𝛼𝜆 − 𝜇2𝜆 + 𝛾𝜇4𝜆 = 0, (29)
cos−3 (𝜇𝑥) : 2𝜇2𝜆 + 2𝜆3 − 20𝛾𝜇4𝜆 − 20𝜆3𝛾𝜇2 = 0, (30)
cos−5 (𝜇𝑥) : 24𝛾𝜇4𝜆 + 20𝜇2𝜆3𝛾 + 10𝜆3𝛾𝜇2 + 6𝜆5𝛾 = 0. (31)

Solving the last system yields

𝛼 = − 9
100𝛾

, 𝜇 = ±
√︄

1
10𝛾

, 𝜆 = ±
√︄
− 1

10𝛾
. (32)

Substituting (32) into (22) and then obtained expression into (8) we obtain the solitary wave solution and the
periodic solution

𝑞2 (𝑥, 𝑡) = ±
√︄
− 1

10𝛾
𝑠𝑒𝑐ℎ(

√︄
1

10𝛾
𝑥)𝑒−

9𝑖
100𝛾 𝑡 , 𝛾 < 0,

(33)

𝑞2 (𝑥, 𝑡) = ±
√︄
− 1

10𝛾
𝑠𝑒𝑐 (

√︄
1

10𝛾
𝑥)𝑒−

9𝑖
100𝛾 𝑡 , 𝛾 > 0.

3. The Hyperbolic Tangent Method. In this section, we use the hyperbolic tangent method as presented
by Malfliet [11, 12] to ODE (9)

−𝛼𝑢 + 𝑢′′ + 2𝑢3 + 𝛾 [𝑢′′′′ + 10𝑢2𝑢′′ + 10𝑢 (𝑢′)2 + 6𝑢5] = 0. (34)

According to method, we apply the following series expansion,

𝑢 (𝑥) = 𝑆 (𝑌 ) =
𝑀∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑌
𝑘 , (35)

where 𝑌 = tanh(𝜇𝑥) and 𝑀 is a positive integer, in most cases, that will be determined. To determine the
parameter 𝑀 , we usually balance the linear terms of highest-order derivative in the resulting equation with the
highest-order nonlinear terms. For our (34), balancing the nonlinear term 𝑢5, which has the exponent 5𝑀 , with
the highest order derivative 𝑢 ′′′′ , which has the exponent 𝑀 + 4, yields 5𝑀 = 𝑀 + 4 that gives 𝑀 = 1. Then, the
hyperbolic tangent method allows us to use the substitution

𝑢 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑌, (36)

where

𝑌 = tanh(𝜇𝑥),
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and derivatives by method are

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝜇 (1 − 𝑌 2) 𝑑𝑢

𝑑𝑌
, (37)

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 = −2𝜇2𝑌 (1 − 𝑌 2) 𝑑𝑢
𝑑𝑌

+ 𝜇2 (1 − 𝑌 2)2 𝑑
2𝑢

𝑑𝑌 2 , (38)

𝑑4𝑢

𝑑𝑥4 = −8𝜇4𝑌 (1 − 𝑌 2) (3𝑌 2 − 1) 𝑑𝑢
𝑑𝑌

+ 4𝜇4 (1 − 𝑌 2)2 (9𝑌 2 − 2) 𝑑
2𝑢

𝑑𝑌 2 −

−12𝜇4𝑌 (1 − 𝑌 2)3 𝑑
3𝑢

𝑑𝑌 3 + 𝜇4 (1 − 𝑌 2)4 𝑑
4𝑢

𝑑𝑌 4 , (39)

and so on. After substitution Eqs. (36)-(39) into (34), collecting the coefficients of 𝑌𝑛 , and solving the resulting
system with the aid of Maple, we find the following result:

𝑎0 = 0, 𝑎1 = ±
√︄
− 1

5𝛾
, 𝜇 = ±

√
5

10√𝛾 , 𝛼 = − 4
25𝛾

. (40)

By substituting Eqs. (40) into (36), and then the obtained expression into (8), we can obtain the periodic solution
and the solitary wave solution for the LPD equation (1) in the following forms

𝑞3 (𝑥, 𝑡) = ±𝑒−
4𝑖

25𝛾 𝑡

√︄
− 1

5𝛾
𝑡𝑎𝑛(

√
5

10√𝛾 𝑥), 𝛾 < 0,

(41)

𝑞3 (𝑥, 𝑡) = ±𝑒−
4𝑖

25𝛾 𝑡

√︄
− 1

5𝛾
𝑡𝑎𝑛ℎ(

√
5

10√𝛾 𝑥), 𝛾 > 0.

(42)

4. Conclusion. In this work, the Lakshmanan – Porsezian – Daniel equation was studied by the sine-cosine
method and the hyperbolic tangent method. We obtained the periodic solutions and the solitary wave solutions.
These methods can also be performed to other nonlinear partial differential equations in mathematical physics.
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Аннотация. В работе рассматриваются функции распределения расстояния между двумя независимыми и рав-
номерно распределенными случайными точками, а также длины хорды в ограниченном выпуклом домене D.
Используя ряд известных фактов, выводится явный вид функций распределения длины хорды и плотности для
ограниченных выпуклых доменов с гладкой границей, а также явный вид функции плотности расстояния между
двумя точками.
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Abstract. In the paper we consider the distribution functions of two independent and uniformly distributed random points,
as well as the chord length in a bounded convex domain D. Using a number of known facts, we derive the explicit form of
the distribution functions of the chord length and density for bounded convex bodies with a smooth boundary, as well as the
explicit form of the density function of the distance between two points.
Key words: chord length, bounded convex domain, distribution, distance between two points, density functions, explicit
form, of the distance density function
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Введение. Актуальность темы заключается в том, что именно посредством функции распределения
длины хорды происходит опознание одной из интересных задач стохастической геометрии: опознание
ограниченных выпуклых тел, пересекающих через случайные 𝑘 – плоскости (𝑘-flats). В работе обсужден
случай 𝑘 = 1, 𝑛 = 2. В зависимости от направления изучение выпуклых тел по функции распределения
длины хорды эквивалентно изучению его ковариограмм. Все это является задачами геометрической
томографии, так как в зависимости от направления функция распределения длины хорды – это вероят-
ность того, что пересечение 𝑋 -прямо в фиксированном направлении с телом D меньше или равно 𝑦.

Цель работы – обсудить распределение длины хорды и расстояния между двумя точками в R2,
получить их явный вид для частного случая.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:
- проанализировать и оценить имеющиеся научно-исследовательские материалы;
- обсудить и выявить некоторые вопросы, связанные с функциями плотности и распределения

расстояния между двумя точками и длины хорды;
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- получить явный вид функции плотности расстояния между двумя точками ограниченных выпук-
лых областей с гладкой границей;

- получить явный вид функции плотности и распределения длины хорды ограниченных выпуклых
областей с гладкой границей;

- получить функции плотности и распределения длины хорды для случая круга.
Материалыиметодыисследования.Проанализированыи обработаны соответствующие научные

источники. Когда рассматривается такой случай, при которомнаправлениеизвестно (зафиксировано), то
это называется распределением длины хорды, зависящим от направления. А если рассматривается слу-
чай, когда направление не зафиксировано, то это называется распределением длины хорды независимо
от направления. Последнее и послужило предметом обсуждения данной работы. В работе применены
методы теории вероятностей интегральной и стохастической геометрии.

1. Функция распределения расстояния между двумя точками. Функция распределения расстоя-
ния r между двумя независимыми и равномерно распределенными случайными точками в ограничен-
ной выпуклой области D формулируется следующим образом:

T(x) = P(𝑟 ≤ 𝑥) = 1
| |D2 | |

𝝁 (𝑃1, 𝑃2 ∈ D : 𝑟 ≤ 𝑥) = 1
| |D| |2

∬
𝑟 ≤ 𝑥

𝑑𝑃1𝑑𝑃2,

где 𝝁 – мера Лебега, d – диаметр тела D : d = diam(D) = max{𝝆 (𝑥,𝑦) : x, y ∈ D}, где 𝝆 (𝑥,𝑦) расстояние
между точками x и y, r = 𝝆 (𝑃1, 𝑃2), a | |D| | площадь области.
В работе [3] дан следующий результат:

T(x) =



0 x ≤ 0
𝜋𝑥2

| |D | | +
[

8 | |D | |
|𝜕D |2 − 2𝑥2

| |D | |

]
arcsin

(
𝑥 |𝜕D |
4 | |D | |

)
−

[
𝑥3 |𝜕D |
16 | |D3 | | +

𝑥
2 |𝜕D | | |D | |

] [
16| |D2 | | − 𝑥2 |𝜕D|2

] 1
2 0 < x ≤ d

1 x ≥ d,

(1)

где |𝜕D| периметр области. Предполагается, что граница области свободна от угловых точек и отрезков.
Таким образом, для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей функция распределения рас-
стояния между двумя точками дается отмеченной выше (1) формулой. Обозначим функцию плотности
расстояния между двумя точками t (x). Для t (x) получим удобный вид.
Утверждение 1.Для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей функция плотности расстояния
между двумя точками имеет следующий вид:

t (𝑥) =


0 x ∉ (0, 𝑑]

2
| |D | |

{
𝜋𝑥 − 2𝑥 arcsin

[
𝑥 |𝜕D |
4 | |D | |

]
− 𝑥2 |𝜕D |

2 | |D | |

[
1 −

(
𝑥 |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2
}

0 < x ≤ d.
(2)

Доказательство. Из (1) формулой получим:

t (x) = 𝑑

𝑑𝑥
[T(x)] = 2𝜋x

| |D| | −
4x
| |D| | arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
+ |𝜕D|

4| |D| |

[
8| |D| |
|𝜕D|2

− 2x2

| |D| |

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

−
[
3x2 |𝜕D|
16| |D| |3 + 1

2 |𝜕D| | |D| |

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2

+ x |𝜕D|2
[
x3 |𝜕D|
16| |D| |3 + x

2 |𝜕D| | |D| |

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]− 1
2

=
2

| |D| |

{
𝜋x − 2x arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
+ |𝜕D|

4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− x2

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

−
[
3x2 |𝜕D|
32| |D| |2 + 1

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2

+ x |𝜕D|2
[
x3 |𝜕D|
32| |D| |2 + x

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]− 1
2

}
=:

2
| |D| |

{
𝑄1 +𝑄2

}
,

(3)

где

𝑄1 = 𝜋x − 2x arcsin
[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
,
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𝑄2 =
|𝜕D|

4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− 𝑥2

] [
1 −

(
𝑥 |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

−
[
3x2 |𝜕D|
32| |D| |2 + 1

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2 +

+x |𝜕D|2
[
x3 |𝜕D|
32| |D| |2 + x

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]− 1
2 .

Изучим 𝑄2:

𝑄2 =

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2
{

|𝜕D|
4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− x2

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1

− 4| |D| |
[
3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

]
+

+
[
x3 |𝜕D|2 + 8| |D| |2𝑥

32| |D| |2 |𝜕D|

]
·
(
𝑥 |𝜕D|2

)
(4| |D| |)

[
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]−1
}
=:

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

{𝑄3 −𝑄4}, (4)

где

𝑄3 =
|𝜕D|

4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− x2

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1

+
[
x3 |𝜕D|2 + 8| |D| |2𝑥

32| |D| |2 |𝜕D|

]
·
(
x |𝜕D|2

)
(4| |D| |)

[
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]−1
,

𝑄4 = 4| |D| |
[
3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

]
.

Изучим 𝑄3 :

𝑄3 =
4| |D| |
|𝜕D|

[
4| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
· 4| |D| |x2 |𝜕D|2

32| |D| |2 |𝜕D|

=
4| |D| |
|𝜕D|

{ [
4| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
· x

2 |𝜕D|2

32| |D| |2

}
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
·
[
8| |D| |2 − 2x2 |𝜕D|2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
· x

2 |𝜕D|2

32| |D| |2

}
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
| |D| |2 − (x |𝜕D|)2 −

(
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

)
2
[
| |D| |2 − (x |𝜕D|)2] +

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
· x

2 |𝜕D|2

32| |D| |2

}
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
·
[
x2 |𝜕D|2

32| |D| |2 − 1
2

] }
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
·
[
x2 |𝜕D|2 − (4| |D| |)2

32| |D| |2

] }
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
− x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2

}
= 4| |D| |

{
1

2 |𝜕D| −
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

}
.

Отсюда получим:

𝑄3 −𝑄4 = 4| |D| |
{

1
2 |𝜕D| −

x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2
32| |D| |2 |𝜕D|

}
− 4| |D| |

[
3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

]
= 4| |D| |

{
1

2 |𝜕D| −
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2 + 3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

}
= 4| |D| |

{
1

2 |𝜕D| −
x2 |𝜕D|2 + 4| |D| |2

8| |D| |2 |𝜕D|

}
= 4| |D| |

{
4| |D| |2 − x2 |𝜕D|2 − 4| |D| |2

8| |D| |2 |𝜕D|

}
= −x2 |𝜕D|

2| |D| | .

Следовательно, из (4) получим:

𝑄2 =

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
𝑄3 −𝑄4

}
= −x2 |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

. (5)
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Из выражений (3) и (5) получим (2):

t (x) = 2
| |D| |

{
𝑄1 +𝑄2

}
=

2
| |D| |

{
𝜋x − 2x arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
− x2 |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2
}
.

■

2. Функция распределения длины хорды. Пространство ориентированных прямых в евклидовой
плоскости обозначим буквой G. Любая прямая 𝑔 ∈ G однозначно определяется параметрами p и 𝜑 , где p
– длина вертикали, проведенная к прямой от начала координат, а 𝜑 – угол, составленный вертикалью,
проведенной к прямой от начала координат, с положительным направлением оси 𝑋 . Таким образом,
(p, 𝜑) являются координатами прямой 𝑔 ∈ G.

В пространстве G примем в качестве размера локальный конечный размер 𝜇 (·), инвариантный по
отношению к группе евклидовых движений (вращение и параллельное перемещение). Известно [8],
что инвариантный размер прямых имеет следующий вид: 𝜇 (dg) = 𝑑𝑔 = 𝑑p𝑑𝜑. Для любой ограниченной
выпуклой области D множество прямых, пересекающих D, обозначим [D] = {𝑔 ∈ G : g ∩ D ≠ ∅}.

Доказано в [2], что: 𝜇 ( [D]) = |𝜕D| . Обозначим𝐴𝑦

D множество тех прямых, пересекающихD, где длина
хорды |𝝌 (𝑔) | меньше и равна 𝑦, где 𝝌 (𝑔) = 𝑔 ∩ D: 𝐴𝑦

D = {𝑔 ∈ [D] : |𝝌 (𝑔) | ≤ 𝑦}, 𝑦 ∈ R. Доказано [10], что
|𝝌 (𝑔) | измеримая функция на [D].

Функция распределения длины хорды |𝝌 (𝑔) | области D формулируется как:

F(y) = 1
|𝜕D| 𝜇 (A

y
D) =

1
|𝜕D|

∬
Ay
D

𝑑𝜑𝑑p. (6)

Поэтому для получения функции распределения длины хорды для ограниченной выпуклой области D
необходимо вычислить интеграл, написанный в правой части выражения (6). Для распределения функ-
ций длины хорды известны уравнения, данные в явном виде, например, для круга [9], прямоугольника
[4] и правильного многоугольника [5].

Доказано в [10], что функция F(y) – непрерывная функция от y. Обычно предполагается, что F
абсолютно непрерывна с плотностью f , несмотря на то, что доказательства абсолютной непрерывности
F нет.

3. Распределение длины хорды для ограниченных выпуклых областей. В работе [1] дано
уравнение для расчета функции плотности t (x) расстояния между двумя независимыми и равномерно
распределенными случайными точками в ограниченной выпуклой области D с помощью функции
распределения длины хорды.

t (x) =
{

0 x ∉ (0, 𝑑]
1

| |D | |2
[
2| |D| |𝜋x − 2 |𝜕D| x2 + 2 |𝜕D| x

∫ 𝑥

0 F(u)du
]

0 < x ≤ d ,
(7)

где F(·) – функция распределения длины хорды для области D.
Используя уравнение (7), можем получить уравнение для расчета функции распределения длины

хорды в ограниченной выпуклой области D с помощью функции плотности расстояния между двумя
точками.

t (x)
x

=
1

| |D| |2

[
2| |D| |𝜋 − 2 |𝜕D| x + 2 |𝜕D|

∫ 𝑥

0
F(u)du

]
,

𝑑

𝑑𝑥

[
t (x)
x

]
=

1
| |D| |2 [−2 |𝜕D| + 2 |𝜕D| F(x)] ,

2 |𝜕D| F(x) − 2 |𝜕D| = | |D| |2 𝑑
𝑑x

[
t (x)
x

]
,

2 |𝜕D| F(x) = 2 |𝜕D| | |D| |2 𝑑
𝑑x

[
t (x)
x

]
,

F(x) = 1 + ||D| |2
2 |𝜕D|

𝑑

𝑑x

[
t (x)
x

]
, 0 < x ≤ d .

Таким образом,

F(x) =


0 x ≤ 0
1 + | |D | |2

2 |𝜕D |
𝑑
𝑑x

[
t (x)
x

]
0 < x ≤ d

1 x ≥ d .

(8)
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В уравнении (8), используя функциюплотности расстояниямежду двумя точками для ограниченных
выпуклых областей с гладкой границей, можем получить функцию распределения длины хорды для
ограниченных выпуклых областей.
Утверждение 2. Для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей функции плотности и
распределения длины хорды имеют следующий вид:

F(𝑥) =


0, 𝑥 ≤ 0;

1 −
[
1 −

(
𝑥 |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

, 0 < 𝑥 ≤ 𝑑 ;

1, x ≥ 𝑑 ;

f (𝑥) =


0, 𝑥 ∉ (0, 𝑑];
𝑥 |𝜕D|2

16| |D| |2

[
1 − 𝑥2 |𝜕D|2

16| |D| |2

]− 1
2

, 0 < 𝑥 ≤ 𝑑.

Доказательство. Чтобы получить функцию распределения длины хорды для ограниченных выпуклых
областей, нужно в выражение (8) вставить выражение (2):

t (x)
x

=
2

| |D| |

{
𝜋 − 2 arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
− x |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2
}
, (0 < x ≤ d) ,

𝑑

𝑑x

[
t (x)
x

]
=

2
| |D| |

{
− 2

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

· |𝜕D|
4| |D| | −

|𝜕D|
2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

+ x |𝜕D|
2| |D| | ·

1
2

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

· 2x |𝜕D|2

(4| |D| |)2

}
,

| |D| |2
2 |𝜕D| ·

𝑑

𝑑x

[
t (x)
x

]
=

| |D| |
|𝜕D|

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
− |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1

− |𝜕D|
2| |D| | +

x |𝜕D|
2| |D| | ·

x |𝜕D|2

(4| |D| |)2

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1 }

=
| |D| |
|𝜕D|

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
x |𝜕D|
2| |D| | ·

x |𝜕D|2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2 − |𝜕D| (4| |D| |)2

2| |D| |
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − |𝜕D|

2| |D| |

}
=

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{

x2 |𝜕D|2

2
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − (4| |D| |)2

2
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − 1

2

}
=

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{

x2 |𝜕D|2 − (4| |D| |)2

2
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − 1

2

}
=

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
−1

2
− 1

2

}
.

Вставив полученное выражение в выражение (8), получим:

F(x) =


0 x ≤ 0

1 −
[
1 −

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2

0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 .

Отсюда получим, что:

f (x) = 𝑑

𝑑x
[F (x)] =


0 x ∉ (0, 𝑑]
x |𝜕D |2

16 | |D | |2
[
1 − x2 |𝜕D |2

16 | |D | |2
]− 1

2 0 < x ≤ d .

■
В частном случае для круга с диаметром𝑑 получим функции плотности и распределения расстояния

между двумя точками и длины хорды.
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4.Частныйслучай.Вфункциях распределениярасстояниямеждудвумя точкамив явномвидеданы
функции плотности и распределения расстояния между двумя точками для ограниченных выпуклых
областей (см. уравнение (1) и уравнение (2)).

T(x) =



0 x ≤ 0
𝜋x2

| |D | | +
[

8 | |D | |
|𝜕D |2 − 2x2

| |D | |

]
arcsin

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)
−

[
x3 |𝜕D |

16 | |D | |3 +
x

2 |𝜕D | | |D | |

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2 0 < x ≤ d

1 x ≥ d .

t (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]

2
| |D | |

{
𝜋x − 2x arcsin

[
x |𝜕D |
4 | |D | |

]
− x2 |𝜕D |

2 | |D | |

[
1 −

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2
}

0 < x ≤ d .

Очевидно, что для случая с кругом | |D| | = 𝜋d2

4 , |𝜕D| = 𝜋d.
Таким образом, согласно (1) для круга функция распределения расстояния между двумя точками

будет иметь следующий вид:

T(x) =


0 x ≤ 0
4x2

d2 +
[

2
𝜋
− 8x2

𝜋d2

]
arcsin

( x
d

)
−

[
4x3

𝜋2d5 + 2x
𝜋2d3

] [
𝜋2d4 − 𝜋2d2] 1

2 0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 ,

T(x) =


0 x ≤ 0
4x2

d2 +
[

2
𝜋
− 8x2

𝜋d2

]
arcsin

( x
d

)
−

[
4x3

𝜋d4 + 2x
𝜋d2

] [
d2 − 1

] 1
2 0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 .

Согласно (2) для кругафункцияплотности расстояниямежду двумя точками будет иметь следующий
вид:

t (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]

8
𝜋d2

{
𝜋x − 2x arcsin

( x
d

)
− 2x2

d

[
1 −

( x
d

)2
] 1

2

}
0 < x ≤ d .

Используя уравнение связи между двумя распределениями и уравнение функции распределения
расстояния между двумя точками для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей, в явном
виде получили функции плотности и распределения длины хорды для ограниченных выпуклых об-
ластей с гладкой границей. Таким образом, согласно распределению длины хорды для ограниченных
выпуклых областей (см. утверждение 2), имеем:

F(x) =


0 x ≤ 0

1 −
[
1 −

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2

0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 ,

f (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]
x |𝜕D |2

16 | |D | |2
[
1 − x2 |𝜕D |2

16 | |D | |2
]− 1

2 0 < x ≤ d ,

откуда для случая круга получим:

F(x) =


0 x ≤ 0

1 −
[
1 −

( x
d

)2
] 1

2 0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 ,

f (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]
x
d2

[
1 −

( x
d

)2
]− 1

2 0 < x ≤ d ,

где F(x) – функция распределения длины хорды для круга, а f (x) – функция плотности длины хорды
для круга.
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В работе [9] дана функция распределения длины хорды для круга, которая совпадает с полученной
в данной работе функцией распределения длины хорды для круга.

Заключение. Таким образом, обобщая работу, приходим к следующему заключению:
– получили явный вид функции плотности расстояния между двумя точками для ограниченных

выпуклых областей с гладкой границей;
– получили явный вид функций плотности и распределения длины хорды для ограниченных вы-

пуклых областей с гладкой границей.
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МЕТОД ДВУХМАСШТАБНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ
В ЗАДАЧЕ О КОЛЕБАНИЯХ ТЕМПЕРАТУРЫ В МЕРЗЛОМ ГРУНТЕ

А. М. Мейрманов
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E-mail: meirmanovam@mgsu.ru

Аннотация. В работе исследуется задача о динамике мерзлого грунта при изменении внешней температуры на
границе рассматриваемойфизическойобласти. Согласно общепринятой схеме, независимопредложеннойР. Барри-
джем и Дж. Келлером и Э. Санчес-Паленсией в 1980 году, в первую очередь формулируется микроскопическая мате-
матическая модель, описывающая физический процесс на микроскопическом уровне уравнениями классической
механики Ньютона сплошных сред. Естественным малым параметром здесь является средний безразмерный диа-
метр пор твердого скелета грунта. В этой модели изменение температуры среды регулируется задачей Стефана, а
динамикажидкости в порах абсолютно твердого скелета грунта подчинена уравнениямСтокса для вязкой несжима-
емой жидкости. Вторым и основным моментом метода является вывод макроскопических уравнений физического
процесса, получающихся предельным переходом при стремлении малого параметра к нулю (усреднении). Целью
настоящей работы является вывод макроскопических уравнений (усреднение), описывающих динамику мерзлого
грунта, с помощью метода двухмасштабного разложения.
Ключевые слова: задача Стефана, уравнения Стокса вязкой сжимаемой жидкости, усреднение
Дляцитирования:Мейрманов А.М. 2022. Метод двухмасштабного разложения в задаче о колебаниях температуры
в мерзлом грунт. Прикладная математика & Физика. 54(1): 28–32. DOI 10.52575/2687-0959-2022-54-1-28-32

TWO-SCALE EXPANSION METHOD
IN THE PROBLEM OF TEMPERATURE OSCILLATIONS IN FROZEN SOIL

Anvarbek Meirmanov

Article submitted by a member of the editorial board A. V. Noskov

Moscow State University of Civil Engineering,
Moscow 129337, Russia

E-mail: meirmanovam@mgsu.ru
Received February, 16, 2022

Abstract. The paper investigates the problem of the dynamics of frozen soil with a change in the external temperature
at the boundary of the physical domain under consideration. According to the generally accepted scheme, independently
proposed by R. Barridge and J. Keller and E. Sanchez-Palencia in 1980, we first formulate a microscopic mathematical model,
that describes the physical process at the microscopic level by the equations of classical Newtonian mechanics of continuous
media. A natural small parameter here is the average dimensionless diameter of the pores of the solid skeleton. In this model
the change in the temperature of the medium is controlled by the Stefan problem, and the dynamics of fluid in the pores of
an absolutely rigid skeleton obeys the Stokes equations for a viscous incompressible fluid. The second and main point of the
method is the derivation of the macroscopic equations of the physical process, which are obtained by passing to the limit as a
small parameter tends to zero (homogenization). The purpose of this work is to derive macroscopic (homogenized) equations
describing the dynamics of frozen soil using the two-scale expansion method.
Key words: The Stefan problem, Stokes equations for a viscous compressible fluid, homogenization
For citation: Anvarbek Meirmanov. 2022. Two-scale expansion method in the problem of temperature oscillations in frozen
soil. Applied Mathematics & Physics. 54(1): 28–32. (in Russian) DOI 10.52575/2687-0959-2022-54-1-28-32

1. Введение. Настоящее исследование посвящено приложению метода двухмасштабного разложе-
ния в задаче офазовыхпереходах вмерзлом грунтеприизменениитемпературывоздуханаповерхности
Земли.

В настоящее время для описания динамики мерзлого грунта существует большой спектр матема-
тических моделей, опосредовано описывающих рассматриваемый физический процесс на макроскопи-
ческом уровне (см. [3], [2] и цитируемую там литературу). В отличии от микроскопических моделей,
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в макроскопических моделях характерными размерами являются метры или десятки метров. В силу
этого указанные модели не различают микроструктуру сплошной среды, поскольку в такой модели
в каждой точке сплошной среды присутствует как горная порода (твердый скелет), так и жидкость в
порах этого скелета. Все такие модели строятся по одному принципу. Динамика жидкости, как правило,
управляется системой уравнений фильтрации Дарси или какой-либо ее модификацией, а теплопере-
нос в грунте описывается модификациями уравнения теплопроводности. Главным в этих постулатах
является вид коэффициентов уравнений. Как раз здесь и наблюдается большое разнообразие, завися-
щее от вкусов и пристрастий авторов моделей. Оно вполне объяснимо, поскольку основной механизм
физического процесса сосредоточен на неизвестной (свободной) границе между жидкой и твердой
фазами флюида в порах и никак не прописан в предлагаемых макроскопических моделях. Именно
там происходит изменение геометрии по́рового пространства, и именно там возникает поток тепла
внутрь несущей жидкости. Все эти принципиально важные изменения происходят на микроскопиче-
ском уровне, соответствующему среднему размеру пор или трещин в горных породах, в то время как
любая из предлагаемых макроскопических моделей оперирует с совсем другими (на порядки боль-
шими) масштабами и поэтому не различает ни свободную границу, ни особенностей взаимодействия
жидкой и твердой фаз по́рового флюида, что и объясняет большое разнообразие макроскопических
математических моделей. У авторов таких моделей просто нет ни точного метода описания физиче-
ских процессов на микроскопическом уровне на базе фундаментальных законов механики сплошных
сред и химии, ни возможности учесть эту микроструктуру в макроскопических моделях. Поэтому им
приходится ограничиваться некими умозрительными соображениями.

При всем этом возникает естественный вопрос, если есть несколько макроскопических моделей,
описывающих один и тот же физический процесс, какая из них наиболее адекватно отображает это про-
цесс? Где здесь критерий истинности? Говорить об эксперименте не имеет никакого смысла, поскольку
в каждой такой модели достаточно свободных параметров, никак не привязанных ни к геометрии пла-
ста (как, например, пористость), ни к физическим характеристикам процесса (как, например, вязкости
и плотности фильтрующихся жидкостей) и вариацией этих параметров можно добиться совпадения с
любым экспериментом.

R. Burridge и J. B. Keller [4] были первыми, кто на примере процессов акустики и фильтрации жид-
кости в горных породах с периодической структурой объяснили, что адекватное описание физических
процессов на макроскопическом уровне возможно если только:

(а) рассматриваемый физический процесс на микроскопическом уровне описывается с помощью
классических уравнений механики сплошных сред (Точная модель),

(б) выделен набор малых безразмерных параметров,
(в) макроскопические математические модели есть строгие асимптотические пределы (усреднения)

точных математических моделей на микроскопическом уровне при стремлении выделенных малых
параметров к нулю.

В настоящей работе мы будем следовать этой схеме, используя метод двухмасштабного разложе-
ния и теорему Нгуетсенга [7] и получим макроскопическую математическую модель, описывающую
колебания температуры в мерзлом грунте.

2. Постановка задачи. Для простоты изложения предположим, что грунт является абсолютно твер-
дымтелом (скорости скелета грунта тождественно равнынулю)и в уравнениипритока тепла отсутствует
конвективное слагаемое. Последнее предположение основано на известном факте о средней скорости
фильтрации по́ровой жидкости [1]. Твердый скелет Ω𝜀

𝑠 и подобласть Ω𝜀
𝑓 ,𝑠
(𝑡) по́рового пространства Ω𝜀

𝑓
,

занятая твердой фазой флюида, считаются абсолютно твердыми телами. То есть перемещения и скоро-
сти в Ω𝜀

𝑠 и в Ω𝜀
𝑓 ,𝑠
(𝑡) равны нулю. Мы специально используем термин «флюид», поскольку выражение

«жидкая фаза жидкости» звучит как «масло масляное».
В этом случае математическая модель на микроскопическом уровне состоит из уравнений Стокса

∇ · P𝜀 = 0, P𝜀 = 𝛼𝜀𝜇 D(𝑥, 𝒗𝜀) − 𝑝𝜀 I, (1)

∇ · 𝒗𝜀 = 0 (2)

для скорости 𝒗𝜀 и давления 𝑝𝜀 жидкой фазы вязкого несжимаемого флюида в подобласти Ω𝜀
𝑓 ,𝑓

(𝑡)
по́рового пространства Ω𝜀

𝑓
, занятой жидкой фазой флюида.

В области Ω = Ω𝜀
𝑓
∪ 𝑆𝜀 ∪ Ω𝜀

𝑠 , 𝑆𝜀 = Ω𝜀
𝑓
∩ Ω𝜀

𝑠 энтальпия 𝐻 𝜀 и температура 𝜗𝜀 сплошной среды связаны
уравнением притока тепла

𝜕𝐻 𝜀

𝜕𝑡
= ∇ · (∇𝜗𝜀 − 𝒗𝜀 𝜗𝜀). (3)

На границе 𝑆 = 𝜕Ω

𝜗𝜀 = 𝜗0 (𝒙), P𝜀 · 𝒏 = −𝑝0 (𝒙) 𝒏. (4)
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Будем считать, что область Ω𝜀
𝑓 ,𝑠
(0) непуста и свободная (неизвестная) граница Γ𝜀 (𝑡), Γ𝜀 (𝑡) = Ω𝜀

𝑓 ,𝑠
(𝑡) ∩

Ω𝜀
𝑓 ,𝑓

(𝑡), разделяющая жидкую и твердую компоненты Ω𝜀
𝑓 ,𝑠
(𝑡) и Ω𝜀

𝑓 ,𝑓
(𝑡), в начальный момент времени

не имеет общих точек с границей 𝑆𝜀 . В этом случае область 𝑄𝜀
𝑠 (𝑡) = Ω

𝜀

𝑓 ∪ 𝑆𝜀 ∪ Ω𝜀
𝑓 ,𝑠
(𝑡) неподвижна и

в ней перемещения и скорости 𝒗𝜀 сплошной среды равны нулю. Поэтому на свободной границе Γ𝜀 (𝑡)
выполнено краевое условие

𝒗𝜀 = 0. (5)

Температура 𝜗𝜀 непрерывна на свободной границе и совпадает с температурой фазового перехода
флюида 𝜗∗

𝜗𝜀 (𝒙0 + 0, 𝑡) = 𝜗𝜀 (𝒙0 − 0, 𝑡). (6)

Кроме того, на свободной границе выполнено условие Стефана [5]

𝜕𝜗𝜀

𝜕𝑁
(𝒙0 − 0, 𝑡) − 𝜕𝜗𝜀

𝜕𝑁
(𝒙0 + 0, 𝑡) = 𝐷𝑁 , (7)

позволяющее определить положение свободной границы.
Задача (1) – (7) замыкается уравнением состояния

𝜗𝜀 = Φ(𝐻 𝜀), (8)

и начальными условиями
𝜗𝜀 (𝒙, 𝑡) = 𝜗0 (𝒙), Γ𝜀 (0) = Γ0. (9)

В (1) – (9) D(𝑥, 𝒖) = 1
2
(∇𝒖 + ∇∗𝒖) – симметрическая производная вектор-функции 𝒖;

Φ(𝑠) = 𝑠 при 𝑠 ⩽ 0, Φ(𝑠) = 0 при 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝜗∗, Φ(𝑠) = 𝑠 − 𝜗∗ при 𝑠 ⩾ 𝜗∗;
I – единичный тензор (единичная матрица);
𝒏 – единичный вектор внешней по отношению к области Ω нормали;
𝑵 – единичный вектор внешней по отношению к области Ω𝑓 нормали;

𝑢 (𝒙0 + 0, 𝑡) = lim
𝒙→𝒙0

𝑢 (𝒙, 𝑡), 𝒙 ∈ Ω𝜀
𝑓 ,𝑓

(𝑡), 𝒙0 ∈ Γ𝜀 (𝑡),

𝑢 (𝒙0 − 0, 𝑡) = lim
𝒙→𝒙0

𝑢 (𝒙, 𝑡), 𝒙 ∈ Ω𝜀
𝑓 ,𝑠
(𝑡), 𝒙0 ∈ Γ𝜀 (𝑡);

𝛼𝜀𝜇 =
2 𝜇

𝐿 𝑔 𝑡∗ 𝜌 𝑓

, 𝐿 – характерный размер рассматриваемой области, 𝑡∗ характерное время длительности

физического процесса.
3. Эквивалентная запись математической модели (1) – (9) в виде интегральных тождеств.

Для записи задачи (1) – (9) в виде интегральных тождеств, эквивалентных исходной задаче, введем
характеристическую функцию 𝜒𝜀 (𝒙, 𝑡) = 𝜒 (𝒙, 𝑡, 𝒙

𝜀
области Ω𝜀

𝑓 ,𝑓
(𝑡), определяемую равенствами Ω𝜀

𝑓 ,𝑓
(𝑡) =

{𝒙 ∈ Ω : 𝜒𝜀 (𝒙, 𝑡) = 1}.
Здесь функция 𝜒 (𝒙, 𝑡,𝒚) – 1-периодическая по переменной 𝒚.
В этом случае интегральные тождества∫ ∫

Ω𝑇

𝜒𝜀
(
𝛼𝜀𝜇D(𝑥, 𝒗̃ 𝜀) − 𝑝 𝜀 I

)
: D(𝑥, 𝝋) 𝑑𝑥𝑑𝑡 = −

∫ ∫
Ω𝑇

∇ 𝑝0 · 𝝋 𝑑𝑥𝑑𝑡, (10)∫ ∫
Ω𝑇

𝜒𝜀 𝒗 𝜀 · ∇𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 (11)

и ∫
Ω
𝐻 𝜀 (𝒙, 𝑡0) 𝜉 (𝒙, 𝑡0)𝑑𝑥 −

∫
Ω
𝐻 𝜀 (𝒙, 0) 𝜉 (𝒙, 0)𝑑𝑥 +

∫ 𝑡0

0

∫
Ω
(−𝐻 𝜀 𝜕𝜉

𝜕𝜏
+ ∇𝜉 · (∇𝜗 𝜀 − 𝒗 𝜀 𝜗 𝜀)𝑑𝑥𝑑𝜏 = 0, (12)

справедливые для произвольных функций 𝝋,𝜓 и 𝜉 , будут эквивалентны исходным дифференциальным
уравнениям (1) – (3).

4. Вывод макроскопической модели. Для вывода макроскопической модели, описывающей на
макроскопическом уровне динамику фазовых переходов в мерзлом грунте, воспользуемся методом
двухмасштабного разложения. Этот метод основан на предварительной оценке возможной гладкости
решений микроскопической математической модели и предыдущих результатов о гладкости реше-
ний данной математической модели, от возможности записать исходную дифференциальную задачу
эквивалентной форме интегральных тождеств и на точных результатах о предельных переходах в функ-
ционалах, зависящих от малого параметра задачи [7].
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В первую очередь рассмотрим двухмасштабное разложение динамических характеристик 𝒗𝜀 и 𝑝𝜀 .
Для этих величин двухмасштабное разложение зависит от предельных значений безразмерного коэф-
фициента 𝛼𝜀𝜇 [6]:

lim
𝜀→0

𝛼𝜀𝜇 = 𝜇0, lim
𝜀→0

𝛼𝜀𝜇

𝜀2 = 𝜇1. (13)

Напомним [6], что в случае 𝜇0 = 0 и 0 < 𝜇1 < ∞ жидкость называется слабовязкой и в случае 0 < 𝜇1 < ∞
жидкость называется вязкой [6]. Отметим, что макроскопической математической моделью движения
вязкой жидкости в абсолютно твердом скелете грунта является покой [6]. Таким образом, в наших
предположениях единственной нетривиальной макроскопической математической моделью является
модель движения слабовязкой жидкости с 𝜇0 = 0 и 0 < 𝜇1 < ∞.

Для этой модели единственно возможным двухмасштабным разложением будет разложение

𝒗𝜀 = 𝜒𝜀 (𝒙, 𝑡) 𝑽 (𝒙, 𝑡, 𝒙
𝜀
) + 𝑜 (𝜀), D(𝑥, 𝒗𝜀) = D(𝑦, 𝑽 ) + 𝑜 (𝜀), 𝑝𝜀 = 𝑝 (𝒙, 𝑡) 𝜒𝜀 (𝒙, 𝑡) + 𝑜 (𝜀). (14)

Для решений 𝐻 𝜀 и 𝜗 𝜀 задачи Стефана имеем

𝐻 𝜀 = 𝐻 (𝒙, 𝑡, 𝒙
𝜀
) + 𝑜 (𝜀), 𝜗 𝜀 = 𝜗 (𝒙, 𝑡) + 𝑜 (𝜀), ∇𝜗 𝜀 = ∇𝜗 (𝒙, 𝑡) + ∇𝑦Θ(𝒙, 𝑡, 𝒙

𝜀
)) + 𝑜 (𝜀). (15)

Функции 𝑽 (𝒙, 𝑡,𝒚),𝐻 (𝒙, 𝑡,𝒚) и Θ(𝒙, 𝑡,𝒚) должны быть 1 – периодическими по переменной𝒚 функциями.
Вот теперь мы сможем определить характеристическую функцию 𝜒𝜀 жидкой части по́рового про-

странства как
𝜒 (𝒙, 𝑡,𝒚) = max{min{𝐻 (𝒙, 𝑡,𝒚), 1}, 0}. (16)

Подставляя выражения (14) и (15) в интегральные тождества (10) – (12), переходя к пределу при 𝜀 → 0 и
реинтегрируя предельные интегральные тождества, получим с помощью теоремы Нгуетсенга [7] сле-
дующую систему дифференциальных уравнений макроскопической математической модели процесса
замораживания или размораживания грунта для слабовязкого флюида в порах абсолютно твердого
скелета

𝒗 = − 𝑘
𝜇1

∇(𝑝 − 𝑝0), (17)

∇ · 𝒗 = 0, (18)

𝜕𝐻

𝜕𝑡
= ∇ · (∇𝜗 − 𝒗 𝜗). (19)

Эти же интегральные уравнения, краевые и начальные условия (4) и (9) доставляют нам краевые и
начальные условия макроскопической математической модели:

𝜗 (𝒙, 𝑡) = 𝜗0 (𝒙), 𝑝 (𝒙, 𝑡) = 𝑝0 (𝒙), 𝒙 ∈ 𝑆, 𝑡 > 0, 𝜗 (𝒙, 0) = 𝜗0 (𝒙). (20)

Температура 𝜗 и энтальпия 𝐻 связаны уравнением состояния

𝜗 = Φ(𝐻 ), (21)

которое следует из уравнения состояния (8) после предельного перехода при 𝜀 → 0.
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Пусть Ω — ограниченная область R𝑛 , граница которой принадлежит классу 𝐶1+𝜆 , 0 < 𝜆 < 1. Рассмот-
рим в цилиндре 𝑄 = Ω × (0,𝑇 ) параболическое уравнение второго порядка

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥 𝑗
)𝑥𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0𝑢 = 𝑓 (1)

с вещественными коэффициентами 𝑎𝑖 𝑗 , 𝑎𝑖 ∈ 𝐶1 (𝑄) и 𝑎0 ∈ 𝐶 (𝑄). Условие параболичности заключается в
том, что квадратичная форма

⟨𝑎(𝑥, 𝑡)𝜉, 𝜉⟩ =
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1
𝑎𝑖 𝑗 (𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉 𝑗

положительно определена во всех точках цилиндра, т. е.

⟨𝑎(𝑥, 𝑡)𝜉, 𝜉⟩ ≥ 𝛾 (𝑥, 𝑡)
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с некоторой положительной непрерывной функцией𝛾 (𝑥, 𝑡). Эта квадратичная форма может вырождать-
ся, т. е.𝛾 (𝑥, 𝑡) → 0 при (𝑥, 𝑡) → 𝜕Ω× (0,𝑇 ). Однако, будем предполагать, что существует такая постоянная
𝛾0 > 0, что

⟨𝑎(𝑥, 𝑡)𝜈 (𝑥), 𝜈 (𝑥)⟩ ≥ 𝛾0,

где 𝜈 (𝑥) означает единичную внешнюю нормаль к границе 𝜕Ω области Ω. Таким образом, на боковой
поверхности цилиндра допускается вырождение трикомовского типа.

Как известно [2], под обобщенным решением уравнения (1) понимается функция 𝑢 ∈ 𝑊
1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄),
удовлетворяющая интегральному тождеству∫

𝑄

[
−𝑢𝜂𝑡 + ⟨𝑎∇𝑢,∇𝜂⟩ +

(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑥𝑖

)
𝜂 + 𝑎0𝜂

]
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫
𝑄

𝑓 𝜂𝑑𝑥𝑑𝑡 . (2)

В дальнейшем удобнее вместо расстояния 𝑟 (𝑥) от точки 𝑥 ∈ Ω до границы 𝜕Ω пользоваться специ-
альной функцией 𝜌 (𝑥), которая определяется как решение задачи Дирихле

Δ𝜌 = −1, 𝜌
��
𝜕Ω

= 0.

в области. Хорошо известно [3], что эта функция принадлежит классу 𝐶1+𝜆 (Ω) и эквивалентна расстоя-
нию 𝑟 (𝑥), т. е. существует такая постоянная 𝛾1 > 0, что для всех 𝑥 ∈ Ω выполняются неравенства

𝛾−1
1 𝑟 (𝑥) ≤ 𝜌 (𝑥) ≤ 𝛾1𝑟 (𝑥).

При этом для ее вторых производных справедлива оценка��𝜌𝑥𝑖𝑥 𝑗

�� ≤ 𝐶 (𝜆′)
[𝑟 (𝑥)]1−𝜆′ , 0 < 𝜆′ < 𝜆,

с некоторой постоянной 𝐶 = 𝐶 (𝜆′). Кроме того, в силу леммы Жиро [4]

𝜕𝜌

𝜕𝜈

����
𝜕Ω

< 0. (3)

В дальнейшем удобно предполагать, что функция 𝜌 продолжена нечетным образом за границу области
𝜕Ω на все пространство R𝑛 с сохранением класса 𝐶1.

Для достаточно малых 𝛿 > 0 рассмотрим семейство подобластей Ω𝛿 = {𝑥 ∈ Ω, 𝜌 (𝑥) > 𝛿}, которые в
силу эквивалентности 𝜌 (𝑥) ∼ 𝑟 (𝑥) сходятся к Ω при 𝛿 → 0. При этом граница 𝜕Ω𝛿 совпадает с поверхно-
стью уровня 𝜌 = 𝛿 . Зафиксируем точку 𝑥0 ∈ 𝜕Ω с нормалью 𝜈0 = 𝜈 (𝑥0) и рассмотрим в окрестности этой
точки замкнутой области Ω локальную систему координат 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑦′, 𝑦𝑛) с началом в точке
𝑥0, в которой ось 𝑦𝑛 направлена вдоль нормали 𝜈0. Функцию (𝜌 (𝑥) − 𝛿) в этих локальных координатах
обозначим 𝑅(𝛿,𝑦′, 𝑦𝑛). Поскольку

𝜕

𝜕𝜈0 [𝜌 (𝑥) − 𝛿]
����
𝑥0

=
𝜕𝑅

𝜕𝑦𝑛

����
(𝛿,0,0)

,

на основании (3) не ограничивая общности можно считать, что

𝜕𝑅

𝜕𝑦𝑛
< 0

всюду в рассматриваемой окрестности точки 𝑥0.
Поэтому по теореме о неявной функции существуют такие положительные числа 𝛿0, 𝑟0, 𝑠0 и функция

𝜑 (𝛿,𝑦′) ∈ 𝐶1+𝜆 ( [0, 𝛿0] × {|𝑦′ | ≤ 𝑟0}), по модулю не превосходящая 𝑠0, что

𝐵(𝑥0) = Ω ∩ ({|𝑦′ | ≤ 𝑟0} × {|𝑦𝑛 | ≤ 𝑠0})

является замкнутой областью, в которой при 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝛿0 уравнение 𝑅(𝛿,𝑦′, 𝑦𝑛) = 0 запишется в форме
𝑦𝑛 = 𝜑 (𝛿,𝑦′). Уменьшая при необходимости параметры 𝑟0 и 𝛿0, можем таким образом считать, что
при 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝛿0 пересечение 𝐵(𝑥0) ∩ 𝜕Ω𝛿 представляет собой поверхность Γ𝛿 (𝑥0), которая описывается
уравнением𝑦𝑛 = 𝜑 (𝛿,𝑦′), |𝑦′ | ≤ 𝑟0. При 𝛿 = 0 символ нуль в обозначениях опускаем:Ω0 = Ω и Γ0 (𝛿) = Γ(𝛿).

В локальной системе координат отображение (𝑦′, 𝜑 (0, 𝑦′)) → (𝑦′, 𝜑 (𝛿,𝑦′)) осуществляет диффеомор-
физм Γ(𝑥0) → Γ𝛿 (𝑥0) класса 𝐶1+𝜆 . В исходной системе координат его обозначим 𝑥 → 𝑥𝛿 , геометрически
это отображение представляет собой проектирование вдоль направления 𝜈0 поверхности Γ(𝑥0) на Γ𝛿 (𝑥0).
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Обратимся к уравнению (1) и опишем условия, накладываемые на его правую часть 𝑓 . C этой целью
введем пространство 𝐿𝑝,1, полученное замыканием класса 𝐶∞ (𝑄) по норме

|𝑓 | = |𝑓 |𝐿2 (Ω𝛿0 ×[𝛿0,𝑇 ] ) +
𝛿0∫

0

𝑡 |𝑓 |𝐿𝑝 (𝜕Ω𝑡×[𝑡,𝑇 ] )𝑑𝑡 +
𝛿0∫

0


∫
𝑄

|𝑓 [𝑥, 𝑡] |𝑝𝑟 (𝑥)𝑑𝑥


1/2

𝑑𝑡,

где предполагается 𝛿0 < 𝑇 . Введем еще пространство 𝐿𝑝 (𝑄, 𝜌), полученное замыканием класса𝐶∞ (𝑄) по
норме

|𝑓 | =
©­­«
∫
𝑄

|𝑓 (𝑥) |2𝜌 (𝑥)𝑑𝑥
ª®®¬

1/2

.

Функцию 𝑓 в правой части уравнения (1) и тождества (2) будем предполагать принадлежащей про-
странству 𝐿𝑝,1.

Обозначим 𝐻𝑝 (𝑄) класс всех функций 𝑢 ∈𝑊 1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄), для которых величины

𝑀𝛿 (𝑢) =
𝑇 ′∫

𝛿

∫
𝜕Ω𝛿

|𝑢 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡 +
∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥, 𝛿)𝜌 (𝑥)𝑑𝑥, 0 < 𝛿 ≤ 𝛿0 (4)

равномерно ограничены при любом фиксированном 𝑇 ′ ∈ (𝛿0,𝑇 ).
Введенное понятие класса 𝐻𝑝 применительно к эллиптическим уравнением обобщает классическое

определение для аналитических и гармонических функций. В работах В. П. Михайлова и А. К. Гущина
([4] при 𝑝 = 2) и [1] в общем случае 𝑝 > 1) для областей класса 𝐶2 было получено необходимое и
достаточное условие принадлежности функции 𝑢 классу 𝐻𝑝 . Оно заключается в конечности интеграла∫

Ω

𝜌 (𝑥) |𝑢 |𝑝−2 |∇𝑢 |2𝑑𝑥 . (5)

Позднее этот факт был распространен И. М. Петрушко [5, 6] на случай областей с ляпуновской границей.
Применительно кпараболическимуравнениям в работе [7] это условие сводится к конечностиинтеграла

𝑇 ′∫
0

∫
Ω

𝜌 (𝑥) ( |𝑢 |𝑝−2 |∇𝑢 |2) (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

для любого 𝑇 ′ < 𝑇 . Некоторые специальные случаи вырождающихся эллиптических и параболических
уравнений также охвачены в работах И. М. Петрушко [8] и И. М. Петрушко, Т. В. Капицыной [9].

В данной работе указанные результаты распространим на более общий случай вырождающегося
уравнения (1). Отметим, прежде всего, что в силу параболичности уравнения (1) в цилиндре 𝑄 имеет
место следующее предложение.
Лемма 1. Пусть 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 1,0

𝑝,𝑙𝑜𝑐
(𝑄) является обобщенным решением уравнения (1) с правой частью 𝑓 ∈

𝐿𝑝,𝑙𝑜𝑐 (𝑄). Тогда для любых 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝛿0 < 𝑇 ′ < 𝑇 справедливо равенство

1
2

∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥 − 1
𝑝

∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥, 𝛿) |𝑝 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥+

+ (𝑝 − 1)
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−2 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 𝛿 |𝑢 |𝑝

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 (𝑎𝑖 (𝜌 − 𝛿))𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1
𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
𝜕Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(
𝑎𝑖 𝑗

𝜌𝑥𝑖 𝜌𝑥 𝑗

|∇𝜌 |

)
|𝑢 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 − 1

𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝜌𝑥𝑖 )𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑎 |𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 =
𝑇 ′∫

𝜃 (𝛿 )

∫
Ω𝛿

𝑓 𝑢 |𝑢 |𝑝−1sgn𝑢 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 . (6)

Доказательство этой леммы с некоторыми незначительными изменениями осуществляется анало-
гично лемме 1 из [7] и потому опускается.
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Теорема 1. Пусть функция 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊
1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄) является обобщенным решением уравнения (1) с правой
частью 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,1 (𝑄). Тогда 𝑢 принадлежит классу 𝐻𝑝 тогда и только тогда, когда

∫
Ω

|𝑢 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝𝜌 (𝑥)𝑑𝑥 +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−2𝑟 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 < ∞.

Доказательство. Обозначим через

𝑀𝛿 (𝑢) = max
0≤𝜇≤𝛿0


𝑇 ′∫

𝛿

∫
𝜕Ω𝜇

|𝑢 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 +
∫
Ω𝜇

|𝑢 (𝑥, 𝜇) |𝑝 (𝜌 − 𝜇)𝑑𝑥
 (7)

𝑁𝛿 (𝑢) =
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−2 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 +

∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥. (8)

Утверждается, что для любого 𝛿, ∈ (0, 𝛿0] и для любого 𝑇 ′ ∈ (𝑇 /2,𝑇 ) справедливы оценки

max
0≤𝜇≤𝛿0

𝑀𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶2

 | |𝑓 | |𝑝𝐿1,𝑙𝑜𝑐 (𝑄 ) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑁𝛿 (𝑢)
 ; (9)

𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶3

 | |𝑓 | |𝑝𝐿1,𝑙𝑜𝑐 (𝑄 ) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡 +𝑀𝛿 (𝑢)
 +

+ ||𝑓 | |𝑝
𝐿1,𝑙𝑜𝑐 (𝑄 )

𝑁
(𝑝−1)/𝑝
𝛿

(𝑢) +
©­­«

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡
ª®®¬
(𝑝−1)/𝑝 . (10)

В самом деле, введем обозначение

𝑀+
𝛿
(𝑢) = max

0≤𝜇≤𝛿0
𝑀𝜇 (𝑢).

Так как

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑓 | |𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
[
(𝑀𝛿 (𝑢)) (𝑝−1)/𝑝 + ∥𝑢∥ (𝑝−1)/𝑝𝐿𝑝 (Ω𝛿0 × (𝛿0,𝑇

′))
]
∥ 𝑓 ∥𝐿𝑝,1 (𝑄 ) , (11)

то из (9) имеем

𝑀+
𝛿
(𝑢) ≤ 𝐶1{

[
(𝑀𝛿 (𝑢)) (𝑝−1)/𝑝 + ∥𝑢∥ (𝑝−1)/𝑝𝐿𝑝 (Ω𝛿0 × (𝛿0),𝑇 ′)

]
| |𝑓 | |𝐿𝑝,1 (𝑄 )+

+ 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡}.

Следовательно,

𝑀+
𝛿
(𝑢) ≤ 𝐶4

 | |𝑓 | |𝑝𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡

 , (12)

что и требовалось доказать.
Покажем далее, что для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝛿2, зависящее от 𝜀, что

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿 /Ω𝛿2

|𝑢 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝜀

∥ 𝑓 ∥
𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

𝑢𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

 . (13)
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Действительно, воспользуемся неравенством

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿 /Ω𝛿2

|𝑢 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶0


𝛿0∫

Ω𝛿

𝑑𝜇

𝜇1−𝜆′

𝑇 ′∫
𝛿

∫
𝜕Ω𝜇

|𝑢 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 +
𝛿0∫

𝛿

𝑑𝜇

𝜇1−𝜆′ |𝑢 (𝑥, 𝜇) |
𝑝𝑑𝑥

 ≤

≤
𝐶0𝛿

𝜆′
2

𝜆′
sup

𝛿<𝜇<𝛿2

𝑀 (𝜇) ≤ 𝐶0𝛿
𝜆′
2

©­­«∥ 𝑓 ∥
𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑢 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

ª®®¬ .
Выбирая 𝛿2 = 𝜀 (и уменьшая ее, если нужно, чтобы 𝛿2 < 𝛿0), в результате получим оценку (13).

Очевидно, достаточность теоремы сводится к следующей оценке

𝑀𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶8

(
∥ 𝑓 ∥𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢)
)
. (14)

Для ее доказательства рассмотрим функцию 𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑒𝜆𝑡 , 𝜆 > 0. Функция 𝑣 (𝑥, 𝑡) является
обобщенным из𝑊 1,0

𝑝,𝑙𝑜𝑐
(𝑄) решением уравнения

𝜕𝑣

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝑣𝑥𝑖 )𝑥 𝑗
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑣𝑥𝑖 + (𝑎 − 𝜆)𝑣 = 𝑓 𝑒𝜆𝑡 = 𝑓1,

и, следовательно, для него справедливо равенство (см. лемму 1)

1
𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
𝜕Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(
𝑎𝑖 𝑗

𝜌𝑥𝑖 𝜌𝑥 𝑗

|∇𝜌 |

)
|𝑣 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 + 1

𝑝

∫
Ω𝛿

|𝑣 (𝑥, 𝛿) |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜆
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

= (𝑝 − 1)
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑣𝑥𝑖𝑣𝑥 𝑗
|𝑣 |𝑝−2 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 1

𝑝

∫
Ω𝛿

|𝑣 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥+

+
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑣𝑥𝑖𝑣𝑥 𝑗
|𝑣 |𝑝−1 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 +

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑎 |𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1
𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝜌𝑥𝑖 )𝑥 𝑗
|𝑣 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡 +

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑓 |𝑣 |𝑝−1sgn 𝑣 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 . (15)

Из (14) легко следует неравенство

1
𝑝
𝑀𝜇 (𝑣) + 𝜆

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶9
©­­«∥ 𝑓 ∥

𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑣 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

ª®®¬ , (16)

из которого, с учетом (11) – (13), вытекает

1
𝑝
𝑀𝜇 (𝑣) + 𝜆

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶9
©­­«∥ 𝑓 ∥

𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑣 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

ª®®¬ ≤

≤ 𝐶10
©­­«∥ 𝑓 ∥

𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣) +𝐶11

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡
ª®®¬ .

Таким образом,

1
𝑝
𝑀𝜇 (𝑣) + (𝜆 −𝐶12)

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶13 (∥ 𝑓1∥𝑝𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣)).
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Выбирая 𝜆 настолько малым, чтобы 𝜆 −𝐶12 > 1/2 и, учитывая, что 𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑣 (𝑥, 𝑡)𝑒−𝜆,𝑡 , получаем (14).
Что касается необходимости условия теоремы, то она легко получается из оценки

𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶 (∥ 𝑓 ∥𝑝
𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + ∥𝑢∥𝑝

𝐿𝑝 (𝜕Ω𝛿×(𝛿,𝑇 ′ ) + ∥𝑢 (𝑥, 𝛿 ∥𝑝
𝐿𝑝 (𝑄 ) ).

Заметим, что ограниченность первого слагаемого в правой части (4) можем выразить в следующей
эквивалентной форме: для любой точки 𝑥0 ∈ 𝜕Ω интегралы

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Γ (𝑥0 )

|𝑢 (𝑥𝛿 , 𝑡) |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡

равномерно ограничены. Последнее обстоятельство позволяет ввести понятие обобщенных граничных
значений.

По определению для заданной функции 𝜑 ∈ 𝐿𝑝 (𝜕Ω) × [0,𝑇 ] функция 𝑢 ∈ 𝑊
1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄) принимает
обобщенное граничное значение 𝜑 (в смысле 𝐿𝑝 ) на боковой границе цилиндра𝑄 , если для любой точки
𝑥0 ∈ 𝜕Ω и для любого 𝑇 ′ < 𝑇 имеет место предел

lim
𝛿→0

𝑇 ′∫
𝛿


∫

Γ (𝑥0 )

|𝑢 (𝑥𝛿 , 𝑡) − 𝜑 (𝑥, 𝑡) |𝑝𝑑𝑥
 𝑑𝑡 = 0.

Этот факт записываем в форме
𝑢
��
𝜕Ω×[0,𝑇 ] = 𝜑. (17)

Аналогично вводится и принятие начального условия

𝑢
��
𝑡=0 = 𝑢0 (18)

в смысле 𝐿𝑝 с весом 𝜌 . По отношению к заданной функции 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (Ω, 𝜌) оно определяется условием

lim
𝛿→0

|𝑢 (𝑥, 𝛿) − 𝑢0 (𝑥) |𝑝𝑑𝑥 = 0.

Пользуясь теоремой 1, аналогично [7] можно установить однозначную обобщенную разрешимость
рассматриваемой задачи.
Теорема 2. При любых 𝜑 ∈ 𝐿𝑝 (𝜕𝑄 × (0,𝑇 )), 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝑄, 𝑟 ) и любой 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿𝑝,1 (𝑄) ∩ 𝐿𝑝,𝑙𝑜𝑐 (𝑄) первая
смешанная задача (1), (17), (18) имеет обобщенное из𝑊 1,0

𝑝,𝑙𝑜𝑐
(𝑄) решение. Это решение единственно и для

него справедлива оценка

max
𝛿∈ (0,𝛿0 ]

[∥𝑢∥𝑝
𝐿𝑝 (𝜕Ω𝛿×(𝛿 ) + ∥𝑢 (𝑥, 𝛿 ∥𝑝

𝐿𝑝 (𝑄,𝑟 ) ] +
𝑇 ′∫

𝛿 )

∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−𝑟𝑟 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑇 ′∫

0

∫
Ω

|𝑢 (𝑥, 𝑡) |𝑝𝑟 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶 [∥ 𝑓 ∥𝑝
𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + ∥𝜑 ∥𝑝

𝐿𝑝 (𝜕Ω𝛿×(0,𝑇 ) ) + ∥𝑢0∥𝑝𝐿𝑝 (𝑄,𝑟 ) ] .
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ент которой имеет одно собственное значение кратности 𝑛 или пару комплексно-сопряженных собственных зна-
чений кратности 𝑛/2 с действительной частью из интервала (1/2, 1). Вследствие сингулярности на нехарактеристи-
ческой линии Задача Коши в классической постановке для этой системы является некорректной. Сформулирован
аналог задачи Коши с весом, компенсирующим эту особенность. Путем замены переменных матричный коэффи-
циент системы приведен к нормальной жордановой форме, представляющей собой одну жорданову клетку для
случая действительных собственных значений и вещественный аналог жордановой клетки порядка 𝑛 для слу-
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1. Введение. Дифференциальное уравнение в частных производных

𝑢𝑥𝑦 −
𝑎

𝑥 − 𝑦𝑢𝑥 + 𝑏

𝑥 − 𝑦𝑢𝑦 = 0

впервые появилось в публикации Эйлера [20] и позднее было исследовано Риманом [23], Пуассоном
[22] и Дарбу [21]. Позднее многие авторы[12], [18], [7], [8] уделяли больше внимания рассматриваемому
уравнению и к настоящему времени для уравнения Эйлера – Пуассона – Дарбу и его аналогов были
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сформулированы и решены различные краевые задачи и исследованы вопросы их корректности. За-
дача Коши для этого уравнения наиболее полно исследована в монографии Р. С. Хайруллина [17], где
получены общие решения для всех возможных вещественных значений параметров 𝑎, 𝑏 и построены
решения задачи Коши.

Краевые задачи для уравнения Эйлера – Пуассона – Дарбу с матричными коэффициентами были
рассмотреныА. А. Андреевым[2], [1], которыйпостроил решения различных краевых задач для системы
двух уравнений и другими авторами [19],[14].

2. Постановка задачи. Рассмотрим систему 𝑛 дифференциальных уравнений в частных производ-
ных в матричной записи:

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 − 𝜕2𝑈

𝜕𝑦2 − 2𝐺
𝑦

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 0, (1)

где𝑈 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑛)𝑇 ,𝐺 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 .
В работе [2] построена матрица Римана и с ее помощью получено решение задачи Коши для си-

стемы (1) в случае, когда 𝐺 − 2 × 2 матрица и её спектр принадлежит интервалу (−1/2, 1/2). В [11],
[10] получены решения задачи Коши для случаев, когда собственные значения матрицы 𝐺 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 -
комлексно-сопряженные с действительной частью из интервалов (0, 1/2) и (−1/2, 0) соответственно и
для случая, когда матрица 𝐺 является нильпотентной.

Цель данной работы – найти решение задачи Коши для системы (1) для случая, когда матрица 𝐺
имеет одно собственное значение 𝜆 кратности 𝑛 и

𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 ∈
(

1
2
, 1

)
, (2)

или пару комплексно-сопряженных собственных значений 𝜆, 𝜆 кратности 𝑛/2

𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽, 𝜆 = 𝛼 − 𝑖𝛽, 𝛼 ∈
(

1
2
, 1

)
. (3)

Хорошо известно, что задача Коши в классической постановке для собственных значений из рас-
сматриваемого интервала является некорректной[5].

Аналогично подходу, предложенному С. А. Терсеновым[15] для уравнений, для системы (1) эта
особенностьможет быть скомпенсирована добавлениемвеса как кпервому, так и ко второмуначальному
условию. Таким образом, задача может быть сформулирована в следующем виде.

Задача Коши. Найти вектор-функцию𝑈 (𝑥,𝑦), удовлетворяющую следующим условиям:

1. 𝑈 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐶 (𝐷̄) ∩𝐶2 (𝐷), 𝐷 = {(𝑥,𝑦) |0 < −𝑦 < 𝑥 < 𝑦 + 1}

2. 𝑈 (𝑥,𝑦) удовлетворяет системе (1)

3. выполняются начальные условия

(−𝑦)2𝐺−𝐸𝑈 (𝑥, 0) = 𝜏 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼 (4)

lim
𝑦→−0

(−𝑦) 𝜕𝑈
𝜕𝑦

+ (2𝐺 − 𝐸)𝑈 = 𝜈 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼 =]0, 1[, (5)

где 𝜏 (𝑥) = (𝜏1 (𝑥), ..., 𝜏𝑛 (𝑥))𝑇 , 𝜈 (𝑥) = (𝜈1 (𝑥), ..., 𝜈𝑛 (𝑥))𝑇 , 𝐾 (𝑦) = (−𝑦)2𝐺 — функциональная матрица, полно-
стью определяемая спектром матрицы 𝐺 .

3. Метод Римана. В характеристических координатах{
𝜉 = 𝑥 + 𝑦
𝜂 = 𝑥 − 𝑦

область 𝐷 переходит в область 𝐻 : {(𝜉, 𝜂) |0 < 𝜉 < 𝜂 < 1}, матричное уравнение (1) редуцируется к
системе уравнений Эйлер – Пуассона – Дарбу специального вида

𝜕2𝑈

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝐺

𝜂 − 𝜉
𝜕𝑈

𝜕𝜉
− 𝐺

𝜂 − 𝜉
𝜕𝑈

𝜕𝜂
= 0,

а краевые условия примут следующий вид

lim
𝜂→𝜉+0

(
𝜂 − 𝜉

2

)2𝐺−𝐸
𝑈 (𝜉, 𝜉) = 𝜏 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 ,
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lim
𝜂→𝜉+0

𝜂 − 𝜉
2

(
𝜕𝑈

𝜕𝜉
− 𝜕𝑈

𝜕𝜂

)
+ (2𝐺 − 𝐸)𝑈 = 𝜈 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 .

4. РешениеЗадачиКошидля случаядействительныхсобственныхзначений𝜆 ∈ (1/2, 0). Известно
[16], что выполнение условия

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛−1 − 2𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛+1 = 1

означает, что существует матрица перехода к жорданову базису 𝑄 такая, что

𝑄−1𝐺𝑄 = 𝐽 (𝜆),

где 𝐽 (𝜆) – жорданова клетка порядка 𝑛, соответствующая действительному собственному значению 𝜆,

𝐽 (𝜆) =
©­­­­­«
𝜆 1 0 ... 0 0
0 𝜆 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝜆 1
0 0 0 ... 0 𝜆

ª®®®®®¬
.

Тогда система уравнений редуцируется к

𝜕2𝑊

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝐽

𝜂 − 𝜉

(
𝜕𝑊

𝜕𝜉
− 𝜕𝑊

𝜕𝜂

)
= 0, (6)

где𝑊 = 𝑄−1𝑈 .
Задача Коши для системы (6):

lim
𝜂→𝜉+0

(
𝜂 − 𝜉

2

)2𝐺−𝐸
𝑊 (𝜉, 𝜉) = 𝜏 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 , (7)

lim
𝜂→𝜉+0

𝜂 − 𝜉
2

(
𝜕𝑊

𝜕𝜉
− 𝜕𝑊

𝜕𝜂

)
+ (2𝐺 − 𝐸)𝑊 = 𝜈 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 . (8)

Матрица Римана для системы (6) имеет вид

𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) = 𝑓 (𝐽 ) = 𝑉 𝐽
2𝐹1

(
𝐽 , 𝐽

1 ;𝜎
)
,

где 𝜎 = − (𝜉−𝜉0 ) (𝜂−𝜂0 )
(𝜉−𝜂0 ) (𝜉0−𝜂 ) , 𝑉 =

(𝜂−𝜉 )2

(𝜂−𝜉0 ) (𝜂0−𝜉 ) , 2𝐹1

(
𝐽 , 𝐽

1 ;𝜎
)
– гипергеометрическая функция Гаусса.

Если𝑊 (𝜉, 𝜂) является решением (6), а 𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) – матрица Римана этой системы, то, используя
свойства матрицы Римана и векторный аналог тождества Грина [6], получаем

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) = lim
𝜀→0

(
1
2
(𝑅𝑈 )

���� 𝜉 = 𝜂0 − 𝜀

𝜂 = 𝜂0

+ 1
2
(𝑅𝑈 )

���� 𝜉 = 𝜉0
𝜂 = 𝜉0 + 𝜀

+ 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑅

(
𝜕𝑈

𝜕𝜂
−

− 𝜕𝑈
𝜕𝜉

)����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 − 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝜕𝑅

𝜕𝜂
− 𝜕𝑅

𝜕𝜉
+ 4𝑅𝐽
𝜉 − 𝜂

)
𝑈

����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉

)
.

Очевидно,𝑊 (𝜉0, 𝜂0) можно записать в виде:

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) =
𝑛∑︁

𝑘=1
𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 )𝑒𝑘 , где 𝑒𝑘 = (𝑒𝑘1, 𝑒𝑘2, ..., 𝑒𝑘𝑛), 𝑒𝑘𝑖 = 0, 𝑖 ≠ 𝑘, 𝑒𝑘𝑘 = 1, (9)

𝑤𝑘 – компоненты вектора𝑊 ,

𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 ) = lim
𝜀→0

(
1
2
(𝑓 (𝐽 )𝑤𝑘 )

���� 𝜉 = 𝜂0 − 𝜀

𝜂 = 𝜂0

+ 1
2
(𝑓 (𝐽 )𝑤𝑘 )

���� 𝜉 = 𝜉0
𝜂 = 𝜉0 + 𝜀

+ 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑓 (𝐽 )×

×
(
𝜕𝑤𝑘

𝜕𝜂
− 𝜕𝑤𝑘

𝜕𝜉

)����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 − 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝜕𝑓 (𝐽 )
𝜕𝜂

− 𝜕𝑓 (𝐽 )
𝜕𝜉

+ 4𝑓 (𝐽 ) 𝐽
𝜉 − 𝜂

)
𝑤𝑘

����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉

)
.
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Известно [9], что если 𝐽 – жорданова клетка, то функция от матрицы 𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 ) может записана в виде

𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 ) =
©­­­­­«
𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 )

𝐼 ′
𝜆
(𝜆,𝑤𝑘 )

1! ...
𝐼
(𝑛−1)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑘 )
(𝑛−1)!

0 𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 ) ...
𝐼
(𝑛−2)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑘 )
(𝑛−2)!

... ... ... ...

0 0 ... 𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 )

ª®®®®®¬
, (10)

где

𝐼 (𝜆,𝑤) = lim
𝜀→0

(
1
2
𝑓 (𝜆)𝑤)

���� 𝜉 = 𝜂0 − 𝜀

𝜂 = 𝜂0

+ 1
2
𝑓 (𝜆)𝑤)

���� 𝜉 = 𝜉0
𝜂 = 𝜉0 + 𝜀

+ 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑓 (𝜆)×

×
(
𝜕𝑤

𝜕𝜂
− 𝜕𝑤

𝜕𝜉

)����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 − 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝜕𝑓 (𝜆)
𝜕𝜂

− 𝜕𝑓 (𝜆)
𝜕𝜉

+ 4𝑓 (𝜆)𝜆
𝜉 − 𝜂

)
𝑤

����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉

)
= 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4. (11)

Подставляя (10) в (9), получаем

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) =
©­­­­­«
𝐼 (𝜆,𝑤1) +

𝐼 ′
𝜆
(𝜆,𝑤2 )

1! + 𝐼 ′′
𝜆𝜆

(𝜆,𝑤3 )
2! + ... + 𝐼

(𝑛−1)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑛 )
(𝑛−1)!

𝐼 (𝜆,𝑤2) +
𝐼 ′
𝜆
(𝜆,𝑤3 )

1! + ... + 𝐼
(𝑛−2)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑛 )
(𝑛−2)!

...

𝐼 (𝜆,𝑤𝑛)

ª®®®®®¬
=

= 𝐸𝐼 (𝜆,𝑊 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐻𝑘

𝑘!
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑊 )
𝜕𝜆𝑘

, (12)

где 𝐻 – 𝑛 × 𝑛 матрица вида

𝐻 =

©­­­­­«
0 1 0 0 ... 0
0 0 1 0 ... 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1
0 0 0 0 ... 0

ª®®®®®¬
. (13)

Выполняя в выражении (12) замену𝑊 = 𝑄−1𝑈 , получим

𝑈 (𝜉0, 𝜂0) = 𝐸𝐼 (𝜆,𝑈 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑄𝐻𝑘𝑄−1

𝑘!
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

= 𝐸𝐼 (𝜆,𝑈 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝐺 − 𝜆𝐸)𝑘
𝑘!

𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

.

Вычислим интеграл (11).

𝐼1 = lim
𝜀→0

22𝜆−1𝜏 (𝜂0)𝜀1−𝜆
2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ; 0
)
= 0,

𝐼2 = lim
𝜀→0

22𝜆−1𝜏 (𝜉0)𝜀1−𝜆
2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ; 0
)
= 0.

Для вычисления 𝐼3 применим хорошо известную формулу автотрансформации

𝐼3 =
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑓 (𝜆)
(
𝑤𝜂 −𝑤𝜉

) ����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 =
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
(𝜂 − 𝜉)2

(𝜂0 − 𝜉0)

)
2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ;𝜎
) (
𝑤𝜂 −𝑤𝜉

) ����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 =

=
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆

(𝜂0 − 𝜉)1−𝜆 (𝜂 − 𝜉0)1−𝜆
Γ(2𝜆 − 1)
Γ2 (𝜆)

𝜂 − 𝜉
2

(
𝑤𝜂 −𝑤𝜉

) ����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 .

Для вычисления 𝐼4 используем формулу аналитического продолжения гипергеометрической функ-
ции и формулы дифференцирования [4]

2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ;𝜎
)
=

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) 2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

2𝜆 ;𝜎
)
+ Γ(2𝜆 − 1)

Γ2 (𝜆) 2𝐹1

(
1 − 𝜆, 1 − 𝜆

2 − 2𝜆 ;𝜎
)
,

𝐼4 =
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝑅𝜉 − 𝑅𝜂 +

4𝜆𝑤
𝜂 − 𝜉 𝑑𝜉

)
=

Γ(2𝜆 − 1)
Γ(𝜆)Γ(𝜆) lim

𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(2𝜆 − 1) (𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆𝑤

(𝜂0 − 𝜉)1−𝜆 (𝜂 − 𝜉0)1−𝜆𝑑𝜉+
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+ Γ(2 − 2𝜆)
Γ(1 − 𝜆)Γ(1 − 𝜆) lim

𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(𝜂 − 𝜉)2𝜆−1𝑤

(𝜂0 − 𝜉)𝜆 (𝜂 − 𝜉0)𝜆
𝑑𝜉 = 𝐼41 + 𝐼42.

Переходя к пределу при 𝜀 → 0 и подставляя начальные условия в выражения для 𝐼42 и 𝐼3+𝐼41, получим

𝐼 (𝜆,𝑈 ) = 𝐾1 (1 − 𝜆)22𝜆−1

𝜂0∫
𝜉0

𝜏 (𝑡)𝑑𝑡
[𝜑 (𝑡)]𝜆

+ 𝐾2 (1 − 𝜆) (𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆

𝜂0∫
𝜉0

𝜈 (𝑡)𝑑𝑡
[𝜑 (𝑡)]1−𝜆 , (14)

где
𝐾1 (𝜆) =

Γ(2𝜆)
Γ2 (𝜆) , 𝐾2 (𝜆) =

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) , 𝜑 (𝑡) = (𝜂0 − 𝑡) (𝑡 − 𝜉0).

Из (14) следует бесконечная дифференцируемость функции 𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 ) по параметру 𝜆. Производные
𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 ) будут иметь вид

𝐼 (𝑘 ) (𝜆,𝑈 ) =
𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) ©­­«𝐾
( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆) (𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆

𝜂0∫
𝜉0

𝜈 (𝑡) [𝜑 (𝑡)]𝜆−1×
(
ln

𝜑 (𝑡)
(𝜂0 − 𝜉0)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡+

+𝐾 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)22𝜆−1

𝜂0∫
𝜉0

𝜏 (𝑡) [𝜑 (𝜉)]−𝜆
(
ln

4
𝜑 (𝑡)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡
ª®®¬ = 𝐼 (0) (𝜆,𝑈 ),

где 𝐾 ( 𝑗 )
1 (𝜆), 𝐾 ( 𝑗 )

2 (𝜆) выражаются через полигамма-фунцию Ψ (𝑘 ) (𝑧) [4]

𝐾 ′
1 (𝜆) =

Γ(2𝜆)
Γ2 (𝜆) (−Ψ(𝜆) + Ψ(2𝜆)),

𝐾 ′′
1 (𝜆) = Γ(2𝜆)

Γ2 (𝜆) ((−Ψ(𝜆) + Ψ(2𝜆))2 + (−Ψ′ (𝜆) + 2Ψ′ (2𝜆)),

...

𝐾 ′
2 (𝜆) = 2

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) (Ψ(1 − 𝜆) − Ψ(1 − 2𝜆)),

𝐾 ′′
2 (𝜆) = 2

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) ((Ψ(1 − 𝜆) − Ψ(1 − 2𝜆))2 + (Ψ′ (𝜆) + 2Ψ′ (1 − 2𝜆)),

...

Возвращаясь к переменным (𝑥,𝑦), получим решение задачи Коши (4),(5) для уравнения (1)

𝑈 (𝑥,𝑦) = 𝐸𝐿(𝜆,𝑈 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝐺 − 𝜆𝐸)𝑘
𝑘!

𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

, (15)

𝐿 (𝑘 ) (𝜆,𝑈 ) =
𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) ©­­«𝐾
( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆) (−2𝑦)1−2𝜆

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝑡) [𝜓 (𝑡)]𝜆−1×
(
ln

𝜓 (𝑡)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡+

+𝐾 ( 𝑗 )
1 (𝜆)22𝜆−1

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜏 (𝑡) [𝜓 (𝜉)]−𝜆
(
ln

4
𝜓 (𝑡)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡
ª®®¬ , (16)

где𝜓 (𝑡) = (𝑥 − 𝑦 − 𝑡) (𝑡 − 𝑥 − 𝑦).
5. РешениеЗадачиКошидляслучаякомплексно-сопряженныхсобственныхзначений𝑅𝑒 (𝜆) ∈

(1/2, 1).
Из свойств функции от матрицы следует, что вектор-функция 𝑈 (𝑥,𝑦) есть вещественная функция

даже в том случае, когда характеристические числа матрицы𝐺 комплексно-сопряженные. Выполнение
условий (3) и

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛/2−1 − 2𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛/2 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛/2+1 = 1

означает, что существует матрица перехода к жорданову базису 𝑄 такая, что

𝑄−1𝐺𝑄 = 𝐽 = 𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽),

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2022, том 54, №1



Е. А. Максимова 45

где 𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽) – 𝑛 × 𝑛 матрица вида

𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽) =
©­­­­­«
𝑃 (𝛼, 𝛽) 𝐸 0 ... 0 0

0 𝑃 (𝛼, 𝛽) 𝐸 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝑃 (𝛼, 𝛽) 𝐸

0 0 0 ... 0 𝑃 (𝛼, 𝛽)

ª®®®®®¬
.

𝑃 (𝛼, 𝛽) =
(
𝛼 𝛽

−𝛽 𝛼

)
, 𝐸 =

(
1 0
0 1

)
.

𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽) – вещественный аналог жордановой клетки порядка 𝑛, соответствующий паре комплексно-
сопряженных собственных значений 𝜆, 𝜆.

В этом случае система преобразуется к виду (6) и задача Коши будет иметь вид (7), (8).
Лемма1.Если𝐶2𝑟 (𝛼, 𝛽) – вещественныйаналогжордановой клеткипорядка 2𝑟 , соответствующийкомплексно-
сопряженному собственному значению 𝛼 ± 𝑖𝛽

𝐶2𝑟 (𝛼, 𝛽) =
©­­­­­«
𝐶 (𝛼, 𝛽) 𝐸 0 ... 0 0

0 𝐶 (𝛼, 𝛽) 𝐸 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝐶 (𝛼, 𝛽) 𝐸

0 0 0 ... 0 𝐶 (𝛼, 𝛽)

ª®®®®®¬
𝐶 (𝛼, 𝛽) =

(
𝛼 𝛽

−𝛽 𝛼

)
, 𝐸 (𝛼, 𝛽) =

(
1 0
0 1

)
,

,

тогда

𝑓 (𝐶2𝑟 ) =
©­­­«
𝐹 𝐹1 ... 𝐹𝑟−1
0 𝐹 ... 𝐹𝑟−2
... ... ... ...

0 0 ... 𝐹

,

ª®®®¬ где (17)

𝐹 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽)) 𝐼𝑚(𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽))
−𝐼𝑚(𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽)) 𝑅𝑒 (𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽))

)
, 𝐹𝑘 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!
𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!
− 𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!

)
.

Доказательство. Известно, что 𝐶2𝑟 путем преобразования подобия приводится к нормальной жорда-
новой форме

𝐽 = 𝑇 −1𝐶2𝑟𝑇 =

©­­­­­­­­­­­«

𝛼 + 𝑖𝛽 1 0 ... 0
0 𝛼 + 𝑖𝛽 1 ... 0
... ... ... .... ...

0 0 0 ... 𝛼 + 𝑖𝛽

0

0

𝛼 − 𝑖𝛽 1 0 ... 0
0 𝛼 − 𝑖𝛽 1 ... 0
... ... ... ..... ...

0 0 0 ... 𝛼 − 𝑖𝛽

ª®®®®®®®®®®®¬
и 𝑓 (𝐶2𝑟 ) = 𝑇 𝑓 (𝐽 )𝑇 −1, где 𝑓 (𝐽 ) находится по формуле

𝑓 (𝐽 ) =

©­­­­­­­­­­­­­­«

𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽) 𝑓 ′ (𝛼+𝑖𝛽 )
1! ...

𝑓 (𝑛−1) (𝛼+𝑖𝛽 )
(𝑛−1)!

0 𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽) ...
𝑓 (𝑛−2) (𝛼+𝑖𝛽 )

(𝑛−2)!
... ... ... ...

0 0 ... 𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽)

0

0

𝑓 (𝛼 − 𝑖𝛽) 𝑓 ′ (𝛼−𝑖𝛽 )
1! ...

𝑓 (𝑛−1) (𝛼−𝑖𝛽 )
(𝑛−1)!

0 𝑓 (𝛼 − 𝑖𝛽) ...
𝑓 (𝑛−2) (𝛼−𝑖𝛽 )

(𝑛−2)!
... ... ... ...

0 0 ... 𝑓 (𝛼 − 𝑖𝛽)

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
.

Находя жордановы цепочки для собственных значений 𝛼 ± 𝑖𝛽 , получим матрицу преобразования

𝑇 =

©­­­­­­­­­«

1 0 ... 0 1 0 ... 0
−𝑖 0 ... 0 −𝑖 0 ... 0
0 1 ... 0 0 1 ... 0
0 −𝑖 ... 0 0 −𝑖 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 1 0 0 ... 1
0 0 ... −𝑖 0 0 ... −𝑖

ª®®®®®®®®®¬
,
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𝑇 −1 =
1
2

©­­­­­­­­­­­«

1 𝑖 0 0 ... 0 0
0 0 1 𝑖 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1 𝑖

1 −𝑖 0 0 ... 0 0
0 0 1 −𝑖 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1 −𝑖

ª®®®®®®®®®®®¬
.

Вычисляя произведение 𝑇 𝑓 (𝐽 )𝑇 −1, получим формулу (17). По лемме 1, функция от матрицы 𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽)
представима в виде:

𝑓 (𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽)) =
©­­­«
𝐹 𝐹1 ... 𝐹𝑛/2−1
0 𝐹 ... 𝐹𝑛/2−2
... ... ... ...

0 0 ... 𝐹

,

ª®®®¬ где
𝐹 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝜆)) 𝐼𝑚(𝑓 (𝜆))
−𝐼𝑚(𝑓 (𝜆)) 𝑅𝑒 (𝑓 (𝜆))

)
, 𝐹𝑘 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!
𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!
− 𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!

)
.

Рассуждая аналогично случаю 𝜆 ∈ 𝑅, получим

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) = 𝐸𝑅𝑒 (𝐼 (𝜆,𝑊 )) + 𝐵1𝐼𝑚(𝐼 (𝜆,𝑊 ))+

+
𝑛/2−1∑︁
𝑘=1

(
𝐻𝑘

𝑘!
𝑅𝑒

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑊 )
𝜕𝜆𝑘

)
+ 𝐵𝑘+1

𝑘!
𝐼𝑚

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑊 )
𝜕𝜆𝑘

))
,

где 𝐻 – 𝑛 × 𝑛 матрица вида (13), 𝐵𝑘 – 𝑛 × 𝑛 матрицы

𝐵1 =
©­­­«
𝑁 0 ... 0
0 𝑁 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 𝑁

ª®®®¬ , 𝐵2 =

©­­­­­«
0 𝑁 0 0 ... 0
0 0 𝑁 0 ... 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 𝑁

0 0 0 0 ... 0

ª®®®®®¬
, ... ,

𝐵𝑛/2 =
©­­­«

0 ... 0 𝑁

0 ... 0 0
... ... ... ...

0 ... 0 0

ª®®®¬ , где𝑁 =

(
0 1
−1 0

)
.

𝑈 (𝜉0, 𝜂0) = 𝐸𝑅𝑒 (𝐼 (𝜆,𝑈 )) +𝑄𝐵1𝑄
−1𝐼𝑚(𝐼 (𝜆,𝑈 ))+

+
𝑛/2−1∑︁
𝑘=1

(
𝑄𝐻𝑘𝑄−1

𝑘!
𝑅𝑒

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
+ 𝑄𝐵𝑘+1𝑄

−1

𝑘!
𝐼𝑚

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

))
.

Вычисляя значение выражений для 𝑅𝑒 (𝐼 (𝜆,𝑈 )), 𝐼𝑚(𝜆,𝑈 ), переходя к пределу, подставляя начальные
условия, и возвращаясь к переменным (𝑥,𝑦) получаем решение задачи (1)

𝑈 (𝑥,𝑦) = 𝐸𝑅𝑒 (𝐿(𝜆,𝑈 )) +𝑄𝐵1𝑄
−1𝐼𝑚(𝐿(𝜆,𝑈 ))+

𝑛/2−1∑︁
𝑘=1

(
𝑄𝐻𝑘𝑄−1

𝑘!
𝑅𝑒

(
𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
+ 𝑄𝐵𝑘+1𝑄

−1

𝑘!
𝐼𝑚

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

))
. (18)

𝑅𝑒 (𝐿(𝜆,𝑈 )) = (𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) + 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)) − 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×
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×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉 (19)

𝐼𝑚(𝐿(𝜆,𝑈 )) = 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) − 𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) + 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉, (20)

где
𝑅𝑒 (𝑀1 (𝜆)) = (2𝛼 − 1)𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) − 2𝛽𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)),

𝐼𝑚(𝑀1 (𝜆)) = (2𝛼 − 1)𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) + 2𝛽𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)),

𝑅𝑒 (𝑀2 (𝜆)) =
sin(𝜋𝛼) ch(𝜋𝛽)

𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡−

−cos(𝜋𝛼) sh(𝜋𝛽)
𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡,

𝐼𝑚(𝑀2 (𝜆)) =
sin(𝜋𝛼) ch(𝜋𝛽)

𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡−

−cos(𝜋𝛼) sh(𝜋𝛽)
𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡,

𝑅𝑒

(
𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
=

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) [
(𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦))+

+𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)) − 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉−
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−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉

]
,

𝐼𝑚

(
𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
=

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) [
𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦))−

−𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) + 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉+

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉

𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘 )
1 (𝜆)) = (−1)𝑘−1 ((1 − 2𝛼)𝑅𝑒𝑀 (𝑘 )

2 (1 − 𝜆) + 2𝛽𝐼𝑚(𝑀 (𝑘 )
2 (1 − 𝜆))+

+2𝑘𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘−1)
2 (1 − 𝜆))

)
,

𝐼𝑚(𝑀 (𝑘 )
1 (𝜆)) = (−1)𝑘−1 ((1 − 2𝛼)𝐼𝑚𝑀 (𝑘 )

2 (1 − 𝜆) − 2𝛽𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘 )
2 (1 − 𝜆))+

+2𝑘𝐼𝑚(𝑀 (𝑘−1)
2 (1 − 𝜆))

)
,

𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘 )
2 (𝜆)) =

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑛

𝑘

)
𝜋𝑘−1

(
sin

(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
ch(𝜋𝛽)×

×
1∫

0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗

−

− cos
(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
sh(𝜋𝛽) ×

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗 )
,

𝐼𝑚(𝑀 (𝑘 )
2 (𝜆)) =

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑛

𝑘

)
𝜋𝑘−1

(
sin

(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
ch(𝜋𝛽)×

×
1∫

0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗

+
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+ cos
(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
sh(𝜋𝛽) ×

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗 )
.

Убедиться в том, что полученные решения удовлетворяют уравнению и начальным данным можно
непосредственной проверкой. Из самого способа получения решений и их вида следует единственность
решения поставленных задач. Таким образом, справедливы следующие теоремы.

6. Основные результаты.
Теорема 1. Если 𝜏 (𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 1], и 𝜈 (𝑥) ∈ 𝐶2 (0, 1), классическое решение задачи Коши (4), (5) для уравнения
(1) в области 𝐷 = {(𝑥,𝑦) |0 < −𝑦 < 𝑥 < 𝑦 + 1} при 1/2 < 𝜆 < 1 имеет вид (15),(16)
Теорема 2. Если 𝜏 (𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 1], и 𝜈 (𝑥) ∈ 𝐶2 (0, 1), классическое решение задачи Коши (4), (5) для уравнения
(1) в области 𝐷 = {(𝑥,𝑦) |0 < −𝑦 < 𝑥 < 𝑦 + 1} при комплексно-сопряженных собственных значениях
𝜆, 1/2 < 𝑅𝑒 (𝜆) < 1 определяется формулами (18),(19),(20)
Замечание 1. Используя представленный в статье подход и результаты, можно получить решения для
случая, когда матрица-коэффициент имеет 𝑘 собственных значений различной кратности 1/2 < 𝑅𝑒 (𝜆𝑘 ) <
1. В этом случае каноническая форма матирицы 𝐺 будет состоять из 𝑘 жордановых клеток, исходная
система редуцируется к 𝑘 независимым системам, а решение может быть представлено в виде прямой
суммы решений вспомогательных систем [13], как это было сделано в работе [3].
Замечание 2. Переходя к пределу при 𝛽 → 0 в выражениях (17), (18), получим решение задачи для случая
действительных собственных значений (15), (16).
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ПОЛУЧЕНИЕ И СВОЙСТВА НАНОКРИСТАЛЛОВ ZnS𝑥Se1−𝑥 , СИНТЕЗИРОВАННЫХМЕТОДОМ
САМОРАСПРОСТРАНЯЮЩЕГОСЯ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОГО СИНТЕЗА

Е. Г. Плахтий, В. С. Захвалинский

(Статья представлена членом редакционной коллегии С. В. Блажевичем)

Белгородский государственный национальный исследовательский университет, г. Белгород, 308015, Россия

E-mail: plakhtii.ev@gmail.com

Аннотация. Методом самораспространяющегося высокотемпературного синтеза получены нанокристаллы твер-
дых растворов ZnS𝑥Se1−𝑥 . Полученная шихта представляет собой объединение нанокристаллов и поликристаллов.
Поликристаллы образуются из-за высокой температуры реакции и невозможности мгновенного отведения тепла.
Присутствует нелинейная зависимость заложенной шихты до синтеза и полученного после синтеза порошка. Рас-
считаны размеры нанокристаллов ZnS𝑥Se1−𝑥 методом Дебая – Шеррера. Максимальные размеры составили для
сульфида и селенида цинка 80 ± 5 нм и для всех остальных составов 60 ± 5 нм. Полученные нами степени микрона-
пряжения и плотности дислокаций в нанокристаллах ZnS𝑥Se1−𝑥 характерны для однородных составов с высоким
совершенством кристаллической структуры. Нанокристаллы для всех параметров 𝑥 характеризуются присутствием
гексагональной и кубической фазы. При уменьшении параметра 𝑥 в нанокристаллах твердых растворов ZnS𝑥Se1−𝑥
доля кубической фазы возрастает. Локальное окружение примесных ионов Mn2+ зависит от состава твердого рас-
твора. В ZnS𝑥Se1−𝑥 состава 0.4 ≤ 𝑥 ≤ 1 ионы Mn2+ окружены ионами серы с константой сверхтонкой структуры
𝐴 = 6.88÷ 6.91 мТл, а в составах с 𝑥 ≤ 0.2 ионы𝑀𝑛2+ находятся в окружении ионов селена с константой сверхтонкой
структуры = 6.55 мТл. В неосвещенных нанокристаллах 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 составов 0.8 ≤ 𝑥 ≤ 1 присутствует одиночная
линия электронного парамагнитного резонанса (ЭПР) ионов 𝐶𝑟+ с фактором 𝑔 = 1.9998.

Ключевые слова: нанокристаллы ZnS𝑥Se1−𝑥 , самораспространяющийся высокотемпературный синтез, рентгено-
дифракционный анализ, кристаллическая структура, спектры ЭПР
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OBTAINING AND PROPERTIES OF 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 NANOCRYSTALS SYNTHETIZED BY COMBUSTION
SYNTHESIS
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Belgorod National Research University, Belgorod, 308015, Russia)
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Abstract. We obtained nanocrystals of ZnS𝑥Se1−𝑥 solid solutions by the combustion synthesis. The obtained charge is a
combination of nanocrystals and polycrystals. The high reaction temperature and the impossibility of instantaneous heat
removal form polycrystals. There is a nonlinear dependence of the incorporated charge before synthesis and the powder
obtained after synthesis. The sizes of ZnS𝑥Se1−𝑥 nanocrystals are calculated by the Debye-Scherrer method. The maximum
dimensions were 80 ± 5 nm for zinc sulfide and selenide and 60 ± 5 nm for all other compositions. The obtained degrees
of microstress and dislocation density in ZnS𝑥Se1−𝑥 nanocrystals are typical for homogeneous compositions with a high
perfection of the crystal structure. Nanocrystals for all parameters 𝑥 are characterized by the presence of a hexagonal and
cubic phase. The fraction of the cubic phase increases with a decrease in the parameter 𝑥 in nanocrystals of ZnS𝑥Se1−𝑥 solid
solutions. The local environment of Mn2+ impurity ions depends on the composition of the solid solution. Sulfur ions with a
hyperfine structure constant А = 6.88 ÷ 6.91 mT surround Mn2+ ions in ZnS𝑥Se1−𝑥 of composition 0.4≤ 𝑥 ≤ 1, and selenium
ions with a hyperfine structure constant A = 6.55 mT surround Mn2+ ions in compositions with 𝑥 ≤ 0.2. There is a single
line of electron paramagnetic resonance (EPR) of Cr+ ions with a factor 𝑔 = 1.9998 in unilluminated ZnS𝑥Se1−𝑥 nanocrystals
with compositions 0.8 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Key words: 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 nanocrystals, combustion synthesis, X-ray diffraction analysis, crystal structure, EPR spectra
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1. Введение. Твердые растворы (ТР) 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 широко используются в твердотельной электронике,
оптоэлектронике, акустоэлектронике, технике [7, 19, 23]. Эти соединения имеют ширину запрещенной
зоны 2,6 – 3,91 эВ и являются перспективным материалом для оптоэлектронных приборов. Все хими-
ческие элементы, их составляющие, нетоксичны и в изобилии имеются в земной коре. В последнее
время применение данных твердых растворов в основном происходит в виде нанокристаллов (НК)
[3, 5, 9]. Многие группы исследователей получают НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 с помощью широкого спектра методов
из газовой фазы (gas-based techniques): химического осаждения из паровой фазы (CVD), физического
осаждения из паровой фазы (PVD), ионной имплантации (ion implantation), распыления (sputtering),
лазерной абляции (laser ablation) и пиролиза аэрозоля (spray pyrolysis) [1, 2, 10, 16]. В этих технологи-
ях возможность управления размером НК обеспечивают, регулируя параметры синтеза: температуру,
давление, удельную мощность, расход газа и т. д. Также используются методы роста НК из растворов
(solution-based techniques): восстановления (reduction), термического разложения (thermal decomposition),
гидротермального процесса (hydrothermal process), печати (printing), а также используются основанные
на гидролизе и алкоголизе (hydrolysis and alcoholysis) [8, 21, 24, 28]. Эти методы получения растворов
представляют большой исследовательский интерес, так как они эффективны в синтезе НК с хорошим
контролем размера, у них есть преимущества низкой температуры синтеза, технологической гибкости.
Однако получениеНК всемиперечисленными вышеметодамиимеют некоторые недостатки, например,
большуюсебестоимостьидостаточно высокуюсложность синтеза.Метод самораспространяющегося вы-
сокотемпературного синтеза (СВС) является одним из самых перспективных методов получения НК для
соединений типа 𝐴2𝐵6 и обладает рядом преимуществ. Этот метод характеризуется высокой скоростью
получения НК, возможностью получения НК в больших объемах, низкой себестоимостью и энерго-
потреблением на единицу продукции, простотой используемого оборудования и его экологической
безопасностью [15, 22]. Метод СВС позволяет получить порошкообразные НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 путем легко
реализуемой высокотемпературной реакции смеси мелкодисперсных порошков Zn, S и Se, производить
легирование НК непосредственно в процессе синтеза путем добавления соответствующих примесей в
шихту. На сегодняшний день группами исследователей получены методом СВС и изучены некоторые
физические и оптические свойства нанокристаллов ZnS с размерами 80 − −1000 нм [4, 14, 20], а также
получены кристаллы 𝑍𝑛𝑆𝑒 размерами 1 − −100 мкм и частично исследованы физические и оптические
свойства [18, 27]. Ранее нами были рассмотрены НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 легированные марганцем [12, 13]. Однако
получению чистых НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 методом СВС и некоторых присущих им особенностям до сих пор не
было уделено достаточно внимания. В данной статье рассматривается получение НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 с шагом
параметра состава 𝑥 = 0.2 меньших размеров, с воспроизведенными и контролируемыми свойства-
ми и низкой себестоимостью, преодолевающей ограничение дальнейшего расширения практического
применения ТР НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 .

2. Методика эксперимента. Синтез НК твердых растворов 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 с шагом состава 𝑥 = 0.2 про-
изводился в кварцевой ампуле, помещенной в герметичный стальной реактор. В ампулу загружали
механически смешанные порошки 𝑍𝑛, 𝑆 и 𝑆𝑒 , взятые в соответствующих пропорциях. Предварительное
перемешивание шихты проводилось с добавлением этилового спирта для улучшения процесса пере-
мешивания. Соотношение 𝑆 и 𝑆𝑒 в шихте при этом характеризуется параметром 𝑥𝑝 . После сушки смеси
инициация реакции синтеза проводилась тепловым импульсом, который обеспечивала нихромовая
спираль, расположенная в верхней части реактора.

Синтез проводился при атмосферном давлении в воздушной среде. В полученных НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥
соотношение между 𝑆 и 𝑆𝑒 определялось параметром 𝑥 . Рентгенодифракционный анализ (РДА) полу-
ченных НК был проведен на дифрактометре ДРОН-2 с использованием излучения Co K𝛼 . Спектры ЭПР
исследовались на радиоспектрометре 𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜𝑝𝑎𝑛𝑆𝐸/𝑋 − 2543. Изображение частиц НК было получено с
помощью растрового электронного микроскопа 𝑃𝐸𝑀𝑀𝐴 − 102 − 02.

3. Результаты эксперимента и их обсуждение. НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 , полученные методом СВС, пред-
ставляют собой порошок. Электронные микрофотографии данного порошка представлены на рис. 1. Как
видно из представленных электронных микрофотографий, в данном порошке присутствуют крупные
поликристаллы, поликристаллы со средними размерами 1−5 мкм и мелкие НК, которые можно увидеть
при разрешении 5 мкм как легкую взвесь. Появление разных фракций происходит из-за особенностей
реакции СВС – высоких температур синтеза ∼ 1800 - 2200 K [17]. В связи с невозможностью мгновенного
отвода избыточного тепла, образованные в результате синтеза НК соединяются в поликристаллы раз-
ных фракций со смешанной кристаллической структурой, которые при механическом давлении легко
распадаются на НК.
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Рис. 1. Электронные микрофотографии 𝑍𝑛(𝑎, 𝑏), 𝑍𝑛𝑆0.4𝑆𝑒0.6 (𝑐, 𝑑), 𝑍𝑛𝑆0.2𝑆𝑒0.8 (𝑒, 𝑓 ), 𝑍𝑛𝑆𝑒 (𝑔, ℎ)
Fig. 1. Electron micrographs of 𝑍𝑛𝑆 (𝑎, 𝑏), 𝑍𝑛𝑆0.4𝑆𝑒0.6 (𝑐, 𝑑), 𝑍𝑛𝑆0.2𝑆𝑒0.8 (𝑒, 𝑓 ), 𝑍𝑛𝑆𝑒 (𝑔, ℎ)𝑁𝐶
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Для расчета размеров НК была использована формула Дебая – Шеррера:

𝑑 =
𝐾𝜆

𝛽𝑐𝑜𝑠 (𝜃 ) , (1)

где𝑑 – среднийразмеркристаллов,𝐾 –безразмерныйкоэффициентформычастиц (постояннаяШеррера,
для сферических частиц принимается равной 0.9), 𝜆 – длина волны рентгеновского излучения, 𝛽 –
ширина рефлекса в районе полувысоты (в радианах), 𝜃 — угол дифракции. Размеры НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 ,
полученные из данных РДА приведенных на рис. 2 для составов 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, находятся в пределах
80 ± 5 нм, а для всех остальных составов 60 ± 5 нм. Как видим по ширине рефлексов, минимальные
размеры НК ZnS𝑥Se1−𝑥 характерны для параметра 𝑥 = 0.4, а максимальные – для состава 𝑥 = 0. На рис.
2b представлена расширенная область рентгенограмм от 28 до 38, где проявляется плавное движение
рефлексов при изменении параметра состава 𝑥 , что подтверждает получение ТР НК ZnS𝑥Se1−𝑥 .

Рис. 2. Спектр РДА (a) и часть спектра РДА (b) НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 : 1 – 𝑥 = 1; 2 – 𝑥 = 0.8; 3 – 𝑥 = 0.6; 4 – 𝑥 = 0.4; 5 – 𝑥 = 0.2;
6 – 𝑥 = 0. Эталонная штрих-диаграмма для вюрцита (𝑥 = 1, синий цвет) и сфалерита (𝑥 = 0, красный цвет)

Fig. 2. XRD spectrum (a) and part of XRD spectrum (b) 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 NC: 1 – 𝑥 = 1; 2 – 𝑥 = 0.8; 3 – 𝑥 = 0.6; 4 – 𝑥 = 0.4;
5 – 𝑥 = 0.2; 6 – 𝑥 = 0. Reference line diagram for wurtzite (𝑥 = 1, blue) and sphalerite (𝑥 = 0, red)

Для определения доли гексагональной и кубической фаз были использованы соотношения интен-
сивностей рефлексов плоскостей (100), (101), (002) отвечающих за гексагональнуюфазу и интенсивностей
рефлексов плоскости (111), отвечающих за кубическую. Из рис. 2 видно, что в НК ZnS доля гексагональ-
ной фазы, составляет ∼ (65 ± 5) %, кубической фазы ∼ (35 ± 5) %, в НК ZnS0.8Se0.2 – (70 ± 5) % и (30 ± 5) %,
в НК ZnS0.6Se0.4 – (70 ± 5) % и (30 ± 5) %, в НК ZnS0.4Se0.6 – (55 ± 5) % и (45 ± 5) %, в НК ZnS0.2Se0.8 – (15 ±
5) % и (85 ± 5) %, а в НК ZnSe – (5 ± 5) % и (95 ± 5) %, соответственно. Доля кубической фазы с уменьше-
нием параметра x в НК ZnS𝑥Se1−𝑥 возрастает. По данным РДА, с точностью до 2 %, в полученных ТР не
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наблюдается присутствие других кристаллических фаз. Реакция СВС инициировалась мощным тепло-
вым импульсом, который обеспечивал ток ∼ 40 А, в работе [6] данный тепловой импульс обеспечивал
ток ∼ 27𝐴. В работе [6] наблюдаются дополнительные фазы, в нашей работе данные фазы отсутствуют,
можно сделать вывод, что величина первоначального температурного импульса, инициирующего СВС
реакцию, влияет на размеры и на фазовый состав НК, что сходно с результатами, представленными
другими авторами [25].

Параметры кристаллической решетки НК ТР ZnSxSe1-x в кубической фазе находились в пределах от
a = 5.377 Å(для 𝑥 = 1) до a = 5.630 Å(для 𝑥 = 0) (Таблица 1). Данные значения хорошо коррелируют с па-
раметрами кристаллической решетки монокристаллов ТР 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 [26], которые находятся в пределах
𝑎 = 5, 4093 Å(для 𝑥 = 1) до 𝑎 = 5, 6687 Å(для 𝑥 = 0). Полученные нами параметры кристаллической решет-
ки меньше, чем в монокристаллах, это свидетельствует о деформационных напряжениях, присущих для
НК. Степени микронапряжений кристаллической решетки НК ZnS𝑥Se1−𝑥 (Δ d/d) лежали в пределах от
4.1 · 10−4 до 16 · 10−4. Минимальная степень микронапряжений была характерна для составов с 𝑥 = 0.8, а
максимальная – с 𝑥 = 0.4. Плотности дислокаций лежали в пределах от 2.5 · 1010 до 20 · 1010. Минимальная
плотность дислокаций была характерна для составов с 𝑥 = 1 и 𝑥 = 0, а максимальная – для составов с
𝑥 = 0.2 и 𝑥 = 0.4. Полученные нами степени микронапряжения и плотности дислокаций характерны для
достаточно однородных составов с высоким совершенством кристаллической структуры [11], что поз-
воляет получить широкое применение синтезированных нами НК в различных сферах практической
деятельности. Как видно из таблицы 1, присутствует нелинейная зависимость заложенного состава до
реакции и полученных после синтеза порошков.

Таблица 1. Данные РДА НК ZnS𝑥Se1−𝑥
Table 1. Data X-Ray NC ZnS𝑥Se1−𝑥

Спектры ЭПР НК ТР ZnS𝑥Se1−𝑥 приведены на рис. 3. Заметим, что во всех составах наблюдается
сверхтонкая структура, состоящая из шести эквидистантных линий, характерных для парамагнитных
центровMn2+. Для синтезаНК𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 использовались химически чистые исходныематериалы. В пас-
порте материалов присутствует марганец в количестве 10−2 вес. %. Лучше всего ионыMn2+ встраиваются
в кристаллическую решетку сульфида и селенида цинка, что можно увидеть по наиболее интенсивному
сигналу. В смешанных твердых растворах интенсивность сигнала ЭПР, присущего ионам 𝑀𝑛2+, слабее
на порядок, что можно связать с неравновесностью структуры НК ТР ZnS𝑥Se1−𝑥 . В составах с 0.4 ≤ 𝑥 ≤
1 наблюдается сдвоенность линий, что свидетельствует о наложении друг на друга двух спектров ЭПР
ионов Mn2+, находящихся в разном локальном окружении.

Гексагональному локальному окружению, скорее всего, принадлежит спектр ионов Mn2+ с констан-
той сверхтонкой структуры А = 7.16 мТл. Кубическому локальному окружению, скорее всего, принад-
лежит спектр ионов Mn2+ с константой сверхтонкой структуры А = 6.90 мТл. Константы сверхтонкой
структурыионов𝑀𝑛2+, которыемыполучили, хорошокоррелируют с константами сверхтонкой структу-
рыионовMn2+ для объемных кристаллов иНКZnS𝑥Se1−𝑥 :Mn [12]. В составах близких к ZnSe наблюдалась
однашестерка эквидистантных линий, характерных для парамагнитных центровMn2+. По даннымЭПР,
именно в этих составах скачком меняется локальное окружение ионов Mn2+ – они окружены ионами
селена. Константа сверхтонкого расщепления скачком при этом уменьшается до величиныА = 6.55 мТл,
что коррелирует с полученными нами данными для ZnS𝑥Se1−𝑥 :Mn. Это позволяет сделать заключение,
что ионы Mn2+, находящиеся в разном локальном окружении, проявляют себя по-разному в спектрах
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ЭПР НК ZnS𝑥Se1−𝑥 . Соответственно, спектры ЭПР также позволяют охарактеризовать наличие или от-
сутствие фаз в НК ZnS𝑥Se1−𝑥 . Наличие смешанной кристаллической структуры НКZnS𝑥Se1−𝑥 в составах
с 0.4 ≤ 𝑥 ≤ 1 и наличие, в основном, кубической фазы в составах с 0 ≤ 𝑥 ≤ 0.2, установленное нами по
спектрам РДА, полностью соответствует данным ЭПР. Также наблюдается одиночная линия ЭПР с 𝑔 =
1.9998, связанная с ионами Cr+. Такая же линия ЭПР была замечена и в НК ZnS𝑥Se1−𝑥 :Mn [12]. Это может
свидетельствовать о том, что Cr присутствует в исходной шихте в виде неконтролируемой примеси.

Рис. 3. Спектр (а) и часть спектра (b) ЭПР НК ZnS𝑥Se1−𝑥 в зависимости от параметра 𝑥 : 1 – 𝑥 = 1; 2 – 𝑥 = 0.8;
3 – 𝑥 = 0.6; 4 – 𝑥 = 0.4; 5 – 𝑥 = 0.2; 6 – 𝑥 = 0

Fig. 3. Spectrum (a) and part of the spectrum (b) EPR of NC ZnS𝑥Se1−𝑥 depending on the parameter 𝑥 : 1 – 𝑥 = 1; 2 – 𝑥 = 0.8;
3 – 𝑥 = 0.6; 4 – 𝑥 = 0.4; 5 – 𝑥 = 0.2; 6 – 𝑥 = 0

В спектрах ЭПР НК 𝑍𝑛𝑆𝑥𝑆𝑒1−𝑥 , приведенных на рис. 3 а, в составах с 0.2 ≤ 𝑥 ≤ 0.6 присутствуют
широкие линии поглощения с центром в районе 150 мТл, они же сильно ослабленные наблюдаются
для составов с 0.8 ≤ 𝑥 ≤ 1. Данную широкую линию поглощения можно связать с неоднородностью
структуры, полученной в процессе СВС.

4. Заключение. Синтезированы НК твердых растворовZnS𝑥Se1−𝑥 методом СВС с шагом параметра
𝑥 = 0.2. Присутствует нелинейная зависимость заложенной шихты до синтеза и полученного после
синтеза порошка. Полученные нами степени микронапряжения и плотности дислокаций характерны
для однородных составов с высоким совершенством кристаллической структуры. НК для всех парамет-
ров состава x характерно присутствие гексагональной и кубической фазы. При уменьшении параметра
𝑥 в НК ТР ZnS𝑥Se1−𝑥 доля кубической фазы возрастает. В спектрах ЭПР во всех составах наблюдается
сверхтонкая структура, характерная для парамагнитных центров Mn2+. В составах с 0.4 ≤ 𝑥 ≤ 1 наблю-
дается сдвоенность линий ЭПР, которая обусловлена разным локальным окружением ионов Mn2+. По
изменению констант сверхтонкой структуры ЭПР от величины А = 6.88 ÷ 6.91 мТл до величины А =
6.55 мТл можно сделать заключение, что в составах с 0.4 ≤ 𝑥 ≤ 1 ионы Mn2+ окружены ионами серы, а
в составах с 𝑥 ≤ 0.2 ионы Mn2+ находятся в окружении ионов селена. В неосвещенных НК ZnS𝑥Se1−𝑥 в
составах с 0.8 ≤ 𝑥 ≤ 1 присутствует одиночная линиия ЭПР ионов Cr+.
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Аннотация. Экспериментально исследован фотогальванический эффект в симметричной, без ориентирующих
покрытий, нематической ячейке с азокрасителем метиловым красным. Показано, что без внешнего электрического
поля, под действием света ячейка генерирует электрический ток (∼ 10−8𝐴/𝑐𝑚2), зависящий от спектра облучения, на
два порядка больше тока нематической ячейки без красителя при тех же условиях облучения. Полярность фототока
зависит от направления освещения ячейки. Анализ температурной зависимости фототока указывает на возмож-
ный активационный механизм переноса носителей заряда с энергией активации 0,7 – 2 эВ для разных толщин
нематической ячейки. Предполагается, что имеют место, как минимум, два зарядовых процесса с характерными
временами, различающимися на несколько порядков. Первый связывается с фотоэффектом в прозрачных электро-
дах 𝐼𝑛2𝑂3, тогда как, второй обусловлен пространственным разделением зарядов и носит диффузионный характер.
Установлено влияние фазового перехода на фототок, как в ячейке с чистым нематиком, так и в нематических
ячейках с метиловым красным, что обусловлено возникновением сильно рассеивающего переходного состояния
жидкого кристалла.
Ключевые слова: азокраситель, метиловый красный, жидкий кристалл, фоторефрактивный эффект
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Abstract. The photovoltaic effect in a symmetrical, without orienting coatings, nematic cell with an azo-dye methyl red has
been experimentally studied. It is shown that without an external electric field, under the action of light, the cell generates an
electric current (∼ 10−8𝐴/𝑐𝑚2), depending on the irradiation spectrum, two orders of magnitude greater than the current of
a nematic cell without dye under the same irradiation conditions. The polarity of the photocurrent depends on the direction
of illumination of the cell. An analysis of the temperature dependence of the photocurrent indicates a possible activation
mechanism for the transfer of charge carriers with an activation energy of 0.7˘2𝑒𝑉 for different thicknesses of the nematic
cell. It is assumed that there are at least two charge processes with characteristic times that differ by several orders of
magnitude. The first is associated with the photoelectric effect in transparent 𝐼𝑛2𝑂3 electrodes, while the second is due to the
spatial separation of charges and is of a diffusion nature. The influence of the phase transition on the photocurrent, both in
a cell with a pure nematic and in nematic cells with methyl red, is established, which is due to the appearance of a strongly
scattering transition state of the liquid crystal.
Key words: azo-dye, methyl red, liquid crystal, photorefractive effect
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1. Введение. Генерация носителей заряда в средах под действием света является распространен-
ным физическим явлением. При соответствующем пространственном разделении этих зарядов может
решатьсяширокий спектр прикладных задач, таких как, например,сохранение энергии в виде органиче-
ских веществ при фотосинтезе или получение электрической энергии в солнечных элементах, и другие
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[14]. В жидких кристаллах (жк) фотогенерация носителей заряда интересна с точки зрения осуществ-
ления фоторефрактивного эффекта [4], потенциально пригодного для приборов изменения параметров
фронта световой волны [9]. Особыйинтерес представляютжидкие кристаллы, допированные красителя-
ми, в которых благодаря значительной анизотропии показателя преломления присущей жк [1], а также
возможности селективным образом воздействовать световой волной на молекулы красителя (пигмента)
[12], включая конформационное изменение молекул или светоиндуцированную адсорбцию красителя
на поверхности [16], достижима эффективная модуляция света. Одним из сопутствующих эффектов
протекания зарядовых процессов может служить фотогальванический эффект. Согласно имеющейся
литературе, изучение последнего в основном концентрируется в свете прояснения и установления ме-
ханизмов фоторефрактивного эффекта. Как самостоятельный и независимый эффект, происходящий в
конкретных жидкокристаллических средах, исследован недостаточно. Такому состоянию дел, по мне-
ниюавторов, есть некоторыепричины. Какизвестно, для эффективной записи голограммприкладывают
электрические поля [10, 11, 6]. Как считается, эти поля растягивают фотогенерированные заряды, и тем
самым способствуют переориентации молекул жидкого кристалла. Очевидно, что воздействие полей,
как постоянных, так и переменных [8], на жидкокристаллическую среду может маскировать детали
фотогальванического эффекта. Другим экспериментальным фактом, не улучшающим ситуацию с про-
яснением механизмов фотогальванического эффекта, является использование ориентирующих покры-
тий, например, полиимидов [2], причем часто с разными свойствами на поверхностях обоих электродов
в одной и той же ячейке. Последние являются твердотельными средами, часто с полупроводниковыми
свойствами, что естественным образом приводит к эффективной генерации собственных носителей
заряда под действием света [3]. Поэтому целью предлагаемой работы было экспериментально изучить
«чистый» фотогальванический эффект в нематической ячейке с азокрасителем в условиях отсутствия
внешнего электрического поля и без использования каких-либо ориентирующих пленок.

2. Эксперимент. Эксперименты проводились на установке, схематический вид которой представ-
лен на рис. 1 а. Для генерации фототока в жк ячейках использовался источник света с постоянной
интенсивностью излучения. Спектр излучения этого источника света, а также спектры поглощения
светофильтров, использованных в данной работе, представлены на рис. 1 b. Жидкокристаллические
ячейки выполнялись симметричными из стеклянных подложек, на которых были нанесены электро-
проводящие прозрачные плёнки 𝐼𝑛2𝑂3 (ITO). Толщина жк слоя в ячейках задавалась фторопластовыми
прокладками и лежала в пределах 5–100 мкм. С целью контроля полярности фототока собирающий
электрод (1) ячеек устанавливался в направлении к источнику света, рис. 1 а. Площадь освещаемого
источником света участка жк ячейки была около 2 см2.

В работе исследовались фототоки в ячейках, заправленные нематиком 5СВ, который допировался
красителем метиловым красным (MR). Заправка ячеек осуществлялась в нематической фазе. Полоса
поглощения MR, в среднем, приходится на длины волн света около 480–500 нм [17], что отмечено на
рис. 1 b. На данном этапе исследований была использована только одна концентрация красителя MR
в нематике, а именно, около 1% по весу. При температурных измерениях фототока в ячейках скорость
изменения температуры поддерживалась около ∼ 0, 2 град/мин. Исходная ориентация молекул жк
на поверхностях электродов специально не задавалась. Вследствие этого, в ячейках формировалась
неоднородная ориентация нематика, рис. 1 c, где местамимогут просматриваться участки гомеотропной
ориентации, а также участки с некоторым преимущественным направлением ориентации директора
в плоскости ячейки. Подобный тип ориентации нематика, для толщин жк слоя, указанных выше,
наблюдался практически во всех ячейках, что контролировалось поляризационным микроскопом.

Рассмотрим фотоэлектрическую реакцию жк ячейки с красителем на включение и выключение ис-
точника света. На рис. 1 d представлена типичная осциллограмма фотоэлектрического ответа жк ячейки
с красителем на включение и выключение источника света независимо от выбора светофильтра из ука-
занного вышенабора. На осциллограммах наблюдаются три характерных участка. Первый соответствует
моменту включения источника света, при котором наблюдается пик фототока (С1) с положительной по-
лярностью. Этот пикможно связать с током зарядажк ячейки (конденсаторный ток) при«подключении»
некоторого внутреннего «фото-источника» напряжения. Время нарастания сигнала порядка 10–20 мс.
Это время измерялось также с использованием импульсного источника света (галогенная лампа). Из
анализа фронтов нарастания фототоков и интенсивности света источников вытекает, что это время ско-
рей является ограничением снизу (электрическими цепями включения источника света и регистрации
фототока) реального характеристического времени физического процесса генерации зарядов, которое,
по всей видимости, значительно меньше.

На втором участке полярность фототока меняется на противоположную, и его величина выходит на
постоянное значение с некоторой амплитудой I, рис. 1 d. Другими словами, на этом участке «источник»
фототока подключен «минусом» к собирающему измерительному электроду 1 жк ячейки, рис. 1 а.
Характерное время нарастания величины сигнала около 10 секунд, что, как видно, на три порядка
больше характерного времени нарастания первого пика (рис. 1 с).
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Рис. 1. Общие условия эксперимента. а – схематический вид экспериментальной установки, 1 – собирающий
электрод жк ячейки (второй электрод жк ячейки заземлён), F – светофильтр, S – источник света, 2 – усилитель, 3 –
осциллограф, b – cпектры пропускания светофильтров (1 – ЖС12, 2 – ЖС16, 3 – ЖС17, 4 – СЖС20) и излучения
источника света; c – dид участка ячейки с нематиком 5СВ допированным азокрасителем метиловым красным в
поляризационном микроскопе, толщина жк слоя 20 мкм; d – Типичная осциллограмма временной развёртки
фотоответа нематической ячейки допированной МR на возбуждение светом, I – стационарный ток. Скорость

развёртки 0,5с/дел. e, f – Зеркальный «переворот» осциллограммы фототока ячейки при изменении направления
её освещения. Скорость развёртки 1 с/дел

Fig. 1. Common conditions of the experiment. a – Schematic view of the experimental setup. 1 – collecting electrode of the
LCD cell (the second electrode of the LCD cell is grounded). F – light filter. S – source of light. 2 – amplifier. 3 – oscilloscope.
b – Transmission spectra of light filters (1 – ZhS12, 2 – ZhS16, 3 – ZhS17, 4 – SZhS20) and radiation of the light source. c –
View of the cell area with nematic 5CB doped with azo-dye methyl red in a polarizing microscope. The thickness of the LCD
layer is 20 microns. d – A typical oscillogramme of the time base of the photoresponse of a nematic cell doped with MR to
light excitation. I – stationary current. Sweep rate 0.5 s/div. e, f – Mirror «reversal» of the cell photocurrent oscillogram

when the direction of its illumination changes. Sweeprate 1 s/div

Принимая во внимание столь значительную разницу в характерных временах изменения фототока
на первом и втором участках, и разную полярность этих фототоков, можно предположить, что в фото-
гальваническом эффекте имеют место, как минимум, два физических процесса генерации носителей
заряда и их переноса.
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При выключении источника освещения (третий участок) наблюдается пикообразное увеличение
тока (рис. 2 с), что можно интерпретировать конденсаторным током разряда жк ячейки, причем именно
тогоже самого «конденсатора», который заряжался припервомпикефототока С1. Далее ток релаксирует
к нулю, рис. 1 d, с таким же характерным временем, как это имело место на втором участке в период
действия излучения.

Если изменить направление освещения жк ячейки, и свет направить через заземленный электрод,
то в этом случае осциллограммы фототока будут зеркально переворачиваться, рис. 1 e, f. Это согла-
суется с тем, что интенсивность фотоэффекта на разных электродах различна и концентрация ионов,
генерированных светом, падает в направлении от более освещенного электрода.

Сравним фототоки ячеек с чистым нематиком и содержащим краситель при освещении их через
один и тот же набор светофильтров. Постоянный ток I жк ячейки с МR демонстрирует зависимость от
спектра световых волн, прошедших через соответствующий светофильтр, рис. 2 а. Видно, что амплитуда
I заметно уменьшается с увеличением длин волн света при применении светофильтров в последова-
тельности 1 → 4 → 2 → 3. Фототок жк ячейки без красителя демонстрирует аналогичное уменьшение
для той же последовательности светофильтров, рис. 2 b, при этом величина фототока более чем на
два порядка меньше фототоков в ячейке с красителем. Характерные времена нарастания и релаксации
фототоков, как для нематика с МR, так и чистого нематика лежат практически в одном диапазоне.

Рис. 2. Фототоки жк ячеек для разных участков видимого диапазона спектра. a – осциллограммы фототоков жк
ячейки с красителем для разных светофильтров (1, 2, 3, 4 рис. 1 b), b – фототоки в жк ячейке без красителя для тех

же светофильтров (1, 2, 3, 4)
Fig. 2. Photocurrents of LC cells for different parts of the visible range of the spectrum. a – oscillograms of photocurrents of
an LC cell with a dye for different light filters (1, 2, 3, 4 Fig. 1 b), b – photocurrents in the LC cell without dye for the same

light filters (1, 2, 3, 4)

Отметим, что для жк ячейки без красителя: (1) полярность фототоков для данных светофильтров
имеет положительный знак, и (2) амплитуды конденсаторных токов при включении и выключении
источника света наблюдаются на уровне шумов при комнатной температуре, и слегка увеличиваются
при температурах близких к температуре фазового перехода, рис. 5 e.

Рис. 3. Влияние толщины жк слоя на фототок. a – фототоки жк ячейки с красителем с разной толщиной слоя жк. b –
осциллограммы первого пика фототоков (С1) для ячеек разной толщины. Комнатная температура. Светофильтр 2

Fig. 3. Influence of the thickness of the LC layer on the photocurrent. a – photocurrents of an LC cell with a dye with
different thicknesses of the LC layer, b – oscillograms of the first peak of photocurrents (C1) for cells of different

thicknesses. Room temperature. Lightfilter 2
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На рис. 3 представлены осциллограммы фототоков в жк ячейках с МR с разной толщиной слоя жк.
Из приведенных иллюстраций вытекают два вывода. Первый касается величины пиков фототоков. С
уменьшением толщины ячейки величина пиков С1 и С2 увеличивается, рис. 3 b. Это косвенно согла-
суется с предположением, что эти пики соответствуют токам заряда и разряда конденсатора, в роли
которого выступает жк ячейка, при подключении или отключении «фотогальванического источника»,
поскольку с уменьшением толщины жк ячейки емкость её растет [14, 15]. Второй вывод касается вли-
яния толщины жк слоя на величину стационарного тока I. Хорошо видно, что с ростом толщины жк
слоя проявляется тенденция увеличения стационарного тока.

Поглощение чистого 5СВ, при котором возможна генерация носителей заряда, лежит в ультрафи-
олетовой области спектра [7]. Из-за поглощения светофильтрами, а также, практическим отсутствием
ультрафиолетовой составляющей в спектре излучения источника света, появлением носителей из-за
непосредственной ионизации молекул 5СВ, а также молекул метилового красного, можно пренебречь.

Принимая во внимание характерное время нарастания величины фототока первого конденсатор-
ного пика С1, которое практически не зависит от толщины жк слоя, рис. 3 b, можно предположить,
что фототок на данном участке (первый конденсаторный пик) фотогальванического эффекта можно
связать с фотоэффектом в ITO электродах [13, 5]. В этом случае при переносе электронов в плотный
слой двойного электрического слоя (ДЭС) жидкого кристалла электронейтральность ДЭС нарушается,
причем в сторону отрицательного значения, при этом сам электрод ITO приобретает положительную
полярность. В результате такого процесса возникает ЭДС. Фотоэффект имеет место на обоих электродах
ITO. Однако в данной геометрии эксперимента, рис. 1 b, из-за поглощения света в слое жидкого кри-
сталла, как для чистого, так и содержащего MR, ЭДС заземлённого электрода будет всегда меньше ЭДС
собирающего электрода. Поэтому результирующая ЭДС, которая заряжает жк ячейку, как конденсатор,
будет иметь положительную полярность, что регистрируется на осциллограммах на начальном этапе
развития фотогальванического эффекта (первый участок), рис. 3 b.

Второй процесс в фотогальваническом эффекте связан с разделением зарядов в объёме и развивается
одновременно с первым. На диффузионныймеханизм этого процесса косвенно указывают характерные
времена установления стационарного тока I. Мы предполагаем, что ионы обоих знаков образуются
по всему объёму жк слоя вследствие диссоциации некоторых примесных молекул АВ по механизму
𝑀𝑅 ∗+𝐴𝐵 → 𝑀𝑅+𝐴+ +𝐵− , где𝑀𝑅∗ – фотовозбужденные молекулы метилового красного,𝐴+ и 𝐵−– ионы.
Распределение концентрации ионов соответствует поглощению света.

На рис. 4 представлены температурные зависимости стационарного фототока в ячейке с красителем.
Видно, что в приведенных на графике осях имеет место хорошая линейная аппроксимация экспери-
ментальных данных. Это может говорить об активационном механизме переноса зарядов в режиме
стационарного фототока I в жк ячейках с МR. Энергия активации лежит в пределах 0,7 –2 эВ при
уменьшении толщины слоя жк от 100 мкм до 5 мкм. Увеличение энергии активации можно связать с
увеличением параметра порядка жидкокристаллической среды, навязанное поверхностью.

Рис. 4. Зависимость логарифма фототока I в нематических ячейках с MR от обратной величины температуры.
Светофильтр 2

Fig. 4. Dependence of the logarithm of the photocurrent I in nematic cells with MR on the reciprocal of the temperature.
Lightfilter 2

Влияние изменения упорядоченности жк среды на процессы фотогенерации зарядов, как в ячейке
с чистым нематиком, так и в жк ячейке с красителем, явным образом обнаруживается при фазовом
переходе жк – изотропная жидкости. На рис. 5 представлены осциллограммы стационарного фототока
в момент фазового перехода. Видно, что для нематика с красителем и без красителя при фазовом
переходе (нагрев, рис. 5 a, b, d) имеет место увеличение тока, тогда как при охлаждении рис. 5 c, e, имеет
место уменьшение тока. Особенности поведения фототоков мы связываем с зарождением в момент
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фазового перехода большого количества микрокапель другой фазы, рис. 5 f. Такая среда с микрокаплями
дополнительно рассеивает свет, что влияет на оба процесса генерации и переноса зарядов, а именно,
на фотоэффект в электродах и пространственное разделение зарядов, при этом не исключены эффекты
захвата и высвобождение зарядов в ловушках, в качестве которых могут выступать дефекты ориентации
директора на границе жк/изотропная жидкость на суммарной поверхности микрокапель.

Рис 5. Временные развёртки фототоков в нематической ячейке при фазовом переходе (отмечен стрелкой).
Светофильтр 2. Скорость развёртки 10 сек/дел. a, b, d – нагрев; c, e – охлаждение; e – микрокапли в нематике с MR

при фазовом переходе
Fig. 5. Time sweeps of photocurrents in a nematic cell during a phase transition (marked with an arrow). Light filter 2.
Sweep rate 10 sec/div. a, b, d – heating; c, e – cooling; e – microdroplets in a nematic with MR at a phase transition

3. Заключение. В работе экспериментально показано, что симметричная ячейка с прозрачными
электродами 𝐼𝑛2𝑂3, заправленная нематиком 5СВ допированным азокрасителем метиловым красным
при облучении светом генерирует ток с плотностью около 10−8 𝐴/𝑐𝑚2, проявляя тенденцию к увели-
чению при увеличении толщины жк слоя. Полярность фототока зависит от направления освещения
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ячейки. Температурная зависимость фототока указывает на возможный активационный механизм пе-
реноса носителей заряда с энергией активации 0,7 – 2 эВ для разных толщин нематической ячейки.
Предполагается, что имеют место, как минимум, два зарядовых процесса. Первый связывается с фото-
эффектом в прозрачных электродах 𝐼𝑛2𝑂3, тогда как второй обусловлен пространственным разделением
зарядов и носит диффузионный характер.
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ПЕРСОНАЛИИ

К 50-летию профессора Владимира Евгеньевича Фёдорова,

профессора Челябинского государственного университета

В этом году 1 марта исполнилось 50 лет доктору физико-математических наук, профессору кафедры
математического анализа, проректору по учебной работе Челябинского государственного университета
(ЧелГУ), члену редколлегии журнала «Прикладная математика & Физика» Владимиру Евгеньевичу
Фёдорову.

Владимир Евгеньевич Фёдоров родился в 1972 году в Челябинске. В 1994 году окончил Челябинский
государственный университет по специальности «Математика». Математическими исследованиями в
области теории полугрупп операторов и дифференциальных уравнений в банаховых пространствах
он начал заниматься ещё будучи студентом, а затем продолжил их в аспирантуре под руководством
профессора Г. А. Свиридюка. В 1996 году Владимир Евгеньевич защитил кандидатскую диссертацию в
Уральском госуниверситете им. А. М. Горького и был отчислен из аспирантуры ЧелГУ после второго
курса «в связи с досрочной защитой диссертации».

С 1996 г. Владимир Евгеньевич работал на кафедре математического анализа ассистентом, затем
старшим преподавателем, доцентом и продолжал исследование уравнений соболевского типа и их
разрешающих полугрупп операторов, особенностью которых является наличие нетривиального ядра,
другими словами, единицей полугруппы является не тождественный оператор, а нетривиальный про-
ектор. Поэтому такие полугруппы операторов называются вырожденными. В. Е. Фёдоровым получены
критерии существования вырожденныхполугрупп операторов различных классов гладкости в локально
выпуклых пространствах. Результаты этих исследований и их приложений к изучению разрешимости
начально-краевых задач для уравнений и систем уравнений, не разрешимых относительно производ-
ной по времени, составили предмет его докторской диссертации, успешно защищённой в 2005 г. в
Институте математики и механики им. Н. Н. Красовского УрО РАН. В 2007 году ему присвоено ученое
звание профессора. Развитию и приложениям теории вырожденных полугрупп операторов посвящены
и последующие работы В. Е. Фёдорова, а также работы его учеников. В 2011 году В. Е. Фёдоров награжден
призом для молодых ученых (до 40 лет) известного международного математического общества ISAAC
(ISAAC Award for Young Scientists). В последние несколько лет научные интересы В. Е. Фёдорова и его
научнойшколы связаны с уравнениями в банаховых пространствах с различными дробными производ-
ными, как разрешенными относительно старшей из производных, так и вырожденными (соболевского
типа). Под руководствомВладимира Евгеньевича диссертациюна соискание степени кандидата физико-
математических наук защитили 12 человек. В 2022 году В. Е. Фёдоровым получен грант Президента РФ
для государственной поддержки ведущих научных школ.

С 2005 г. В. Е. Фёдоров работает профессором кафедры математического анализа Челябинского
государственного университета, с 2006 г. – заведующим кафедрой математического анализа, в 2008-
2011 гг. – деканом математического факультета, с 2019 г. по настоящее время – проректором по учебной
работе и профессором кафедры математического анализа.

В. Е. Фёдоров является автором более 200 научных работ, опубликованных в периодических специ-
ализированных научных изданиях, из них индексируемых в базах данных Web of Science — около 70,
Scopus — 91 и свыше 100 публикаций из перечня ВАК. Многократно выигрывал в конкурсах грантов
РФФИ, Министерства образования и науки, Правительства Челябинской области. Последние несколько
успешных проектов по грантам РФФИ:

– «Прямые и обратные задачи, задачи оптимального управления для новых классов дробных диф-
ференциальных уравнений», 2021-2022;

– «Качественный анализ и точные решения систем уравнений динамики многофазных сред», 2021;
– «Приближенная управляемость распределенных систем дробного порядка», 2019-2020;
– «Исследование эволюционных уравнений дробного порядка, линейная часть которых порождает

аналитическое в секторе разрешающее семейство операторов», 2019-2021;
– «Исследование нелинейных моделей ценообразования опционов на рынке с недостаточной лик-

видностью и транзакционными издержками», 2019-2021;
– «Исследование линейных уравнений в банаховых пространствах, не разрешенных относительно

дробной производной Римана – Лиувилля», 2016;
– «Исследование разрешимости неоднородных вырожденных эволюционных уравнений дробного

порядка», 2015.
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Регулярно принимает участие в научно-практических конференциях, выступает с пленарными до-
кладами, входит в Программные и Организационные комитеты конференций.

В настоящее время является заместителем главного редактора «Челябинского физико-математичес-
кого журнала», входит в состав редколлегии журналов «Прикладная математика & Физика», «Internatio-
nal Journal ofMathematical Modelling andNumerical Optimization» (Великобритания), «Progress in Fractional
Differentiation andApplications» (Турция), «International Journal of Computing andOptimization» (Болгария).

Научная, педагогическая и административная деятельность не осталась незамеченной: Владимир
Евгеньевич неоднократно поощрен руководством университета, Челябинской области, Министерства
образования и науки РоссийскойФедерации. С 2017 года является ПочетнымпрофессоромЧелябинского
государственного университета, с 2019 года – Почетным профессором Шадринского государственного
педагогического университета, с 2021 года – Почетным работником сферы образования РФ.

Редколлегия журнала «Прикладная математика & Физика»
сердечно поздравляет Владимира Евгеньевича Фёдорова

с юбилеем и желает ему здоровья, долголетия,
новых успехов и научных результатов.
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