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ОБ ОДНОЙ НЕЛОКАЛЬНОЙ ОБРАТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА
ШЕСТОГО ПОРЯДКА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ИНТЕГРАЛЬНЫМИ ПО ВРЕМЕНИ УСЛОВИЯМИ

ВТОРОГО РОДА

А. С. Фараджев

(Статья представлена членом редакционной коллегии В. Б. Васильевым)

Азербайджанский Государственный Педагогический Университет,
Баку, AZ1000, Азербайджан

E-mail: a.farajov@mail.ru

Аннотация. В работе изучается классическое решение одной нелинейной обратной краевой задачи для уравне-
ния Буссинеска шестого порядка с двойной дисперсией с нелокальными интегральными по времени условиями
второго рода. Суть задачи состоит в том, что требуется вместе с решением определить неизвестные коэффициенты.
Задача рассматривается в прямоугольной области. При решении исходной обратной краевой задачи осуществля-
ется переход от исходной обратной задачи к некоторой вспомогательной обратной задаче. С помощью сжатых
отображений доказываются существование и единственность решения вспомогательной задачи. Затем вновь про-
изводится переход к исходной обратной задаче, в результате делается вывод о разрешимости исходной обратной
задачи.
Ключевые слова: обратная краевая задача, классическое решение, метод Фурье, уравнения Буссинеска шестого
порядка
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ON A NON-LOCAL INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE SIXTH-ORDER BOUSSINESQ
EQUATIONWITH NON-LOCAL TIME INTEGRAL CONDITIONS OF THE SECOND KIND
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(Article submitted by a member of the editorial board V. B. Vasilyev)
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Abstract. In this paper, studies the classical solution of a nonlinear inverse boundary value problem for the Boussinesq
equation of the sixth order with double variance with nonlocal time integral conditions of the second kind. The essence of
the problem is that it is required to determine an unknown coefficients together with the solution. The problem is considered
in a rectangular area. When solving the original inverse boundary value problem, a transition is made from the original
inverse problem to some auxiliary inverse problem. With the help of compressed maps, the existence and uniqueness of the
solution of the auxiliary problem are proved. Then the transition to the original inverse problem is made again, as a result, a
conclusion is made about the solvability of the original inverse problem.
Keywords: inverse boundary value problem, classical solution, Fourier method, sixth-order Boussinesq equations

For citation: Farajov Araz Salamulla ogly. 2022. On a Nonlocal Inverse Boundary Value Problem for the Boussinesq Equation
of the Sixth Order with Nonlocal Time-Integral Conditions of the Second Kind. AppliedMathematics & Physics, 54(3): 141–153
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1. Введение. В данной статье рассматривается нелокальная обратная задача для уравнения Бусси-
неска шестого порядка с дополнительным интегральным условием.
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Теория обратных задач для дифференциальных уравнений является динамично развивающимся
разделом современной науки. Обратные задачи возникают в самых различных областях человеческой
деятельности, таких, как сейсмология, разведка полезных ископаемых, биология, медицина, контроль
качества промышленных изделий и т. д., что ставит их в ряд актуальных проблем современной мате-
матики. Наличие в обратных задачах дополнительных неизвестных функций требует, чтобы, помимо
граничных условий, естественных для того илииного класса дифференциальных уравнений, задавались
также некоторые дополнительные условия переопределения.

Направление в теории дифференциальных уравнений, связанное с исследованием разрешимости
нелокальных задач с интегральными условиями, активно развивается в последнее время. Объясняется
этопотребностямиматематическогомоделирования– см. например, работу [13], в которойпоказывается
влияние эффектов нелокальности и памяти на математическую модель того или иного процесса, и
потребностями развития собственноматематики, поскольку задачи с нелокальными условиями вообще,
и с нелокальными условиями интегрального вида в частности представляют собой новый класс задач
теории дифференциальных уравнений с частными производными. Например, нелокальные задачи с
граничными условиями интегрального вида для многомерных гиперболических уравнений изучены в
работах [4]-[6].

При исследовании обратных краевых задач существенную роль играет соответствующая прямая
задача, а именно при нахождении решения обратной задачи, во многих случаях, используется формула
решения прямой краевой задачи. Ниже приводим некоторые работы, где изучены прямые и обратные
задачи, близкие к задаче, изучаемой в настоящей статье.

Уравнение Буссинеска шестого порядка с двойной дисперсией описывает движение волн на воде с
поверхностью напряжения и рассмотрено Шнайдером и Юджином в [16],

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝜇𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡 + (𝑢2)𝑥𝑥 ,

где 𝑥, 𝑡, 𝜇 ∈ 𝑅 𝑢 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅. Эта модель также может быть формально выведена из задачи о двумерных
волнах на воде. Для вырожденного случая они доказали, что предел длинных волн можно приблизи-
тельно описать двумя несвязанными уравнениями Кавахары. В [19]-[21] исследовано существование и
единственность глобального решения задачи Коши для затухающего уравнения Буссинеска шестого
порядка двойной дисперсией:

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑟𝑢𝑡𝑥𝑥 = 𝑓 (𝑢)𝑥𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑡 > 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝜙 (𝑥), 𝑢𝑡 (𝑥, 0) = 𝜓 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅,

где 𝑢 (𝑥 ; 𝑡), 𝑓 (𝑠) и 𝑟 обозначают неизвестную функцию, заданную нелинейную функцию и константу
соответственно. В работе [22] задача Коши изучена для уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝑓 (𝑢𝑥 )𝑥 .

В работах [17]-[18] найдены условия существования обобщенного решения начальной задачи для
уравнения типа Буссинеска со степенной нелинейности 𝑓 (𝑢) = 𝛽 |𝑢 |𝑝 .

В работах [10], [14] доказаны теоремы о существовании и единственности классических решений
краевых задач для уравнения Буссинеска шестого порядка с нелокальными интегральными условиями.

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциальных уравнений в частных произ-
водных высшего порядка изучались в работах [1],[2], [3], [7], [8], [9], [15]. Краткое сообщение данной
статьи опубликовано в [11].

2. Постановка задачи и ее сведение к эквивалентной задаче. Пусть 𝐷𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤
1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 }. Далее, пусть 𝑓 (𝑥, 𝑡), 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝜑 (𝑥), 𝜓 (𝑥), 𝑝1 (𝑡), 𝑝2 (𝑡), ℎ1 (𝑡), ℎ2 (𝑡) – заданные функции,
определенные при 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Рассмотрим следующую обратную краевую задачу: найти тройку
{𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡) удовлетворяющих уравнению

𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) =
= 𝑎(𝑡)𝑢 (𝑥, 𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔(𝑥, 𝑡) + 𝑓 (𝑥, 𝑡)

(1)

с нелокальными начальными условиями

𝑢 (𝑥, 0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜑 (𝑥),

𝑢𝑡 (𝑥, 0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 +𝜓 (𝑥) (0 ≤ 𝑥 ≤ 1),

(2)
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граничными условиями

𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢𝑥 (1, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥 (0, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥 (1, 𝑡) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ) (3)

и с дополнительными условиями

𝑢 (𝑥 𝑗 , 𝑡) = ℎ𝑖 (𝑡) (𝑖 = 1, 2;𝑥1 ≠ 𝑥2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (4)

Введем обозначение:

𝐶4,2 (𝐷𝑇 ) = {𝑢 (𝑥, 𝑡) : 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2 (𝐷𝑇 ), 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 )}.

Определение 1.1. Тройку {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2 (𝐷𝑇 ), 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑡] и 𝑏 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑡]
удовлетворяющих уравнению (1) в 𝐷𝑇 условию (2) в [0, 1] и условиям (3)-(4) в [0,𝑇 ], назовем классическим
решением обратной краевой задачи (1)-(4).

Для исследования (1)-(4) рассмотрим следующую задачу:

𝑦′′ (𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑦 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (5)

𝑦 (0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑦 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑦′ (0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)𝑦 (𝑡)𝑑𝑡, (6)

где 𝑝1 (𝑡), 𝑝2 (𝑡), 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] – заданные функции, а𝑦 = 𝑦 (𝑡) – искомая функция, причем под решением
задачи (6), (7) понимаем функцию 𝑦 (𝑡), принадлежащую𝐶2 [0,𝑇 ] и удовлетворяющую условиям (5), (6) в
обычном смысле.

Справедлива следующая
Лемма 1.1. [8] Пусть 𝑝1 (𝑡), 𝑝2 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ], 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] и

∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .

Кроме того, пусть выполнено неравенство(
𝑇 ∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +

𝑇

2
𝑅

)
𝑇 < 1.

Тогда задача (5), (6) имеет только тривиальное решение.
Теперь наряду с обратной краевой задачей (1)-(4) рассмотрим следующую вспомогательную обрат-

ную краевую задачу. Требуется определить тройку {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2 (𝐷𝑇 ), 𝑎(𝑡) ∈
𝐶 [0,𝑇 ], и 𝑏 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] из соотношений (1)-(3) и

ℎ′′𝑖 (𝑡) − 𝑢𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) =
= 𝑎(𝑡)ℎ𝑖 (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔(𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑓 (𝑥𝑖 , 𝑡) (𝑖 = 1, 2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

(7)

Справедлива следующая
Теорема 1.1. Пусть 𝜑 (𝑥),𝜓 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1], 𝑝𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ], ℎ𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0,𝑇 ] (𝑖 = 1, 2), 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), ℎ(𝑡) ≡

ℎ1 (𝑡)𝑔(𝑥2, 𝑡) − ℎ2 (𝑡)𝑔(𝑥1, 𝑡) ≠ 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ), 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), и выполняется условия согласования

ℎ𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 + 𝜑 (𝑥𝑖 ),

ℎ′𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 +𝜓 (𝑥𝑖 ), (𝑖 = 1, 2).

(8)

Тогда справедливы следующие утверждения: каждое классическое решение {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} задачи
(1)-(4) является и решением задачи (1)-(3), (7) и каждое решение {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} задачи (1)-(3), (7) такое,
что (

𝑇 ∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
𝑇

2
∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]

)
𝑇 < 1 (9)

является классическим решением (1)-(4).
Доказательство. Пусть {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} является классическим решением задачи (1)-(4).

Подставляя в уравнение (1), 𝑥 = 𝑥𝑖 , находим:

𝑢𝑡𝑡 (𝑥𝑖 , 𝑡) − 𝑢𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) =
= 𝑎(𝑡)𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔(𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑓 (𝑥𝑖 , 𝑡) (𝑖 = 1, 2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

(10)
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Далее, считая ℎ𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0,𝑇 ] (𝑖 = 1, 2) и дифференцируя два раза (4), имеем:

𝑢𝑡𝑡 (𝑥𝑖 , 𝑡) = ℎ′′𝑖 (𝑡) (𝑖 = 1, 2;𝑥1 ≠ 𝑥2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (11)

Из (13), с учетом (4) и (14), приходим к выполнению (7).
Теперь предположим, что является решением задачи (1)-(3), (7). Из (7) и (10) находим:

𝑑2

𝑑𝑡2 (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡)) = 𝑎(𝑡) (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡)) (𝑖 = 1, 2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (12)

В силу (2) и условий согласования (8), имеем:

𝑢 (𝑥𝑖 , 0) − ℎ𝑖 (0) −
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡) (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝑢 (𝑥𝑖 , 0) −
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡)𝑑𝑡 −
(
ℎ𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
=

= 𝜑 (𝑥𝑖 ) −
(
ℎ𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
= 0 (𝑖 = 1, 2),

𝑢𝑡 (𝑥𝑖 , 0) − ℎ′𝑖 (0) −
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡) (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝑢𝑡 (𝑥𝑖 , 0) −
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡)𝑑𝑡 −
(
ℎ′𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
=

= 𝜓 (𝑥𝑖 ) −
(
ℎ′𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
= 0 (𝑖 = 1, 2),

(13)

Из (12) и (13), в силу Леммы 1.1., заключаем, что выполняются условия (4). Теорема доказана.
3. Разрешимость обратной краевой задачи.Первую компоненту𝑢 (𝑥, 𝑡) решения {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)}

задачи (1)-(3), (7) будем искать в виде:

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥
(
𝜆𝑘 =

𝜋

2
(2𝑘 − 1)

)
, (14)

где

𝑢𝑘 (𝑡) = 2
1∫

0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...).

Тогда, применяя формальную схему Фурье, из (1) и (2) имеем:

(1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)𝑢′′

𝑘
(𝑡) + (𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)𝑢𝑘 (𝑡) = 𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ;𝑘 = 1, 2, ...) (15)

𝑢𝑘 (0) = 𝜑𝑘 +
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡,

𝑢′
𝑘
(0) = 𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡 (𝑘 = 1, 2, ...),

(16)

где

𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑎(𝑡)𝑢𝑘 (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔𝑘 (𝑡) + 𝑓𝑘 (𝑡), 𝑓𝑘 (𝑡) =
1∫

0

𝑓 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥,

𝑔𝑘 (𝑡) =
1∫

0

𝑔(𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥,
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𝜑𝑘 = 2
1∫

0

𝜑 (𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝜓𝑘 = 2
1∫

0

𝜓 (𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...).

Решая задачу (15)-(16), находим:

𝑢𝑘 (𝑡) =
(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

1∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 (𝑘 = 1, 2, ...), (17)

где

𝛽2
𝑘
=

𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

(𝑘 = 1, 2, ...).

После подстановки выражения 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) в (14) для определения компоненты 𝑢 (𝑥, 𝑡) решения
задачи (1)-(3), (5) получаем:

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

{(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
}
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥 . (18)

Теперь из (7), с учётом (14), имеем:

𝑎(𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡)) − 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
) (𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝑢𝑘 (𝑡)) (𝑔(𝑥2, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1 − 𝑔(𝑥1, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2)

}
, (19)

𝑏 (𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡)) − ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
) (𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝑢𝑘 (𝑡)) (ℎ1 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2 − ℎ2 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1)

}
. (20)

Из (15), с учетом (17), получаем:

(𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
) (𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝑢𝑘 (𝑡)) = −𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

=
𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

𝑢𝑘 (𝑡) +
(
1 − 1

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

)
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

=
𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

𝑢𝑘 (𝑡) +
𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

= 𝛽2
𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) + 𝛽2

𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

= 𝛽2
𝑘

[(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
]
+ 𝛽2

𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏),

(𝑘 = 1, 2, ..., 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

Для того, чтобы получить уравнение для второй и третьей компоненты решения {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)}
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задачи (1)-(3), (5) подставим последнее выражение в (19), (20):

𝑎(𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡)) − 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

[
𝛽2
𝑘

[(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
]
+

+ 𝛽2
𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)

]
(𝑔(𝑥2, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1 − 𝑔(𝑥1, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2)

}
, (21)

𝑏 (𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡)) − ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

[
𝛽2
𝑘

[(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡)+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)
+

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
]
+

+ 𝛽2
𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)

]
(ℎ1 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2 − ℎ2 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1)

}
. (22)

Таким образом, решение задачи (1)-(3), (7) сведено к решению системы (18), (21), (22) относительно
неизвестных функций 𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡).

Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)-(3), (7) важную роль играет следующая
Лемма 1.2. Если {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} – любое классическое решение задачи (1)-(3), (7), то функции

𝑢𝑘 (𝑡) = 2
1∫

0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...)

удовлетворяют системе (17) в [0,𝑇 ].
Доказательство. Пусть {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} – любое решение задачи (1)-(3), (5). Тогда, умножив обе части
уравнения (1) на функцию 2𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...), интегрируя полученное равенство по 𝑥 от 0 до 1 и
пользуясь соотношениями

2
1∫

0

𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 =
𝑑2

𝑑𝑡2

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= 𝑢′′

𝑘
(𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = −𝜆2
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= −𝜆2

𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = −𝜆2
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= −𝜆2

𝑘
𝑢′′
𝑘
(𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝜆4
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= 𝜆4

𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝜆4
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= −𝜆4

𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

получаем, что удовлетворяется уравнение (15). Аналогично, из (2) получаем, что выполняется условие
(16).

Таким образом, 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) является решением задачи (15), (16). А отсюда непосредственно
следует, что функции 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) удовлетворяют на [0,𝑇 ] системе (17). Лемма доказана.
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Очевидно, что если 𝑢𝑘 (𝑡) = 2
1∫

0
𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...) является решением системы (17), то пара

{𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥, 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡) является решением системы (18), (21), (22).

Из леммы 1.2 следует, что имеет место следующее
Следствие 1.1. Пусть система (18), (21), (22) имеет единственное решение. Тогда задача (1)-(3), (7) не

может иметь более одного решения, т. е. если задача (1)-(3), (7) имеет решение, то оно единственно.
Теперь с целью исследования задачи (1)-(3), (7) рассмотрим следующие пространства:
1. Обозначим через 𝐵5

2.𝑇 (12) совокупность всех функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) вида

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥
(
𝜆𝑘 =

𝜋

2
(2𝑘 − 1)

)
,

рассматриваемых в 𝐷𝑇 , где каждая из функций 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) непрерывна в [0,𝑇 ] и

𝐽𝑇 (𝑢) ≡
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2
< ∞.

Норма в этом множестве определяется так:

∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2.𝑇

= 𝐽 (𝑢).

2. Через 𝐸5
𝑇
обозначим пространство вектор-функций {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} таких, что𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐵5

2.𝑇 , 𝑎(𝑡) ∈
𝐶 [0,𝑇 ], 𝑏 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] . Снабдим это пространство нормой

∥𝑧∥𝐸5
𝑇
= ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2.𝑇
+ ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] .

Очевидно, что 𝐵5
2.𝑇 и 𝐸5

𝑇
являются банаховыми пространствами. Теперь рассмотрим в пространстве

𝐸5
𝑇
оператор

Φ(𝑢, 𝑎, 𝑏) = {Φ1 (𝑢, 𝑎, 𝑏),Φ2 (𝑢, 𝑎, 𝑏),Φ3 (𝑢, 𝑎, 𝑏)},

где

Φ1 (𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑢 (𝑥, 𝑡) ≡
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥, Φ2 (𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑎(𝑡), Φ3 (𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑏 (𝑡),

где 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...), 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡) равны соответственно правым частям (17), (21) и (22).
Очевидно, что

√
3

3
< 𝛽𝑘 <

√
2,

√
2

2
<

1
𝛽𝑘

<
√

3.

Тогда имеем:

( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 ≤

√
7
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜑𝑘 |)2

) 1
2 +

√
21

( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜓𝑘 |)2

) 1
2 +

+
√

7(∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])𝑇
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

√
21𝑇×

×
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑓𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
√

21𝑇 ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

+
√

21𝑇 ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑔𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2
, (23)
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∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ ∥[ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))−

− 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) |+

+ |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ] ×
[( ∞∑︁

𝑘=1
(𝜆5

𝑘
|𝜑𝑘 |)2

) 1
2 +

√
3
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜓𝑘 |)2

)
+

+ (∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])𝑇
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

+
√

3𝑇
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑓𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
√

3𝑇 ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2

+
√

3𝑇 ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑔𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +

+
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥ 𝑓𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 + ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥𝑔𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 + ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2
]}
, (24)

∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ ∥[ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))−

− ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
[( ∞∑︁

𝑘=1
(𝜆5

𝑘
|𝜑𝑘 |)2

) 1
2 +

√
3
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜓𝑘 |)2

)
+

+
√

3𝑇
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑓𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
√

3𝑇 ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2

+
√

3𝑇 ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑔𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥ 𝑓𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 +

+ ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥𝑔𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 +

+ ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2
]}
. (25)

Предположим, что данные задачи (1)-(3), (7) удовлетворяют следующим условиям:

1. 𝜑 (𝑥) ∈ 𝐶4 [0, 1], 𝜑5 (𝑥) ∈ 𝐿2 [0, 1], 𝜑 (0) = 𝜑 ′ (1) = 𝜑 ′′ (0) = 𝜑 ′′′ (1) = 𝜑4 (0) = 0;
2. 𝜓 (𝑥) ∈ 𝐶4 [0, 1],𝜓 5 (𝑥) ∈ 𝐿2 [0, 1],𝜓 (0) = 𝜓 ′ (1) = 𝜓 ′′ (0) = 𝜓 ′′′ (1) = 𝜓 4 (1) = 0;
3. 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2 (𝐷𝑇 ), 𝑓 (0, 𝑡) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 );
4. 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), 𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2 (𝐷𝑇 ), 𝑔(0, 𝑡) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 );
5. ℎ𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0,𝑇 ] (𝑖 = 1, 2), ℎ(𝑡) ≡ ℎ1 (𝑡)𝑔(𝑥2, 𝑡) − ℎ2 (𝑡)𝑔(𝑥1, 𝑡) ≠ 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

Тогда из (23)-(25) имеем:

∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

≤ 𝐴1 (𝑇 ) + 𝐵1 (𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶1 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷1 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (26)
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∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝐴2 (𝑇 ) + 𝐵2 (𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶2 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷2 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (27)

∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝐴3 (𝑇 ) + 𝐵3 (𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶3 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷3 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (28)

где

𝐴1 (𝑇 ) =
√

7∥𝜑 (5) (𝑥)∥𝐿2 (0,1) +
√

21∥𝜓 (5) (𝑥)∥𝐿2 (0,1) +
√

21𝑇 ∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) ,

𝐵1 (𝑇 ) =
√

21𝑇,𝐶1 (𝑇 ) =
√

7(∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])𝑇,
𝐷1 (𝑡) =

√
21𝑇 ∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) ,

𝐴2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡)) − ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡)−

− 𝑓 (𝑥1, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
[


𝜑5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3



𝜓 5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3𝑇



𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)




𝐿2 (𝐷𝑇 )
+

+



∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]





𝐿2 (0,1)

]}
,

𝐵2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ] (𝑇 + 1),

𝐶2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

× (∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) )𝑇,

𝐷2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
(√

3𝑇 ∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) +



∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 )





𝐿2 (0,1)

)
,

𝐴3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡)) − 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡)−

− 𝑓 (𝑥2, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
[


𝜑5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3



𝜓 5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3𝑇



𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)




𝐿2 (𝐷𝑇 )
+

+



∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]





𝐿2 (0,1)

]}
,

𝐵3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ] (𝑇 + 1),

𝐶3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

× (∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) )𝑇,

𝐷3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
(√

3𝑇 ∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) +



∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 )





𝐿2 (0,1)

)
.
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Из неравенств (29)-(31) заключаем:

∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤

≤ 𝐴(𝑇 ) + 𝐵(𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (29)

где

𝐴(𝑇 ) = 𝐴1 (𝑇 ) +𝐴2 (𝑇 ) +𝐴3 (𝑇 ), 𝐵(𝑇 ) = 𝐵1 (𝑇 ) + 𝐵2 (𝑇 ) + 𝐵3 (𝑇 ),
𝐶 (𝑇 ) = 𝐶1 (𝑇 ) +𝐶2 (𝑇 ) +𝐶3 (𝑇 ), 𝐷 (𝑇 ) = 𝐷1 (𝑇 ) + 𝐷2 (𝑇 ) + 𝐷3 (𝑇 ).

Итак, можно доказать следующую теорему:
Теорема 1.2. Пусть выполнены условия 1-5 и

(𝐵(𝑇 )𝐴(𝑇 ) + 2 +𝐶 (𝑇 ) + 𝐷 (𝑇 )) (𝐴(𝑇 ) + 2) < 1. (30)

Тогда задача (1)-(3), (7) имеет вшаре𝐾 = 𝐾𝑅 (∥𝑧∥5
𝐸𝑇

≤ 𝑅 = 𝐴(𝑇 ) +2) пространства 𝐸5
𝑇
единственное решение.

Доказательство. В пространстве 𝐸5
𝑇
рассмотрим уравнение

𝑧 = Φ𝑧, (31)

где 𝑧 = {𝑢, 𝑎, 𝑏}, компоненты Φ𝑖 (𝑢, 𝑎, 𝑏) (𝑖 = 1, 2, 3), оператора Φ(𝑢, 𝑎, 𝑏) определены правыми частями
уравнений (18), (21) и (22).

Рассмотрим оператор Φ(𝑢, 𝑎, 𝑏) в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 из 𝐸5
𝑇
. Аналогично (29) получаем, что для любых

𝑧, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐾𝑅 справедливы оценки:

∥Φ𝑧∥𝐸5
𝑇
≤ 𝐴(𝑇 ) + 𝐵(𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2,𝑇
+𝐶 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2,𝑇
+

+ 𝐷 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝐴(𝑇 ) + 𝐵(𝑇 ) (𝐴(𝑇 ) + 2)2+
+𝐶 (𝑇 ) (𝐴(𝑇 ) + 2) + 𝐷 (𝑇 ) (𝐴(𝑇 ) + 2), (32)

∥Φ𝑧1 − Φ𝑧2∥𝐸5
𝑇
≤ 𝐵(𝑇 )𝑅 +

(
∥𝑎1 (𝑡) − 𝑎2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑢1 (𝑥, 𝑡) − 𝑢2 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2,𝑇

)
+

+𝐶 (𝑇 )∥𝑢1 (𝑥, 𝑡) − 𝑢2 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷 (𝑇 )∥𝑏1 (𝑡) − 𝑏2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] . (33)

Тогда из оценок (32), (33), с учетом (30), следует, что оператор Φ действует в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 и является
сжимающим. Поэтому в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 оператор Φ имеет единственную неподвижную точку {𝑢, 𝑎, 𝑏},
которая является в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 единственным решением уравнения (31), т. е. {𝑢, 𝑎, 𝑏} является в шаре
𝐾 = 𝐾𝑅 единственным решением системы (18), (21) и (22).

Функция𝑢 (𝑥, 𝑡), как элементпространства𝐵5
2,𝑇 , имеетнепрерывныепроизводные𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡),

𝑢𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) в 𝐷𝑇 .
Из (15) нетрудно видеть, что( ∞∑︁

𝑘=1
(𝜆5

𝑘
∥𝑢′′

𝑘
(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 ≤

√
2
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

+
√

2



∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]





𝐿2 (0,1)

.

Отсюда следует, что 𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) непрерывны в 𝐷𝑇 .
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3) и (7) удовлетворяются в обычном смысле.

Следовательно, {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} является решением задачи (1)-(3), (7), причем, в силу следствия леммы
1.2., оно единственное в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 . Теорема доказана.

С помощью теоремы 1.1. доказывается следующая
Теорема 1.3. Пусть выполняются все условия теоремы 1.2. и

ℎ𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 + 𝜑 (𝑥𝑖 ), ℎ𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 +𝜓 (𝑥𝑖 ) (𝑖 = 1, 2),

(
𝑇 ∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +

𝑇

2
(𝐴(𝑇 ) + 2)

)
𝑇 < 1.

Тогда задача (1)-(4) имеет в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 (∥𝑧∥𝐸5
𝑇
≤ 𝑅 = 𝐴(𝑇 ) + 2) из 𝐸5

𝑇
единственное классическое решение.
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1. Introduction. We consider a general linear difference equation of the type

+∞∑︁
−∞

𝑎𝑘 (𝑥)𝑢 (𝑥 + 𝛽𝑘 ) = 𝑣 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, (1)

where 𝐷 is the space Rm or a half-space R𝑚+ for a continual case, and Z𝑚 and discrete half-space Z𝑚+ for a discrete
one, {𝛽𝑘 } ⊂ 𝐷 is given sequence, 𝛽𝑘 = (𝛽𝑘1 , · · · , 𝛽𝑘𝑚 ). For continual variable 𝑥 we use the term "difference
equation and for discrete one "discrete equation".

Situations are very distinct if we consider the equation on a whole space or on a half-space. Here we’ll
consider the case Z𝑚+ because other situations will be considered in separate publications.

Such equations arise inmany applied problems, for example in a control theory anddigital signal processing [1],
thus a problem of their solvability is a very actual. We choice the space 𝐿2 (𝐷) as an initial functional space,

https://orcid.org/0000-0002-5717-420X
https://orcid.org/0000-0001-9351-8084
https://orcid.org/0000-0002-5717-420X
https://orcid.org/0000-0001-9351-8084
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but these equations can be considered in more general spaces 𝐿𝑝 (𝐷). Key point in our study plays the special
lacunary Fourier series

𝜎 (𝑥, 𝜉) =
+∞∑︁
−∞

𝑎𝑘 (𝑥)𝑒𝑖𝛽𝑘 ·𝜉 , (2)

assuming the series (2) is convergent almost everywhere.
Definition 1. The function 𝜎 (𝑥, 𝜉) is called a symbol of the equation (1) or a symbol of the discrete-difference

operator

D : 𝑢 (𝑥) ↦−→
+∞∑︁
−∞

𝑎𝑘 (𝑥)𝑢 (𝑥 + 𝛽𝑘 ), 𝑥 ∈ 𝐷.

Remark. This function 𝜎 (𝑥, 𝜉) is a periodic function on variable 𝜉 because {𝛽𝑘 } ⊂ Z𝑚 . We’ll denote its basic
cube of periods by [−𝑇,𝑇 ]𝑚 and if {𝛽𝑘 } = Z𝑚 then 𝑇 = 𝜋 .

2. Difference equations with constant coefficients. The first step in our studying will be the following
discrete equation with constant coefficients

+∞∑︁
|𝑘 |=0

𝑎𝑘𝑢 (𝑥 + 𝛽𝑘 ) = 𝑣 (𝑥), 𝑥 ∈ Z𝑚+ , {𝛽𝑘 } ⊂ Z𝑚+ , (3)

or in other words finding invertibility conditions for the operator

D�̃�0 : 𝑢 (𝑥) ↦−→
+∞∑︁
|𝑘 |=0

𝑎𝑘 (𝑥0)𝑢 (𝑥 + 𝛽𝑘 ), 𝑥 ∈ Z𝑚+ , (4)

where the point 𝑥0 ∈ Z𝑚+ is fixed.
Given operator (4) one defines its symbol

𝜎 (𝑥0, 𝜉) =
+∞∑︁
−∞

𝑎𝑘 (𝑥0)𝑒𝑖𝛽𝑘 ·𝜉 ,

and introduces.
Definition 2. A symbol 𝜎 (𝑥, 𝜉) is called an elliptic symbol if 𝜎 (𝑥, 𝜉) ≠ 0, ∀𝑥 ∈ Z𝑚+ , 𝜉 ∈ [−𝑇,𝑇 ]𝑚 .
Further one considers a more general equation with two difference-discrete operators A,B with constant

coefficients and two projectors 𝑃± on a discrete half-space Z𝑚± . More precisely let’s denote

A : 𝑢 (𝑥) ↦−→
+∞∑︁
|𝑘 |=0

𝑎𝑘𝑢 (𝑥 + 𝛼𝑘 ), B : 𝑢 (𝑥) ↦−→
+∞∑︁
|𝑘 |=0

𝑏𝑘𝑢 (𝑥 + 𝛽𝑘 ),

𝑥 ∈ Z𝑚+ , {𝛼𝑘 }, {𝛽𝑘 } ⊂ Z𝑚+ ,

and consider the equation
(A𝑃+ + B𝑃−)𝑈 = 𝑉 (5)

in the space 𝐿2 (Z𝑚). We denote symbols of operators A,B by 𝜎A (𝜉), 𝜎B (𝜉).
It is well known the equation (3) is equivalent to the equation (5) with B = 𝐼 , 𝐼 is an identity operator, that’s

why we study the equation (5).
2.1. Periodic analogue of theHilbert transform.Wedenote 𝜉 = (𝜉 ′, 𝜉𝑚), 𝜉 ′ = (𝜉1, · · · , 𝜉𝑚−1) and introduce

two operators acting in the space 𝐿2 ( [−𝜋, 𝜋]𝑚)

𝑃
per
𝜉 ′ =

1
2
(𝐼 + 𝐻 per

𝜉 ′ ), 𝑄
per
𝜉 ′ =

1
2
(𝐼 − 𝐻 per

𝜉 ′ ),

where 𝐻 per
𝜉 ′ is the following periodic analogue of the Hilbert transform

(𝐻 per
𝜉 ′ 𝑢) (𝜉

′, 𝜉𝑚) =
1

2𝜋𝑖
𝑣 .𝑝.

+𝜋∫
−𝜋

cot
𝜉𝑚 − 𝜂𝑚

2
𝑢 (𝜉 ′, 𝜂𝑚)𝑑𝜂𝑚 .

All details related to these operators can be found in authors’ papers [14, 16]. Here we give some needed
results only.

Lemma 1. We have the following relations

𝐹𝑃+ = 𝑃
per
𝜉 ′ 𝐹, 𝐹𝑃− = 𝑄

per
𝜉 ′ 𝐹 .
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Thus after applying the Fourier transform to (5) we obtain

𝜎A (𝜉) (𝑃per
𝜉 ′ �̃� ) (𝜉) + 𝜎B (𝜉) (𝑄per

𝜉 ′ �̃� ) (𝜉) = �̃� (𝜉), (6)

and the last equation (6) is one-dimensional characteristic singular integral equation with the Hilbert kernel
depending on a parameter 𝜉 ′ [3, 8]. But for solving this equation we need another periodic analogue of the
Riemann boundary value problem than usual Riemann-Hilbert problem [3, 8].

2.2. Periodic Riemann boundary value problem. We formulate this problem in the following way [16].
Let Π± be two half-strips Π± = {𝑧 ∈ C : 𝑧 = 𝑡 + 𝑖𝑠, 𝑡 ∈ [−𝜋, 𝜋],±𝑠 > 0}.

Periodic Riemann boundary value problem is called the following problem [16]: finding a pair of functions
Φ± (𝑧) analytical in Π± for which their boundary values under 𝑠 → 0± satisfy on the segment [−𝜋 ;𝜋] the
following linear relation

Φ+ (𝑡) = 𝐺 (𝑡)Φ− (𝑡) + 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝜋 ;𝜋] ,

where 𝐺 (𝑡), 𝑔(𝑡) are given functions on [−𝜋 ;𝜋], 𝐺 (−𝜋) = 𝐺 (𝜋), 𝑔(−𝜋) = 𝑔(𝜋).
For the solution one introduces an integral of the type

Φ(𝑧) = 1
4𝜋𝑖

𝜋∫
−𝜋

𝜑 (𝑥) cot
𝑥 − 𝑧

2
𝑑𝑥, 𝑧 ∈ Π±,

which is analogue of the well known Cauchy type integral. Further we have analogue of Plemelj–Sokhotskii
formulas [3, 8, 16]

Lemma 2. If𝜑 (𝑡) satisfies the Hölder condition on the segment [−𝜋 ;𝜋],𝜑 (−𝜋) = 𝜑 (𝜋), then (Φ(𝑧) has boundary
values Φ± (𝑡) under 𝑠 → 0± which are given by formulas

Φ+ (𝜏) = 1
4𝜋𝑖

𝜋∫
−𝜋

𝜑 (𝑡) cot
𝑡 − 𝜏

2
𝑑𝑡 + 𝜑 (𝜏)

2
+𝐶,

Φ− (𝜏) = 1
4𝜋𝑖

𝜋∫
−𝜋

𝜑 (𝑡) cot
𝑡 − 𝜏

2
𝑑𝑡 − 𝜑 (𝜏)

2
+𝐶;

where the integral is treated in principal value sense.
These formulas guarantee a validity of lemma 1 at least for smooth functions.
For solving the periodic Riemann boundary value problem and taking into account a paremeter 𝜉 ′ we give

the following
Definition 3. Factorization of the elliptic symbol 𝜎 (𝜉) on the variable 𝜉𝑚 is called its representation in the form

𝜎 (𝜉 ′, 𝜉) = 𝜎+ (𝜉 ′, 𝜉) · 𝜎− (𝜉 ′, 𝜉),

where the factors𝜎± admit an analytical continuation into complex half-stripsΠ± for almost all fixed 𝜉 ′ ∈ [−𝑇,𝑇 ]𝑚−1

and 𝜎± ∈ 𝐿∞ [−𝑇,𝑇 ]𝑚 .
Such factorization and related constructions can be realized with help of the periodic Hilbert transform 𝐻

per
𝜉 ′

in dependence of so called index of factorization [3, 8, 6, 4, 14, 16].
Assuming that 𝜎A, 𝜎B are continuous functions on [−𝑇,𝑇 ]𝑚 we fix 𝜉 ′ ∈ [−𝑇,𝑇 ]𝑚−1 and define

æ(𝜉 ′) ≡ 𝐼𝑛𝑑 𝜎 =
1

2𝜋

+𝑇∫
−𝑇

𝑑 arg(𝜎−1
A (·, 𝜉𝑚)𝜎B (·, 𝜉𝑚)) .

This index is an integer, and indeed it doesn’t depend on 𝜉 ′ if𝑚 ≥ 2 (homotopy property). The case𝑚 = 1 is
a very specific one (see [17]). So we have

æ(𝜉 ′) = æ.

Now we are ready to formulate a basic result on unique solvability of the equation (5).
Theorem 1. let 𝜎A (𝜉), 𝜎B (𝜉) be elliptic symbols which are continuous on [−𝑇,𝑇 ]𝑚 . The equation (5) is a

uniquely solvable in the space 𝐿2 (Z𝑚) for arbitrary right hand side 𝑉 ∈ 𝐿2 (Z𝑚) iff æ = 0.
Proof. The equation (6) can be rewritten as the Riemann boundary value problem

(𝑃per
𝜉 ′ �̃� ) (𝜉 ′, 𝜉𝑚) = −𝜎−1

A (𝜉 ′, 𝜉𝑚)𝜎B (𝜉 ′, 𝜉𝑚) (𝑄per
𝜉 ′ �̃� ) (𝜉 ′, 𝜉𝑚) +

𝜎−1
A (𝜉 ′, 𝜉𝑚)�̃� (𝜉 ′, 𝜉𝑚), 𝜉𝑚 ∈ [−𝜋, 𝜋], (7)

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2022, том 54, № 3



A. V. Vasilyev, V. B. Vasilyev 157

or as the one-dimensional singular integral equation

𝜎A (𝜉 ′, 𝜉𝑚) + 𝜎B (𝜉 ′, 𝜉𝑚)
2

�̃� (𝜉 ′, 𝜉𝑚) +

𝜎A (𝜉 ′, 𝜉𝑚) − 𝜎B (𝜉 ′, 𝜉𝑚)
2

(𝐻 per
𝜉 ′ �̃� ) (𝜉 ′, 𝜉𝑚) = �̃� (𝜉 ′, 𝜉𝑚), 𝜉𝑚 ∈ [−𝜋, 𝜋], (8)

with a parameter 𝜉 ′ ∈ [−𝜋, 𝜋]𝑚−1.

As itwas shown in [16] ifæ = 0 the factorization onvariable 𝜉𝑚 for the symbol𝜎 (𝜉 ′, 𝜉𝑚) ≡ −𝜎−1
A (𝜉 ′, 𝜉𝑚)𝜎B (𝜉 ′, 𝜉𝑚)

and it can be constructed as follows

𝜎 (𝜉 ′, 𝜉𝑚) = exp(Γ+ (𝜉 ′, 𝜉𝑚)) exp(Γ− (𝜉 ′, 𝜉𝑚)),

where
Γ+ (𝜉 ′, 𝜉𝑚) = 𝑃per𝜉 ′ (ln𝜎 (𝜉 ′, 𝜉𝑚)), Γ− (𝜉 ′, 𝜉𝑚) = 𝑄per

𝜉 ′ (ln𝜎 (𝜉 ′, 𝜉𝑚)) .

If æ ≠ 0 then there are either additional summands in a general solution or additional conditions on a right
hand side. So the unique solvability for the equation (5) is possible only if æ = 0. ■

Note. Of course last cases when the index is not zero are very important, and we hope to study them in
forthcoming papers. One-dimensional constructions for such situations are described in [17].

3. Variable coefficients and a Fredholm property. Now we consider the operator

D = A𝑃+ + B𝑃−

in the space 𝐿2 (Z𝑚) assuming that symbols 𝜎A (𝑥, 𝜉), 𝜎B (𝑥, 𝜉) depend on a space discrete variable 𝑥 ∈ Z𝑚 .
3.1. Boundedness of difference operators.
Lemma 3. If

∞∑︁
|𝑘 |=0

|𝑎𝑘 (𝑥) | < +∞, ∀𝑥 ∈ Z𝑚,

then the operator D is a linear bounded operator 𝐿2 (Z𝑚) → 𝐿2 (Z𝑚) and its symbol 𝜎D (𝑥, 𝜉) is a bounded function
defined on Z𝑚 × T𝑚 .

Remark 2. It is more convenient to formulate a boundedness condition as a property of a symbol. So obviously
if the symbol 𝜎D (𝑥, 𝜉) is a continuous function on ¤Z𝑚 × T𝑚 then the operator D is bounded. Here ¤Z𝑚 denotes
Z𝑚 + {∞}.

3.1. Fredholmness.
Definition 4. Operator D is called a Fredholm operator if

𝐼𝑛𝑑 D ≡ dim𝐾𝑒𝑟D − dim𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟D ≠ ∞.

To move to more concrete results we need a one additional assumption on behavior of the symbol 𝜎D (𝑥, 𝜉).
Let’s fix 𝑥 ∈ ¤Z𝑚, 𝜉 ′ ∈ T𝑚−1 and consider the number

æ(𝑥, 𝜉 ′) = 1
2𝜋

𝑇∫
−𝑇

𝑑 arg𝜎D (𝑥, 𝜉 ′, 𝜉𝑚),

which is a winding number of the curve on a complex plane generated by 𝜎D (𝑥, 𝜉 ′, 𝜉𝑚) when 𝜉𝑚 varies on the
segment [−𝑇,𝑇 ] [3, 8].

Lemma 4. The number æ(𝑥, 𝜉 ′) = æ(𝑥) is an integer non-depending on 𝜉 ′.
Proof. Indeed, under fixed 𝑥 ∈ ¤Z𝑚 this æ(𝑥, 𝜉 ′) is an integer valued function continuously depending on
𝜉 ′ ∈ [−𝑇,𝑇 ]𝑚−1. Thus it takes the same values for all points 𝜉 ′. ■

Definition 5. A local index of the operator D is called the number æ(𝑥) whicn is defined for all 𝑥 ∈ ¤Z𝑚 .
Remark 3. This definition and properties of the symbol imply only that this local index can take only finite

number of integer values on finite number of non-inersecting finite sets.
To obtain more applicable result we need an additional
Assumption.Wesuppose that𝜎D (𝑥, 𝜉) is a restriction of a continuous function defined on ¤R𝑚 , i.e.∀𝜎D (𝑥, 𝜉) ∃𝜎 (𝑥, 𝜉) ∈

𝐶 ( ¤R𝑚 × [−𝑇,𝑇𝑚]) such that
𝜎D (𝑥, 𝜉) = 𝜎 (𝑥, 𝜉), ∀𝑥 ∈ ¤Z𝑚 .

Lemma 5. Under assumption 1 the local index æ(𝑥) doesn’t depend on 𝑥 ∈ ¤Z𝑚 :

æ(𝑥) = æ.
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Proof. Analogous considerations like lemma 4. ■
Definition 6. The operator D�̃�0 = A�̃�0𝑃+ + B�̃�0𝑃− is called a local representative of the operator D in the point

𝑥0 ∈ Z𝑚 .
Lemma 6. The operator D has a Fredholm property in the space 𝐿2 (Z𝑚) iff all its local representatives are

invertible in the space 𝐿2 (Z𝑚) .
Sketch of proof. Operators of type D are included in more wide set of operators. This set consists of operators
of the type

𝐴𝑃+ + 𝐵𝑃−,

where 𝐴, 𝐵 are pseudo differential operators with symbols 𝜎𝐴 (𝑥, 𝜉), 𝜎𝐵 (𝑥, 𝜉), 𝑥 ∈ ¤Z𝑚 × [−𝑇,𝑇 ]𝑚 . Such operators
can be defined by the formula

(𝐴𝑢) (𝑥) = 𝐹 −1
𝜉→�̃�

(𝜎 (𝑥, 𝜉)�̃� (𝜉)), (9)

where 𝐹 −1
𝜉→�̃�

denotes a passing to the "Fourier coefficients"

(𝐹 −1
𝜉→�̃�

�̃�) (𝑥) = 1
(2𝜋)𝑚

𝜋∫
−𝜋

�̃� (𝜉)𝑒𝑖�̃� ·𝜉𝑑𝜉, 𝑥 ∈ Z𝑚 .

These operators are operators of local type [6] and can be reconstructed by their local representatives up to
compact operator. Then using properties of Fredholm operators we obtain the needed assertion. ■

Theorem 2. For the elliptic operatorD to be a Fredholm operator in the space 𝐿2 (Z𝑚) it is necessary and sufficient
to have

æ = 0.

Proof. It is easy imlication from lemma 6 and results of section 2. ■
Conclusion. It seems these results can be useful and applicable for some concrete equations. Some

unconsidered here questions will be discussed elsewhere and may be the object of another paper.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО РАЗРУШЕНИЯ ПЛАСТИНЫ
С КРАЕВОЙ ТРЕЩИНОЙ

Н. С. Астапов1,2 , В. Д. Кургузов1,2
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Аннотация. Прочность квадратной пластины с краевой трещиной при нормальном отрыве исследована в рамках
подхода Нейбера – Новожилова с помощью модифицированной модели Леонова – Панасюка – Дагдейла, исполь-
зующей дополнительный параметр – поперечник зоны пластичности (ширину зоны предразрушения). В качестве
модели деформируемого твердого тела выбрана модель идеального упругопластического материала, имеющего
предельное относительное удлинение. К такому классу материалов относятся, например, низколегированные ста-
ли, применяемые в конструкциях, работающих при температурах ниже порога хладноломкости. При наличии
сингулярной особенности в поле напряжений в окрестности вершины трещины предлагается использовать двух-
параметрический интегральный критерий прочности. Деформационный критерий разрушения формулируется в
вершинереальной трещины, а силовойкритерийдлянормальныхнапряжений сучетомосредненияформулируется
в вершине модельной трещины. Длины реальной и модельной трещин отличаются на длину зоны предразруше-
ния. Подробно проанализированы определяющие уравнения аналитическоймодели в зависимости от характерного
линейного размера структуры материала. Получены простые формулы для критической разрушающей нагрузки и
длины зоны предразрушения. Построены диаграммы квазихрупкого разрушения структурированной пластины в
условиях плоской деформации и плоского напряженного состояния.
Ключевые слова: критерии разрушения, структура материала, зона предразрушения, диаграмма разрушения,
метод конечных элементов, компьютерное моделирование
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Abstract. The strength of a square plate with an edge crack at normal separation was studied within the framework of the
Neuber – Novozhilov approach using a modified Leonov – Panasyuk – Dugdale model. The model employs an additional
parameter, the diameter of the plastic zone (width of the pre-fracture zone). As a model of a deformable solid body, a model
of an ideal elastoplastic material with a limiting relative elongation was chosen. This class of materials includes, for example,
low-alloy steels used in structures operating at temperatures below the cold brittleness threshold. In the presence of a singular
feature in the stress field at the vicinity of the crack tip, it is proposed to use a two-parameter discrete integral strength
criterion. The deformation fracture criterion is formulated at the tip of a real crack, and the force criterion for normal stresses,
taking into account averaging, is formulated at the tip of a model crack. The lengths of real and model cracks differ by the
length of the pre-fracture zone. The constitutive equations of the analytical model are analyzed in detail depending on the
characteristic linear size of the material structure. Simple formulas are obtained for the critical fracture load and the length
of the pre-fracture zone. Diagrams of quasi-brittle fracture of a structured plate are constructed.
Keywords: fracture criteria, material structure, pre-fracture zone, fracture diagram, finite element method, computer
simulation
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1. Введение. В обзоре экспериментальных работ [17] проводится физико-техническая классифика-
ция процессов разрушения и обсуждение причин возникновения трещин при изготовлении конструк-
ции. Кроме того, в [17] отмечаются проблемы построения аналитических моделей процесса разрушения
в рамках линейной механики разрушения. В работе [24] прочностные свойства конструкций исследо-
вались с помощью когезионной модели. В работе [15] даны оценки трещиностойкости по границе
раздела материалов. Отметим, что при использовании когезионной модели [15, 24] отсутствуют пара-
метры, описывающие поперечник зоны предразрушения и структуру самой зоны предразрушения. В
экспериментальной работе [21] по исследованию распространения трещины нормального отрыва в би-
материале керамика-алюминий показано, что зона предразрушения для трещины на границе раздела
сред, как правило, расположена только в одном более слабом материале и локализована в окрестности
этой границы. Такое расслоение в результате лабораторного эксперимента наблюдалось в работе [25].
В результате численного моделирования методом конечных элементов в работе [14] также показано
притягивание продвигающейся трещины к границе раздела сред.

В работе [19] при описании процесса разрушения учитываются пределы упругости составляющих
композит материалов, но не учитывается их структура. Однако трещины часто оказываются межзе-
ренными, и наличие периодической структуры существенно влияет на раскрытие трещин, которое
изменяется постепенно геометрически упорядоченным образом [17]. В работе [13] показано, что кри-
терии разрушения, учитывающие характерный размер структуры материала, позволяют «расширить
область применения по сравнению с традиционными критериями», хотя «вопрос о том, как этот размер
связан с составом, структурой и, возможно, с другими параметрами реального материала, до сих пор не
изучен». Поэтому проблемыпостроения простых, пригодных для инженерных расчетов, аналитических
моделей процесса разрушения композитов являются актуальными [3, 10]. В работе [10] обосновывает-
ся актуальность создания феноменологических моделей для прогнозирования разрушения слоистых
материалов.

Настоящая работа является естественным продолжением и обобщением работ [1, 20, 22, 23] по ис-
следованию распространения трещины в рамках модифицированной модели Леонова – Панасюка –
Дагдейла (ЛПД). Учет характерного линейного размера материала позволил вывести простые, пригод-
ные в инженерных приложениях, соотношения для критической нагрузки и критической длины зоны
предразрушения, а также построить диаграммы разрушения.

2. Постановка задачи. Пусть в однородной структурированной квадратной пластине размером
𝑤 × 𝑤 имеется краевая трещина длины 𝑙0 (рис. 1a). На краях пластины заданы растягивающие напря-
жения 𝜎∞, поверхность трещины свободна от нагрузок, то есть реализуется первая мода разрушения.
Материал пластины предполагается идеальным упругопластическим материалом с (𝜎 −𝜀)–диаграммой
одноосного деформирования, показанной на рис. 2. Здесь 𝜎Y – предел текучести, 𝜀0 – максимальная
упругая деформация, 𝜀1 – предельная деформация до разрушения. Введем параметр 𝜀I = (𝜀1 − 𝜀0)/𝜀0,
характеризующий отношение предельной неупругой деформации к максимальной упругой. Величину
𝜀I можно трактовать как относительную длину площадки текучести (коротко: показатель пластичности).
Материал пластины обладает определенной структурой, имеет квазихрупкий или квазивязкий тип раз-
рушения, причем характерный линейный размер 𝑑 структурного элемента (например, диаметр зерна)
предполагается известным.

Рис. 1. Напряжение в пластине: a — пластина с краевой трещиной; b — эпюры номинальных напряжений при
растяжении 𝜎𝑠 и изгибе 𝜎𝑓

Fig. 1. Plate stress: a — edge cracked plate. b — diagrams of nominal stresses under tension 𝜎𝑠 and bending 𝜎𝑓

3. Аналитическая модель разрушения пластины. Предположим, что краевая острая трещина
нормального отрыва длиной 𝑙0 (рис. 1a) распространяется прямолинейно в структурно-однородном
материале. В модифицированной модели ЛПД [20] помимо реальной внутренней прямолинейной
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трещины-разреза длиной 𝑙0 вводится в рассмотрение модельная трещина-разрез длиной 𝑙 = 𝑙0 + 𝑏,
где 𝑏 − длина зоны предразрушения или пластической зоны, расположенной на продолжении ре-
альной трещины (рис. 3). Длина зоны предразрушения 𝑏 определяется в процессе решения задачи о
разрушении, а поперечник 𝑎 этой зоны отождествляется с поперечником зоны пластичности.

Рис. 2. Диаграммы деформирования материала: a — исходная диаграмма деформирования материала (кривая 1) и
ее двухзвенная аппроксимация (кривая 2); b — соответствие точек 1-4 диаграммы деформирования точкам 1’-4’

зоны предразрушения
Fig. 2. Stress-strain diagrams of material: a — initial material stress–strain diagram (curve 1) and its belinear approximation

(curve 2); b — correspondence of points 1-4 of the stress–strain diagram to points 1’-4’ of the pre-fracture zone

Задача о разрушении имеет два линейных масштаба: 1) диаметр зерна 𝑑 – постоянная величи-
на, определяемая структурой материала; 2) длина зоны предразрушения 𝑏, которая зависит от длины
реальной трещины и интенсивности нагружения. Подчеркнем, что при однократном нагружении ма-
териалов критическая длина зоны предразрушения 𝑏𝑐 – вполне определенный параметр (𝑙𝑐 = 𝑙0 + 𝑏𝑐 –
критическая длина макротрещины). На рис. 3 показаны нормальные напряжения 𝜎𝑦 = 𝜎Y, действующие
в модифицированной модели ЛПД [20] на продолжении трещины (a) и аппроксимация пластической
зоны прямоугольной зоной предразрушения (b). Заметим, что в классической модели ЛПД [2, 4, 6, 16]
поперечник пластической зоны 𝑎 = 0. Напряжения пластического деформирования 𝜎𝑦 = 𝜎Y, действую-
щие на берегах модельной трещины в зоне предразрушения, препятствуют раскрытию трещины и тем
самым устраняют сингулярность поля напряжений в окрестности ее вершины.

Рис. 3. Зона предразрушения: a — сжимающие напряжения, действующие в модели ЛПД на продолжении
трещины; b — аппроксимация пластической зоны прямоугольной зоной предразрушения (плоское напряженное

состояние)
Fig. 3. Pre-fracture zone: a — compressive stresses acting in the LPD model on the continuation of the crack; b —

approximation of the plastic zone by a rectangular pre-fracture zone (plane stress)

Зона предразрушения занимает только часть зоны пластичности. Предполагается, что напряжения
здесь распределяются равномерно и равняются пределу текучести материала 𝜎Y. Полная постановка за-
дачи распределения напряжений и смещений трещины нормального отрыва для упругопластических
материалов рассматривается в нелинейной механике разрушения. Такую нелинейную задачу можно
существенно упростить, используя классические представления линейноймеханики разрушения, когда
трещина нормального отрывамоделируется как двусторонний разрез, а нелинейность задачи возникает
только при описании зоны предразрушения. После введения модельной (дополнительной) трещины
– разреза задача может рассматриваться не как упругопластическая, а как упругая. Напомним, что со-
гласно классической модели ЛПД пластический материал в зоне предразрушения, поперечник которой
равен нулю, стягивает берега трещины.

Пусть в лабораторном эксперименте при испытании макрообразца на одноосное растяжение по-
лучена (𝜎 − 𝜀)-диаграмма деформирования, где 𝜎 и 𝜀 – напряжения и деформации соответственно.
Примем простейшую аппроксимацию реальной (𝜎 − 𝜀)-диаграммы исследуемого материала, когда эта
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диаграмма аппроксимируется двухзвенной ломаной. При такой аппроксимации исходный материал
подменяется идеальным упругопластическим материалом, имеющим предельную деформацию. При
достижении предельной деформации материал разрушается. На рис. 2a изображены исходная (𝜎 − 𝜀)-
диаграмма (кривая 1) и ее двухзвенная аппроксимация (кривая 2). Параметры этой аппроксимации
подбираются так, чтобы площади под кривыми 1 и 2 совпадали. Кривая 2 полностью определяется
следующими параметрами: 𝐸 – модуль Юнга, 𝜎Y – предел текучести при одноосном растяжении, 𝜀0 –
максимальная упругая деформация, 𝜀1 – предельная деформация. Предел текучести и максимальная
упругая деформация связаны соотношением 𝜎Y = 𝐸𝜀0. Аппроксимацию (𝜎 − 𝜀)-диаграммы на участке
можно трактовать как идеальную пластичность, а отношение 𝜀I = (𝜀1 − 𝜀0)/𝜀0 как запас пластичности
материала при монотонном нагружении.

В соответствии с предлагаемой модификацией модели ЛПД надо различать вершины реальной и
модельной трещин. На рис. 2b приведена схема, качественно поясняющая взаимосвязь между точками
1, 2, 3, 4 на (𝜎 − 𝜀)-диаграмме и точками 1’, 2’, 3’, 4’ в зоне предразрушения, расположенными на про-
должении реальной трещины слева от нее. Вне зоны предразрушения материал деформируется упруго,
на границе этой зоны он начинает деформироваться неупруго, при этом точки зоны предразруше-
ния находятся в области неупругого деформирования материала. В модели ЛПД предполагается, что
на продолжении модельной трещины реализуется одноосное растяжение [2, 4], поскольку к берегам
трещины–разреза приложены постоянные напряжения 𝜎Y, которые притягивают берега друг к другу
и, следовательно, действуют на материал растягивающим образом. В докритическом состоянии мате-
риал в вершине реальной трещины претерпевает удлинение 𝜀 < 𝜀1, которое в критическом состоянии
совпадает с критическим удлинением 𝜀 = 𝜀1 (см. в точке 4 на рис. 2b). Пластическая зона в окрестности
вершины трещины приближенно показана на рис. 3b для случая плоского напряженного состояния.

Для построения модели разрушения структурированной квадратной пластины при нормальном
отрыве воспользуемся интегральным критерием разрушения Нейбера – Новожилова [20]

1
𝑑

𝑑∫
0

𝜎𝑦 (𝑥, 0)𝑑𝑥 = 𝜎Y, 𝑥 ≥ 0, (1)

2𝑣 (−𝑏𝑐 ) = 𝛿𝑐 , 𝑥 < 0. (2)

Здесь 𝜎𝑦 (𝑥, 0) – нормальные напряжения на продолжении трещины, 𝜎Y – предел текучести при одноос-
ном растяжении, 𝑑 – характерный линейный размер структуры материала, 2𝑣 (𝑥) – раскрытие трещины,
𝑏𝑐 – критическая длина зоны предразрушения. Через 𝛿𝑐 обозначено критическое раскрытие модельной
трещины; при величине раскрытия равной критическому значению разрушается структура материала в
вершине реальной трещины (граничной точке зоныпредразрушения, то есть в точке 4’ на рис. 2b). Длина
зоны предразрушения составляет только часть длины зоны пластичности, если учесть длину интервала
осреднения 𝑑 . Силовой критерий (1) по терминологии Новожилова является необходимым: процесс
разрушения материала начинается тогда, когда осредненные по интервалу 𝑑 нормальные напряжения
достигают предела текучести 𝜎Y. При выполнении деформационного критерия (2) происходит катастро-
фическое разрушение образца. По этой причине совокупность условий (1), (2) называют достаточным
критерием разрушения [20].

Для применения интегрального критерия (1), (2) к обработке результатов численных или лаборатор-
ных экспериментов с образцами конечных размеров примем аналитическое выражение нормального
напряжения 𝜎𝑦 (𝑥, 0) на продолжении трещины в виде [18]

𝜎𝑦 (𝑥) =
𝐾I√
2𝜋𝑥

+ 𝜎𝑛𝑜𝑚, 𝑥 ≥ 0. (3)

Здесь 𝜎𝑛𝑜𝑚 = 𝜎𝑠 + 𝜎𝑓 – номинальные напряжения, иначе оценка регулярной части поля напряжений
в окрестности вершины модельной трещины; 𝜎𝑠 и 𝜎𝑓 – номинальные напряжения при растяжении и
изгибе соответственно (рис. 1b); 𝐾I = 𝐾I𝜎 + 𝐾I𝑏 – суммарный коэффициент интенсивности напряжений
(КИН);𝐾I𝜎 –КИН, порождаемыйприложеннымикпластине напряжениями𝜎∞;𝐾I𝑏 –КИН, порождаемый
постоянными напряжениями 𝜎Y действующими в зоне предразрушения. Первое и второе слагаемые в
соотношении (3) – сингулярная и регулярная части решения соответственно. Первое равенство (1) сдво-
енного критерия контролирует достижение осредненными напряжениями на продолжении модельной
трещины предела текучести 𝜎Y, а второе равенство (2) сдвоенного критерия описывает нормальный
отрыв в вершине реальной трещины.

В приближении сопротивления материалов номинальные напряжения 𝜎𝑠 и 𝜎𝑓 можно представить в
виде

𝜎𝑠 = 𝜎∞
𝑤

𝑤 − 𝑙 , 𝜎𝑓 = 𝜎∞
3𝑤𝑙

(𝑤 − 𝑙)2 , (4)
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где 𝜎∞ – напряжения, заданные на краях пластины. Выражение КИН 𝐾I𝜎 , обусловленного заданными
условиями испытаний образцов с краевыми трещинами, можно представить в виде [9, 11]:

𝐾I𝜎 = 𝜎∞
√
𝜋𝑙𝑌𝑠 (𝜉), 𝑌𝑠 (𝜉) = 1,12 − 0,23𝜉 + 10,55𝜉2 − 21,72𝜉3 + 30,39𝜉4, (5)

где 𝜉 = 𝑙/𝑤 . КИН 𝐾I𝑏 , обусловленный постоянными напряжениями 𝜎Y, действующими в зоне предраз-
рушения, имеет универсальное представление. Для полуплоскости с краевой трещиной КИН𝐾I𝑏 вычис-
ляются следующим образом [9, 11]

𝐾I𝑏 = −𝜎Y
√
𝜋𝑙

2
𝜋

arccos
(
1 − 𝑏

𝑙

)
. (6)

Вычислим интеграл из равенства (1), учитывая выражение (3):

1
𝑑

𝑑∫
0

𝜎𝑦 (𝑥, 0)𝑑𝑥 = 𝐾I

√︂
2
𝜋𝑑

+ 𝜎𝑠 + 𝜎𝑓
(
1 − 𝑑

𝑤 − 𝑙

)
. (7)

Теперь критерий (1) с учетом (4), (7) запишется в виде

𝐾I

√︂
2
𝜋𝑑

+ 𝑌𝑟𝜎𝑐 = 𝜎Y, (8)

где 𝜎𝑐 – критическое напряжение,

𝑌𝑟 =
𝑤

𝑤 − 𝑙𝑐
+ 3𝑤𝑙𝑐
(𝑤 − 𝑙𝑐 )2

(
1 − 𝑑

𝑤 − 𝑙𝑐

)
. (9)

Преобразуем (8), используя для КИН 𝐾I = 𝐾I𝜎 + 𝐾I𝑏 соотношения (5), (6):√︁
𝜋𝑙𝑐

[
𝑌𝑠𝜎𝑐 −

2
𝜋

arccos
(
1 − 𝑏𝑐

𝑙𝑐

)] √︂
2
𝜋𝑑

= 1 − 𝑌𝑟𝜎𝑐 . (10)

Здесь 𝜎𝑐 = 𝜎𝑐/𝜎Y – безразмерное критическое напряжение, 𝑙𝑐 – критическая длина трещины, 𝑏𝑐 –
критическая длина зоны предразрушения.

Для использования в расчетах уравнения (2) необходимо иметь аналитические выражения функции
раскрытия трещины 2𝑣 (𝑥) и критического раскрытия 𝛿𝑐 модельной трещины, при котором разрушается
структура материала в вершине реальной трещины. Выражение для величины раскрытия модельной
трещины 2𝑣 (𝑥) представим в виде [4]

𝑣 (𝑥) = 𝜅 + 1
2𝐺

𝐾I

√︂
−2𝑥
𝜋
, 𝑥 ≤ 0, (11)

где 𝜅 – параметр вида напряженного состояния: 𝜅 = 3 − 4𝜈 для плоской деформации, 𝜅 = (3 − 𝜈)/(1 + 𝜈)
для плоского напряженного состояния. Модуль сдвига материала𝐺 дается формулой𝐺 = 𝐸/[2(1 + 𝜈)] =
𝜎Y/[2𝜀0 (1 + 𝜈)], так как для идеального упругопластического материала 𝐸 = 𝜎Y/𝜀0, где 𝐸 – модуль Юнга,
𝜀0 — максимальное упругое относительное удлинение. Критическое раскрытие модельной трещины 𝛿𝑐
в соотношении (2) зависит от запаса пластичности 𝜀1 − 𝜀0 исследуемого материала и ширины зоны
предразрушения 𝑎 в вершине реальной трещины. Будем вычислять его по формуле

𝛿𝑐 =𝑚(𝜀1 − 𝜀0)𝑎, (12)

где𝑚 – поправочный коэффициент. Конечно, границы реальных пластических зон в окрестности вер-
шины трещины лишь приближенно похожи на конфигурации, изображенные в [2, 4]. При плоском
напряженном состоянии с увеличением нагрузки узкая область пластических деформаций распростра-
няется прямолинейно от вершины трещины по ее оси, принимая форму, похожую на узкий вытянутый
прямоугольник. Такую форму пластической зоны, особенно при поперечном сдвиге, и преимуществен-
ное направление распространения трещины вдоль ее оси можно наблюдать как в численных, так и в
лабораторных экспериментах. В связи с этим в работах [1, 23] для уточнения выражения поперечника
зоны предразрушения обосновывается введение в соотношение (12) поправочного коэффициента 𝑚.
Для определения величины этого коэффициента необходимо использовать непосредственно данные
численного либо лабораторного эксперимента.

Полагаем, что поперечник𝑎 зоныпредразрушения в соотношении (12) пропорционален удвоенному
максимальному размеру пластической зоны для трещины нормального отрыва в идеально пластиче-
ских телах [8]:

𝑎 =
9(1 − 𝜈)

2
√

2(2 + 𝜋)

(
𝐾I𝜎

𝜎Y

)2
= 𝑞(𝜈)

(
𝐾I𝜎

𝜎Y

)2
. (13)
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Это оценка для плоской деформации. Для плоского напряженного состояния 𝑞 = 𝜋/4 [8]. Например, при
𝜈 = 0,33 получим 𝑞 = 0,415 для плоской деформации и 𝑞 = 0,785 для плоского напряженного состояния.
Критическая величина раскрытия модельной трещины 𝛿𝑐 в соотношении (12) соответствует переходу
материала в вершине реальной трещины в критическое состояние и его разрушению.

Подставляя выражения (11)–(13) в уравнение (2), получим уравнение

𝜅 + 1
2𝐺

𝐾I

√︂
2𝑏𝑐
𝜋

=𝑚(𝜀1 − 𝜀0)𝑞
(
𝐾I𝜎

𝜎Y

)2
. (14)

Учитывая выражение 𝐺 = 𝜎Y/(2𝜀0 (1 + 𝜈)) и используя для 𝐾I = 𝐾I𝜎 + 𝐾I𝑏 соотношения (5), (6), запишем
уравнение (14) в виде√︁

𝜋𝑙𝑐

[
𝑌𝑠𝜎𝑐 −

2
𝜋

arccos
(
1 − 𝑏𝑐

𝑙𝑐

)] √︂
2𝑏𝑐
𝜋

=
𝑚𝑞𝜀I

(𝜅 + 1) (1 + 𝜈)

(√︁
𝜋𝑙𝑐𝑌𝑠𝜎𝑐

)2
. (15)

Теперь систему уравнений (10), (15), равносильную исходной системе уравнений (1), (2) при указанном
выборе выражений для нормального напряжения𝜎𝑦 (𝑥, 0), раскрытия трещины 2𝑣 (𝑥) иКИН𝐾I = 𝐾I𝜎+𝐾I𝑏 ,
можно записать в виде [

𝑌𝑠𝜎𝑐 −
2
𝜋

arccos
(
1 − 𝑏𝑐

𝑙𝑐

)]
= (1 − 𝑌𝑟𝜎𝑐 )

√︄
𝑑

2𝑙𝑐
, (16)[

𝑌𝑠𝜎𝑐 −
2
𝜋

arccos
(
1 − 𝑏𝑐

𝑙𝑐

)] √︄
𝑏𝑐

𝑙𝑐
=
𝜋𝑚𝑝𝜀I (𝑌𝑠𝜎𝑐 )2

2
√

2
, (17)

где 𝑝 = 2𝑞/[(𝜅 + 1) (1 + 𝜈)]. В частности, при плоском напряженном состоянии 𝑝 = 𝑞/2 = 𝜋/8, при
плоской деформации 𝑝 = 𝑞/[2(1 − 𝜈2)] = 9/[4

√
2(2 + 𝜋) (1 + 𝜈)]. Таким образом, получена система двух

уравнений (16), (17) с двумя неизвестными
√︁
𝑏𝑐/𝑙𝑐 и 𝜎𝑐 . Исключая выражение в квадратных скобках из

системы уравнений (16), (17), находим точное выражение для безразмерной критической длины зоны
предразрушения √︃

𝑏𝑐 = 𝜋𝑚𝑝𝜀I (𝑌𝑠𝜎𝑐 )2
√︃
𝑙𝑐/[2(1 − 𝑌𝑟𝜎𝑐 )], (18)

где 𝑙𝑐 = 𝑙𝑐/𝑑 – безразмерная критическая длина трещины.
Используя приближение arccos (1 − 𝑏𝑐/𝑙𝑐 ) ≈

√︁
2𝑏𝑐/𝑙𝑐 , погрешность которого не превышает 5% при

0 ≤ 𝑏𝑐/𝑙𝑐 ≤ 0,55, запишем систему уравнений (16), (17) в виде

𝑌𝑠𝜎𝑐 −
2
𝜋

√︃
2𝑏𝑐 =

1 − 𝑌𝑟𝜎𝑐√︁
2𝑙𝑐

, (19)(
𝑌𝑠𝜎𝑐 −

2
𝜋

√︃
2𝑏𝑐

) √︃
𝑏𝑐 =

𝜋𝑚𝑝𝜀I𝑌
2
𝑠 𝜎

2
𝑐

2
√

2
. (20)

Заменяя в (19)
√︁
𝑏𝑐 выражением (18), получим квадратное уравнение относительно 𝜎𝑐(

𝑌 2
𝑟 + ℎ𝑌 2

𝑠 +
√︃

2𝑙𝑐𝑌𝑠𝑌𝑟
)
𝜎2
𝑐 −

(
2𝑌𝑟 +

√︃
2𝑙𝑐𝑌𝑠

)
𝜎𝑐 + 1 = 0,

где ℎ = 2𝑙𝑐𝑚𝑝𝜀I, из которого найдем два приближенных значения критической разрушающей нагрузки
𝜎𝑐 :

𝜎𝑐± =

𝑌𝑟 + 𝑌𝑠
√︄
𝑙𝑐

2

(
1 ±

√︁
1 − 4𝑚𝑝𝜀I

)
−1

. (21)

Величина 𝜎𝑐+, когда перед корнем выбирается знак «+», соответствует квазихрупкому разрушению
(𝑏/𝑙 ≪ 1), величина 𝜎𝑐− соответствует квазивязкому типу разрушения [23]. Формула (21) предлагаемой
модели имеет смысл, если 𝜀I ≤ 1/(4𝑚𝑝) для однородного материала.

Из приближенного уравнения (19) получим выражение для
√︁
𝑏𝑐 :√︃

𝑏𝑐 = 𝜋

[(
𝑌𝑟 + 𝑌𝑠

√︃
2𝑙𝑐

)
𝜎𝑐 − 1

] / (
4
√︃
𝑙𝑐

)
, (22)

а из уравнения (20) получим два значения критической длины зоны предразрушения√︃
𝑏𝑐± = 𝜋𝑚𝑝𝜀I𝑌𝑠𝜎𝑐

/ [√
2
(
1 ±

√︁
1 − 4𝑚𝑝𝜀I

)]
, (23)
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причем квазихрупкому типу разрушения соответствует
√︁
𝑏𝑐+, когда в равенстве (23) перед корнем выби-

рается знак «+», квазивязкому типу разрушения соответствует
√︁
𝑏𝑐− . Интересно отметить, что, выбирая

любое из приближенных выражений (22) или (23), получим из системы уравнений (19), (20) точно такое
же выражение для критической разрушающей нагрузки, какое дается формулой (21). А исключая вы-
ражение в круглых скобках из приближенной системы уравнений (19), (20), получим для критической
длины 𝑏𝑐 зоны предразрушения такое же выражение (18), какое получено из точной системы урав-
нений (16), (17). Напомним, что уравнения (16), (19) так же, как исходное уравнение (1), выполняются
для любых нагрузок вблизи граничных точек зоны пластичности (точка 1’ на рисунке 2b). Поэтому
для любых нагрузок 𝜎∞, при которых возникает зона пластичности в окрестности вершины трещины,
справедлива и формула (22), которая является следствием равенства (19). Однако уравнения (17) и (20)
так же, как и уравнение (2), выполняются только для критических разрушающих нагрузок 𝜎𝑐 . Кроме
того, приближенные выражения (11) и (12) для раскрытия трещины 2𝑣 (𝑥) и критического раскрытия 𝛿𝑐
вносят дополнительную погрешность в уравнения (17), (20), которые используются при выводе формул
(18) и (23). Таким образом, получена одна формула (21) для критической разрушающей нагрузки и три
различные формулы (18), (22), (23), выражающие критическую длину зоны предразрушения через кри-
тическую нагрузку. Результаты численного моделирования подтверждают применимость формулы (22)
во всем диапазоне нагрузок.

В выражении критической нагрузки (21) возможен предельный переход при 𝜀I → 0, что позволяет
рассматривать разрушение хрупких материалов (в таких материалах зона предразрушения отсутству-
ет: 𝑏 = 0). С использованием необходимого критерия разрушения (1) в случае хрупкого разрушения
критические напряжения вычисляются по формуле

𝜎𝑐0 =

(
𝑌𝑟 + 𝑌𝑠

√︂
2𝑙0
𝑑

)−1

. (24)

Проанализируем выражение критической нагрузки (21) более подробно. Коэффициенты 𝑌𝑠 и 𝑌𝑟
даются формулами (5) и (9), характеризуют геометрию образца и полностью определяются шириной
пластины𝑤 и длиной трещины 𝑙 . Параметр 𝜀I определяется по (𝜎 −𝜀)-диаграмме деформирования мате-
риала пластины. Параметр 𝑝 определяется коэффициентом Пуассона. Поэтому исследуем зависимость
критической нагрузки от оставшихся двух параметров: характерного линейного размера структуры
материала 𝑑 и поправочного коэффициента 𝑚. Для любой длины трещины выполняются неравенства
𝜎𝑐0 ≤ 𝜎𝑐+ ≤ 𝜎𝑐− ≤ 1, причём равенство 𝜎𝑐+ = 𝜎𝑐− выполняется лишь в том случае, когда подкоренное
выражение в (21) равно нулю, то есть 4𝑚𝑝𝜀I = 1. А равенства 𝜎𝑐0 = 𝜎𝑐+ = 𝜎𝑐− = 1 выполняются лишь для
трещины нулевой длины.

При возрастании параметра 𝑑 возрастает и 𝜎𝑐+ (квазихрупкий тип разрушения) и 𝜎𝑐− (квазивязкий
тип разрушения). Оказывается для любого 𝑑 = 𝑑+ > 0 можно так выбрать 𝑑 = 𝑑− , что для трещины
любой длины критические нагрузки 𝜎𝑐+ и 𝜎𝑐− совпадут, то есть 𝜎𝑐+ (𝑑+) ≡ 𝜎𝑐− (𝑑−). В этом случае 𝑑+ и 𝑑−
связаны соотношением

𝑑− =

[(
1 −

√
1 − 𝑡

)2
/𝑡

]2
𝑑+, (25)

где 𝑡 = 4𝑚𝑝𝜀I. Наибольшее значение множителя
[(

1 −
√

1 − 𝑡
)2
/𝑡

]2
равно 1 и достигается при 𝑡 = 1,

тогда выполняются равенства 𝑑 = 𝑑− = 𝑑+ и 𝜎𝑐+ (𝑑+) = 𝜎𝑐− (𝑑−) =
(
𝑌𝑟 + 𝑌𝑠

√︁
𝑙/(2𝑑)

)−1
, что легко видеть из

выражения (21). При возрастании параметра𝑚 возрастает и 𝜎𝑐+ (квазихрупкий тип разрушения), а 𝜎𝑐−
убывает. И равенство 𝜎𝑐+ = 𝜎𝑐− выполняется только тогда, когда𝑚 = 1/(4𝑝𝜀I).

Рассмотрим процесс деформирования при монотонном нагружении 0 < 𝜎∞ < 1, где 𝜎∞ = 𝜎∞/𝜎Y —
безразмерная внешняя нагрузка. Если необходимый критерий (1) не выполняется (𝜎∞ < 𝜎𝑐0), то нели-
нейные эффекты не проявляются, исходная длина трещины 𝑙0 не меняется. В случае если в достаточном
критерии (1), (2) условие (1) выполнено, а условие (2) – нет, имеет место докритическое состояние си-
стемы, при котором наблюдается устойчивое увеличение длины модельной трещины 𝑙 = 𝑙0 + 𝑏. Первое
соотношение в достаточном критерии (1), (2) определяет движение вершинымодельной трещины. Если
оба условия (1), (2) выполнены, то система переходит в критическое состояние. Ближайшая к вершине
трещины структура разрушается, поскольку длина зоны предразрушения достигает критического зна-
чения (18), (23). При 𝜎∞ = 𝜎𝑐± неустойчивость критического состояния нелинейной системы очевидна.
Соотношение (2) определяют обрыв силовых связей в ближайшей к вершине реальной трещины струк-
туре зоны предразрушения. Таким образом, критические нагрузки, вычисленные по необходимому
(24) и достаточному (21) критериям разрушения, являются нижней и верхней оценками критических
нагрузок рассматриваемой нелинейной системы.
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По трем параметрам материала 𝑑 , 𝜎Y и 𝜀I можно построить в широком диапазоне изменения длин
трещин две критические кривые 𝜎0 = 𝜎0 (𝑙0) и 𝜎𝑐 = 𝜎𝑐 (𝑙𝑐 ) по формулам (24) и (21) (знак «+») соответствен-
но. Совместим плоскости (𝑙0, 𝜎0) и (𝑙𝑐 , 𝜎𝑐 ). На совмещенной плоскости «длина трещины – напряжение»
(𝑙, 𝜎) построим диаграммы квазихрупкого разрушения пластины (рис. 4). Пусть задана интенсивность
нагружения 𝜎∞. Тогда диаграмма квазихрупкого разрушения позволяет оценить состояние тела с тре-
щиной. Две критические кривые 𝜎0 = 𝜎0 (𝑙0) и 𝜎𝑐 = 𝜎𝑐 (𝑙𝑐 ) (достаточный критерий представлен двумя
кривыми: при плоской деформации и плоском напряженном состоянии) разделяют плоскость (𝑙, 𝜎) на
три подобласти: область 𝜎 < 𝜎0, где отсутствуют повреждения; область 𝜎0 < 𝜎 < 𝜎𝑐 , где имеет место
накопление повреждений в материале зоны предразрушения; область 𝜎𝑐 < 𝜎 , где образец разрушается
при монотонном нагружении. Для удобства практического приложения длина трещины 𝑙 на рис. 4
отнесена к ширине пластины 𝑤 . Вычисления были проведены при следующих значениях параметров:
𝑑 = 0,7 мм, 𝜈 = 0,33, 𝜀I = 2,5 при плоском напряженном состоянии, 𝜀I = 4,0 при плоской деформации.

Рис. 4. Диаграммы квазихрупкого разрушения: кривая 1 – необходимый критерий (24); кривая 2 – достаточный
критерий (21) (плоская деформация); кривая 3 – достаточный критерий (21) (плоское напряженное состояние)

Fig. 4. Diagrams of quasi-brittle fracture: curve 1 – necessary criterion (24); curve 2 – sufficient criterion (21) (plane strain);
curve 3 – sufficient criterion (21) (plane stress)

4. Обсуждение результатов. Выбор параметра осреднения 𝑑 необходимого критерия (1) в опреде-
ленноймере субъективен [7]. Зона радиуса𝑑 , гденапряженное состояние определяетмоментинициации
трещины, больше сингулярной, поэтому только значения коэффициента интенсивности напряжений
𝐾I, как характеристики напряженно-деформированного состояния, теперь уже недостаточно. Будем
рассматривать эту зону не как область, где реализуется процесс микроповреждений, пластических
деформаций, микроразрушений, а как область, где напряженное состояние по известным решениям
теории упругости за счет перераспределения внутренних усилий определяет момент разрушения. Раз-
мер осреднения 𝑑 считается характеристикой материала и зависит от других характеристик материала:
разрушающих напряжений для образца без трещины и характеристики трещиностойкости. Для от-
носительно длинных трещин, принимая во внимание асимптотику поля напряжений в окрестности
вершины трещины, можно получить оценку параметра 𝑑 в виде

𝑑 =
2
𝜋

(
𝐾I𝑐

𝜎𝑡

)2
,

где 𝐾I𝑐 — критический коэффициент интенсивности напряжений, 𝜎𝑡 — предел прочности материала
на растяжение. Необходимость осреднения напряжений связывают с образованием зоны предразруше-
ния, в которой происходит перераспределение напряжений и изменение физико-механических свойств
материала. Размер этой зоны 𝑑 сопоставим с размерами структурных составляющих материала и на-
много меньше размеров пластины, длины трещины и т. п. [12, 13]. Интегральный критерий Нейбера –
Новожилова (1) относится к структурным критериям разрушения. Присутствие в критерии параметра
осреднения 𝑑 означает, что процесс разрушения обладает собственной структурой, которая в общем
случае не обязательно связана со структурой материала.

5. Заключение. Полученные простые структурные формулы (18), (21)-(23) можно применять для
прогнозирования критической разрушающей нагрузки 𝜎𝑐 = 𝜎𝑐/𝜎Y и оценки длины зоны предразру-
шения 𝑏𝑐 при нагружении по первой моде (нормальный отрыв) в структурированных материалах при
плоском напряженном состоянии и при плоской деформации. Указанные формулы выражают величи-
ну нагрузки 𝜎𝑐 и длины зоны предразрушения 𝑏𝑐 через длину трещины 𝑙 с использованием следующих
четырех параметров: 𝑑 – характерный линейный размер структуры материала, 𝜀0 и 𝜀1 – параметры
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(𝜎 − 𝜀)–диаграммы деформирования,𝑚 – поправочный коэффициент. Эти четыре параметра подбира-
ются по результатам лабораторного эксперимента или численного моделирования.

Подробный анализ выражения (21) критической нагрузки 𝜎𝑐± показал следующее. Для двух пластин,
отличающихся лишь характерным линейным размером 𝑑 структуры материала так, что выполняется
равенство (25), критические нагрузки 𝜎𝑐+ (квазихрупкое разрушение) и 𝜎𝑐− (квазивязкое разрушение)
совпадают, то есть 𝜎𝑐+ (𝑑+) ≡ 𝜎𝑐− (𝑑−) во всём диапазоне длин трещины. Для двух одинаковых пластин
равенство 𝜎𝑐+ = 𝜎𝑐− выполняется тождественно лишь тогда, когда 4𝑚𝑝𝜀I = 1.

В целом рассматриваемую аналитическую модель можно использовать при исследовании разруше-
ния конструкций из структурированныхматериалов с различными упругими свойствами. Это позволит
уменьшить количество лабораторных или численных экспериментов, необходимых для оценки разру-
шающей нагрузки.
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РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
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Аннотация.Нелинейные дифференциальные уравнения достаточношироко используются в различных современ-
ныхнауках. В частности, нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение Ермакова успешноприменяется
для решения задач в квантовой механике, электродинамике, в оптике, в теории упругости, для описания молеку-
лярных структур, в гетероструктурах со сложной потенциальной функцией и во многих других разделах теорети-
ческой и математической физике. Однако эффективного метода решения нелинейных уравнений типа уравнения
Ермакова в настоящее время нет. К примеру, при решении задач на собственные значения современные авторы
уравнение Ермакова вычисляли прямыми численными методами. Как известно из работ самого Ермакова и других
известных авторов, решение уравнения Ермакова определяется двумя линейно независимыми решениями под-
ходящего так называемого присоединенного линейного дифференциального уравнения второго порядка. Теория
интегрирования линейных дифференциальных уравнений степенными рядамиматематически строго разработана,
в частности, для присоединенных линейных уравнений к уравнению Ермакова доказана сходимость степенных
рядов, представляющих решение присоединенных линейных дифференциальных уравнений. В настоящей работе
эти линейно независимые решения присоединенного линейного уравнения были вычислены в виде степенных
рядов с применением компьютерной системы аналитических вычислений MAPLE, и для ряда уравнений Ермакова
построены их решения в виде степенных рядов, в общем, с произвольным максимальным показателем степени.
Непосредственной подстановкой было показано, что так полученные степенные ряды удовлетворяют уравнению
Ермакова. Полученные решения в виде степенных рядов, содержащих также и спектральный параметр, могут
быть успешно применены к решению задач на собственные значения, в частности для решения стационарного
уравнения Шредингера.
Ключевые слова: математическое моделирование, символьно-численные методы, комплексы программ, диффе-
ренциальные уравнения, нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка, уравнение
Ермакова, степенные ряды
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Abstract. Nonlinear differential equations are widely used in various modern sciences. In particular, the nonlinear ordinary
differential equation of Ermakov is successfully used to solve problems in quantum mechanics, electrodynamics, optics,
elasticity theory, to describe molecular structures, in heterostructures with a complex potential function and in many other
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branches of theoretical and mathematical physics. However, there is currently no effective method for solving nonlinear
equations such as the Ermakov equation. For example, when solving eigenvalue problems, known modern authors calculated
solutions of the Ermakov equation by direct numerical methods. As is known from the works of Ermakov himself and other
modern authors, the solution of the Ermakov equation is determined by two linearly independent solutions of a suitable
so-called attached linear differential equation of the second order. The theory of integration of linear differential equations
by power series is mathematically strictly developed, in particular, for the attached linear equations to the Ermakov equation,
the convergence of power series representing the solution of the attached linear differential equations is proved. In this paper,
these linearly independent solutions of the attached linear equation were calculated in the form of power series using the
MAPLE analytical computing computer system and for a number of Ermakov equations, their solutions were constructed in
the form of power series, in general, with an arbitrary number terms. By direct substitution, it was shown that the power
series obtained in this way satisfy the Ermakov equation. The obtained solutions in the form of power series containing
also a spectral parameter can be successfully applied to solving eigenvalue problems, in particular for solving the stationary
Schrodinger equation.
Key words: mathematical modeling, symbolic-numerical methods, software packages, differential equation, nonlinear
ordinary differential equation of second order, equation of Ermakov, power series

For citation: Belyaeva I. N., Kirichenko I. K., Chekanova N. N. 2022. Solution of the nonlinear ordinary differential equation
of Ermakov by power series. Applied Mathematics & Physics, 54(3): 171–177 (in Russian).
DOI 10.52575/2687-0959-2022-54-3-171-177

1. Введение. В свое время В. П. Ермаков – профессор математики Киевского университета – пока-
зал, что решения некоторых нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений могут быть
построены при помощи решений соответствующих (присоединенных) линейных дифференциальных
уравнений второго порядка. Для исследованныхимнекоторых нелинейных уравнений, включая разные
варианты уравнения Риккати, а также предложенного своего уравнения, Ермаков представил конкрет-
ные общие формулы для решений нелинейных уравнений посредством решений соответствующих
(присоединенных) линейных уравнений [8]. В частности, для своего предложенного нелинейного урав-
нения в виде

𝑢
′′ + 𝑞(𝑥)𝑢 + 𝑐

𝑢3 = 0, (1)

где 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . Ермаков доказал, что общее решение уравнения (1) может быть записано следующим
образом:

𝐶1 ·
∫

𝑑𝑥

𝜉2 (𝑥) +𝐶2 =

√︄
𝐶1 ·

𝑢2

𝜉2 (𝑥) −𝐶, (2)

где 𝜉 (𝑥) – какое-нибудь частное решение следующего присоединенного линейного уравнения

𝑦
′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0. (3)

В работе [6] ее авторывыполнилиподробныйанализ более общихподобныхнелинейныхуравнений,
включая и уравнение Ермакова (1). Данные авторы показали, что, исходя из представления (2), общее
решение уравнения (1) может быть записано в виде

𝑢 (𝑥) =
√︃
𝑦2

1 (𝑥) + 𝑐 ·𝑊 −2 · 𝑦2
2 (𝑥), (4)

где𝑦1 (𝑥) и𝑦2 (𝑥) –линейнонезависимыерешениялинейного уравнения (3), а величина𝑊 = 𝑦1·𝑦
′
2−𝑦2·𝑦

′
1 −

вронскиан этих решений,𝑊 [𝑦1, 𝑦2] ≠ 0. Значительно позже уравнение (1) было переоткрыто другими
авторами [19], [20].

Может быть даже неожиданно, но нелинейное уравнение Ермакова нашло применение позже в
современных областях математики и физики. К примеру, в работе [10] уравнение Ермакова было при-
менено для построения нового варианта теории ВКБ-приближения в квантовой механике, который
получил простую структуру, в частности, были получены практически полезные рекуррентные соотно-
шения для ВКБ-разложений. В работах [18], [12] на основе уравнения Ермакова получены инварианты
для описания движения нерелятивистской заряженной частицы в зависящем от временимагнитномпо-
ле. Ермаков установил также в [8], что линейное уравнение (3) допускает следующуюфундаментальную
систему решений

𝑦1,2 (𝑥) = 𝑦 (𝑥) · 𝑒𝑥𝑝
(
±
√
−𝑐 ·

∫
𝑑𝑥

𝑢2 (𝑥)

)
, (5)

где 𝑢 (𝑥) есть какое-нибудь решение нелинейного уравнения (1). Используя этот результат, автор статьи
[19] разработал численный метод решения задачи на собственные значения и успешно применил его
к уравнению Шредингера для ангармонического осциллятора. В работе [21], посвященной решению
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уравнения Шредингера, появились сразу два нелинейные уравнения, и Ермакова, и Риккати, которые
описывают эволюцию максимума и ширины волновой функции Ψ(𝑥, 𝑡). В статье [15] показано, что
обсуждаемые нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения успешно применяются для
описания процессов и явлений в нелинейной оптике, в теории нелинейной упругости, в молекулярных
структурах, в квантовой теории поля в криволинейных пространствах и квантовой космологии (см.
также [1], [13], [16], [17]).

2. Результаты и их обсуждение. Известно, что решения линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений могут быть получены в виде степенных или обобщенно степенных рядов, если
уравнение имеет регулярные особые точки (см., например, [9], [11], [7]). В настоящей работе разработан-
ная авторами компьютерная программа [2] применяется для решения конкретных уравнений Ермакова
и представления его решений в виде рядов [3], [5], [14].

Для нахождения его двух линейно независимых решений 𝑦1 (𝑥) и 𝑦2 (𝑥) в используемую программу
достаточно ввести только функцию-коэффициент 𝑞(𝑥) из уравнения (3), если при этом уравнение (3)
имеет регулярную особую точку, то следует на входе программы включить соответствующий флаг. В
результате на выходе получим решение𝑢 (𝑥) с начальными данными𝑢 (𝑥0) = 1,𝑢 ′ (𝑥0) = 0, а также реше-
ние 𝑦 (𝑥) с начальными данными 𝑦 (𝑥0) = 0, 𝑦′ (𝑥0) = 1, оба решения в виде степенных или обобщенных
степенных рядов. Подставляя эти решения в формулу (4), находим решение𝑢 (𝑥) уравнения Ермакова (1)
в виде степенных рядов. Подставляя так найденное решение𝑢 (𝑥) в само уравнение Ермакова, получаем,
что оно действительно ему удовлетворяет до определенной степени вычисленного степенного ряда.

Ниже представляем результаты расчетов для конкретных нелинейных уравнений Ермакова.
1. Пусть дано уравнение

𝑢
′′ − 𝑥𝑢 =

1
𝑢3 . (6)

Соответствующее линейное однородное уравнение имеет вид:

𝑦
′′ − 𝑥𝑦 = 0. (7)

При помощи математического пакета символьных вычислений Maple нами была разработана ранее
программа решения данного дифференциального уравнения. Уравнение (7) не имеет особых точек. При
помощи этой программы [2] найдено аналитическое решение уравнения (6) в виде степенных рядов,
в которых максимальный показатель степени 𝑥 , необходимый для построения степенного ряда, был
выбран 𝑁 = 26:

𝑦1 = 1 + 1
6
𝑥3 + 1

180
𝑥6 + 1

12960
𝑥9 + 1

1710720
𝑥12 + 1

359251200
𝑥15 + 1

109930867200
𝑥18+

+ 1
46170964224000

𝑥21 + 1
25486372251648000

𝑥24;

𝑦2 = 𝑥 +
1
12
𝑥4 + 1

504
𝑥7 + 1

45360
𝑥10 + 1

7076160
𝑥13 + 1

1698278400
𝑥16 + 1

580811212800
𝑥19 + 1

268334780313600
𝑥22 . (8)

Далее, используя найденные решения, модифицируем программу для нахождения решения со-
ответствующего нелинейного уравнения (6). Таким образом, находим решение данного нелинейного
уравнения

𝑢 (𝑥) = 1 − 1
2
𝑥2 + 1

6
𝑥3 − 1

8
𝑥4 − 41

720
𝑥6 + 1

48
𝑥7 − 187

4480
𝑥8 + 271

12960
𝑥9 − 2537

80640
𝑥10+

+ 533
26880

𝑥11 − 2493259
95800320

𝑥12 + 13759
725760

𝑥13 − 8196943
358758400

𝑥14 + 52755623
2874009600

𝑥15−

− 29201560681
1394852659200

𝑥16 + 38774261
2152550400

𝑥17 − 25366097010517
1280474741145600

𝑥18 + 611375851
34159656960

𝑥19−

− 1165993680277
60678438912000

𝑥20 + 172698415643953
9603560558592000

𝑥21 − 25895906098288313
1362425124578918400

𝑥22. (9)

2. Рассмотрим нелинейное уравнение

𝑢
′′ + 2

𝑥
𝑢 =

1
𝑢3 . (10)

Его присоединенное линейное уравнение имеет вид

𝑦
′′ + 2

𝑥
𝑦 = 0. (11)
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Линейное однородное дифференциальное уравнение (11) содержит особую точку 𝑥 = 0. Из-за это-
го решение уравнения содержит логарифмические члены. Решение данного линейного однородного
уравнения, которое получено с помощью разработанной программы [2] при 𝑁 = 9, имеет следующий
вид:

𝑦1 = 𝑥 − 𝑥2 + 1
3
𝑥3 − 1

18
𝑥4 + 1

180
𝑥5 − 1

2700
𝑥6 + 1

56700
𝑥7,

𝑦2 = −1 + (1 + 2𝑙𝑛(𝑥)) 𝑥 + (2 − 2𝑙𝑛(𝑥)) 𝑥2 +
(
−11

9
+ 2

3
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥3 +

(
29
108

− 1
9
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥4+

+
(
− 43

1350
+ 1

90
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥5 +

(
97

40500
− 1

1350
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥6. (12)

Выполняя компьютерный расчет в Maple, находим решение соответствующего нелинейного урав-
нения (10) в виде:

𝑢 (𝑥) =
(
−1 + 2𝑥 + 4𝑥2 − 76

9
𝑥3 + 35

54
𝑥4 + 4739

1350
𝑥5 − 7648

3375
𝑥6 + 22177

30375
𝑥7 − 1551071

10206000
𝑥8+

+ 14072
637875

𝑥9 − 339401
153090000

𝑥10 + 56069
382725000

𝑥11 − 31019
5740875000

𝑥12 − 1
76545000

𝑥13+

+ 1
3214890000

𝑥14 + 𝑙𝑛(𝑥)
(
4𝑥 − 8𝑥2 − 8

3
𝑥3 + 34

3
𝑥4 − 1132

135
𝑥5 + 439

135
𝑥6 − 8197

10125
𝑥7 + 8617

60750
𝑥8−

− 731
40500

𝑥9 + 199
121500

𝑥10 − 61
607500

𝑥11 + 97
27337500

𝑥12
)
− 𝑙𝑛(𝑥)2

(
4𝑥2 − 8𝑥3 + 20

3
𝑥4−

−28
9
𝑥5 + 14

15
𝑥6 − 44

225
𝑥7 + 61

2025
𝑥8 − 7

2025
𝑥9 + 7

24300
𝑥10 − 1

60750
𝑥11 + 1

182250
𝑥12

)) 1
2

. (13)

3. Пусть дано нелинейное дифференциальное уравнение

𝑢
′′ + 𝑢 =

1
𝑢3 . (14)

Тогда соответствующее ему линейное однородное уравнение имеет вид

𝑦
′′ + 𝑦 = 0. (15)

Применяя программу [2], указав во входных данных максимальный показатель степени 𝑥 строимого
степенного ряда, а также что 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑉 = 1, т. е. уравнение не имеет особых точек, получаем два линейно
независимых решения уравнения (15)

𝑦1 = 1 − 1
2
𝑥2 + 1

24
𝑥4 − 1

720
𝑥6 + 1

40320
𝑥8 − 1

3628800
𝑥10 + 1

479001600
𝑥12,

𝑦2 = 𝑥 − 1
6
𝑥3 + 1

120
𝑥5 − 1

5040
𝑥7 + 1

362880
𝑥9 − 1

39916800
𝑥11. (16)

Затем, проведя соответствующие расчеты в Maple, находим решение нелинейного уравнения (14):

𝑢 (𝑥) = 1 − 𝑥2 − 1
6
𝑥4 − 19

90
𝑥6 − 559

2520
𝑥8 − 29161

113400
𝑥10. (17)

4. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение

𝑢
′′ + 𝑥𝑢 =

1
𝑢3 . (18)

Его присоединенное линейное однородное уравнение

𝑦
′′ + 𝑥𝑦 = 0. (19)

Применяя программу [2], [4], [5], [14], во входных данных ставим максимальный показатель степени
𝑁 = 24, а также что𝑇𝑦𝑝𝑒𝑉 = 1, т. е. уравнение не имеет особых точек, получаемдва линейнонезависимых
решения уравнения (19):

𝑦1 = 1 − 1
6
𝑥3 + 1

180
𝑥6 − 1

12960
𝑥9 + 1

1710720
𝑥12 − 1

359251200
𝑥15+
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+ 1
109930867200

𝑥18 − 1
46170964224000

𝑥21,

𝑦2 = 𝑥 − 1
12
𝑥4 + 1

504
𝑥7 − 1

45360
𝑥10 + 1

7076160
𝑥13 − 1

1698278400
𝑥16+

+ 1
580811212800

𝑥19 − 1
268334780313600

𝑥22 . (20)

Решение нелинейного уравнения (18) получаем в виде следующего степенного ряда:

𝑢 (𝑥) = 1 − 1
2
𝑥2 − 1

6
𝑥3 − 1

8
𝑥4 − 41

720
𝑥6 − 1

48
𝑥7 − 187

4480
𝑥8 − 271

12960
𝑥9 − 2537

80640
𝑥10−

− 533
26880

𝑥11 − 2493259
95800320

𝑥12 − 13759
725760

𝑥13 − 8196943
358758400

𝑥14 − 52755623
2874009600

𝑥15−

− 29201560681
1394852659200

𝑥16 − 38774261
2152550400

𝑥17 − 25366097010517
1280474741145600

𝑥18 − 611375851
34159656960

𝑥19−

− 1165993680277
60678438912000

𝑥20 − 172698415643953
9603560558592000

𝑥21. (21)

3. Заключение. Таким образом, в данной работе предложен способ решения нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений Ермакова при помощи решений соответствующих (присо-
единенных) линейных дифференциальных уравнений второго порядка, решение которых находится в
виде сходящихся степенных рядов с применением мощной системы аналитических вычислений Maple
и разработанной авторами программы. Установлено расчетами, что если максимальная степень степен-
ного ряда в решении присоединенного линейного уравнения (3) равна 𝑁 , то построенное с их помощью
решение уравнения Ермакова (1) тоже в виде степенного ряда удовлетворяется до степени (𝑁 − 1). Од-
нако разработанная программа позволяет находить решение линейного уравнения для произвольного
значения 𝑁 , поэтому решение уравнения Ермакова также может быть найдено до любой степени 𝑁 .
Важно отметить, что решения в виде степенных рядов содержит спектральный параметр, что упрощает
решение задачи на собственные значения.
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Аннотация.МодифицированнымметодомБриджмена выращенмонокристалл твердого раствора (Cd0.5 Zn0.5)3As2.
Измерена холловская подвижность и концентрация носителей заряда. Исследована зависимость электропроводно-
сти и магнетосопротивления в диапазоне от 10 до 300 К. Обнаружено, что в системе (Cd0.5 Zn0.5)3As2, демонстриру-
ющей механизм прыжковой проводимости с переменной длиной прыжка типа Мотта, проявляется отрицательное
магнетосопротивление в широком температурном диапазоне в ортогональном магнитном поле 1 Тл. Определены
радиус локализации носителей заряда a = 262 Å, ширина мягкой параболической щели Δ = 0.259 мэВ.
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Abstract.A single crystal of solid solution was grown by the modified Bridgmanmethod (Cd0.5 Zn0.5)3As2. The Hall mobility
and the concentration of charge carriers were measured. The dependence of electrical conductivity and magnetoresistance
was investigated in the range from 10 to 300 K. It was found that in the system (Cd0.5 Zn0.5)3As2 demonstrating to the Mott
variable-range hopping conductivity mechanism. Negative magnetoresistance is manifested in a wide temperature range in
an orthogonal magnetic field of 1 Tl. The radius of localization of charge carriers a = 262 Å, the Coulomb gap Δ = 0.259 meV
are determined.
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1. Введение. Ранее было установлено, что (Cd3As2) является трехмернымполуметалломДирака [1, 3],
который обладает чрезвычайно высокой подвижностью, особыми транспортными свойствами, такими
как большое магнетосопротивление в поперечных магнитных полях, что может иметь значение для
практического применения [10]. В последние годы широко исследуется эффект отрицательного магне-
тосопротивления в топологических материалах и механизмы его возникновения [4]. Одной из причин
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наблюдаемого отрицательного магнетосопротивления является присутствие киральной аномалии [5].
Другой причиной считается влияние прыжковой проводимости с переменной длиной прыжка типа
Шкловского – Эфроса [14, 15]. Тем не менее происхождение отрицательного магнетосопротивления
остается спорным. Что еще более важно, данное исследование позволяет предполагать характерную
зависимость наблюдаемого отрицательного магнетосопротивления от прыжковой проводимости с пе-
ременной длиной прыжка типа Мотта, что согласуется с теорией [11]. В ряде работ особое внимание
уделено эволюции топологических свойств в тройных и четверных твёрдых растворах на основе арсе-
нида кадмия [10]. Область твёрдых растворов (Cd1−𝑥 Zn𝑥 )3As2 вблизи х = 0.5 практически не изучена,
а в соответствии с моделью Боднара [2] свидетельствует о не инверсном чередовании энергетических
зон. Кроме того, образцы твёрдых растворов в диапазоне составов 0.38⩽х⩽0.6 могут кристаллизоваться
либо в 𝛼 ′′−фазе, либо в 𝛼 ′′′−фазе [13], что требует тщательного контроля полученных образцов. Таким
образом, целью настоящей работы было исследование свойств монокристаллов твёрдого раствора (Cd0.5
Zn0.5)3As2: проведены измерения температурных зависимостей удельного сопротивления и магнетосо-
противления.

2. Материалы и методика эксперимента. Монокристалл твёрдого раствора (Cd0.5 Zn0.5)3As2 был
получен модифицированным методом Бриджмена. Для определения состава и однородности распре-
деления элементов на поверхности образца использовался сканирующий электронный микроскоп JSM-
6610LV (Jeol) с приставкой для энергодисперсионной рентгеновской спектроскопии (ЭДРС) 𝑋 − 𝑀𝑎𝑥𝑁
(Oxford Instruments). Было установлено, что содержание элементов в образце (Cd1−𝑥 Zn𝑥 )3As2 было го-
могенным (рис. 1) с составом x = 0.50. Не обнаружено присутствие включений (преципитатов), других
химических соединений или эвтектик.

Рис. 1. Равномерное распределение элементов по поверхности образца (Cd0.5 Zn0.5)3As2 по данным
энергодисперсионной рентгеновской спектроскопии (Cd0.5 Zn0.5)3As2

Fig. 1. Uniform distribution of elements over the surface of sample (Cd0.5 Zn0.5)3As2 according to energy dispersive X-ray
spectroscopy

Рентгенофазовый анализ, выполненный с помощью рентгеновского дифрактометра GBC EMMA (из-
лучениеCuK𝛼 , 𝜆 = 1.5401 Å) при комнатной температуре, такжеподтвердил однофазовый состав образца.
Его кристаллическая структура соответствовала 𝛼 ′′′−полиморфной модификации, которая наблюдалась
ранее для некоторых составов твердых растворов арсенид кадмия – арсенид цинка [9, 13]. Эта структура
является тетрагональной (п. г. I41/amd) с параметрами a = b = 8.55 Å и с = 24.13 Å.

Образец для измерения удельного сопротивления был подготовлен в форме параллелепипеда, раз-
меры которого составили: длина 5.23 мм, ширина 4.46 мм, высота 2.52 мм. Стороны образца отшлифо-
ваны до поверхности «зеркала». Измерения проводились шестизондовым методом в температурном
диапазоне от 320 K до 10 K. Для получения температурных зависимостей удельного сопротивления и
магнетосопротивления исследуемого материала применялась криогенная установка с использованием
гелиевого компрессора и термоконтроллера для управления температурой.

3. Результаты и обсуждение.На рис. 2 представлена температурная зависимость удельного сопро-
тивления образца (Cd1−𝑥 Zn𝑥 )3As2 при x = 0.5. Поведение графика зависимости удельного сопротивления
твердого раствора (Cd0.5 Zn0.5)3As2 от температуры близко к тому, о котором сообщалось в ссылке [10].

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2022, том 54, № 3



180 Знакопеременное магнетосопротивление и температурная зависимость электропроводности ...

Рис. 2. Температурная зависимость удельного сопротивления образца (Cd0.5 Zn0.5)3As2
Fig. 2. Temperature dependence of the resistivity for the sample (Cd0.5 Zn0.5)3As2

Температурная зависимость удельного сопротивления образца имеет полупроводниковый характер,
плавно возрастая с понижением температуры. Такая температурная зависимость говорит о том, что
повышение температуры приводит к увеличению количества свободных зарядов в полупроводнике.
На рис. 3 приведена зависимость поперечного магнетосопротивления (т.е. зависимость сопротивления
кристалла, помещенного в магнитное поле, перпендикулярное электрическому току) от температуры.
Магнетосопротивление MR было определено как (MR𝐵-MR0)/ MR0 · 100 %.

Рис. 3. Зависимость магнетосопротивления монокристалла (Cd0.5 Zn0.5)3As2 от температуры
Fig. 3. Temperature dependence of magnetoresistance of single crystal (Cd0.5 Zn0.5)3As2

При 10 К магнетосопротивление принимает отрицательные значения. С повышением температуры
до 140 К меняет знак и достигает максимальной величины 40 % при температуре 270 К. Эффект отрица-
тельного магнетосопротивления в поперечноммагнитном поле наблюдается на образце с «полупровод-
никовой» температурной зависимостьюMR(Т), то естьимеетместопереходполуметалл-полупроводник.

Тип носителей заряда полупроводника был определен с помощью нагревания одного конца ис-
пытуемого полупроводника, используя явление Зеебека. В ходе исследования, подогревая один конец
образца, происходит затрата внешней тепловой энергии. Вследствие чего на горячем конце освобож-
дается больше электронов, чем на холодном. Тогда у холодной части полупроводника концентрация
электронов становится меньше, нежели у горячей стороны. Происходит их диффузия от горячей сторо-
ны к холодной. Таким образом, горячий конец заряжается положительно, а холодный – отрицательно.
Между концами полупроводника возникает разность потенциалов. Из чего следует, что при комнатной
температуре монокристалл (Cd1−𝑥 Zn𝑥 )3As2 при x = 0.5 принадлежит к n-типу.

По результатам измерения напряжения Холла на исследуемом образце получена температурная
зависимость постоянной Холла R𝐻 (рис. 4). По знаку R𝐻 можно судить о знаке заряда носителей тока в
образце.
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Рис. 4. Зависимость постоянной Холла R𝐻 от температуры образца (Cd0.5 Zn0.5)3As2
Fig. 4. Temperature dependence of the Hall coefficient for the sample (Cd0.5 Zn0.5)3As2

В диапазоне гелиевых температур постоянная Холла принимает положительные значения. При воз-
растании температуры график зависимости R𝐻 убывает, проходя через нуль при температуре 162 К
(температура инверсии). При дальнейшем увеличении температуры знак постоянной Холла становится
отрицательным из-за большой подвижности электронов: график зависимости резко убывает до темпе-
ратуры 230 K, при которой R𝐻 = - 0.04 м3/Кл.

Следовательно, основными носителями заряда от 10 К и до достижения 162 K являются дырки и
полупроводник имеет p-тип проводимости. Затем происходит смена знака основных носителей заря-
да на противоположный, и до температуры в 320 K основными носителями являются электроны, а
полупроводник демонстрирует n-тип проводимости.

Зная значения постоянной Холла, можно определить температурную зависимость концентрации
носителей заряда (электронов n и дырок p) N, которая приведена на рис. 5.

Рис. 5. Температурная зависимость концентрации носителей заряда в монокристалле (Cd0.5 Zn0.5)3As2
Fig. 5. Temperature dependence of the concentration of charge carriers in a single crystal (Cd0.5 Zn0.5)3As2

По графику видно, что концентрация дырок постепенно растет в диапазоне температуры от 10 К до
100 K, затем резко возрастает до 159 К, доходя до максимума в 4.62 · 1015 см3, затем происходит смена
знака основных носителей заряда, концентрация электронов экспоненциально падает до 1.54 · 1015 см3,
после чего постепенно начинает расти до температуры 320 К. Полученные результаты измерений позво-
лили вычислить холловскую подвижность (рис. 6). Анализируя графики температурных зависимостей
холловской подвижности и концентрации, можно сделать вывод, что с понижением температуры от
320 К подвижность основных носителей заряда 𝜇 уменьшается с увеличением концентрации дырок.
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Рис. 6. Температурная зависимость холловской подвижности монокристалла (Cd0.5 Zn0.5)3As2
Fig. 6. Temperature dependence of the Hall mobility of a single crystal (Cd0.5 Zn0.5)3As2

Знак постоянной Холла зависит от знака носителей заряда, имеющих более высокую подвижность.
Анализируя рис. 6, становится понятно, что высокую подвижность имеют электроны, подвижность
которых непрерывно растет от 163 К до 320 К, достигая значения в 1805 см2·(В·с)−1. В свою очередь,
подвижность дырок на промежутке от 10 К до 159 K довольно мала 16 см2·(В·с)−1. Увеличение по-
движности электронов при увеличении температуры сопровождается рассеянием на ионах примеси.
На рис. 7 отчетливо виден участок линейного увеличения рассеяния на ионизированных примесях с
повышением температуры на промежутке от 163 K до 270 K, такое поведение зависимости на данном
участке характерно для носителей заряда n-типа [6].

Рис. 7. Температурная зависимость 𝜇𝐻 от T3/2 образца (Cd0.5 Zn0.5)3As2
Fig. 7. Temperature dependence of 𝜇𝐻 on T3/2 for the sample (Cd0.5 Zn0.5)3As2

Данная зависимость объясняется возрастающей тепловой скоростью носителей, за счет чего умень-
шается время нахождения носителей заряда в поле ионизированного атома, тем меньше искажаются
их траектории. Благодаря этому возрастает длина свободного пробега носителей, увеличивается их
подвижность. Установлено, что подвижность, обусловленная рассеянием на ионах примеси, растет про-
порционально T3/2. Так как подвижность дырок на отрезке от 10 К до 159 К имеет небольшие значения,
соответственно, механизмы рассеяния не столь явные для их описания.

При высоких температурах преобладает собственная проводимость полупроводников, связанная с
термической активацией электронов из валентной зоны в зону проводимости. С понижением тем-
пературы становится важной примесная проводимость, которая реализуется путем теплового возбуж-
дения носителей заряда в зоне проводимости или валентной зоне. При низких температурах, когда
активационная проводимость невозможна в локализованных системах, имеет место механизм прыжко-
вой проводимости с переменной длиной прыжка. Для определения механизма проводимости образца
(Cd1−𝑥 Zn𝑥 )3As2, при x = 0.5 в области гелиевых температур необходимо обратиться к температурной
зависимости удельного сопротивления (рис. 2) и воспользоваться универсальной формулой:

𝜌 (𝑇 ) = 𝐷𝑇𝑚𝑒 (𝑇0/𝑇 ) , (1)

где T0 – характеристическая температура, D – постоянный коэффициент, p и m параметры, зависящие
от механизма прыжковой проводимости.

Характеристическая температура T0, параметрыm и p определяют тип проводимости. Так, для прыж-
ковой проводимости с переменной длиной прыжка типа Мотта T0 = T𝑀 = 𝛽𝑀 / k𝐵 ·g0·a3 параметр p равен
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1/4. Тогда как, в случае прыжковой проводимости с переменной длиной прыжка типа Шкловского –
Эфроса T0 = T𝑆𝐸 = 𝛽𝑆𝐸 ·e2 / k𝐵 ·k·a, при p = 1/2. Здесь 𝛽𝑀 = 2.1 и 𝛽𝑆𝐸 = 2.8 – численные коэффициенты, g0 –
плотность локализованных состояний, a – радиус.

Параметры m и p независимо друг от друга определяются в том случае, если записать уравнение (1)
в виде:

ln( 𝐸𝐴

𝑘𝐵 ·𝑇 +𝑚) = ln 𝜌 + 𝜌 · ln𝑇0 + 𝜌 · ln
1
𝑇
. (2)

где E𝐴 – локальная энергия активации, определяемая как:

𝐸𝐴 =
𝑑 ln 𝜌 (𝑇 )
𝑑 (1/𝑘𝐵𝑇 )

, (3)

Подбирая значение параметра m, левая часть уравнения (2) должна представлять линейную зависи-
мость от функции ln(1/T), а значение параметра p представляет собой угол наклона этой зависимости
(рис. 8).

Рис. 8. Зависимость ln( 𝐸𝐴
𝑘𝐵 ·𝑇 + m) от ln 1

𝑇
образца (Cd0.5 Zn0.5)3As2

Fig. 8. Dependence of ln( 𝐸𝐴
𝑘𝐵 ·𝑇 + m) on ln 1

𝑇
for the sample (Cd0.5 Zn0.5)3As2

Принимая значение параметра m = 1/4 в уравнении (2), угол наклона линейной зависимости, т. е.
параметр p, также равен 1/4, что может свидетельствовать о наличии прыжковой проводимости типа
Мотта. Температура начала прыжковой проводимости Т𝜈 определяется по графику (рис. 8) как начало
линейного участка со стороны высоких температур и равна 20.63 K.

Построив зависимость ln( 𝜌

𝑇 1/4 ) от 1/Т 1/4, можно увидеть линейный участок (рис. 9), что подтверждает
предположение о механизме проводимости.

Рис. 9. Зависимость ln( 𝜌

𝑇 1/4 ) от 1/Т1/4

Fig. 9. Dependence of ln( 𝜌

𝑇 1/4 ) on 1/Т1/4

Параметры D и T 0 определяются из графика на рис. 9, как коэффициенты в уравнении прямой,
где угол наклона равен T0

1/4, lnD – точка пересечения этой прямой с осью ординат. Таким образом,
𝐷 = 96.544 Ом · см · К−1/2 и T0 = 39.063 K.

Для режима прыжковой проводимости с переменной длиной прыжка типа Мотта ширина кулонов-
ской щели W и плотность локализованных состояний g(𝜇) выражаются как:

𝑊 = 𝑘𝐵 ·𝑇𝜈 3/4𝑇0
1/4, (4)
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𝑔(𝜇) = 𝑁𝐴/(2𝑊 ), (5)

где N𝐴 – концентрация акцепторов [12].
Для образца (Cd0.5 Zn0.5)3As2 значения W и g(𝜇) соответственно равны 2.085 мэВ и 3.453·1017 см−3

мэВ−1. Согласно [8] произведен расчет радиуса локализации, который принимает значение 𝑎 = 262 Å,
и ширины мягкой параболической щели Δ = 0.259 мэВ. Достигнутые результаты не противоречат
литературным данным для прыжковой проводимости с переменной длиной прыжка типа Мота.

4. Заключение. Методом Бриджмена были получены монокристаллы (Cd0.5 Zn0.5)3As2 и подготов-
лены образцы для исследования гальваномагнитных свойств. Были изучены температурные характери-
стики электропроводности кристалла, коэффициента Холла и магнетосопротивления. Обнаружено, что
зависимость удельного сопротивления от температуры имеет «полупроводниковый характер». Опре-
делены холловская подвижность и концентрация. В системе (Cd0.5 Zn0.5)3As2, демонстрирующей прыж-
ковую проводимость с переменной длиной прыжка типа Мотта, при низких температурах проявляется
отрицательное магнетосопротивление. Для области прыжковой проводимости вычислены значения ра-
диуса локализации носителей заряда a = 262 Å и ширины мягкой параболической щели Δ = 0.259 мэВ.
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Аннотация. В данной работе представлены результаты исследования магнитосопротивления (МС) тонкой пленки
арсенида кадмия, нанесенной на подложку из лейкосапфира. При изучении МС наблюдался эффект слабой анти-
локализации, возникающий из-за поверхностных состояний. Наблюдаемый эффект хорошо описывается моделью
Хиками – Ларкина – Нагаоки. Расчетное значение длины фазовой когерентности 𝐿𝜙 изменяется в зависимости
от температуры 𝑇 по степенному закону 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −1/2, что свидетельствует о наличии двумерных топологических
поверхностных состояний.
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Abstract. This article presents the results of a study of the magnetoresistance (MR) of a thin film of cadmium arsenide
deposited on a sapphire leucosapphire substrate. In the study of MR, the effect of weak antilocalization, which arises due
to surface states, was observed. The observed effect is well described by the Hikami-Larkin-Nagaoka model. The calculated
value of the phase coherence length 𝐿𝜙 varies depending on the temperature 𝑇 according to the power law 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −1/2,
which indicates the presence of two-dimensional topological surface states.
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1. Введение. Полуметаллы Дирака (ДПМ), рассматриваемые как трехмерный аналог графена, при-
влекают внимание возможностью их использования в электронных устройствах следующего поколения
[8, 11, 13]. Арсенид кадмия является типичным трехмерным ДПМ, а полуметаллическое состояние Вей-
ля может быть получено путем нарушения симметрии или уменьшения линейных размеров образца
[16, 3]. Арсенид кадмия вызывает повышенный исследовательский интерес как материал с принци-
пиально новыми электронными свойствами [15, 3], а также за счет изучения механизма электронного
переноса в объемных кристаллах, что позволило выявить наличие новых явлений, таких как высокая
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подвижность, гигантское магнитосопротивление, нетривиальные квантовые осцилляции и расщепле-
ние уровней Ландау под действием магнитного поля [5, 12, 4, 18]. Двумерное топологическое состояние
поверхности является важной особенностью трехмерного дираковского полуметалла, которое наблюда-
лось на плоскостях (112) и (001) ареснида кадмия, соответственно [17]. Эффект слабой антилокализации
наблюдался также в тонких пленках арсенида кадмия [19].

В этой работе мы сообщаем об анализе особенностей магнитосопротивления и слабой антилокали-
зации, возникающих в тонких пленках аморфного арсенида кадмия.

2. Материалы и методика эксперимента. Тонкие пленки арсенида кадмия (Cd3As2), толщиной ∼
80 нм, были получены на подложке лейкосапфира (𝛼-Al2O3) ориентации (001) методом магнетронно-
го распыления при давлении 8 × 10−3 мбар. Скорость осаждения при подводимой мощности 10 Вт и
расстоянии мишень–подложка составляла около 1 нм/мин. Температура подложки во время осаждения
составляла 20 ◦С. В качестве катода использовалась мишень, представляющая собой поликристалли-
ческий диск диаметром 40 мм и толщиной 3 мм. Синтез Cd3As2 для мишени осуществлялся прямым
сплавлением Cd и As в вакууме. Проведен контроль качества полученных пленок Cd3As2 рентгеновски-
ми методами на дифрактометре Rigaku SmartLab (Rigaku corp., Япония) и рамановской спектроскопии
на приборе LabRam HR Evolution (HORIBA JOBIN YVON S.A.S., Франция). На рис. 1 представлена кривая
рентгеновского рассеяния пленок Cd3As2. Имеются размытые пики, характеризующиеся дифракцион-
ной картиной, типичной для аморфных и нанокристаллических материалов [1, 7]. Наличие фазыCd3As2
в полученных пленках подтверждается спектроскопией комбинационного рассеяния, полученной на
приборе LabRam HR Evolution, 𝐿 = 532 нм. Магнитосопротивление измеряли в стандартной четырех-
зондовой конфигурации с помощью системы Mini Cryogen Free Measurement System (Cryogenic Ltd.,
Великобритания).
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Рис. 1. Дифрактограмма образца тонкой пленки из арсенида кадмия, нанесенной на подложку из лейкосапфира
Fig. 1. X-ray diffraction pattern of a sample of a thin film of cadmium arsenide deposited on a substrate of leucosapphire

3. Результаты и обсуждение.

На рис. 2 показана зависимость нормированного магнитосопротивления (МС) от магнитного поля
(магнитное поле ®𝐵 перпендикулярно электрическому полю ®𝐸), снятое при различных температурах.

Магнитосопротивление определяется как отношение [𝜌 (𝐵) − 𝜌 (0)]/𝜌 (0)], где 𝜌 (𝐵) и 𝜌 (0) – удельное
сопротивление в присутствии магнитного поля ®𝐵 и в нулевом магнитном поле, соответственно. В маг-
нитном поле 5 Тл значение МС изменяется от 0,04 при 300 К до 0,95 при 4 К. Пик МС, наблюдаемый в
области слабых магнитных полей (рис. 2) при 𝑇 = 2, 4 и 10 К может быть вызван эффектом слабой ан-
тилокализации. Наличие слабой антилокализации характерно для соединений арсенида кадмия из-за
наличия сильного спин-орбитального взаимодействия [9]. Эффект слабой антилокализации типичен
для двумерных поверхностных состояний объемных монокристаллов и тонких пленок [19] и является
признаком топологических поверхностных состояний.
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Рис. 2. Нормированное магнитосопротивление в зависимости от магнитного поля ®𝐵 при температурах
𝑇 = 2, 4, 10, 20, 50, 77, 100, 200 и 300 К. На вставке показана схематическая диаграмма электротранспортных

измерений.
Fig. 2. Normalized magnetoresistance versus magnetic field ®𝐵 at temperatures 𝑇 = 2, 4, 10, 20, 50, 77, 100, 200 and 300 K.

The inset shows a schematic diagram of electric transport measurements.

При низких температурах 𝑇 = 2 − 10 К, кривые МС состоят из двух составляющих:

1. отрицательное МС, образующее плавную впадину при ± 0,4 Тл для 2К (± 0,75 Тл для 4 и 10 К);

2. положительный пик МС при ± 0,12 Тл.

При температурах 𝑇 > 20 K магнитосопротивление представляет собой монотонную кривую. По-
ложительный пик МС соответствует слабой антилокализации из-за перехода состояния поверхности.
Отрицательное МС можно интерпретировать как результат слабой локализации из-за малой толщины
пленки. Кроме того, объемное состояние внутри пленки квантуется в 2D-слои, поэтому можно ожидать
перехода слабой локализации при прохождении через эти квантованные слои [10].

Эффект слабой антилокализацииможно описать уравнениемХиками–Ларкина –Нагаока, учитывая
изменение проводимости при приложении магнитного поля [19, 6]:

Δ𝜎 (𝐵) = 𝛼 𝑒2

2𝜋2ℏ

[
ln

(
𝐵𝜙

𝐵

)
− Ψ

(
1
2
+
𝐵𝜙

𝐵

)]
+ 𝑐𝐵2, (1)

где Δ𝜎 (𝐵) = 𝜎 (𝐵) − 𝜎 (0) – магнитная проводимость, 𝜎 =
𝐿

𝑊 · 𝑅(𝐵) – электрическая проводимость,

𝐿 − длина образца,𝑊 – ширина образца, 𝑅(𝐵) – сопротивление в приложенном магнитном поле ®𝐵 ⊥ ®𝐸,

Ψ(𝑥) – дигамма-функция, 𝐵𝜙 =
ℏ

4𝑒𝐿2
𝜙

– характеристическое поле, 𝐿𝜙 – длина фазовой когерентности.

На рис. 3 показано изменение магнитопроводимости в приложенноммагнитном поле (от−5 до 5 Тл).
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Рис. 3. Изменение магнитной проводимости Δ𝜎 в присутствии приложенного магнитного поля с подгонкой
(темно-серые сплошные кривые) в соответствии с (1)

Fig. 3. Change in magnetic conductivity Δ𝜎 in the presence of an applied magnetic field with adjustment (dark gray solid
curves) to eq. (1)
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Крутизна пиков, наблюдаемых в нулевом магнитном поле на рис. 2 при 𝑇 = 2, 4 и 10 К, зависит от
величины длины фазовой когерентности 𝐿𝜙 , которая является характерным параметром для эффектов
квантовой интерференции. Значение 𝐿𝜙 уменьшается с 573 нм до 119 нм при повышении температуры
от 2 К до 77 К (рис. 4). Префактор 𝛼 ≈ −1/2 практически не зависит от температуры в диапазоне
𝑇 = 2− 10 К, как показано на вставке к рис. 4. Размерность 2D-системы подтверждается и температурной
зависимостью 𝐿𝜙 . Теоретически для электрон-электронного рассеяния длина фазовой когерентности
пропорциональна температуре в соответствии с соотношениями 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −1/3, 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −1/2 и 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −3/4

для 1D, 2D и 3D-систем соответственно [2]. На рис. 4 показана приближенная кривая, изменяющаяся
по степенному закону температурной зависимости 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −0,43 (сплошная кривая), что очень близко к
ожидаемой функции 𝑇 −1/2 для тонких пленок.
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Рис. 4. Температурная зависимость 𝐿𝜙 в диапазоне температур от 𝑇 = 2 до 77 К. Сплошная красная линия
показывает изменение 𝐿𝜙 по зависимости 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −0,43. На вставке показана температурная зависимость

префактора 𝛼 из уравнения (1) в диапазоне температур 𝑇 = 2 − 77 К
Fig. 4. Temperature dependence of 𝐿𝜙 in the temperature range from 𝑇 = 2 to 77 K. The solid red line shows the change

in 𝐿𝜙 according to the 𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −0.43 dependence. The inset shows the temperature dependence of the 𝛼 prefactor from Eq. (1)
in the temperature range 𝑇 = 2 − 77 K

При температурах выше 10 К значение 𝛼 уменьшается. Возможное объяснение температурного пове-
дения𝛼 можно интерпретировать как связь между поверхностными объемным состояниями илимежду
различными поверхностными состояниями [14]. Таким образом, при наличии связи между разными
проводящими каналами за счет рассеяния носителей от одного проводящего канала к другому (с сохра-
нением фазовой когерентности) они могут вносить вклад в проводимость как единый фазокогерентный
канал.

4. Заключение. Таким образом, мы измерили магнитосопротивление пленки арсенида кадмия
толщиной ∼ 80 нм в приложенном магнитном поле ®𝐵 ⊥ ®𝐸. Наблюдается отрицательное магнитосопро-
тивление при𝑇 = 2−10 К в слабоммагнитном поле. Этот эффект можно интерпретировать как результат
слабой локализации из-за малой толщины пленки Cd3As2. Положительное магнитосопротивление при
температуре выше 20 К соответствует слабой антилокализации из-за перехода поверхностных состоя-
ний. Длина фазовой когерентности изменяется в зависимости от температуры 𝑇 по степенному закону
𝐿𝜙 ∼ 𝑇 −0,43, что очень близко к ожидаемой функции𝑇 −1/2 для тонких пленок. Это указывает на наличие
двумерных топологических поверхностных состояний в тонкой пленке арсенида кадмия.
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ПЕРСОНАЛИИ

К юбилею Сергея Васильевича Рогозина,

доцента Белорусского государственного университета

11 августа 2022 года исполнилось 70 лет Сергею Васильевичу Рогозину, доценту Белорусского госу-
дарственного университета, известному специалисту в области анализа и приложений. Сергей Васи-
льевич родился в Архангельской области Российской Федерации. Он рос активным мальчиком с живым
и быстрым умом. В школе особенно интересовался математикой, физикой и историей, участвовал в
конкурсах и олимпиадах. В 1969 году окончил среднюю школу с золотой медалью и поступил на ма-
тематический факультет Белорусского государственного университета. Еще в студенчестве принимал
участие в работе научных семинаров на факультете, в частности, городского семинара по краевым
задачам на кафедре теории функций под руководством академика Федора Дмитриевич Гахова. Федор
Дмитриевич заметил интерес молодого человека к научным исследованиям и пригласил его присо-
единиться к научной школе на кафедре. Так Сергей Васильевич стал одним из последних аспирантов
академика Ф. Д. Гахова. В 1980 году С. В. Рогозин защитил кандидатскую диссертацию «Краевые задачи
с бесконечным индексом для полуплоскости в исключительном случае» под руководством академика
Ф. Д. Гахова и доцента М. Э. Толочко. Первые результаты С. В. Рогозина касались краевых задач и сингу-
лярных интегральных уравнений с бесконечным индексом. Позже его научные интересы значительно
расширились. На сегодняшний день это краевые задачи для аналитических функций, интегральные
уравнения, нелинейный анализ, вейвлет-анализ, краевые задачи со свободными границами, геометри-
ческая теория функций, композиционные материалы, специальные функции и дробное исчисление,
дифференциальные уравнения дробного порядка, механика сплошных сред и биомеханика, примене-
ние методов дробного исчисления в моделях механики, медицины и экономики. Расширению сферы
научных интересов способствовало активное и разностороннее международное сотрудничество с уче-
ными Великобритании, Германии, Испании, Италии, Литвы, ОАЭ, Польши, Португалии, Турции. Особое
место занимает в этом ряду Россия. Сергея Васильевича связывают тесные научные и дружеские связи
с математиками Москвы, Санкт-Петербурга, Новосибирска, Казани, Ростова-на-Дону, Воронежа, Белго-
рода, Челябинска, Сыктывкара. Он неоднократно участвовал в конференциях, выступал на семинарах
в вузах этих городов, публиковал статьи в российских журналах. В 2013-2015 гг. С. В. Рогозин работал в
качестве профессора-исследователя на научных грантах в университете Абериствиса (Великобритания).
Сергей Васильевич обладает широкой научной эрудицией. Многие известные математические издания
приглашают его в качестве рецензента и референта статей и монографий. Он является членом редкол-
легии международных научных журналов Analysis и Fractional Calculus and Applied Analysis. Обладая
хорошими организационными способностями и человеческими качествами, С. В. Рогозин создает и
умело руководит научными коллективами для выполнения государственных исследовательских про-
грамм, проектов Белорусского республиканского фонда фундаментальных исследований (в том числе,
совместно с Российским научным фондом). С. В. Рогозин является одним из главных организаторов
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серии международных конференций и семинаров «Аналитические методы анализа и дифференциаль-
ных уравнений» (АМАДЕ), которые проводятся в Минске начиная с 1996 года и вызывают неизменный
интерес специалистов. Он принимал активное участие в организации и проведении Белорусской ма-
тематической конференции, в 1996, 2000 и 2008 годах был ученым секретарем ее Оргкомитета. С 2009
по 2015 гг. С. В. Рогозин – член научного бюро Международного общества по анализу, приложени-
ям и вычислениям (International Society for Analysis, its Applications and Computation – ISAAC). Он был
организатором специальных секций на Конгрессах ISAAC с 2005 по 2021 год. С организацией науч-
ных форумов тесно связана издательская активность Сергея Васильевича. Под его редакцией вышли
многочисленные сборники материалов и трудов конференций и школ. Наряду с научными исследова-
ниями Сергей Васильевич уделяет внимание методической работе. Он автор учебных программ, а также
учебно-методических пособий и комплексов. За свою длительную карьеру преподавателя с 1974 года он
читал различные курсы: вещественный и комплексный анализ, методы оптимизации и исследование
операций, теорию оптимального управления, математическую и экономическую статистику, эконо-
метрику, а также специальные курсы, посвященные актуальным проблемам анализа и приложений,
методике преподавания математических дисциплин. Для многих студентов эти специальные курсы
стали стартом в науке, пробудили научный интерес и открыли возможности приобщения к серьез-
ным исследованиям. Некоторые из этих молодых людей в дальнейшем построили научную карьеру
как в математике, так и в других отраслях знаний (экономике, статистике, биологии, искусственном
интеллекте и машинном обучении). Под руководством доцента С. В. Рогозина успешно защищены
четыре кандидатские диссертации: М. В. Дубатовская «Сингулярные интегральные уравнения с бес-
конечным индексом для полуплоскости в исключительном случае» (БГУ, Минск, 1997), Макарук С.Ф.
«Смешанные краевые задачи для аналитических функций в многосвязных областях и их приложе-
ния к задаче оптимального дизайна композиционных материалов» (БГУ, Минск, 2004), Песецкая Е.В.
«Аналитическое решение смешанных краевых задач для многосвязных областей и их приложение к
исследованию влияния возмущения включений на проводимость композиционных материалов» (БГУ,
Минск, 2006), Вайтехович Т.С. «Краевые задачи для аналитических и обобщенных аналитических функ-
ций в двусвязных областях и их приложения» (Свободный университет, Берлин, 2008). Практически вся
профессиональная деятельность С. В. Рогозина связана с Белорусским государственным университетом.
За многолетний труд и высокие достижения он неоднократно был награжден ГрамотамиМинистерства
образования Республики Беларусь и БГУ. В 2021 году доценты С. В. Рогозин и С. М. Босяков получили
премию имениА. Н. Севченко Белорусского государственного университета за лучшуюнаучную работу
в области естественных наук.

Редколлегия журнала «Прикладная математика & Физика»
сердечно поздравляет Сергея Васильевича Рогозина

с юбилеем и желает ему здоровья, долголетия,
новых успехов и научных результатов!
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6. Bosiakov, S., Rogosin, S. Analytical modeling of the viscoelastic behavior of periodontal ligament with
using Rabotnov’s fractional exponential function / Ch. 7 in: “Computational Problems in Science and
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