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ПСЕВДОПОЛНЫЕ РИМАНОВЫ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ
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Аннотация. Изучается аналитическое продолжение локально заданной римановой аналитической метрики до
метрики непродолжаемых многообразий. Исследуются различные классы локально изометричных римановых
аналитических многообразий. В каждом таком классе определятся понятие так называемого псевдополного много-
образия, обобщающее понятие полноты многообразия. Риманово аналитическое односвязное ориентированное
многообразие, называется псевдополным, если непродолжаемо, а также не существует локально изометриче-
ского сохраняющего ориентацию накрывающего отображения с односвязным римановым многобразием. Среди
псевдополных многообразий выделим «наиболее симметричные» правильные псевдополные многообразия.
Ключевые слова: риманово аналитическое многобразие, аналитическое продолжение, алгебра Ли и группа Ли,
векторное поле Киллинга
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Abstract. We study the analytic extension of a locally given Riemannian analytic metric to the metric of non-extendable
manifolds. Various classes of locally isometric Riemannian analytic manifolds are studied. In each such class, the notion of the
so-called pseudocomplete manifold is defined, which generalizes the notion of the completeness of a manifold. Riemannian
analytic simply connected oriented manifold 𝑀 is called pseudocomplete if it has the following properties. 𝑀 is unextendable.
There is no locally isometric orientation-preserving covering map 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 , where 𝑁 is a simply connected oriented
Riemannian analytic manifold and 𝑓 (𝑀) is an open subset of 𝑁 not equal to 𝑁 . Among the pseudocomplete manifolds, we
single out the “most symmetric” regular pseudocomplete manifolds.
Keywords: Riemannian Analytic Manifold, Analytic Extension, Lie Algebra and Lie Group, Killing Vector Field
For citation: Popov Vladimir. 2023. Pseudocompleet Romanian Analytic Manifolds. Applied Mathematics & Physics, 55(1):
5–11. (in Russian) DOI 10.52575/2687-0959-2023-55-1-5-11

1. Введение. Уже достаточно давно была научно обоснована «криволинейность» нашего пространства.
Геометрия нашего пространства не подчиняется законам евклидовой геометрии, а определяется общим
понятием римановой метрики. Однако, если мы можем определить локальные свойства окружающего
пространства, глобальное устройство вселенной в целом представить очень сложно. Преобладает мнение,
высказанное великим ученым А. Пуанкаре, что по аналогии с поверхностью земли, вселенная представ-
ляет из себя замкнутое (компактное) пространство, обладающее свойством односвязности (т. е. любая
(криволинейная) окружность ограничивает «криволинейный» круг на этом пространстве. А. Пуанкаре
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6 Псевдополные римановы многообразия

выдвинул гипотезу, согласно которой замкнутое односвязное трехмерное пространство топологически
эквивалентно трехмерной сфере, что приводит к некоторой аналогии строения вселенной со строением
поверхности земли. В недавнее время чисто математическая гипотеза Пуанкаре была окончательно
доказана российским математиком Г. Я. Перельманом.

Помимо топологического подхода возможен аналитический подход к изучению глобальных свойств
риманова пространства. Этот подход связан с тем, что риманов тензор задается аналитическими функ-
циями, которые имеют свойство однозначного аналитического продолжения. Рассмотрим риманово
аналитическое многообразие 𝑀 и шар 𝑈 ⊂ 𝑀 малого радиуса с центром в некоторой точке 𝑥0 ∈ 𝑀 .
Под аналитическим продолжением локально заданной метрики будем подразумевать любое риманово
аналитическое многообразие 𝑁 такое, что существует аналитическая изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑀 . Поставим
задачу найти наиболее естественное аналитическое продолжение данной метрики. Естественным требо-
ванием является свойство непродолжаемости искомого многообразия, введённого ещё в классических
монографиях Хелгасона [1] и С. Кобояси, Ш. Номидзу [2]. Однако непродолжаемые многообразия могут
быть весьма неестественными. Например, односвязная накрывающая правой полуплоскости выколотыми
точками

(
1
𝑛

; 𝑘
𝑛

)
, 𝑘, 𝑛∈𝑁 .

В исследованиях по геометрии римановых пространств в целом, как правило, существенным тре-
бованием является полнота рассматриваемого многообразия. Для полного односвязного риманова
аналитического многообразия любая изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑉 между двумя связными открытыми подмно-
жествами𝑈 ⊂ 𝑀 , 𝑉 ⊂ 𝑀 аналитически продолжается до изометрии 𝜑 : 𝑀 → 𝑀 [1].

Однако, в общемслучаешар𝑈 риманова аналитическогомногообразиянельзяизометрически вложить
в полное риманово аналитическое многообразие, т. е., вообще говоря, локально заданная риманова
метрика аналитически не продолжается до метрики полного риманова многообразия. Возникает вопрос
об обобщении понятия полноты. Естественным обобщением такого рода является непродолжаемость
риманова аналитического многообразия. Однако непродолжаемые многообразия могут быть весьма
неестественными.

Зададимся вопросом, можно ли по заданным локальным свойствам римановой аналитической
метрики, т. е. метрики, заданной на малом шаре𝑈 , построить риманово аналитическое многообразие
𝑀 , содержащее 𝑈 в качестве открытого подмножества, и допускающего аналитическое продолжение
локальных изометрий до изометрий всего многообразия. Т. е. любая изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑉 между
двумя связными открытыми подмножествами𝑈 ⊂ 𝑀 , 𝑉 ⊂ 𝑀 аналитически продолжается до изометрии
𝜑 : 𝑀 → 𝑀 . Непреодолимым препятствием для такого продолжения является следующий факт. Пусть 𝔤 –
алгебра Ли всех векторных полей Киллинга на римановом аналитическом многообразии 𝑀 и 𝔥 ⊂ 𝔤 –
её стационарная подалгебра, для фиксированной точки 𝑝 ∈ 𝑀 𝑋 ∈ 𝔥 𝑋 (𝑝) = 0. Пусть 𝐺 – односвязная
подгруппа, порождённая алгеброй 𝔤, и 𝐻 – её подгруппа, порождённая подалгеброй 𝔥. Пусть𝐺 действует
на односвязном многообразии𝑀 , тогда орбита фиксированной точки 𝑝 ∈ 𝑀 является подмногообразием
изометричным фактор группе 𝐺/𝐻 . Но фактор группа 𝐺/𝐻 является многообразием лишь в случае
замкнутости подгруппы 𝐻 в 𝐺 , а это выполняется не всегда.

Целью данной работы является определение псевдополного многообразия, являющееся «наиболее
полным» аналитическим продолжением произвольной локально заданной римановой аналитической
метрики. Изучается аналитическое продолжение локально заданной римановой метрики. Рассмотрим
случаи вполне неоднородной метрики иметрики, для которой алгебра Ли всех векторных полей Киллинга
не имеет центра. В этих случаях дадим определение квазиполного многообразия 𝑀 , обладающего
свойством единственности и продолжаемости всех локальных изометрий 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 , где𝑈 , 𝑉 – связные
открытые подмножества многообразия 𝑀 , до изометрии 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 . Ориентированное риманово
аналитическое многообразие, алгебра векторных полей которого имеет нулевой центр, называется
квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает нетривиальных сохраняющих ориентацию и все
векторные поля Киллинга локальных изометрий в себя.

Приведем определение псевдополного многообразия, приводящее к «наиболее полному» продолже-
нию локально заданной метрики и применимое к произвольной локально заданной метрике. Риманово
аналитическое односвязное ориентированное многообразие 𝑀 называется псевдополным, если оно
обладает следующими свойствами. 𝑀 непродолжаемо. Не существует локально изометрического со-
храняющего ориентацию накрывающего отображения 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 , где 𝑁 – односвязное риманово
аналитическое многообразие, а 𝑓 (𝑀) открытое подмножество в 𝑁 , не равное 𝑁 . Среди псевдополных
многообразий выделим «наиболее симметричные» правильные псевдополные многообразия.

Понятие аналитического продолжения римановой аналитической метрики присутствовало в класси-
ческих монографиях Хелгасона [1] и С. Кобояси, Ш. Номидзу [2], но развития не получило.

Принципиальным является исследование случая вполне неоднородной римановой метрики, т. е.
метрики не допускающей никаких движений (полей Киллинга). В этом случае удаётся определить так
называемое квазиполное многообразие, обладающее свойством непродолжаемости и единственности
для каждой локально заданной вполне неоднородной метрики [3, 4, 5]. Аналитическое продолжение
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вполне неоднородной римановой метрики изучалось также в диссертации Д. Х. Смита [6]. Определение
квазиполного многообразия удаётся обобщить на случай, когда алгебра Ли всех векторных полей
Киллинга для заданной локально определённой римановой аналитической метрики не имеет центра,
[3, 4, 5]. Такое многообразие 𝑀 обладает свойством максимально возможной симметрии, т. е. любая
изометрия 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 между связными открытыми подмножествами многообразия 𝑀 аналитически
продолжается до изометрии 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 . Однако квазиполное многообразие обладает не только
тем недостатком, что оно определено не для произвольной локально заданной метрики, но оно в
определённом смысле не является «самым полным». Поэтому далее для произвольной локально
заданной римановой метрики мы приведём понятие псевдополного многообразия, исследуем его
свойства и связь с квазиполным многообразием.

2. Аналитическое продолжение римановых многообразий и обобщение понятия полноты.
Класс всех локально изометричных римановых аналитических многообразий будем называть также
классом многообразий, происходящих из данного ростка риманова аналитического многообразия,
а конкретное многообразие из этого класса будем называть аналитическим продолжением данного
ростка. Естественным требованием к аналитическому продолжению ростка является непродолжаемость
полученного многообразия. Перейдем к точным определениям и формулировкам.

Определение 1. Аналитическим продолжением риманова аналитического многообразия 𝑀 назовём
риманово аналитическое многообразие 𝑁 такое, что существует аналитическое вложение 𝑀 в 𝑁 как
собственного открытого подмножества. Многообразие, не допускающее аналитического продолжения,
называется непродолжаемым.

Определение 2. Локальной изометрией между двумя римановыми аналитическими многообразиями𝑀
и 𝑁 называется изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑉 между открытыми подмножествами𝑈 ⊂ 𝑀 , 𝑉 ⊂ 𝑁 . Многообразия,
между которыми существует локальная изометрия, назовём локально изометричными.

Любое векторное поле 𝑋 ∈ 𝔤 аналитически продолжается вдоль любой кривой на многобразии𝑀 , и,
тем самым, алгебра Ли 𝔤 определяет алгебру Ли 𝔤 векторных полей Киллинга на любом односвязном
многообразии 𝑁 локально изометричном 𝑀 . Этот факт верен также для многообразий аффинной
связности. Сформулируем этот факт в виде леммы, доказательство которой приведено в [5].

Лемма 1.Пусть𝑀 – аналитическое многообразие аффинной связности,𝑋 – инфинитеземальное аффинное
преобразование, заданное в области 𝑈 ⊂ 𝑀 , и пусть 𝛾 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, непрерывная кривая в 𝑀 такая, что
𝛾 (𝑡) ∈ 𝑈 . Тогда векторное поле аналитически продолжаемо вдоль 𝛾 (𝑡) . Если кривые 𝛾 (𝑡) и 𝛿 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1,
𝛾 (0) = 𝛿 (0), 𝛾 (1) = 𝛿 (1) = 𝑥1 гомотопны, то продолжения векторных полей в точку 𝑥1 вдоль этих кривых
совпадают.

Принципиальным является исследование случая вполне неоднородной римановой метрики, т. е.
метрики без векторных полей Киллинга. В этом случае удаётся определить квазиполное многообразие,
обладающее свойством непродолжаемости и единственности для каждой локально заданной вполне
неоднородной метрики, [6].

Определение 3. Риманово аналитическое многообразие называется вполне неоднородным многообразием,
если на нём не существует векторных полей Киллинга. Риманову метрику вполне неоднородного многообразия
назовём вполне неоднородной метрикой.

По лемме 1 все многообразия локально изометричные вполне неоднородномумногообразию являются
вполне неоднородными.

Определение 4. Вполне неоднородное ориентированное риманово аналитическое многообразие назы-
вается квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает нетривиальных сохраняющих ориентацию
локальных изометрий в себя.

Приведём основные свойства вполне неоднородных квазиполных многообразий, доказательство
которых содержится в [5]. Для произвольного вполне неоднородного многообразия 𝑀 рассмотрим
множество 𝑆 ⊂ 𝑀 всех всевозможных неподвижных точек сохраняющих ориентацию локальных
изометрий многобразия в себя.

Теорема 1. Для произвольного вполне неоднородного риманова аналитического многообразия множество
𝑆 ⊂ 𝑀 является аналитическим подмножеством коразмерности не меньше, чем 2. Следовательно, 𝑀 \ 𝑆
является связным многообразием.

Теорема 2. Для любого вполне неоднородного риманова аналитического многообразия𝑀 ′ существует ло-
кально изометричное ему квазиполное многобразие𝑀 и локально изометричекое накрывающее отображение
𝑓 : 𝑀 ′ \ 𝑆 → 𝑀 . Таким образом, квазиполное многообразие обладает свойством единственности для каждой
вполне неоднородной локально заданной римановой аналитической метрики.

Определение квазиполного многообразия удаётся обобщить на случай, когда алгебра Ли всех
векторных полей Киллинга для заданной локально определённой римановой аналитической метрики не
имеет центра, [5]. Таковыми являются и многие локально однородные многообразия, в частности все
локально симметрические пространства.

Определение 5. Риманово аналитическое многообразие 𝑀 называется локально однородным, если в
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любой точке 𝑝 ∈ 𝑀 векторные поля Киллинга образуют базис касательного пространства 𝑇𝑝𝑀 .
Эквивалентное определение локально однородного многообразия𝑀 состоит в том, что любых точек

𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀 существует локальная изометрия 𝜑 многообразия𝑀 такая, что 𝜑 (𝑝) = 𝑞
Определение 6. Ориентированное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех векторных

полей которого имеет нулевой центр, называется квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает
нетривиальных сохраняющих ориентацию и все векторные поля Киллинга локальных изометрий в себя.

Исследуем ориентированные римановы аналитические многообразия, алгебра Ли всех векторных
полей Киллинга которых не имеет центра, с целью доказать, что каждое такое многобразие локально
изометрично квазиполному многообразию, а локально однородное квазиполное многообразие является
полным однородным многообразием.

Обозначим через 𝑍 (𝑀) псевдогруппу всех сохраняющих ориентацию и векторные поля Киллинга,
локальных изометрий риманова аналитического многобразия𝑀 , 𝜑 ∈ 𝑍 (𝑀) если ∀𝑋 ∈ 𝔤 𝜑 (𝑋 ) = 𝑋 .

Лемма 2. Пусть𝑀 – риманово аналитическое многообразие, удовлетворяющее свойству однозначного
продолжения векторных полей Киллинга и алгебра Ли всех векторных полей Киллинга которого не имеет
центра. Тогда множество 𝑆 ⊂ 𝑀 , состоящее из неподвижных точек всевозможных изометрий 𝜑 ∈ 𝑍 (𝑀),
является аналитическим подмножеством коразмерности не меньше, чем 2.

В силу леммы 2 многообразие𝑀 \ 𝑆 связно. Доказательство леммы 2 и последующих утверждений
можно найти в [2].

Лемма 3. Пусть𝑀 – риманово аналитическое многообразие, удовлетворяющее свойству однозначного
продолжения векторных полей Киллинга и алгебра Ли всех векторных полей Киллинга которого не имеет
центра. Тогда существует локально изометрическое накрывающее отображение из 𝑀 \ 𝑆 в риманово
аналитическое многобразие 𝑀1, также удовлетворяющее свойству однозначного продолжения векторных
полей Киллинга и псевдогруппа 𝑍 (𝑀1) которого состоит только из тождественного преобразования.

Теорема 3.Произвольное риманово аналитическое многообразие M, алгебра Ли векторных полей Киллинга
не имеет центра локально изометрично квазиполному многообразию.

Теорема 4. Пусть 𝜑 – локальная изометрия из квазиполного многообразия𝑀 в квазиполное многобразие
𝑁 . Тогда 𝜑 продолжается до изометрии 𝜑 : 𝑀 → 𝑁 .

Следствие 1. Произвольное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех векторных полей
Киллинга которого не имеет центра, локально изометрично единственному квазиполному многообразию. То
есть локально заданная риманова аналитическая метрика, алгебра Ли векторных полей Киллинга которой
не имеет центра, единственным образом продолжается до квазиполного многообразия.

Следствие 2. Пусть 𝔤 – алгебра Ли всех векторных полей Киллинга в римановом аналитическом
многообразии𝑀 ′, диффеоморфном шару, а 𝔥 – ее стационарная подалгебра. Пусть𝐺 – односвязная группа,
порождённая алгеброй 𝔤 и 𝐻 – её подгруппа, порождённая подалгеброй 𝔥. Если 𝔤 не имеет центра, то 𝐻
замкнута в 𝐺 .

Отметим, что квазиполное многообразие является наиболее сжатым, то есть универсально притя-
гивающим объектом в категории всех локально изометричных многообразий. Для любого риманова
аналитического многообразия𝑀 ′, алгебра векторных полей Киллинга которого не имеет центра, суще-
ствует локально изометрическое отображение из𝑀 ′ \ 𝑆 ′ в квазиполное многообразие𝑀 , определенное
на всем 𝑀 ′ \ 𝑆 ′, где 𝑆 ′ – множество неподвижных точек всех сохраняющих ориентацию и векторные
поля Киллинга локальных изометрий многообразия𝑀 ′.

Квазиполное многообразие единственно в классе всех аналитических продолжений данного ростка
и обладает рядом замечательных свойств [5]. Прежде всего, свойством максимальной симметрии,
т. е. любая локальная изометрия 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 из квазиполного многообразия 𝑀 в себя аналитически
продолжается до изометрии 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 . Однако понятие квазиполного многообразия обладает не
только тем недостатком, что оно определено не для всех локально заданных римановых аналитических
метрик, но оно также не является в определённом смысле «самым полным». А именно, существует
росток риманова аналитического многообразия, допускающий продолжение до полного многообразия,
каноническое продолжение которого до квазиполного не является полным многообразием.

Пример 1. Рассмотрим эллипсоид в трёхмерном пространстве, заданный уравнением 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑐2 = 1.
Для того, чтобы получить квазиполное многообразие в классе всех римановых аналитических многообразий
локально изометричных эллипсоиду, необходимо выбросить из эллипсоида 6 точек пересечения с осями
координат и профакторизовать полученное многообразие по группе вращений на 180 градусов вокруг всех
осей координат.

3. Псевдополные многообразия. Дать обобщение понятия полноты, приводящее к «самому
полному» многообразию для произвольного ростка риманова аналитического многообразия, оказывается
возможным.

Определение 7. Риманово аналитическое односвязное многообразие𝑀 называется псевдополным, если
оно обладает следующими свойствами:

𝑀 непродолжаемо.
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Не существует локально изометрического накрывающего отображения 𝑓 ;𝑀 → 𝑁 , где 𝑁 – односвязное
риманово аналитическое многобразие, а 𝑓 (𝑀) – открытое подмножество в 𝑁 , не равное 𝑁 .

Исследуем аналитическое продолжение до псевдополного многообразия для различных классов
ростков римановых аналитических многообразий. Прежде всего следует установить тот факт, что
аналитическое продолжение до псевдополного многообразия существует для любого ростка риманова
аналитического многобразия. Вместе с тем в общем случае это продолжение не единственно, однако,
различные аналитические продолжения одного и того же ростка различаются не очень значительно.

Теорема 5. Любое локально заданное риманово аналитическое многообразие допускает аналитическое
продолжение до псевдополного многообразия. Если в классе локально изометричных римановых аналитических
многообразий имеется полное многообразие, то это многообразие является единственным псевдополным
многообразием в этом классе.
Доказательство.На множестве всех односвязных аналитических продолжений данного ростка риманова
аналитического многообразия введём следующее отношение порядка. Многообразие 𝑀 больше или
равно многообразия 𝑁 , 𝑀 ⪰ 𝑁 , если существует локально изометрическое отображение 𝑓 ;𝑁 → 𝑀 .
Тем самым, множество односвязных локально изометричных друг другу римановых аналитических
многообразий превращается в частично упорядоченное множество. По лемме Цорна это множество
содержит максимальный элемент. Этот элемент по определению и будет псевдополным многообразием.

Рассмотрим полное риманово аналитическое многообразие𝑀 . Если предположить, что𝑀 не является
псевдополным, то существует локально изометрическое отображение 𝑓 ;𝑀 → 𝑁 такое, что что некоторая
точка 𝑥 ∈ 𝑁 , 𝑥 ∉ 𝑓 (𝑀). Пусть 𝛾 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, геодезическая, соединяющая точку 𝛾 ∈ 𝑓 (𝑀) с точкой
𝑥 . Тогда прообраз этой геодезической при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝛿 не продолжается до геодезической при всех 𝑡 на
многообразии𝑀 , что противоречит полноте этого многообразия.

Псевдополное многообразие не единственно в классе всех локально изометричных римановых
аналитических многообразий.

Пример 2. Рассмотрим росток 𝐴 двумерного риманова аналитического многообразия, носителем
которого является сфера с метрикой 𝑑𝑠2 =

𝑓 (𝑧,𝑧 )√
1+|𝑧 |2

𝑑𝑧𝑑𝑧, где 𝑓 (𝑧, |𝑧 |) – аналитическая функция на сфере,

удовлетворяющая условию 𝑓 (𝑧, |𝑧 |) ≠ |𝐴′ (𝑧) |2 𝑓 (𝐴(𝑧), 𝐴(𝑧)) для любого дробно линейного преобразования
𝐴(𝑧). Такая метрика имеет особенность в точке 𝑧 = ∞. Сфера с данной метрикой является псевдополным
многообразием. Устраним особенность в точке 𝑧 = ∞ при помощи преобразования 𝑧 = 𝑤2 + 𝑎, 𝑎 ∈ 𝐶 .
В результате, получим сферу, двулистно накрывающую первоначальную и имеющую метрику 𝑑𝑠2 =
4 |𝑤 |2 𝑓 (𝑤2+𝑎,𝑤2+𝑎)

(1+|𝑤2+𝑎 |2 ) 𝑑𝑤𝑑𝑤 . Эта метрика имеет особенность в точке𝑤 = 0, что является естественным, так
как сфера𝑤 ветвится над сферой 𝑧 в точке 𝑧 = 𝑎, соответствующей точке𝑤 = 0. При различных 𝑎 получаем
различные псевдополные многообразия с координатой𝑤 .

Как показывает пример 2, имеется большое множество не очень естественных псевдополных мно-
гообразий. С целью избежать разветвления над регулярными точками сузим понятие псевдополного
многообразия.

Определение 8. Риманово аналитическое односвязное многообразие𝑀 называется правильным псев-
дополным многообразием, если не существует накрывающего локально изометрического отображения
𝑓 : 𝑀 \ 𝑆 → 𝑁 в другое псевдополное многообразие 𝑁 локально изометричное многообразию𝑀 .

Теорема 6. Локальная изометрия из правильного псевдополного многообразия𝑀 в правильное псевдополное
многообразие 𝑁 аналитически продолжается вдоль непрерывных кривых в любую точку𝑀 за исключением
аналитического подмножества 𝑆 коразмерности не меньше, чем 2.
Доказательство. Доказательство приведём для случая, когда алгебра Ли всех векторных полей Киллинга
не имеет центра. Рассмотрим подмножества 𝑆 ⊂ 𝑀 и 𝑆 ′ ⊂ 𝑁 , состоящие из всех неподвижных точек
локальных изометрий, сохраняющих ориентацию векторных полей Киллинга. Множества 𝑆 и 𝑆 ′ являются
аналитическими подмножествами многообразий 𝑀 и 𝑁 коразмерности не меньшей, чем 2. Пусть
𝑀0 – квазиполное многообразие, локально изометричное многообразиям 𝑀 и 𝑁 . Тогда существуют
накрывающие локально изометрические отображения 𝑓 : 𝑀 \ 𝑆 → 𝑀0 и 𝑔 : 𝑁 \ 𝑆 ′ → 𝑀0. При этом из
определения правильного псевдополного многообразия следует, что 𝑓 (𝑀 \ 𝑆) = 𝑀0 и 𝑔(𝑁 \ 𝑆 ′) = 𝑀0.
Рассмотрим произвольную кривую 𝛾 (𝑡) ⊂ 𝑀 \ 𝑆 такую, что область определения первоначально заданной
локальной изометрии𝜑 между многообразиями𝑀 и𝑁 содержит точку𝛾 (0), её образ 𝛿 (𝑡) = 𝑓 (𝛾 (𝑡)) ⊂ 𝑀0 и
связную компоненту 𝛽 (𝑡) прообраза 𝑔−1 (𝛿 (𝑡)) ⊂ 𝑁 \ 𝑆 ′, содержащую точку 𝜑 (𝛾 (0)). Тогда первоначально
заданная локальная изометрия 𝜑 аналитически продолжается до изометрии некоторой окрестности
кривой 𝛾 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, на некоторую окрестность кривой 𝛽 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, принадлежащую 𝑁 \ 𝑆 ′.

Пусть𝑀 – правильное псевдополное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех вектор-
ных полей которого не имеет центра, 𝑆 – множество неподвижных точек всех сохраняющих ориентацию
и векторные поля Киллинга локальных изометрий многообразия 𝑀 , 𝑀0 – квазиполное многобразие
локально изометричное 𝑀 , �̃�0𝑆 – односвязная накрывающая многобразия 𝑀0. Тогда имеют место
аналитические локально изометрические накрытия �̃�0 → 𝑀 \ 𝑆 → 𝑀0.

Для произвольного ориентированного риманова аналитического многообразия𝑀 обозначим через
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𝑍 (𝑀) псевдогруппу, состоящую из всех локальных изометрий многообразия 𝑀 , сохраняющих ориен-
тацию и все векторные поля Киллинга. Рассмотрим фактор многообразие 𝐾𝑀 многообразия 𝑀 \ 𝑆 по
псевдогруппе 𝑍 (𝑀). Определим объединение многообразий 𝐾𝑀 и 𝐾𝑁 , склеивая их по множеству 𝐾𝑀∩𝑁 .
Под пересечением 𝑀 ∩ 𝑁 подразумевается отождествление максимальных подмножеств, на которые
продолжается первоначально заданная локальная изометрия между односвязными накрывающими �̃� и
�̃� многообразий𝑀 и 𝑁 . На многообразии𝑀 \ 𝑆 рассмотрим распределение 𝔷⊥, состоящее из векторов,
перпендикулярных центру 𝔷 алгебры Ли 𝔤 всех векторных полей Киллинга.

Теорема 7. Пусть 𝑀 – псевдополное риманово аналитическое многообразие, 𝔷⊥ – распределение каса-
тельных векторов, перпендикулярных центру 𝔷 алгебры всех векторных полей Киллинга, 𝑆 – множество
неподвижных точек, сохраняющих ориентацию и все векторные поля Киллинга локальных изометрий. Если
𝔷⊥ инволютивно, то односвязная накрывающая ˜𝑀 \ 𝑆 многообразия𝑀 \𝑆 изометрична прямому произведению
евклидова пространства и односвязной накрывающей �̃� вполне геодезического подмногообразия 𝐾 ⊂ 𝑀

касательного к 𝔷⊥. ˜𝑀 \ 𝑆 ≈ R𝑘 × �̃� .
Доказательство. Ввиду инволютивности распределений 𝔷 и 𝔷⊥ некоторая окрестность𝑈 отмеченной
точки 𝑝 ∈ 𝑀 имеет вид 𝑈 = 𝑉 ×𝑊 , где 𝑉 – открытое подмножество интегрального подмногооб-
разия распределения 𝔷, а𝑊 – открытое подмножество интегрального подмногообразия распределе-
ния 𝔷⊥. Пусть 𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥𝑘 – координаты на 𝑉 , а 𝑦1;𝑦2; . . . ;𝑦𝑚 – координаты на𝑊 . Тогда в координа-
тах 𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥𝑘 ;𝑦1;𝑦2; . . . ;𝑦𝑚 компоненты 𝑔𝑖 𝑗 не зависят от 𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥𝑘 , и так как подмногообразия
𝑉 и 𝑊 перпендикулярны, то компоненты при 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦 𝑗 равны 0. Поэтому метрика на 𝑈 имеет вид
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠2

1 (𝑦) + 𝑓𝑖 𝑗 (𝑦)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥 𝑗 . Вследствие непродолжаемости псевдополного многообразия𝑀 \ 𝑆 содержит
полные интегральные подмногообразия распределения 𝔷, т. е. прямые произведения евклидова простран-
ства и тораR𝑘×𝑇 𝑙 . Поэтому𝑀 \𝑆 является расслоением над𝐾 ′ ⊂ 𝐾 со слоямиR𝑘×𝑇 𝑙 . Так как распределение
𝔷⊥ инволютивно, это расслоение содержит сечение 𝐾 ′ , и поэтому тривиально,𝑀 \𝑆 = R𝑘 ×𝑇 𝑙 ×𝐾 ′ . Так как
𝑀 непродолжаемо, то 𝐾 ′

= 𝐾 . Следовательно, односвязная накрывающая многобразия𝑀 \ 𝑆 изометрична
прямому произведению односвязных пространств, ˜𝑀 \ 𝑆 ≈ R𝑘 × �̃� .

Следствие. Рассмотрим риманово аналитическое многообразие𝑀
′
размерности n, алгебра Ли 𝔤 которого

коммутативна, то есть совпадает со своим центром 𝔷, и 𝑑𝑖𝑚𝔤 = 𝑑𝑖𝑚𝔷 = 𝑛 − 1. Тогда существует не более
двух псевдополных многообразий локально изометричных𝑀

′
.

Доказательство. Так как 𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚𝔷 = 1, то 𝑑𝑖𝑚𝔷⊥ = 1, и 𝔷⊥ инволютивно. По теореме 5 для псевдополного
многообразия𝑀 локально изометричного многообразию𝑀

′ имеет место разложение𝑀 \ 𝑆 = R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾 .
Вполне геодезическое подмногообразие 𝐾 изометрично прямой R или окружности 𝑆1 или лучу (𝑎;∞)
или интервалу (𝑎;𝑏). Рассмотрим фактор множество 𝐾 = 𝑀/𝑍 (𝑀) . Если 𝐾 = R или 𝐾 = 𝑆1, то 𝐾 = 𝐾 . Если
𝐾 = (𝑎;∞) , то 𝐾 = [𝑎;∞) или 𝐾 = 𝐾 = (𝑎;∞). Если 𝐾 = (𝑎;𝑏) , то 𝐾 = [𝑎;𝑏) или 𝐾 = (𝑎;𝑏] или 𝐾 = [𝑎;𝑏]
или 𝐾 = 𝐾 = (𝑎;𝑏). В случае, если 𝐾 = R или 𝐾 = 𝑆1, то соответствующий росток риманова аналитического
многобразия имеет единственное продолжение до псевдополного многобразия, и это многобразие
изометрично евклидовому пространству. Продолжение ростка до псевдополного многообразия будет
единственным в случае 𝑆 = ∅, т. е. 𝐾 = 𝐾 .

Пусть 𝐾 = (𝑎;∞), а 𝐾 = [𝑎;∞). Тогда точки подмножества 𝑆 ⊂ 𝑀 отображаются при факторизации
𝐾 = 𝑀/𝑍 (𝑀) в точку 𝑎 ∈ 𝐾 . Точка 𝑥 ∈ 𝑆 является особой точкой некоторого поля 𝑋 ∈ 𝔷, 𝑋 (𝑥) = 0, а любая
изометрия 𝜑 из 𝑀 в себя такая, что 𝜑 (𝑥) = 𝑥 , имеет вид 𝜑 = 𝐸𝑥𝑝𝑌 , 𝑌 ∈ 𝔷. Рассмотрим подалгебру 𝔷0 ⊂ 𝔷,
состоящую из векторных полей Киллинга 𝑋 ∈ 𝔷, обращающихся в ноль в точке 𝑥 , 𝑋 (𝑥) = 0. Тогда 𝔷0
порождает группу изометрий некоторого шара 𝐵, аналитически продолжающуюся до группы изометрий
многообразия𝑀 и изоморфную фактор группе группы 𝔷0 = R𝑠 по некоторой решётке Γ, действующей
на многообразии 𝑀 . Тогда 𝑀 является полным многообразием изометричным пространству R𝑠 × 𝑇 𝑙 .
Аналогичная конструкция применима к случаю, когда 𝐾 = (𝑎;𝑏), а 𝐾 = [𝑎;𝑏) или 𝐾 = (𝑎;𝑏], т. е. когда
𝐾 получается из 𝐾 присоединением одной точки 𝑎 или 𝑏. В этом случае псевдополное многообразие
также единственно и изометрично многообразию R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾 ; однако это многообразие уже не является
полным.

Наконец, рассмотрим случай 𝐾 = (𝑎;𝑏), 𝐾 = [𝑎;𝑏], т. е. когда 𝐾 получается из 𝐾 присоединением двух
точек 𝑎 и 𝑏. Рассмотрим псевдополное многообразие𝑀1 и точки множества 𝑆1 ⊂ 𝑀1, проектирующиеся в
точку 𝑎 ∈ 𝐾 . Тогда так же, как и при рассмотрении предыдущих случаев, рассмотрим многообразие𝑀 ′

1,
получающееся присоединением множества 𝑆1 к фактор-многообразию многообразия𝑀 ⊂ 𝑆 по некоторой
решетке Γ1 ⊂ 𝔷 = R𝑛−1 так, что𝑀 ′

1 = R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾1), где 𝐾1 = [𝑎;𝑏). Аналогично, рассмотрим псевдополное
многообразие 𝑀2 и точки множества 𝑆2 ⊂ 𝑀2, проектирующиеся в точку 𝑏 ∈ K. Многообразие 𝑀 ′

2
получается присоединением множества 𝑆2 к фактор-многообразию многообразия 𝑀 \ 𝑆 по некоторой
решетке Γ2 ⊂ 𝑧 = R𝑛−1 так, что 𝑀 ′

2 = R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾2, где 𝐾2 = (𝑎;𝑏]. Если решётки Γ1 и Γ2 не совпадают, то
многообразия𝑀1 = 𝑀

′
1 и𝑀2 = 𝑀

′
2 являются двумя различными псевдополными многообразиями. Если

же решетки Γ1 и Γ2 совпадают, то многообразия𝑀1 и𝑀2 изометричны и определяют полное многообразие
𝑀 = 𝑀1 = 𝑀2.

4. Заключение. Укажем на возможное развитие теории аналитического продолжения ростков
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римановых аналитических многообразий.
Понятие квазиполного многообразия не обобщается на многообразия аффинной связности, но может

быть обобщено на псевдоримановы многообразия.
Условие замкнутости подгуппы Ли, соответствующей стационарной подалгебре Ли, в односвязной

группе Ли, соотвествующей алгебры Ли все векторных полей Килилинга, может быть уточнено и распро-
странено на алгебру Ли всех инфинитезимальных преобрзований проства аналитческой аффинноой
связности.

Псевдополные многообразия в классе всех локально изометричных многообразий заслуживают
более полного описания. Для малых размерностей возможна полная классификация псевдополных
многообразий.
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1. Introduction. In the following paper we consider initial-boundary value problems for two dimensional
Kawahara equation:

𝑢𝑡 − (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 + 𝑏 (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 + 𝑎𝑢𝑥 + (𝑔(𝑢))𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦), (1)

posed on a domain Π+
𝑇
= (0,𝑇 ) × Σ+, where Σ+ = R+ × (0, 𝐿) = {(𝑥,𝑦) : 𝑥 > 0, 0 < 𝑦 < 𝐿} is a half-strip of a given

width 𝐿 and 𝑇 > 0 is arbitrary for equation (1), with the initial condition:

𝑢 (0, 𝑥,𝑦) = 𝑢0 (𝑥,𝑦), (𝑥,𝑦) ∈ Σ+, (2)
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and boundary conditions:

𝑢 (𝑡, 0, 𝑦) = 𝑢𝑥 (𝑡, 0, 𝑦) = 0, (𝑡, 𝑦) ∈ 𝐵𝑇 = (0,𝑇 ) × (0, 𝐿), (3)

and boundary conditions for (𝑡, 𝑥) ∈ Ω𝑇,+ = (0,𝑇 ) × R+ of one of the following two types:

𝑎). 𝑢 (𝑡, 𝑥, 0) = 𝑢 (𝑡, 𝑥, 𝐿) = 𝑢𝑦𝑦 (𝑡, 𝑥, 0) = 𝑢𝑦𝑦 (𝑡, 𝑥, 𝐿) = 0,
𝑏). 𝑢𝑦 (𝑡, 𝑥, 0) = 𝑢𝑦 (𝑡, 𝑥, 𝐿) = 𝑢𝑦𝑦𝑦 (𝑡, 𝑥, 0) = 𝑢𝑦𝑦𝑦 (𝑡, 𝑥, 𝐿) = 0.

(4)

The assumptions on the function 𝑔(𝑢) are specified later; 𝑎, 𝑏 are arbitrary real constants. Results on global
existence are bases on estimates which are the analogues of the following conservation laws for the initial value
problem ∬

R2
𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

∬
R2
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 𝑏𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑢2
𝑦 − 2𝑔∗ (𝑢))𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

where
𝑔∗ (𝑢) ≡

∫ 𝑢

0
𝑔(𝜃 )𝑑𝜃 .

The equation (1) is a two-dimensional version of the Kawahara equation:

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑏𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 = 0.

Obtained in [10], it describes the propagation of long nonlinear waves in weakly dispersive media. Kawahara
equation (also known as fifth-order Korteweg–de Vries equation) is a modification of the well-known Korteweg–de
Vries equation (KdV):

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 = 0,

which also has the two-dimensional form, so called Zakharov – Kuznetsov equation:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑢2𝑢𝑥 = 0.

In this paper we establish global existence and uniqueness of solutions to initial-boundary value problems (1) – (4)
and large-time decay under small input data.

Through the years there was a wide variety of investigations dedicated to various aspects of the Kawahara
equation and some of its modifications. The initial value problem and initial-boundary value problems are
considered, for instance, in [5, 11, 1, 9]. However, two-dimensional modifications of Kawahara equation are
studied considerably less. Kawahara equation has a another two-dimensional modification known as Kawahara –
Zakharov – Kuznetsov:

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑦𝑦 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 = 0.

For the first time an initial-boundary value problem for this equation was considered in [12]. The author obtained
global existence, uniqueness of regular solutions and large-time decay for the small initial data. Those results
were extended for the three-dimensional case of the Kawahara equation in [13]. Recently, in [14] author studied
smoothness properties of solutions of a two-dimensional Kawahara equation.

Our methods are similar to those given in [3], where the author studied the initial-boundary value problems
for the Kawahara – Zakharov – Kuznetsov equation on a half-strip. Previously, the author also obtained similar
results for Zakharov – Kuznetsov equation in [6, 7, 8]. However, in our case we studied a different form of
two-dimensional Kawahara equation given by (1).

Introduce function spaces 𝐻𝑘
+ taking into account boundary conditions (4). For any multi-index 𝜈 = (𝜈1, 𝜈2),

let 𝜕𝜈 = 𝜕
𝜈1
𝑥 𝜕

𝜈2
𝑦 and 𝐻 0

+ = 𝐿2,+ for 𝑘 ≥ 1 the space 𝐻𝑘
+ consists of functions 𝜑 (𝑥) such that 𝜕𝜈𝜑 ∈ 𝐿2,+ if 𝜈1 + 𝜈2 ≤ 𝑘

and in case (a)
𝜕2𝑚
𝑦 𝜑

��
𝑦=0 = 𝜕

2𝑚
𝑦 𝜑

��
𝑦=𝐿

= 0, ∀𝑚 ∈ [0, 𝑘/2),

and in case (b)
𝜕2𝑚+1
𝑦 𝜑

��
𝑦=0 = 𝜕

2𝑚+1
𝑦 𝜑

��
𝑦=𝐿

= 0, ∀𝑚 ∈ [0, (𝑘 − 1)/2).

Now, let us give the definition of the admissible weight function.
Definition 1.1. The function 𝜓 (𝑥) is called admissible weight function if 𝜑 is an infinitely smooth positive

function on R+, such that for each 𝑗 ∈ N and ∀𝑥 ≥ 0

|𝜓 ( 𝑗 ) (𝑥) | ≤ 𝑐 ( 𝑗)𝜓 (𝑥).

Introduce the following

𝜆+ (𝑢;𝑇 ) = sup
𝑥0≥0

∫ 𝑇

0

∫ 𝑥0+1

𝑥0

∫ 𝐿

0
𝑢2𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑡 . (5)
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14 Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara equation

We construct solutions to the considered problems in space 𝑋𝑘,𝜓 (𝑥 )
𝜔 (Π+

𝑇
) for two cases for 𝑘 = 0 (weak

solutions), 𝑘 = 2 (strong solutions) and for admissible weight𝜓 (𝑥), such that𝜓 ′ (𝑥) are also admissible weight
functions, consisting of functions 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦), such that

𝑢 ∈ 𝐶𝜔 ( [0,𝑇 ];𝐻𝑘,𝜓 (𝑥 )
+ ) ∩ 𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻𝑘+2,𝜓 ′ (𝑥 )

+ ).

Further, we denote 𝑋 0,𝜓 (𝑥 )
𝜔 (Π+

𝑇
) as 𝑋𝜓 (𝑥 )

𝜔 (Π+
𝑇
). Introduce the notion of weak solutions to the considered

problems, define special function spaces of smooth functions. Let 𝑆 (Σ+) be a space of infinitely smooth on Σ+
function 𝜑 (𝑥,𝑦) such that (1 + 𝑥)𝑛 |𝜕𝛼𝜑 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝑐 (𝑛, 𝛼) for any 𝑛, multi-index 𝛼 ,(𝑥,𝑦) ∈ Σ+ and 𝜕2𝑚

𝑦 𝜑
��
𝑦=0 =

𝜕2𝑚
𝑦 𝜑

��
𝑦=𝐿

= 0 for case (a) and 𝜕2𝑚+1
𝑦 𝜑

��
𝑦=0 = 𝜕

2𝑚+1
𝑦 𝜑

��
𝑦=𝐿

= 0 for case (b) for any𝑚.
Definition 1.2. Let 𝑢0 ∈ 𝐿2,+, 𝑓 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿2,+). The function 𝑢 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿2,+) is called a weak solution of

problem (1) – (4), if for any 𝜑 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆 (Σ)), such that 𝜑
��
𝑡=𝑇

= 𝜑
��
𝑥=0 = 𝜑𝑥

��
𝑥=0 = 𝜑𝑥𝑥

��
𝑥=0 = 0, the following

relation is satisfied:∭
Π+
𝑇

(𝑢𝜑𝑡 − 𝑢𝜑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝜑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥 + 𝑏𝑢𝜑𝑥𝑥𝑥 + 𝑏𝑢𝜑𝑦𝑦𝑥 + 𝑎𝑢𝜑𝑥 + 𝑔(𝑢)𝜑𝑥 + 𝑓 𝜑)𝑑𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦 +
∬

Σ+

𝑢0𝜑
��
𝑡=0𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (6)

Now let us introduce the main results. The first two theorems establish global existence and uniqueness of
weak and strong solutions respectably.

Theorem 1.1. Let 𝑢0 ∈ 𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ , 𝑓 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ) for certain admissible weight function𝜓 (𝑥), such that𝜓 ′ (𝑥) is
also an admissible weight function. Let 𝑔 ∈ 𝐶1 (R) and for certain constants 𝑝 ∈ [0, 4) and 𝑐 > 0

|𝑔′ (𝑢) | ≤ 𝑐 |𝑢 |𝑝 ∀𝑢 ∈ R, (7)

and if 𝑝 > 1 the function 𝜓 for certain constants 𝑛 and 𝑐 > 0 satisfies an inequality 𝜓 (𝑥) ≤ 𝑐 (1 + 𝑥)𝑛𝜓 ′ (𝑥). Then
there exists a weak solution to problem (1) – (4) 𝑢 ∈ 𝑋𝜓 (𝑥 )

𝜔 (Π+
𝑇
); moreover 𝜆+ (𝑢𝑥𝑥 ;𝑇 ) + 𝜆+ (𝑢𝑦𝑦 ;𝑇 ) < +∞. In addition,

if 𝑝 ≤ 3 in (7) and for certain positive 𝑐0

(𝜓 ′ (𝑥))𝑝+1𝜓𝑝−1 (𝑥) ≥ 𝑐0 ∀𝑥 ≥ 0, (8)

then this solution is unique in 𝑋𝜓 (𝑥 )
𝜔 (Π+

𝑇
).

Remark 1.1. The exponential weight𝜓 (𝑥) ≡ 𝑒2𝛼𝑥 ∀𝛼 > 0 and the power weight𝜓 (𝑥) ≡ (1+𝑥)2𝛼𝑥 ∀𝛼 ≥ 1
4 (1+

1
𝑝
),

𝑝 > 0, satisfy the hypothesis of the Theorem 1.1 (including uniqueness). If 𝑢0 ∈ 𝐿2,+, 𝑓 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿2,+), there exists a
weak solution 𝑢 ∈ 𝐶𝜔 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), 𝜆+ (𝑢𝑥𝑥 ) + 𝜆+ (𝑢𝑦𝑦) < +∞.

Theorem 1.2. Let 𝑢0 ∈ 𝐻 2,𝜓 (𝑥 )
+ , 𝑓 ∈ 𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+ ) for certain admissible weight function 𝜓 (𝑥), such that
𝜓 ′ (𝑥) is also an admissible weight function, 𝑢0 (0, 𝑦) ≡ 𝑢0𝑥 (0, 𝑦) ≡ 0. Let 𝑔 ∈ 𝐶2 (R) and verifies condition (8)
for 𝑝 ∈ [0, 4). Then there exists a strong solution to problem (1) – (4) 𝑢 ∈ 𝑋 1,𝜓 (𝑥 )

𝜔 (Π+
𝑇
); moreover 𝜆+ (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ;𝑇 ) +

𝜆+ (𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 ;𝑇 ) + 𝜆+ (𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 ;𝑇 ′) < +∞. In addition, if for certain constants 𝑞 ≥ 0 and 𝑐 > 0

|𝑔′′ (𝑢) | ≤ 𝑐 |𝑢 |𝑞 ∀𝑢 ∈ R, (9)

and for certain positive 𝑐0 and 𝑟 ∈ (2, 4]

𝜓 ′ (𝑥)𝑟−2𝜓𝑟𝑞+2 (𝑥) ≥ 𝑐0 ∀𝑥 ≥ 0, (10)

then this solution is unique in 𝑋 2,𝜓 (𝑥 )
𝜔 (Π+

𝑇
).

Remark 1.2. The exponential weight 𝜓 (𝑥) ≡ 𝑒2𝛼𝑥 ∀𝛼 > 0 and the power weight 𝜓 (𝑥) ≡ (1 + 𝑥)2𝛼𝑥 ∀𝛼 > 0,
satisfy the hypothesis of the Theorem 1.2 (including uniqueness). If𝑢0 ∈ 𝐻 2

+,𝑢0 (0, 𝑦) ≡ 𝑢0𝑥 (0, 𝑦) ≡ 0, 𝑓 ∈ 𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻 2
+),

there exists a weak solution 𝑢 ∈ 𝐶𝜔 ( [0,𝑇 ];𝐻 2
+), 𝜆+ (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ) + 𝜆+ (𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦) + 𝜆+ (𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 ;𝑇 ′) < +∞.

Next, we introduce two theorems on large-time decay of weak and strong solutions.
Theorem 1.3. Let the function 𝑔 ∈ 𝐶1 (R) satisfies inequality (7) for 𝑝 ∈ (0, 3]. Then there exists 𝐿0 > 0, 𝛼0 > 0

and 𝜖0 > 0 such that for any 𝐿 ∈ (0, 𝐿0], 𝛼 ∈ (0, 𝛼0] and 𝛽 = 𝜋4/(8𝐿4), such that if 𝑢0 ∈ 𝐿𝑒2𝛼𝑥

2,+ , ∥𝑢0∥𝐿2,+ ≤ 𝜖0, 𝑓 ≡ 0,
the corresponding unique solution 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) to problem (1) – (4) in the case a). from the space 𝑋 𝑒2𝛼𝑥

𝜔 (Π+
𝑇
) ∀𝑇 > 0

satisfies an inequality:
∥𝑒𝛼𝑥𝑢 (𝑡, ·, ·)∥2

𝐿2,+
≤ 𝑒−𝛼𝛽𝑡 ∥𝑒𝛼𝑥𝑢0∥2

𝐿2,+
∀𝑡 ≥ 0. (11)

Theorem 1.4. Let the function 𝑔 ∈ 𝐶2 (R) satisfies inequality (7) for 𝑝 ∈ [1, 4] and inequality (9) for 𝑞 = 𝑝 − 1.
Then there exists 𝐿0 > 0, 𝛼0 > 0 and 𝜖0 > 0, such that for any 𝐿 ∈ (0, 𝐿0], 𝛼 ∈ (0, 𝛼0] and 𝛽 = 𝜋4/(8𝐿4), such that if
𝑢0 ∈ 𝐻 1,𝑒2𝛼𝑥

+ for 𝛼 ∈ (0, 𝛼0], ∥𝑢0∥𝐿2,+ ≤ 𝜖0, 𝑢0 (0, 𝑦) ≡ 𝑢𝑥0 (0, 𝑦) ≡ 0, 𝑓 ≡ 0 the corresponding unique solution 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦)
to problem (1) – (4) in the case a). from the space 𝑋 1,𝑒2𝛼𝑥

𝜔 (Π+
𝑇
),∀𝑇 > 0 satisfies an inequality

∥𝑒𝛼𝑥𝑢 (𝑡, ·, ·)∥2
𝐻 1

+
≤ 𝑐 (∥𝑢0∥

𝐻
2,𝑒2𝛼𝑥
+

, 𝛼, 𝛽)𝑒−𝛼𝛽𝑡 ∀𝑡 ≥ 0. (12)
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2. Preparations. In this section we establish some preliminary results. First, introduce the following notations:
let 𝜂 (𝑥) be a cutoff function, 𝜂 is an infinitely smooth non-decreasing function on R such that 𝜂 (𝑥) = 0 for 𝑥 ≤ 0,
𝜂 (𝑥) = 1 for 𝑥 ≥ 1, 𝜂 (𝑥) + 𝜂 (1 − 𝑥) ≡ 1; let 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+) be a space of infinitely smooth functions 𝜑 (𝑥,𝑦) on Σ+,
such that 𝑒𝑛𝑥 |𝜕𝜈𝜑 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝑐 (𝑛, 𝜈) for any 𝑛, multi-index 𝜈 ,(𝑥,𝑦) ∈ Σ+; let 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+) be a subspace of 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+) ,
consisting of functions, on the boundaries 𝑦 = 0,𝑦 = 𝐿 verifying the same conditions as in the definition of the
space 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+). This space is dense in 𝐻𝑘

+ .
Further, we drop limits of integration in integrals with respect to 𝑥 and 𝑦 over the whole half-strip Σ+ and and

with respect to 𝑥 over the half-line R+. The following interpolating inequalities are very important for our next
steps.

Lemma 2.1. Let𝜓1 (𝑥),𝜓2 (𝑥) be two admissible weight functions, 𝑞 ∈ [2, +∞]

𝑠 = 𝑠0 (𝑞) =
1
4
− 1

2𝑞
,

then for every function satisfying ( |𝜑𝑥𝑥 | + |𝜑𝑦𝑦 | + |𝜑 |)𝜓 1/2
1 (𝑥) ∈ 𝐿2,+, 𝜑𝜓

1/2
2 (𝑥) ∈ 𝐿2,+, 𝜑 (0, 𝑦) ≡ 0, 𝜑 (𝑥, 0)𝜑𝑦 (𝑥, 0) =

𝜑 (𝑥, 𝐿)𝜑𝑦 (𝑥, 𝐿) ≡ 0, the following inequality holds:

∥𝜑𝜓𝑠
1𝜓

1/2−𝑠
2 ∥𝐿𝑞,+ ≤ 𝑐 ∥(|𝜑𝑥𝑥 | + |𝜑𝑦𝑦 | + |𝜑 |)𝜑1/2

1 ∥2𝑠
𝐿2,+

∥𝜑𝜓2∥1−2𝑠
𝐿2,+

, (13)

where the constant 𝑐 depends on 𝐿, 𝑞 and the properties of the functions𝜓𝑖 ; if, in addition, 𝜑
��
𝑦=0 = 0 or 𝜑

��
𝑦=𝐿

= 0 then
this constant is uniform with respect to 𝐿.
Proof.Without loss of generality, assume that 𝜑 is a smooth, decaying at +∞ function (for example 𝜑 ∈ 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+)).

First, uniformly with respect to 𝐿 we establish the following:∬
(𝜑2

𝑥 + 𝜑2
𝑦)𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐 (

∬
(𝜑2

𝑥𝑥 + 𝜑2
𝑦𝑦 + 𝜑2)𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 (

∬
𝜑2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2. (14)

In fact, boundary conditions on the function 𝜑 yield that∬
(𝜑2

𝑥 + 𝜑2
𝑦)𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −

∬
(𝜑𝑥𝑥 + 𝜑𝑦𝑦)𝜓 1/2

1 𝜑𝜓
1/2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦 −

∬
𝜓𝜑𝑥 (𝜓 1/2

1 𝜓
1/2
2 )′𝑑𝑥𝑑𝑦.

Since𝜓𝑖 are admissible weight functions, we get∬
(𝜑2

𝑥 + 𝜑2
𝑦)𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤

√
2(

∬
(𝜑2

𝑥𝑥 + 𝜑2
𝑦𝑦)𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 (

∬
𝜑2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2

+𝑐 (
∬

𝜑2
𝑥𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 (

∬
𝜑2𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦)1/4 (

∬
𝜑2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/4,

whence (14) follows.
Next, we use the following interpolating inequality from [1] in the case of the domain Ω = Σ+

∥ 𝑓 ∥𝐿∞ (Ω) ≤ 𝑐 (∥ 𝑓𝑥𝑥 ∥𝐿1 (Ω) + ∥ 𝑓𝑦𝑦 ∥𝐿1 (Ω) + ∥ 𝑓 ∥𝐿1 (Ω) ), (15)

and apply it to the function 𝑓 ≡ 𝜑2𝜓
1/2
1 𝜓

1/2
2 , then

∥𝜑𝜓 1/4
1 𝜓

1/4
2 ∥2

𝐿∞ (Σ+ ) ≤ 𝑐
∬

[| (𝜑2𝜓
1/2
1 𝜓

1/2
2 )𝑥𝑥 | + |(𝜑2𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 )𝑦𝑦 | + 𝜑2𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 ]𝑑𝑥𝑑𝑦. (16)

Here,
(𝜑2𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 )𝑥𝑥 = 2(𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝜑2

𝑥 )𝜓
1/2
1 𝜓

1/2
2 + 4𝜑𝜑𝑥 (𝜓 1/2

1 𝜓
1/2
2 )′ + 𝜑2 (𝜓 1/2

1 𝜓
1/2
2 )′′,∬

|𝜑𝜑𝑥𝑥 |𝜓 1/2
1 𝜓

1/2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ (

∬
𝜑2
𝑥𝑥𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 (

∬
𝜑2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2,

and since𝜓𝑖 are admissible weight functions∬
|𝜑𝜑𝑥 (𝜓 1/2

1 𝜓
1/2
2 )′ |𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐 (

∬
𝜑2
𝑥𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 (

∬
𝜑2𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦)1/4

(
∬

𝜑2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/4,∬
𝜑2 | (𝜓 1/2

1 𝜓
1/2
2 )′′ |𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐

∬
𝜑2𝜓

1/2
1 𝜓

1/2
2 ≤ 𝑐 (

∬
𝜑2𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 1
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 1



16 Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara equation

(
∬

𝜑2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2.

Other terms in the right-hand side of (16) are estimated in a similar way and with the use of (14) inequality (13) in
the case 𝑞 = +∞ follows.

If 𝑞 ∈ (2, +∞), then with the use of the (14) for 𝑞 = +∞

∥𝜑𝜓𝑠
1𝜓

1/2−𝑠
2 ∥𝐿𝑞,+ = (

∬
|𝜑 |𝑞−2𝜓

𝑞−2
4

1 𝜓
𝑞−2

4
2 𝜑2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/𝑞 ≤ ∥𝜑𝜓 1/4

1 𝜓
1/4
2 ∥ (𝑞−2)/𝑞

𝐿𝑞,+
∥𝜑𝜓 1/2

2 ∥2/𝑞
𝐿2,+

≤ 𝑐 ∥(|𝜑𝑥𝑥 | + |𝜑𝑦𝑦 | + |𝜑 |)𝜓 1/2
1 ∥2𝑠

𝐿2,+
∥𝜑𝜓 1/2

2 ∥1−2𝑠
𝐿2,+

.

Finlay, if, for instance, 𝜑
��
𝑦=𝐿

= 𝜑
��
𝑦=0 = 0, extend the function 𝜑 by zero to the quarter–plate R+ ×R+ and carry

out the same argument with the use of (15) for Ω = R+ × R+ and (14) for 𝐿 = +∞, then estimate (13) becomes
uniform with respect to 𝐿.□

Further we also use an interpolating inequality, following from the one in [4].
Lemma 2.2. Let𝜓1 (𝑥),𝜓2 (𝑥) be two admissible weight functions, such that𝜓1 (𝑥) ≤ 𝑐0𝜓2 (𝑥), ∀𝑥 ≥ 0 for certain

constant 𝑐0 > 0, 𝑞 ∈ [2, +∞)
𝑠 = 𝑠1 (𝑞) =

1
2
− 1

2𝑞
, (17)

then there exists a constant 𝑐 > 0, such that for any function 𝜑 (𝑥,𝑦) verifying 𝜑𝑥𝑥𝜓 1/2
1 (𝑥), 𝜑𝑦𝑦𝜓 1/2

1 (𝑥) ∈ 𝐿2 (Σ+),
𝜑𝜓

1/2
2 (𝑥) ∈ 𝐿2 (Σ+), if |𝜈 | = 1 the following inequality holds:

∥𝜕𝜈𝜑𝜓𝑠
1𝜓

1/2−𝑠
2 ∥𝐿2,+ ≤ 𝑐 ∥(|𝜑𝑥𝑥 | + |𝜑𝑦𝑦 |)𝜓 1/2

1 ∥2𝑠
𝐿2,+

× ∥𝜑𝜓 1/2
2 ∥1−2𝑠

𝐿2,+
+ 𝑐 ∥𝜑𝜓 1/2

2 ∥𝐿2,+ . (18)

We use next two lemmas from [3].
Lemma 2.3. Let𝜓 (𝑥) be an admissible weight function, then there exists a constant 𝑐 depending on the properties

of the function𝜓 , such that for any function 𝜑 (𝑥,𝑦) verifying 𝜑𝑥𝑥 , 𝜑 ∈ 𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ the following inequalities hold:∬

𝜑2
𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐

[∬
𝜑2
𝑥𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

]1/2 [∬
𝜑2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

]1/2 + 𝑐
∬

𝜑2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦, (19)∫ 𝐿

0
𝜑2
𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐

[∬
𝜑2
𝑥𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

]3/4 [∬
𝜑2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

]1/4 + 𝑐
∬

𝜑2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦. (20)

Introduce anisotropic Sobolev spaces with smoothness properties only with respect to 𝑥 . Let 𝐻 (𝑘,0)
+ be a

space of functions 𝜑 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐿2,+ such that 𝜕 𝑗𝑥𝜑 ∈ 𝐿2,+ for 𝑗 ≤ 𝑘 endowed with the natural norm ∥𝜑 ∥
𝐻

(𝑘,0)
+

=

(∑𝑘
𝑗=0 ∥𝜕

𝑗
𝑥𝜑 ∥2

𝐿2,+
)1/2. Let 𝐻 (−𝑚,0)

+ = {𝜑 (𝑥,𝑦) =
∑𝑚

𝑗=0 𝜑 𝑗 (𝑥,𝑦) : ∀𝜑 𝑗 ∈ 𝐿2,+}, endowed with the natural norm
∥𝜑 ∥

𝐻
(−𝑚,0)
+

= (∑𝑚
𝑗=0 ∥𝜑 𝑗 ∥2

𝐿2,+
)1/2.

Lemma 2.4. If 𝜑 ∈ 𝐻 (𝑘,0)
+ , 𝜕𝑛𝑥𝜑 ∈ 𝐻 (−𝑚,0)

+ for 𝑛 ≥ 𝑘 +𝑚, 𝜕𝑘+1𝜑∈𝐿2,+
𝑥 and for certain constant 𝑐 = 𝑐 (𝑘,𝑚, 𝑛)

∥𝜕𝑘+1
𝑥 𝜑 ∥𝐿2,+ ≤ 𝑐 (∥𝜕𝑛𝑥𝜑 ∥𝐻 (−𝑚,0)

+
+ ∥𝜑 ∥

𝐻
(𝑘,0)
+

). (21)

For the large-time decay results we need the Steklov inequality in the following form:∫ 𝐿

0
𝑓 2 (𝑦)𝑑𝑦 ≤ 𝐿2

𝜋2

∫ 𝐿

0
(𝑓 ′ (𝑢))2𝑑𝑦. (22)

where 𝑓 ∈ 𝐻 1
0 (0, 𝐿).

Let𝜓𝑙 (𝑦), 𝑙 ∈ N, be the orthonormal in 𝐿2 (0, 𝐿) system of the eigenfunctions for the operator (−𝜓 ′′) on the
segment [0, 𝐿] with corresponding boundary conditions𝜓 (0) = 𝜓 (𝐿) = 0 in the case (a) and𝜓 ′ (0) = 𝜓 ′ (𝐿) = 0 in
the case (b), 𝜆𝑙 be the corresponding eigenvalues. Such systems are well known and can be written in trigonometric
functions.

Besides equation (1) we consider a linear equation:

𝑢𝑡 − (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 + 𝑏 (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦), (23)

with initial and boundary conditions (2) – (4). Weak solutions to this problem are understood similarly to Definition
1.2.

Lemma 2.5. Let 𝑢0 ∈ 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+), 𝑓 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+)) . Set Φ̃0 (𝑥,𝑦) ≡ 𝑢0 (𝑥,𝑦) and for 𝑗 ≥ 1

Φ̃𝑗 ≡ 𝜕
𝑗−1
𝑡 𝑓 (0, 𝑥,𝑦) + (𝜕5

𝑥 + 𝜕𝑥 𝜕4
𝑦 − 𝑏𝜕3

𝑥 − 𝑏𝜕𝑥 𝜕2
𝑦 − 𝑎𝜕𝑥 )Φ̃𝑗−1 (𝑥,𝑦), (24)
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and let Φ̃𝑗 (0, 𝑦) = Φ̃𝑗𝑥 (0, 𝑦) = 0 for any 𝑗 .Then there exists a unique solution to problem (23), (2) – (4) 𝑢 ∈
𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+)).
Proof. Consider the corresponding initial value problem. Let Σ = R × (0, 𝐿) and 𝑆 (Σ)) be a space of infinitely
smooth on Σ functions 𝜙 (𝑥,𝑦) such that (1 + |𝑥 |)𝑛 |𝜕𝛼𝜑 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝑐 (𝑛, 𝛼) for any 𝑛, multi-index 𝛼, (𝑥,𝑦) ∈ Σ and
on the boundaries 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝐿 verifying the same conditions as in the definition if the space 𝑆 (Σ+). Extend the
functions 𝑢0 and 𝑓 to the whole strip such that 𝑢0 ∈ 𝑆 (Σ), 𝑓 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ]; 𝑆 (Σ)) and consider problem (23) (in
Π𝑇 = (0,𝑇 ) × Σ), (2) (in Σ), (4) (in Ω𝑇 = (0,𝑇 ) × R). Then with the use of the Fourier transform for the variable 𝑥
and the Fourier series for the variable 𝑦 a solution to problem (23), (2) – (4) can be written as the following:

𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) = 1
2𝜋

∫
R

+∞∑︁
𝑙=1

𝑒𝑖𝜉𝑥𝜓𝑙 (𝑦)𝑢 (𝑡, 𝜉, 𝑙)𝑑𝜉,

where
𝑢 (𝑡, 𝜉, 𝑙) = 𝑢0 (𝜉, 𝑙)𝑒𝑖 (𝜉

5+𝜉𝜆2
𝑙
+𝑏𝜉3+𝑏𝜉𝜆𝑙−𝑎𝜉 )𝑡 +

∫ 𝑡

0
𝑓 (𝜏, 𝜉, 𝑙)𝑒𝑖 (𝜉5+𝜉𝜆2

𝑙
+𝑏𝜉3+𝑏𝜉𝜆𝑙−𝑎𝜉 ) (𝑡−𝜏 )𝑑𝜏,

𝑢0 (𝜉, 𝑙) ≡
∬

Σ
𝑒−𝑖𝜉𝑥𝜓𝑙 (𝑦)𝑢0 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑓 (𝑡, 𝜉, 𝑙) ≡
∬

Σ
𝑒−𝑖𝜉𝑥𝜓𝑙 (𝑦) 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

(25)

According to the properties of the 𝑢0 and 𝑓 this solution 𝑢 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆 (Σ)).
Next, let 𝑣 ≡ 𝜕𝑘𝑥 𝜕

𝑙
𝑦𝑢 for some 𝑘 , 𝑙 . Then the function 𝑣 satisfies an equation of (23) type, where 𝑓 is replaced

by 𝜕𝑘𝑥 𝜕𝑙𝑦 𝑓 . Let𝑚 ≥ 5,𝜓 (𝑥) ≡ 𝑥𝑚 (note that this function is not an admissible weight function). Multiplying this
equation by 2𝑣 (𝑡, 𝑥,𝑦)𝜓 (𝑥) and integrating over Σ+, we get

𝑑

𝑑𝑡

∫
𝑣2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∬
(5𝑣2

𝑥𝑥 + 𝑣2
𝑦𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑏

∬
(3𝑣2

𝑥 + 𝑣2
𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∬
5𝑣2

𝑥𝜓
′′′𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∬
(−𝜓 (5) + 𝑏𝜓 ′′′ + 𝑎𝜓 ′)𝑣2𝑑𝑥𝑑𝑦 + 2

∬
𝜕𝑘𝑥 𝜕

𝑙
𝑦 𝑓 𝑣𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦,

(26)

where ∬
𝑣2
𝑥𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∬

𝑣𝑥𝑥𝑣𝜓
′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 1

2

∬
𝑣2𝜓 ′′′𝑑𝑥𝑑𝑦,∬

𝑣2
𝑦𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∬

𝑣𝑦𝑦𝑣𝜓
′𝑑𝑥𝑑𝑦,∬

𝑣2
𝑥𝜓

′′′𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∬

𝑣𝑥𝑥𝑣𝜓
′′′𝑑𝑥𝑑𝑦 −

∬
𝑣𝑥𝑣𝜓

(4)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Note, that𝜓 ′′′ ≤
√︁

6𝜓 ′𝜓 (5) ,𝜓 4 ≤
√︁

2𝜓 ′𝜓 (5).
From the equality above we get

−3𝑏
∬

𝑣2
𝑥𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤
∬

𝑣2
𝑥𝑥𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 9𝑏2

4

∬
𝑣2𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 3𝑏

2

∬
𝑣2𝜓 ′′′𝑑𝑥𝑑𝑦,

−𝑏
∬

𝑣2
𝑦𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤
∬

𝑣2
𝑦𝑦𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑏
2

4

∬
𝑣2𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦,∬

𝑣2
𝑥𝜓

′′′𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤
∬

𝑣2
𝑥𝑥𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 8
∬

𝑣2𝜓 (5)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Equally (26) yields

𝑑

𝑑𝑡

∫
𝑣2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐 (𝑎, 𝑏)

∬
(𝜓 (5) +𝜓 ′′′ +𝜓 ′)𝑣2𝑑𝑥𝑑𝑦 + 2

∬
𝜕𝑘𝑥 𝜕

𝑙
𝑦 𝑓 𝑣𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦. (27)

Fix 𝛼 > 0 and let 𝑛 ≥ 5. For any𝑚 ∈ [5, 𝑛] multiplying the corresponding inequality (27) by (2𝛼)𝑚/(𝑚!) and
summing by𝑚 we obtain that for

𝑧𝑛 ≡
∬ 𝑛∑︁

𝑚=0

(2𝛼𝑥)𝑚
𝑚!

𝑣2 (𝑡, 𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

due to the special choice of the function𝜓 , inequalities

𝑧′𝑛 (𝑡) ≤ 𝑐𝑧𝑛 (𝑡) + 𝑐, 𝑧𝑛 (0) ≤ 𝑐,
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18 Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara equation

hold uniformly with respect to 𝑛, whence it follows that

sup
𝑡 ∈[0,𝑇 ]

∬
𝑒2𝛼𝑥𝑣2𝑑𝑥𝑑𝑦 < ∞.

Thus, 𝑢 ∈ 𝐶∞( [0,𝑇 ]; 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+)). We will use the following notation 𝜔 (𝑡, 𝑥,𝑦) for the constructed solution of the
initial value problem.

Let 𝜇0 (𝑡, 𝑦) ≡ −𝜔 (𝑡, 0, 𝑦), 𝜇1 (𝑡, 𝑦) ≡ −𝜔𝑥 (𝑡, 0, 𝑦). Note that the functions 𝜇 𝑗 ∈ 𝐶∞ (𝐵𝑇 ) and satisfy boundary
conditions (4), and the compatibility conditions from the hypothesis of the lemma ensure that 𝜕𝑙𝑡 𝜇 𝑗 (0, 𝑦) ≡ 0, ∀𝑙 .
Consider in Π+

𝑇
an initial-boundary value problem:

𝑢𝑡 − (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 + 𝑏 (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 + 𝑎𝑢𝑥 = 0, (28)

𝑢
��
𝑡=0 = 0, 𝑢

��
𝑥=0 = 𝜇0 (𝑡, 𝑦), 𝑢𝑥

��
𝑥=0 = 𝜇1 (𝑡, 𝑦), (29)

with boundary conditions (4).
LetΨ(𝑡, 𝑥,𝑦) ≡ 𝜇0 (𝑡, 𝑦)𝜂 (1−𝑥)+𝜇1 (𝑡, 𝑦)𝑥𝜂 (1−𝑥), 𝐹 (𝑡, 𝑥,𝑦) ≡ −Ψ𝑡 +(Ψ𝑥𝑥𝑥𝑥 +Ψ𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥−𝑏 (Ψ𝑥𝑥 +Ψ𝑦𝑦)𝑥−𝑎Ψ𝑥 = 0,

𝑈 (𝑡, 𝑥,𝑦) ≡ 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) − Ψ(𝑡, 𝑥,𝑦), then the problem (28), (29), (4) is equivalent to problem (23), (2) – (4) for the
function𝑈 , 𝑢0 ≡ 0, 𝑓 ≡ 𝐹 . It is obvious, that 𝐹 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+)) and 𝜕𝑙𝑡𝐹 (0, 𝑥,𝑦) ≡ 0, ∀𝑙 .

Apply the Galerkin method. Let {𝜑 𝑗 (𝑥) : 𝑗 = 1, 2, 3...} be a set of linearly independent functions complete
in the space {𝜑 ∈ 𝐻 5 (R+) : 𝜑 (0) = 𝜑 ′ (0) = 0}. Seek an approximate solution of the last problem in the form
𝑈𝑘 (𝑡, 𝑥,𝑦) =

∑𝑘
𝑗,𝑙=1 𝑐𝑘 𝑗𝑙 (𝑡)𝜑 𝑗 (𝑥)𝜓𝑙 (𝑦) via conditions:∬

(𝑈𝑘𝑡 − (𝑈𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝑈𝑘𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 + 𝑏 (𝑈𝑘𝑥𝑥 +𝑈𝑘𝑦𝑦)𝑥 + 𝑎𝑈𝑘𝑥 )𝜑𝑖 (𝑥)𝜓𝑚 (𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

−
∬

𝐹𝜑𝑖𝜓𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, 𝑖,𝑚 = 1, ..., 𝑘, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑐𝑘 𝑗𝑙 (0) = 0.
(30)

Multiplying (30) by 2𝑐𝑘𝑖𝑚 (𝑡) and summing with respect to 𝑖,𝑚, we find that

𝑑

𝑑𝑡

∬
𝑈 2
𝑘
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫ 𝐿

0
𝑈 2
𝑘𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦 = 2

∬
𝐹𝑈𝑘𝑑𝑥𝑑𝑦, (31)

thus
∥𝑈𝑘 ∥𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿2,+ ) ≤ ∥𝐹 ∥𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿2,+ ) . (32)

Multiplying (30) by 𝑐′
𝑘𝑖𝑚

(0), putting 𝑡 = 0 and summing with respect to 𝑖,𝑚, we obtain that 𝑈𝑘𝑡

��
𝑡=0 . Then

differentiating (30) with respect to 𝑡 , multiplying by 2𝑐′
𝑘𝑖𝑚

(𝑡) and summing with respect to 𝑖,𝑚, we find (similar to
(32)) that

∥𝑈𝑡𝑘 ∥𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿2,+ ) ≤ ∥𝐹 ∥𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿2,+ ) . (33)

Since𝜓 (2𝑛)
𝑚 (𝑦) = (−𝜆𝑚)𝑛𝜓𝑚 (𝑦) it follows from (30) that for any 𝑛 and 𝑙 similary to (32) and (33)

∥𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑛𝑦𝑈𝑘 ∥𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿2,+ ) ≤ ∥𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑛𝑦𝐹 ∥𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿2,+ ) . (34)

Estimate (34) provides existence of a weak solution 𝑈 (𝑡, 𝑥,𝑦) to the considered problem such that 𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑛𝑦𝑈 ∈
𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), for all 𝑙, 𝑛 in the sense of the corresponding integral equality of the corresponding integral equality
of (6) type for 𝑔 ≡ 0, 𝑓 ≡ 𝐹 , 𝑢0 ≡ 0. Note, that the traces of the function𝑈 satisfy conditions (2) for 𝑢0 ≡ 0 and (4).

It follows from the corresponding equality of (6) type that since

𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑈𝑡 −𝑈𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥 + 𝑏 (𝑈𝑥𝑥 +𝑈𝑦𝑦)𝑥 + 𝑎𝑈𝑥 − 𝐹, (35)

𝜕𝑙𝑡 𝜕
𝑛
𝑦𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐻 (−3,0)

+ ) ∀𝑙, 𝑛 therefore, the application of inequality (21) (for𝜑 ≡ 𝜕𝑙𝑡 𝜕
𝑛
𝑦𝑈 ,𝑘 = 0,𝑚 = 3) yields

that 𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑛𝑦𝑈𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), ∀𝑙, 𝑛 then the application twice of (35) and (21) (for 𝑘 = 1,𝑚 = 2 and 𝑘 = 2,𝑚 = 1)
yields that 𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑛𝑦𝑈𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), ∀𝑙, 𝑛. And again from (35) follows that 𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑛𝑦𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), ∀𝑙, 𝑛, the
function 𝑈 satisfies (23) in Π+

𝑇
and its traces satisfy (2). For any natural𝑚 differentiating corresponding equation

(23) 5(𝑚 − 1) times and using induction with respect to𝑚, we derive that 𝜕𝑙𝑡 𝜕5𝑚
𝑥 𝜕𝑛𝑦𝑈 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+).

As a result, the solution to the problem (28), (29), (4) is constructed such that 𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑚𝑥 𝜕𝑛𝑦𝑢 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), ∀𝑙,𝑚, 𝑛.
From now on in the proof we use notation 𝑣 (𝑡, 𝑥,𝑦) for this solution.

The function 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) + 𝑣 (𝑡, 𝑥,𝑦) is the solution to problem (23), (2) – (4) such that 𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑚𝑥 𝜕𝑛𝑦𝑢 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+),
∀𝑙,𝑚, 𝑛. Let 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦)𝜂 (𝑥 − 1). The function 𝑢 solves an initial value problem in the strip Σ of (23), (2), (4) type,
where the functions 𝑓 , 𝑢0 are substituted by corresponding functions 𝑓 , 𝑢0 from the same classes and the obtained
result at the beginning of the proof for the initial value problem together with the obvious uniqueness provide
that 𝑢 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+)) and so 𝑢 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆𝑒𝑥𝑝 (Σ+)).□
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Lemma 2.6. A generalized solution to problem (23), (2) – (4) is unique in the space 𝐿2 (Π+
𝑇
).

Proof. This lemma is a corollary of the following result on existence of smooth solutions to the corresponding
adjoint problem. □

In Π+
𝑇
consider an initial-boundary value problem for an equation:

𝑢𝑡 + (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 − 𝑏 (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 − 𝑎𝑢𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦), (36)

with initial condition (2), boundary conditions: (4) and boundary conditions

𝑢
��
𝑥=0 = 𝑢𝑥

��
𝑥=0 = 𝑢𝑥𝑥

��
𝑥=0 = 0. (37)

Lemma 2.7. Let 𝑢0 ∈ 𝑆 (Σ+), 𝑓 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆 (Σ+)) and Φ̃𝑗 (0, 𝑦) = Φ̃𝑗𝑥 (0, 𝑦) ≡ 0 for any 𝑗 , where here in the
definition of the corresponding functions Φ̃𝑗 in comparison with (24) the sign before the second term in the right-hand
side is changed. Then there exists a unique solution to problem (36), (2), (37), (4), 𝑢 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆 (Σ+)).
Proof. Extend the functions 𝑢0 and 𝑓 to the whole strip and consider problem (36), (2), (4), construct its solution
𝜔 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆 (Σ+)) in a similar way with the only obvious difference in (25).

Let 𝜇0 (𝑡, 𝑦) ≡ −𝜔 (𝑡, 0, 𝑦), 𝜇1 ≡ −𝜔𝑥 (𝑡, 0, 𝑦), 𝜇2 ≡ −𝜔𝑥𝑥 (𝑡, 0, 𝑦). Note that the functions 𝜇 𝑗 ∈ 𝐶∞ (𝐵𝑇 ) and satisfy
boundary conditions (4). Moreover,the compatibility conditions form the hypothesis of the lemma ensure that
𝜕𝑙𝑡 𝜇 𝑗 (0, 𝑦) ≡ 0, ∀𝑙 . In Π+

𝑇
. Consider an initial-boundary value problem:

𝑢𝑡 + (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 − 𝑏 (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 − 𝑎𝑢𝑥 = 0, (38)

𝑢
��
𝑡=0 = 0, 𝑢

��
𝑥=0 = 𝜇0 (𝑡, 𝑦), 𝑢𝑥

��
𝑥=0 = 𝜇1 (𝑡, 𝑦), 𝑢𝑥𝑥

��
𝑥=0 = 𝜇2 (𝑡, 𝑦), (39)

and with boundary conditions (4).
Let Ψ(𝑡, 𝑥,𝑦) ≡ 𝜇0 (𝑡, 𝑦)𝜂 (1 − 𝑥) + 𝜇1 (𝑡, 𝑦)𝑥𝜂 (1 − 𝑥) + 𝜇2 (𝑡, 𝑦)𝑥2𝜂 (1 − 𝑥)/2, 𝐹 (𝑡, 𝑥,𝑦) ≡ −Ψ𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − Ψ𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦 +

𝑏Ψ𝑥𝑥𝑥 + 𝑏Ψ𝑥𝑦𝑦 + 𝑎Ψ𝑥 − Ψ𝑡 , 𝑈 (𝑡, 𝑥,𝑦) ≡ 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) − Ψ(𝑡, 𝑥,𝑦), then problem (38), (39), (4) is equivalent to problem
(36), (2), (37), (4) for the function𝑈 , 𝑢0 ≡ 0, 𝑓 ≡ 𝐹 . Obviously 𝐹 ∈ 𝐶∞ ( [0,𝑇 ]; 𝑆 (Σ+)) and 𝜕𝑙𝑡𝐹 (0, 𝑥,𝑦) ≡ 0, ∀𝑙 .

Let {𝜑 𝑗 (𝑥) : 𝑗 = 1, 2, 3, ...} be the same set of functions as in the proof of Lemma 2.5. Seek an approximate
solution in the form𝑈𝑘 (𝑡, 𝑥,𝑦) =

∑𝑘
𝑗,𝑙=1 𝑐𝑘 𝑗𝑙 (𝑡)𝜑 𝑗 (𝑥)𝜓𝑙 (𝑦) via conditions:∬

[𝑈𝑡𝑘𝜑𝑖𝜓𝑚 −𝑈𝑘 (𝜑 (5)
𝑖
𝜓𝑚 + 𝜑 (4)

𝑖
𝜓 ′
𝑚 − 𝑏𝜑 ′′′

𝑖 𝜓𝑚 − 𝑏𝜑 ′′
𝑖 𝜓

′
𝑚 − 𝑎𝜑𝑖𝜓𝑚])𝑑𝑥𝑑𝑦

−
∬

𝐹𝜑𝑖𝜓𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, 𝑖,𝑚 = 1, 2, 3, ..., 𝑘, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],
(40)

𝑐𝑘 𝑗𝑙 (0) = 0. Multiplying (40) by 2𝑐𝑘𝑖𝑚 (𝑡) and summing with respect to 𝑖 ,𝑚, we derive equality (31), which implies
estimate (32). Similarly we get (34), which provide existence of a weak solution𝑈 (𝑡, 𝑥,𝑦) to the considered problem
such that 𝜕𝑙𝑡 𝜕𝑛𝑦𝑈 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), ∀𝑙, 𝑛 ≥ 0 in the following sense: for any function 𝜙 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐻 4

+), such that 𝜙𝑡 ,
𝜙𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝜙𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿2,+), 𝜙

��
𝑡=𝑇

= 𝜙
��
𝑥=0 = 𝜙𝑥

��
𝑥=0 = 0 the following equality is satisfied:∭

Π+
𝑇

[𝑈 (𝜙𝑡 + (𝜙𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜙𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 − 𝑏 (𝜙𝑥𝑥 + 𝜙𝑦𝑦)𝑥 − 𝑎𝜙𝑥 ) + 𝐹𝜙]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡 = 0.

Then also similarly to the proof of Lemma 2.5 we obtain a solution to problem (38), (39), (4) 𝑣 such that
𝜕𝑙𝑡 𝜕

𝑚
𝑥 𝜕

𝑛
𝑦𝑣𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+), ∀𝑙 ,𝑚, 𝑛.

Similar to Lemma 2.5 we show that the function 𝑢 ≡ 𝑤 + 𝑣 is the desired solution. □
Remark 2.1. In further lemmas of this section we first consider smooth solutions constructed in Lemma 2.5 and

then pass to the limit on the basis of obtained estimates.
Lemma 2.8. Let 𝜓 (𝑥) be admissible weight function, such that 𝜓 ′ (𝑥) is also an admissible weight function,

𝑢0 ∈ 𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ , 𝑓 ≡ 𝑓0 + 𝑓1𝑥 , where 𝑓0 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ), 𝑓1 ∈ 𝐿4/3 (0,𝑇 ;𝐿𝜓
3/2 (𝑥 ) (𝜓 ′ (𝑥 ) )−1/2

2,+ ). Then there exist a unique weak
solution to problem (23), (2) – (4) form the space 𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑇
) and a function 𝜇2 ∈ 𝐿2 (𝐵𝑇 ) such that for any function

𝜙 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐻 4
+), 𝜙𝑡 , 𝜙𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝜙𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿2,+) 𝜙

��
𝑡=𝑇

= 𝜙
��
𝑥=0 = 𝜙𝑥

��
𝑥=0 = 0 the following equality holds:∭

Π+
𝑇

(𝑢𝜙𝑡 − 𝑢𝜙𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝜙𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥 + 𝑏𝑢𝜙𝑥𝑥𝑥 + 𝑏𝑢𝜙𝑦𝑦𝑥 + 𝑎𝑢𝜙𝑥 + 𝑓0𝜙 − 𝑓1𝜙𝑥 )𝑑𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦

+
∬

Σ+

𝑢0𝜙
��
𝑡=0𝑑𝑥𝑑𝑦 −

∬
𝐵𝑇

𝜇2𝜙𝑥𝑥
��
𝑥=0𝑑𝑦𝑑𝑡 = 0.

(41)

Moreover, for a.e. 𝑡 ∈ (0;𝑇 ]
∥𝑢∥𝑋𝜙 (𝑥 ) (Π+

𝑡 ) + ∥𝜇2∥𝐿2 (𝐵𝑡 ) ≤ 𝑐 (𝑇 ), (42)
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20 Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara equation

and for a. e. 𝑡 ∈ (0;𝑇 ]

𝑑

𝑑𝑡

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +𝜓 (0)

∫ 𝐿

0
𝜇2

2
��
𝑥=0𝑑𝑦 +

∬
[5𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 3𝑏𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑢2
𝑦 − 𝑎𝑢2]𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

−
∬

[5𝑢2
𝑥 + 𝑏𝑢2]𝜓 (3)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∬
𝑢2𝜓 (5)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2

∬
𝑓0𝑢𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 −

∬
2𝑓1 (𝑢𝜓 )𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦,

(43)

if 𝑓1 ≡ 0, then in equality (43) one can put𝜓 ≡ 1.
Proof. Multiplying (23) by 2𝑢 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝜓 (𝑥) and integrating over Σ+, thus we obtain (43) with 𝜇2 ≡ 𝑢𝑥𝑥

��
𝑥=0.

According to (20) for arbitrary 𝜀 > 0

|
∬

𝑓1 (𝑢𝜓 )𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 | ≤ 𝑐 ∥(|𝑢𝑥 | + |𝑢 |) (𝜓 ′)1/4𝜓 1/4∥𝐿2,+ ∥ 𝑓1𝜓 3/4 (𝜓 ′)−1/4∥𝐿2,+

≤ 𝑐1
[
∥(|𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 |) (𝜓 ′)1/2∥1/2

𝐿2,+
∥𝑢𝜓 1/2∥1/2

𝐿2,+
+ ∥𝑢𝜓 1/2∥𝐿2,+

]
∥ 𝑓1𝜓 3/4 (𝜓 ′)−1/4∥𝐿2,+

≤ 𝜀
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)∥ 𝑓1∥4/3

𝐿
𝜓3/2 (𝑥 ) (𝜓 ′ (𝑥 ) )−1/2
2,+

(
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)1/3

+𝑐1∥ 𝑓1∥
𝐿
𝜓3/2 (𝑥 ) (𝜓 ′ (𝑥 ) )−1/2
2,+

(
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2,

(44)

and according to (19) ∬
𝑢2
𝑥 (𝜓 ′ + |𝜓 ′′′ |)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝜀

∬
𝑢2
𝑥𝑥𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦. (45)

Moreover, ∬
𝑢2
𝑦𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∬

𝑢𝑢𝑦𝑦𝜓
′𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝜀

∬
𝑢2
𝑦𝑦𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦. (46)

It follows from (43) – (45), that for smooth solutions

∥𝑢∥𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑇
) + ∥𝑢𝑥𝑥

��
𝑥=0∥𝐿2 (𝐵𝑇 ) ≤ 𝑐. (47)

The end of the proof is standard. □
Lemma 2.9. Let 𝜓 (𝑥) be admissible weight function, such that 𝜓 ′ (𝑥) is also an admissible weight function,

𝑢0 ∈ 𝐻 2,𝜓 (𝑥 )
+ , 𝑢0 (0, 𝑦) ≡ 𝑢0𝑥 (0, 𝑦) ≡ 0, 𝑓 ≡ 𝑓0 + 𝑓1, where 𝑓0 ∈ 𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+ , 𝑓1 ∈ 𝐿2 (0,𝑇 ;𝐿𝜓
2 (𝑥 )/𝜓 ′ (𝑥 )

2,+ ). Then there exist a
strong solution 𝑢 ∈ 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π𝑇

+ ) to problem (23), (2) – (4) and a function 𝜇4 ∈ 𝐿2 (𝐵𝑇 ) such that for any 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

∥𝑢∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑡 ) + ∥𝜇4∥𝐿2 (𝐵𝑡 ) ≤ 𝑐 (𝑇 )

(
∥𝑢0∥𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+
+ ∥ 𝑓0∥𝐿2 (0,𝑡 ;𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+ ) + ∥ 𝑓1∥
𝐿2 (0,𝑡 ;𝐿𝜓

2 (𝑥 )/𝜓 ′ (𝑥 )
2,+ )

)
,

and for a. e. 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

𝑑

𝑑𝑡

∬
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 𝑏𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑢2
𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫
(𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥𝜓 + 4𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝜓 ′ + 2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝜓 ′′ − 2𝑏𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝜓

−3𝑢2
𝑥𝑥𝑥𝜓

′′ − 2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝜓 ′′′ + 4𝑏𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝜓 ′ + 𝑢2
𝑥𝑥𝜓

(4) − 4𝑏𝑢2
𝑥𝑥𝜓

′′ + (𝑏2 + 𝑎)𝑢2
𝑥𝑥𝜓 )

��
𝑥=0𝑑𝑦

+
∬

(5𝑢2
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 6𝑢2

𝑥𝑥𝑦𝑦 + 8𝑏𝑢2
𝑥𝑥𝑥 + 6𝑏𝑢2

𝑥𝑥𝑦 + 𝑢2
𝑦𝑦𝑦𝑦 + 4𝑏𝑢2

𝑥𝑦𝑦 + 2𝑏𝑢2
𝑦𝑦𝑦+

+(3𝑏2 − 𝑎)𝑢2
𝑥𝑥 + 4𝑏2𝑢2

𝑥𝑦 − 𝑎𝑏𝑢2
𝑥 + (𝑏2 − 𝑎)𝑢2

𝑦𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

+
∬

(−5𝑢2
𝑥𝑥𝑥 − 6𝑏𝑢2

𝑥𝑥 − 5𝑢2
𝑥𝑦𝑦 − 𝑏𝑢2

𝑦𝑦 − 𝑏2𝑢2
𝑥 − 5𝑏𝑢2

𝑥𝑦 − 𝑏2𝑢2
𝑦)𝜓 ′′′𝑑𝑥𝑑𝑦

+
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑏𝑢2
𝑥 + 𝑏𝑢2

𝑦)𝜓 (5)𝑑𝑥𝑑𝑦

= 2
∬

(𝑓0𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑓0𝑦𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑏𝑓0𝑥𝑢𝑥 + 𝑏𝑓0𝑦𝑢𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

−2
∫

(𝑓0 (𝑢𝑥𝑥𝜓 )𝑥 − 𝑓0𝑥𝑢𝑥𝑥𝜓 )
��
𝑥=0𝑑𝑦

+2
∬

(𝑓1 [(𝑢𝑥𝑥𝜓 )𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝜓 − 𝑏 (𝑢𝑥𝜓 )𝑥 − 𝑏𝑢𝑦𝑦𝜓 ])𝑑𝑥𝑑𝑦,

(48)

if 𝑓1 ≡ 0 then in equality (48) one can put𝜓 (𝑥) = 1.
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Proof. Multiplying (23) by 2(𝑢𝑥𝑥𝜌 (𝑥))𝑥𝑥 + 2𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝜌 (𝑥) − 2𝑏 (𝑢𝑥𝜌 (𝑥))𝑥 − 2𝑏𝑢𝑦𝑦𝜌 (𝑥) where either 𝜌 ≡ 𝜓 (𝑥) or
𝜌 (𝑥) ≡ 1 and integrating over Σ+ we get equality (48) for 𝜇4 ≡ 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 |𝑥=0, where 𝜓 is substituted by 𝜌 . Here
according to (20) for an arbitrary 𝜀 > 0∫ 𝐿

0
𝑢2
𝑥𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦 ≤ 𝜀

∬
𝑢2
𝑥𝑥𝑥𝑥𝜓

′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)
∬

𝑢2
𝑥𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦, (49)

similarly to (45) and (46)∬
(𝑢2

𝑥𝑥𝑥 +𝑢2
𝑦𝑦𝑦 +𝑢2

𝑥𝑦𝑦 +𝑢2
𝑥𝑥𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝜀

∬
(𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝑢2
𝑦𝑦𝑦𝑦 +𝑢2

𝑥𝑥𝑦𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 +𝑢2

𝑦𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦, (50)

and

|
∬

𝑓1 [(𝑢𝑥𝑥𝜓 )𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝜓 ]𝑑𝑥𝑑𝑦 | ≤ 𝜀
∬

(𝑢2
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑢2
𝑥𝑥 )𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)

∬
𝑓 2
1 𝜓

2 (𝜓 ′)−1𝑑𝑥𝑑𝑦. (51)

Inequalities (47), (49) – (51) and equality (48) imply that for smooth solutions

∥𝑢∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑇
) + ∥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥

��
𝑥=0∥𝐿2 (𝐵𝑇 ) ≤ 𝑐 (𝑇 )

(
∥𝑢0∥𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+
+ ∥ 𝑓0∥𝐿2 (0,𝑡 ;𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+ ) + ∥ 𝑓1∥
𝐿2 (0,𝑡 ;𝐿𝜓

2 (𝑥 )/𝜓 ′ (𝑥 )
2,+ )

)
. (52)

□
Lemma 2.10. Let the hypothesis of Lemma 2.9 be satisfied for𝜓 (𝑥) ≡ 𝑒2𝛼𝑥 for certain 𝛼 > 0. Let𝑔 ∈ 𝐶1 (R), 𝑔(0) =

0. Consider the strong solution 𝑢 ∈ 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑇
) to problem (23), (2) – (4). Then for a.e. 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

𝑑

𝑑𝑡

∬
𝑔∗ (𝑢)𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∬
𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑏𝑢𝑦𝑦)𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦+∬

𝑔(𝑢) (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑏𝑢𝑦𝑦)𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝑎
∬

𝑔∗ (𝑢)𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
𝑔(𝑢) 𝑓 𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦.

(53)

where either 𝜌 (𝑥) = 1 or 𝜌 (𝑥) is an admissible weight function such that 𝜌 (𝑥) ≤ 𝑐𝜓 (𝑥) ∀𝑥 ≥ 0.
Proof. In the smooth case equality (53) is obtained via multiplication of (23) by 𝑔(𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦))𝜌 (𝑥) and subsequent
integration and in the general case via closure, which here is easily justified since 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑇
) ∈ 𝐿∞ (Π+

𝑇
) and

𝜓 ∼ 𝜓 ′. □
3. Existence of solutions. The following is the appropriate text. In this section we proof of the existence of

the solutions in the first two theorems.
Lemma 3.1. Let 𝑔 ∈ 𝐶1 (R), 𝑔(0) = 0. |𝑔′ (𝑢) | ≤ 𝑐 ∀𝑢 ∈ R. 𝜓 (𝑥) ≡ 𝑒2𝛼𝑥 for certain 𝛼 > 0, 𝑢0 ∈ 𝐿

𝜓 (𝑥 )
2,+ ,

𝑓 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ ). Then problem (1) – (4) has a unique weak solution 𝑢 ∈ 𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑇
).

Proof . We apply the contraction principle. For 𝑡0 ∈ (0,𝑇 ] define a mapping Λ on 𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑇
) as follows:

𝑢 = Λ𝑣 ∈ 𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑡0
) is a weak solution to a linear problem:

𝑢𝑡 − (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 + 𝑏 (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) − (𝑔(𝑣))𝑥 ,

in Π+
𝑡0
and boundary conditions (2) – (4).

Note that𝜓 3/2 (𝜓 ′)−1/2 ≤ 𝑐𝜓 , |𝑔(𝑣) | ≤ 𝑐 |𝑣 | thus, Lemma 3.1 provides that the mapping Λ exists. Moreover, for
functions 𝑣, �̃� ∈ 𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑡0
) according to inequality (42)

∥Λ𝑣 ∥𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑡0 )

≤ 𝑐 (𝑇 ) (∥𝑢0∥𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+

+ ∥ 𝑓 ∥
𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ) + 𝑡
3/4
0 ∥𝑣 ∥𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑡0 )
),

∥Λ𝑣 − Λ�̃� ∥𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑡0 )

≤ 𝑐 (𝑇 )𝑡3/4
0 ∥𝑣 − �̃� ∥𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑡0 )
.

(54)

whence first the local result succeeds. Next, since the constant in the right-hand side in the above inequalities is
uniform with respect to 𝑢0 and 𝑓 , one can extend the solution to the whole time segment [0,𝑇 ] by the standard
argument.□
Proof of Existence Part of Theorem 1.1. For ℎ ∈ (0; 1] consider a set of initial-boundary value problems:

𝑢𝑡 − (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥 + 𝑏 (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑔′
ℎ
(𝑢)𝑢𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦), (55)

with an initial condition:
𝑢
��
𝑡=0 = 𝑢0ℎ (𝑥), (56)

with boundary conditions (3) and (4), where

𝑓ℎ (𝑡, 𝑥,𝑦) ≡ 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦)𝜂 (1/ℎ − 𝑥), 𝑢0ℎ (𝑥,𝑦) ≡ 𝑢0 (𝑥)𝜂 (1/ℎ − 𝑥),
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22 Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara equation

𝑔′
ℎ
(𝑢) ≡ 𝑔′ (𝑢)𝜂 (2 − ℎ |𝑢 |), 𝑔ℎ (𝑢) ≡

∫ 𝑢

0
𝑔′
ℎ
(𝜃 )𝑑𝜃 .

Note, that 𝑔ℎ (𝑢) = 𝑔(𝑢) if |𝑢 | ≤ 1/ℎ, 𝑔′
ℎ
(𝑢) = 0 if |𝑢 | ≥ 2/ℎ, |𝑔′

ℎ
(𝑢) | ≤ 𝑐 (ℎ) ∀𝑢 and the function 𝑔ℎ satisfy inequality

(7) uniformly with respect to ℎ.
Lemma 3.1 implies that there exists a unique solution to this problem 𝑢ℎ ∈ 𝑋 𝑒2𝛼𝑥 (Π+

𝑇
) for any 𝛼 > 0.

Next, establish appropriate estimates for functions 𝑢ℎ uniform with respect to ℎ (we drop the subscript ℎ in
intermediate steps for simplicity). First, note that 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ) and so the hypothesis of Lemma 3.1 is
satisfied (for 𝑓1 = 𝑓2 ≡ 0). Then equality (43) provides that for both for 𝜌 (𝑥) ≡ 1 and 𝜌 (𝑥) ≡ 𝜓 :

𝑑

𝑑𝑡

∬
𝑢2𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝜌 (0)

∫ 𝐿

0
𝜇2

2
��
𝑥=0𝑑𝑦 +

∬
[5𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 3𝑏𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑢2
𝑦 − 𝑎𝑢2]𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

−
∬

[5𝑢2
𝑥 + 𝑏𝑢2]𝜌 (3)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∬
𝑢2𝜌 (5)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2

∬
𝑓 𝑢𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∬
(𝑔′ (𝑢)𝑢)∗𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦.

(57)

Choosing 𝜌 ≡ 1 with respect to ℎ and to 𝐿 we get

∥𝑢ℎ ∥𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐿2,+ ) ≤ 𝑐. (58)

Let 𝜌 ≡ 𝜓 . Note that uniformly with respect to ℎ

| (𝑔′
ℎ
(𝑢)𝑢)∗ | ≤ 𝑐 |𝑢 |𝑝+2. (59)

Let 𝑞 = 𝑝 + 2, 𝑠 = 𝑠0 (𝑞) from (17),𝜓1 (𝑥) ≡ 𝜓 ′ (𝑥),𝜓2 (𝑥) ≡ (𝜓 ′ (𝑥))
2(1−𝑞𝑠 )
𝑞 (1−2𝑠 ) (𝑞𝑠 = 𝑝/4 < 1). Applying (18), we obtain

that ∬
|𝑢 |𝑝+2𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∬
|𝑢 |𝑝+2𝜓

𝑞𝑠

1 𝜓
𝑞 (1/2−𝑠 )
2 𝑑𝑥𝑑𝑦

≤ 𝑐
(∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦
)𝑞𝑠 (∬

𝑢2𝜓2𝑑𝑥𝑑𝑦
)𝑞 (1/2−𝑠 )

= 𝑐
(∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦
)𝑞𝑠 (∬ (𝑢2𝜓 ′)

2(1−𝑞𝑠 )
𝑞 (1−2𝑠 ) 𝑢

2(𝑞−2)
𝑞 (1−2𝑠 ) 𝑑𝑥𝑑𝑦

)𝑞 (1/2−𝑠 )

≤ 𝑐
(∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓1𝑑𝑥𝑑𝑦
)𝑝/4 (∬

𝑢2𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦
) (4−𝑝 )/4 (∬

𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑦
)𝑝/2

.

(60)

Since the norm of the functions 𝑢ℎ in the space 𝐿2,+ is already estimated in (58) it follows from (57), (59) and (60),
that uniformly with respect to ℎ

∥𝑢ℎ ∥𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑇
) ≤ 𝑐. (61)

Write the analogue of (55) where 𝜌 is substituted by 𝜌0 (𝑥 − 𝑥0) for any 𝑥0 ≥ 0 Then it easily follows (5), that

𝜆+ (𝑢ℎ𝑥𝑥 ;𝑇 ) + 𝜆+ (𝑢ℎ𝑦𝑦) ≤ 𝑐. (62)

Let Σ𝑛 = (0, 𝑛) × (0, 𝐿). It follows from (62) and interpolating inequality from [1] (where 𝑄𝑛 = (𝑛, 𝑛 + 1) × (0, 𝐿)):

∥ 𝑓 ∥𝐿∞ (𝑄𝑛 ) ≤ 𝑐 (𝐿) (
∬

𝑄𝑛

(𝑓 2
𝑥𝑥 + 𝑓 2

𝑦𝑦 + 𝑓 2)𝑑𝑥𝑑𝑦)1/4 (
∬

𝑄𝑛

𝑓 2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/4,

that uniformly with respect to ℎ
∥𝑢ℎ ∥𝐿4 (0,𝑇 ;𝐿∞ (Σ𝑛 ) ) ≤ 𝑐,

and
∥𝑔ℎ (𝑢ℎ)∥𝐿4/𝑝 (0,𝑇 ;𝐿2 (Σ𝑛 ) ) ≤ 𝑐.

Then from equation (1) itself it follows, that uniformly with respect to ℎ

∥𝑢ℎ𝑡 ∥𝐿1 (0,𝑇 ;𝐻 −5 (Σ𝑛 ) ) ≤ 𝑐. (63)

Since the embedding 𝐻 1 (Σ𝑛) ⊂ 𝐿2 (Σ𝑛) is compact, it follows from [15] that the set 𝑢ℎ is relatively compact in
𝐿𝑞 (0,𝑇 ;𝐿2 (Σ𝑛)) for 𝑞 < +∞.

Extract a sub-sequence of the functions 𝑢ℎ , again denoted as 𝑢ℎ , such that as ℎ → +0
𝑢ℎ → 𝑢 *-weakly in 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ );
𝑢ℎ𝑥𝑥 , 𝑢ℎ𝑦𝑦 → 𝑢𝑥𝑥 , 𝑢𝑦𝑦 weakly in 𝐿2 (0,𝑇 ;𝐿𝜓

′ (𝑥 )
2,+ );

𝑢ℎ → 𝑢 strongly in 𝐿𝑚𝑎𝑥 (2,4/(4−𝑝 ) ) (0,𝑇 ;𝐿2 (Σ𝑛)) ∀𝑛.
Let 𝜙 is a test function from Definition 1.2 with 𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙 ∈ Σ𝑛 . Then, since

|𝑔ℎ (𝑢ℎ) − 𝑔ℎ (𝑢) | ≤ 𝑐 ( |𝑢ℎ |𝑝 + |𝑢 |𝑝 ) |𝑢ℎ − 𝑢 |,
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with the use of (63), we obtain, that the limit function 𝑢 verifies (6).
Now, note that 𝑔(𝑢)𝜙𝑥 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿1,+) if 𝑝 ≤ 1. In case 𝑝 > 1

∥𝑔(𝑢)𝜙 ∥𝐿1 (Π+
𝑇
) ≤ 𝑐

∫ 𝑇

0
∥𝑢 (𝜓 ′)1/4𝜓 1/4∥𝑝

𝐿∞,+

∬
|𝑢𝜙𝑥 | (𝜓 ′)−𝑝/4𝜓 −𝑝/4𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

≤ 𝑐1

∫ 𝑇

0

[ (∬
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

)𝑝/4 (∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

) (𝑝+2)/4

(
∬

𝜙2
𝑥 (𝜓 ′)−𝑝/2𝜓 −(1+𝑝 )/2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2]𝑑𝑡 < ∞.

(64)

since (𝜓 ′)−𝑝/2𝜓 −(1+𝑝 )/2 ≤ 𝑐 (1 + 𝑥)𝑝𝑛/4 by virtue of the additional property of the function𝜓 . Approximating any
test function from Definition 1.2 by the compactly supported ones and passing to the limit we obtain equality (1)
in the general case. □

Lemma 3.2. Let 𝑔 ∈ 𝐶2 (R), 𝑔(0) = 0, |𝑔′ (𝑢) |, |𝑔′′ (𝑢) | ≤ 𝑐 ∀𝑢 ∈ R.𝜓 (𝑥) ≡ 𝑒2𝛼𝑥 for certain 𝛼 > 0, 𝑢0 ∈ 𝐻 2,𝜓 (𝑥 )
+ ,

𝑢0 (0, 𝑦) = 𝑢0𝑦 (0, 𝑦) = 0, 𝑓 ∈ 𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻 2,𝜓 (𝑥 )
+ ). Then there exists 𝑡0 ∈ (0,𝑇 ) such that the problem (1) – (4) has a

unique strong solution 𝑢 ∈ 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑡0
).

Proof. Similarly to the proof of Lemma 3.1 we construct the desired solution as a fixed point of the map Λ but
defined on the space 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑡0
). Here𝜓 2/𝜓 ′ ∼ 𝜓 and Lemma 2.9 where 𝑓0 ≡ 𝑓 , 𝑓1 ≡ 𝑔′ (𝑣)𝑣𝑥 ensures that such a

map exists. Moreover, for functions 𝑣, ∈ 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑡0
) according to inequality (48)

∥Λ𝑣 ∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) ≤ 𝑐 (𝑇 ) (∥𝑢0∥𝐻 2,𝜓 (𝑥 )
+

+ ∥ 𝑓 ∥
𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+ ) + 𝑡
1/2
0 ∥𝑣 ∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) ),

and, since |𝑔′ (𝑣)𝑣𝑥 − 𝑔′ (�̃�)𝑣𝑥 | ≤ 𝑐 ( |𝑣𝑥 | + |𝑣𝑥 |) |𝑣 − �̃� | + 𝑐 |𝑣𝑥 − 𝑣𝑥 |,

∥Λ𝑣 − Λ�̃� ∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) ≤ 𝑐 (𝑇 )𝑡1/2
0 (∥𝑣 ∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) + ∥�̃� ∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) )∥𝑣 − �̃� ∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) ,

whence the assertion of the lemma succeeds. Here for convenience we denoted 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑡0
) as 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) . □

Proof of Existence Part of Theorem 1.2. We will proof, that if 𝑋 2,𝑒2𝛼𝑥 (Π+
𝑇
), 𝛼 > 0 is a solution to problem

(1) – (4) for some 𝑇 ′ ∈ (0,𝑇 ], where the function 𝑔 ∈ 𝐶2 (R) verifies (7), then for any admissible function 𝜓 (𝑥),
such that𝜓 ′ is also admissible and𝜓 (𝑥) ≤ 𝑐𝑒2𝛼𝑥 , ∀𝑥 ≥ 0,

∥𝑢∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑇 ′ ) ≤ 𝑐 (𝑇, ∥𝑢0∥𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+
, ∥ 𝑓 ∥

𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻 2,𝜓 (𝑥 )
+ ) ). (65)

Using (57), where 𝜇2 = 𝑢𝑥𝑥 |𝑥=0 we obtain

∥𝑢∥𝑋𝜓 (𝑥 ) (Π+
𝑇 ′ ) + ∥𝑢𝑥𝑥 |𝑥=0∥𝐿2 (𝐵𝑇 ′ ) ≤ 𝑐. (66)

Next, since the hypotheses of Lemma 2.9 and Lemma 2.10 are satisfied, write down the corresponding analogues
of equalities (48) and (53) and subtract from the first one the doubled second one, then with the use of (49) and
(50) for sufficiently small 𝜀 we get

𝑑

𝑑𝑡

∬
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 𝑏𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑢2
𝑦 − 2𝑔∗ (𝑢))𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫
(𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥𝜌)
��
𝑥=0𝑑𝑦 +

∬
(5𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥 + 6𝑢2
𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢2

𝑦𝑦𝑦𝑦)𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

≤
∬

2𝑔(𝑢) (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑏𝑢𝑦𝑦)𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 − 2𝑎
∬

𝑔∗ (𝑢)𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

+𝜀
∫

𝑢2
𝑥𝑥𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)

∫
𝑢2
𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦 + 𝜀

∬
(𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢2

𝑦𝑦𝑦𝑦)𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

+𝑐 (𝜀)
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦)𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐
∬

(𝑓 2
𝑥𝑥 + 𝑓 2

𝑦𝑦 + 𝑓 2)𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦

+2
∬

(𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 [2𝑢𝑥𝑥𝑥𝜌 ′ + 𝑢𝑥𝑥𝜌 ′′ − 𝑏𝑢𝑥𝜌 ′])𝑑𝑥𝑑𝑦 − 2
∬

𝑔(𝑢) 𝑓 𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦 − 2
∬

(𝑔′ (𝑢)𝑔(𝑢))∗𝜌 ′𝑑𝑥𝑑𝑦.
(67)

Choose 𝜌 ≡ 1. Note, that (7) with (66) imply that∬
|𝑔∗ (𝑢) |𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐 ∥𝑢∥𝑝

𝐿∞,+
∥𝑢∥𝐿2,+ ≤ 𝑐1 (

∬
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 𝑢2)𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑝/4, (68)∬

𝑔(𝑢) 𝑓 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐 ∥𝑢∥𝑝
𝐿∞,+

∥𝑢∥𝐿2,+ ∥ 𝑓 ∥𝐿2,+ .

Thus, from (67) we get
∥𝑢𝑥𝑥 ∥𝐿∞ (0,𝑇 ′ ;𝐿2,+ ) + ∥𝑢𝑦𝑦 ∥𝐿∞ (0,𝑇 ′ ;𝐿2,+ ) ≤ 𝑐.
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In particular
∥𝑢𝑥𝑥 ∥𝐿∞ (Π+

𝑇 ′ ) ≤ 𝑐. (69)

Now, in (67) chose 𝜌 (𝑥) ≡ 𝜓 (𝑥). By virtue of (69) |𝑔(𝑢) | ≤ 𝑐 |𝑢 | and then estimate (65) easily follows.
Note, that from (67) (where 𝜌 (𝑥) ≡ 𝜌0 (𝑥 − 𝑥0) for any 𝑥0 ≥ 0) follows

𝜆+ (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ;𝑇 ′) + 𝜆+ (𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 ;𝑇 ′) + 𝜆+ (𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 ;𝑇 ′) ≤ 𝑐.

To finish the proof consider the set of initial-boundary value problems (55), (56), (3), (4). Lemma 3.2 imply that
for any ℎ ∈ (0, 1] there exists a solution to such a problem 𝑢ℎ ∈ 𝑋 2,𝜓 (𝑥 ) (Π+

𝑡0 (ℎ) ). Then with the use of estimate
(65) we first extend this solution to the whole time segment [0,𝑇 ] and then similarly to the end of the proof of
the previous theorem pass to the limit as ℎ → +∞ and construct the desired solution. Note, that here due to (69)
𝑔(𝑢)𝜙𝑥 ∈ 𝐿1 (Π+

𝑇
) ∀𝑝 without any additional assumptions on the weight function𝜓 .□

4. Uniqueness of solutions. The following is the appropriate text. In the following section we give proof of
the uniqueness of the solutions in the first two theorems.

Theorem 4.1. Let 𝑝 ∈ [0, 3] in (7) ,𝜓 (𝑥) be an admissible weight function, such that𝜓 ′ (𝑥) is also an admissible
weight function and inequality (8) be verified. Then for any 𝑇 > 0 and 𝑀 > 0 there exists a constant 𝑐 = 𝑐 (𝑇,𝑀),
such that for any two weak solutions 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) and 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) to problem (1) – (4), satisfying ∥𝑢∥

𝑋
𝜓 (𝑥 )
𝜔

, ∥𝑢∥
𝑋

𝜓 (𝑥 )
𝜔

≤ 𝑀

with corresponding data 𝑢0, 𝑢0 ∈ 𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ , 𝑓 , 𝑓 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ) the following inequality holds:

∥𝑢 − 𝑢∥
𝑋

𝜓 (𝑥 )
𝜔

≤ 𝑐 (∥𝑢0 − 𝑢0∥𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+

+ ∥ 𝑓 − 𝑓 ∥
𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ) ). (70)

Proof . Let 𝜔 ≡ 𝑢 − 𝑢, 𝜔0 ≡ 𝑢0 − 𝑢0, 𝐹 ≡ 𝑓 − 𝑓 . For the function 𝜔 apply Lemma 3.1, where 𝑓1 ≡ 0. Note that
inequality (8) implies that (𝜓/𝜓 ′)1/4 ≤ 𝑐 (𝜓 ′)𝑝/4𝜓𝑝/4, thus

(
∬

|𝑢 |2𝑝𝑢2
𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 ≤ ∥|𝑢 |𝑝 (𝜓/𝜓 ′)1/4∥𝐿∞,+ [

∬
𝑢2
𝑥 (𝜓 ′𝜓 )1/2𝑑𝑥𝑑𝑦]1/2

≤ 𝑐 ∥𝑢 (𝜓 ′)1/4𝜓 1/4∥𝑝
𝐿∞,+

∥𝑢 (𝜓 ′)1/4𝜓 1/4∥2
𝐿2,+

≤ 𝑐1 (
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑝/4+1/4 (
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑝/4+1/4,

(71)

so 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ ), since 𝑝 ≤ 3.

As a result, we derive from (43) that for 𝑡 ∈ (0,𝑇 ]∬
𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +𝜓 (0)

∫ 𝐿

0
𝜇2

2
��
𝑥=0𝑑𝑦 +

∫ 𝑡

0

∬
[5𝜔2

𝑥𝑥 + 𝜔2
𝑦𝑦 + 3𝑏𝜔2

𝑥 + 𝜔2
𝑦 − 𝑎𝜔2]𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜏

≤
∬

𝜔2
0𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐

∫ 𝑡

0

∬
𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜏 + 2

∫ 𝑡

0

∬
(𝐹 − (𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 − 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 ))𝜔𝜓𝑑𝑥𝑑𝑡𝑑𝜏 .

(72)

Where

2|
∫ 𝑡

0

∬
(𝑔′ (𝑢)−𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 )𝜔𝜓𝑑𝑥𝑑𝑡 | = 2|

∫ 𝑡

0

∬
(𝑔(𝑢)−𝑔(𝑢) (𝜔𝜓 )𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 | ≤ 𝑐

∬
( |𝑢 |𝑝+|𝑢 |𝑝 ) |𝜔 (𝜔𝜓 )𝑥 |𝑑𝑥𝑑𝑦, (73)

where similarly to (71)∬
|𝑢 |𝑝 |𝜔𝜔𝑥 |𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ ∥|𝑢 |𝑝 (𝜓/𝜓 ′)1/4∥𝐿∞,+ (

∬
𝜔2
𝑥 (𝜓 ′)1/2𝜓 1/2𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 (

∬
𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2

≤ 𝑐 (
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑝/4 (
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑝/4 (
∬

(𝜔2
𝑥𝑥 + 𝜔2

𝑦𝑦 + 𝜔2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦)1/4 (
∬

𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)3/4

≤ 𝜀
∬

(𝜔2
𝑥𝑥 + 𝜔2

𝑦𝑦 + 𝜔2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦

+𝑐 (𝜀) (
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦)𝑝/3
∬

𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦,

(74)

where 𝜀 > 0 can be chosen arbitrarily small. Then inequalities (72), (74) provide the desired result.□
The next theorem provides the uniqueness part of Theorem 1.2.
Theorem 4.2. Let the function 𝑔 ∈ 𝐶2 (R) verifies condition (9). Let𝜓 (𝑥) be an admissible weight function, such

that𝜓 ′ (𝑥) is also an admissible weight function and condition (10) holds. Then for any 𝑇 > 0 and𝑀 > 0 there exists
a constant 𝑐 = 𝑐 (𝑇,𝑀), such that for any two strong solutions 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) and 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) to problem (1) – (4), satisfying
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∥𝑢∥
𝑋

2,𝜓 (𝑥 )
𝜔 (Π+

𝑇
) , ∥𝑢∥𝑋 2,𝜓 (𝑥 )

𝜔 (Π+
𝑇
) ≤ 𝑀 , with the corresponding data 𝑢0, 𝑢0 ∈ 𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ , 𝑓 , 𝑓 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ ) inequality (70)

holds.
Proof. The proof mostly repeats the proof of Theorem 4.1. Note that here obviously 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 , 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 ∈
𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ), thus equality (72) holds. The difference is related only to the nonlinear term. In comparison with
(73) we estimate it in the following way: since

𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 − 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 = (𝑔′ (𝑢) − 𝑔(𝑢))𝑢𝑥 + 𝑔′ (𝑢)𝜔𝑥 , 2|
∬

(𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 − 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 )𝜔𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 |

= |2
∬

(𝑔′ (𝑢) − 𝑔′ (𝑢))𝑢𝑥𝜔𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 −
∬

𝑔′′ (𝑢)𝑢𝑥𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 −
∬

𝑔′ (𝑢)𝜔2𝜓 ′𝑑𝑥𝑑 |

≤ 𝑐
∬

( |𝑢 |𝑞 + |𝑢 |𝑞) ( |𝑢𝑥 |𝑞 + |𝑢𝑥 |𝑞)𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐
∬

𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦.

(75)

By virtue of (10)𝜓 ≤ 𝑐𝜓 (𝑞+1)/2 (𝜓 ′) (𝑟−2)/(2𝑟 )𝜓 (𝑟+2)/(2𝑟 )∬
|𝑢 |𝑞 |𝑢𝑥 |𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐

∬
|𝑢 |𝑞𝜓𝑞/2 |𝑢𝑥 |𝜓 1/2𝜔2 (𝜓 ′)2𝑠0𝜓 1−2𝑠0𝑑𝑥𝑑𝑦

≤ ∥𝑢𝜓 1/2∥𝑞
𝐿∞,+

∥𝑢𝑥𝜓 1/2∥𝐿 𝑟
𝑟−2 ,+

∥𝜔 (𝜓 ′)𝑠0𝜓 1/2−𝑠0 ∥2
𝐿𝑟,+

≤ 𝑐 ∥𝑢∥𝑞+1
𝐻

2,𝜓 (𝑥 )
+

(
∬

(𝜔2
𝑥𝑥 + 𝜔2

𝑦𝑦 + 𝜔2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦)2𝑠0 (
∬

𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)1−2𝑠0

≤ 𝜀
∬

(𝜔2
𝑥𝑥 + 𝜔2

𝑦𝑦 + 𝜔2)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)
∬

𝜔2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦,

where 𝑠0 (𝑟 ) = 1
4 − 1

2𝑟 ≤ 1
2 and 2 ≤ 𝑟

𝑟−2 < +∞. The desired result obtained from (72) and (75). □
Theorem 4.3. Let the function 𝑔 ∈ 𝐶2 (R) verifies condition (9). Let𝜓 (𝑥) be an admissible weight function, such

that𝜓 ′ (𝑥) is also an admissible weight function and for certain positive constant

𝜓 ′ (𝑥)𝜓𝑞 (𝑥) ≥ 𝑐0 ∀𝑥 ≥ 0. (76)

Then for any 𝑇 > 0 and 𝑀 > 0 there exists constant 𝑐 = 𝑐 (𝑇,𝑀) such that for any two strong solutions 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦)
and 𝑢 (𝑡, 𝑥,𝑦) to problem (1) – (4), satisfying ∥𝑢∥

𝑋
2,𝜓 (𝑥 )
𝜔

,∥𝑢∥
𝑋

2,𝜓 (𝑥 )
𝜔

≤ 𝑀 , with corresponding data 𝑢0, 𝑢0 ∈ 𝐻 1,𝜓 (𝑥 )
+ ,

𝑓 , 𝑓 ∈ 𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻 2𝜓 (𝑥 )
+ ), 𝑢0 (0, 𝑦) = 𝑢0 (0, 𝑦) ≡ 0, the following inequality holds:

∥𝑢 − 𝑢∥
𝑋

2𝜓 (𝑥 )
𝜔 (Π+

𝑇
) ≤ 𝑐 (∥𝑢0 − 𝑢0∥𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+
+ ∥ 𝑓 − 𝑓 ∥

𝐿2 (0,𝑇 ;𝐻 2,𝜓 (𝑥 )
+ ) ).

Proof. First of all note that the hypothesis of Theorem 4.2 is satisfied and, consequently, inequality (70) holds.
Let 𝑔′1 (𝑢) ≡ 𝑔′ (𝑢) − 𝑔′ (0), then according to (9)

|𝑔′1 (𝑢) | ≤ 𝑐 |𝑢 |𝑞+1. (77)

Adjoin the term 𝑔′ (0)𝑢𝑥 to the linear term 𝑎𝑢𝑥 and consider an equation of (1) type, where 𝑔′ is substituted by 𝑔′1.
Condition (76) implies that

𝜓 2 (𝑥)
𝜓 ′ (𝑥) ≤ 𝑐𝜓𝑞+2 (𝑥). (78)

In particular it means that 𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 , 𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿𝜓
2/𝜓 ′ (𝑥 )

2,+ ). Write corresponding analog of (48) for 𝜔 ≡ 𝑢 −𝑢
and 𝑓1 ≡ 𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 − 𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 , then∬

(𝜔2
𝑥𝑥 + 𝜔2

𝑦𝑦 + 𝑏𝜔2
𝑥 + 𝑏𝜔2

𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +
∫ 𝑡

0

∬
(5𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥 + 6𝑢2
𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢2

𝑦𝑦𝑦𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜏

≤
∬

(𝜔2
0𝑥𝑥 + 𝜔2

0𝑦𝑦 + 𝑏𝜔2
0𝑥 + 𝑏𝜔2

0𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐
∫ 𝑡

0

∬
(𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 − 𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 )2𝜓

2

𝜓 ′ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜏

𝜀

∫ 𝑡

0

∬
(𝜔2

𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜔2
𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝜔2

𝑦𝑦𝑦𝑦)𝜓 ′𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜏 + 𝑐 (𝜀)
∫ 𝑡

0

∬
(𝜔2

𝑥𝑥 + 𝜔2
𝑦𝑦 + 𝜔2)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜏

+𝑐
∫ 𝑡

0

∬
(𝐹 2

𝑥𝑥 + 𝐹 2
𝑦𝑦 + 𝐹 2)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜏,

To estimate the integral with the nonlinear term apply (77), (78) and the corresponding analogue of (75)∬
(𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 − 𝑔′1 (𝑢)𝑢𝑥 )2𝜓

2

𝜓 ′ )𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑 ≤ 𝑐
∬

( |𝑢 |2𝑞 + |𝑢 |2𝑞)𝑢2
𝑥𝜔

2𝜓𝑞+2𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐
∬

|𝑢 |2𝑞+2𝜔2
𝑥𝜓

𝑞+2𝑑𝑥𝑑𝑦, (79)
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26 Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara equation

where ∬
|𝑢 |2𝑞𝑢2

𝑥𝜔
2𝜓𝑞+2𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ ∥𝑢𝜓 1/2∥𝐿∞,+ ∥𝑢𝑥𝜓 1/2∥𝐿6,+ ∥𝜔𝜓 1/2∥𝐿3,+

≤ 𝑐 ∥𝑢∥2𝑞+2
𝐻

2,𝜓 (𝑥 )
+

∬
(𝜔2

𝑥𝑥 + 𝜔2
𝑦𝑦 + 𝑏𝜔2

𝑥 + 𝑏𝜔2
𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

∬
|𝑢 |2𝑞+2𝜔2

𝑥𝜔
2𝜓𝑞+2𝑑𝑥𝑑𝑦

≤ ∥𝑢𝜓 1/2∥2𝑞+2
𝐿∞,+

∬
𝜔2
𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦.

The statement of the theorem follows from inequality (79). □
5. Large-time decay of solutions. Now, we proof last two theorems and establish large-time decay of

solutions.
Proof of Theorem 1.3. Let 𝜓 (𝑥) ≡ 𝑒2𝛼𝑥 for 𝛼 ∈ (0, 𝛼0], will be specified later, 𝑢0 ∈ 𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ , 𝑓 ≡ 0. Consider the
unique solution to problem (1) – (4) from the space 𝑋𝜓 (𝑥 )

𝜔 (Π+
𝑇
) ∀𝑇 .

Note that according to (71) 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 ∈ 𝐿1 (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )
2,+ ).

Apply Lemma 3.1, where 𝑓0 ≡ 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 , 𝑓1 ≡ 0, then equality (57) for 𝜌 ≡ 1 provides, that

∥𝑢 (𝑡, ·, ·)∥𝐿2,+ ≤ ∥𝑢0∥𝐿2,+ ∀𝑡 ≥ 0.

Equality (57) for 𝜌 = 𝜓 implies that

𝑑

𝑑𝑡

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫ 𝐿

0
𝜇2

2𝑑𝑦 + 2𝛼
∬

[5𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + (3𝑏 + 4𝛼2)𝑢2
𝑥 + 𝑏𝑢2

𝑦 + (4𝛼2𝑏 + 16𝛼4 − 𝑎)𝑢2]𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

= 2𝛼
∬

(𝑔′ (𝑢)𝑢)∗𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦
(80)

With the use of inequalities (59) and (60) we derive that uniformly with respect to 𝐿 for certain constant 𝑐∗
depending on the properties of the function 𝑔,

2
∬

(𝑔′ (𝑢)𝑢)∗𝜓𝑑𝑥𝑑 ≤ 𝑐
(∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦 + 𝑢2)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦
)𝑝/4 (∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦
) (4−𝑝 )/4∥𝑢0∥𝑝𝐿2,+

≤ 1
4

∬
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐∗ (∥𝑢0∥ (4𝑝 )/(4−𝑝 )𝐿2,+

+ ∥𝑢0∥𝑝𝐿2,+
)
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦.

(81)

It follows from (22) that∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝐿2

𝜋2

∬
𝑢2
𝑦𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝐿2

𝜋2 (
∬

𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2 (
∬

𝑢2
𝑦𝑦𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦)1/2,

and, so
𝜋4

𝐿4

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤

∬
𝑢2
𝑦𝑦𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦. (82)

In particular

2𝛼
∬

𝑢2
𝑦𝑦𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝜋4𝛼

4𝐿4

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 7𝛼

4

∬
𝑢2
𝑦𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦. (83)

Moreover,
|3𝑏 + 4𝛼2 |

∬
𝑢2
𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤

∬
𝑢2
𝑥𝑥𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝑏, 𝛼0)

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦, (84)

2|𝑏 |
∬

𝑢2
𝑦𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 1

4

∬
𝑢2
𝑦𝑦𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑐 (𝑏)

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑡 (85)

Combining (80) – (85) we find that

𝑑

𝑑𝑡

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫ 𝐿

0
𝜇2

2𝑑𝑦

+𝛼
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝛼 [
𝜋4

4𝐿4 − 𝑐 (𝑏, 𝑎, 𝛼0) − 𝑐∗ (∥𝑢0∥4𝑝/(4−𝑝 )
𝐿2,+

+ ∥𝑢0∥𝑝𝐿2,+
)]

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 0.

(86)

Choose 𝐿0, 𝛼0 and 𝜖0, such that 𝜋4

16𝐿4
0
≥ 𝑐∗ (𝜖4𝑝/(4−𝑝 )

0 + 𝜖𝑝0 ),
𝜋4

16𝐿4
0
≥ 𝑐 (𝑏, 𝑎, 𝛼0). Then it follows from (86) that

𝑑

𝑑𝑡

∬
𝑢2𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫ 𝐿

0
𝜇2

2𝑑𝑦 + 𝛼
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝛼𝛽
∬

𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 0. (87)
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where 𝛽 = 𝜋4

8𝐿4 . □
Proof of Theorem 1.4. Let the values 𝐿0, 𝛼0, 𝜖0, 𝛽 be the same as as in the proof of the previous theorem,
𝜓 (𝑥) ≡ 𝑒2𝛼𝑥 for certain 𝛼 ∈ (0;𝛼0], 𝑢0 ∈ 𝐻 2,𝜓 (𝑥 )

+ , 𝑢0 (0, 𝑦) ≡ 𝑢0𝑥 (0, 𝑦) ≡ 0, ∥𝑢0∥𝐿2,+ ≤ 𝜖0. Consider the unique
solution to problem (1) – (4) 𝑢 ∈ 𝑋 2,𝜓 (𝑥 )

𝜔 (Π+
𝑇
), ∀𝑇 . Since 𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 ∈ 𝐿∞ (0,𝑇 ;𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+ ). Repeat the proof of Theorem
1.3 and obtain (86). Besides (11), it follows from (87) that∫ +∞

0
𝑒𝛼𝛽𝜏 [

∫ 𝐿

0
𝑢2
𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦 + 𝛼

∬
[𝑢2

𝑥𝑥 + 𝛽𝑢2
𝑦𝑦]𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦]𝑑𝜏 ≤ ∥𝑢0∥𝐿𝜓 (𝑥 )

2,+
. (88)

Similarly to (67), from (48) and (53) we get (for 𝜌 ≡ 0)

𝑑

𝑑𝑡

∬
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 𝑏𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑢2
𝑦 − 2𝑔∗ (𝑢))𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑐

∫ 𝐿

0
𝑢2
𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦,

whence with the use of (68) and (88) follows that uniformly with respect to 𝑡 ≥ 0

∥𝑢𝑥𝑥 ∥𝐿2,+ + ∥𝑢𝑦𝑦 ∥𝐿2,+ ≤ 𝑐,

and
∥𝑢∥𝐿∞ (Π+

∞ ) ≤ 𝑐. (89)

In (67) let 𝜌 ≡ 𝜓

𝑑

𝑑𝑡

∬
(𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑦𝑦 + 𝑏𝑢2

𝑥 + 𝑏𝑢2
𝑦 − 2𝑔∗ (𝑢))𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫
(𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥 )
��
𝑥=0𝑑𝑦

+2𝛼
∬

(5𝑢2
𝑥𝑥𝑥𝑥 + 6𝑢2

𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢2
𝑦𝑦𝑦𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

≤ 2𝛼
∬

2𝑔(𝑢) (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑏𝑢𝑦𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 − 4𝑎𝛼
∬

𝑔∗ (𝑢)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

+𝜀
∫

𝑢2
𝑥𝑥𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦 + 𝑐 (𝜀)

∫
𝑢2
𝑥𝑥

��
𝑥=0𝑑𝑦 + 2𝜀𝛼

∬
(𝑢2

𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢2
𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢2

𝑦𝑦𝑦𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦

+𝛼𝑐 (𝜀)
∬

(𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑦𝑦)𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦 + 2
∬

(𝑔′ (𝑢)𝑢𝑥 [4𝛼𝑢𝑥𝑥𝑥 + 4𝛼2𝑢𝑥𝑥 − 2𝛼𝑏𝑢𝑥 ]𝜓 )𝑑𝑥𝑑𝑦

−4𝛼
∬

(𝑔′ (𝑢)𝑔(𝑢))∗𝜓𝑑𝑥𝑑𝑦.

Inequality (12) follows from (88) and (89). □
Thanks. The author thanks professor A. V. Faminskii for his guidance and suggestions.

References

1. Agarwal P., Hyder A., Zakarya M. 2020. Well-posedness of stochastic modified Kawahara equation. Advances
in Difference Equations, 18: 1–20.

2. Besov O.V., Il’in V.P., Nikolskii S.M. 1978. Integral Representation of Functions and Embedding Theorems.
Hoboken: Wiley, 480.

3. Faminskii A. V. 2022. Initial-boundary value problems on a half-strip for the generalized Kawahara –
Zakharov – Kuznetsov equation. Appl. Z. Angew. Math. Optim, 73: 1–27.

4. Faminskii A. V. 2015. An Initial-Boundary Value Problem in a Strip for Two-Dimensional Equations of
Zakharov – Kuznetsov Type. Contemporary Mathematics, 653: 137–162.

5. Faminskii A. V., Martynov E. V. 2021. Large-time decay of solutions of the damped Kawahara equation on
the half-line. Differential Equations on Manifolds and Mathematical Physics. Trends in Mathematics, 1:
130–141.

6. Faminskii A. V. 2018. Initial-boundary value problems in a half-strip for two-dimensional Zakharov –
Kuznetsov equation. Ann. Inst. H. Poincare (C) Anal. Non Lineaire, 35: 1235 – 1265.

7. Faminskii A. V. 2020. Regular solutions to initial-boundary value problems in a half-strip for two-dimensional
Zakharov – Kuznetsov equation. Nonlinear Anal. Real World Appl., 51: 1029–1251.

8. Faminskii A. V. 2021. Initial-boundary value problems on a half-strip for the modified Zakharov – Kuznetsov
equation. J. Evol. Equ., 21: 1263–1298.

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 1
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 1



28 Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara equation

9. Faminskii A. V., Opritova M. A. 2015. On the initial-boundary-value problem in a half-strip for a generalized
Kawahara equation. J. Math. Sci., 206: 17–38.

10. Kawahara T. 1972. Oscillatory solitary waves in dispersive media. J. Phys. Soc. Japan, 180: 260–264.

11. Khanal N., Wu J., Yuan J. 2009. The Kawahara equation in weighted Sobolev spaces. IOP Publishing Ltd and
London Mathematical Society, 21: 1489–1505.

12. Larkin N. A. 2014. The 2D Kawahara equation on a half-strip. Appl. Z. Angew. Math. Optim, 70: 443–468.

13. Larkin N. A., Simoes M.H. 2016. Global regular solutions for the 3D Kawahara equation posed on unbounded
domains. Math. Phys, 67: 1–21.

14. Levandosky J. L. 2022. Smoothing properties for a two-dimensional Kawahara equation. Journal of
Differential Equations, 316: 158–196.

15. Simon J. 1987. Compact sets in the space Lp(0, T ; B). Ann. Mat. Pura Appl, 146: 65–96.

Конфликт интересов: о потенциальном конфликте интересов не сообщалось.
Conflict of interest: no potential conflict of interest related to this article was reported.

Поступила в редакцию 15.12.2022
Поступила после рецензирования 27.01.2023

Принята к публикации 31.01.2023

Received 15.12.2022
Revised 27.01.2023

Accepted 31.01.2023

INFORMATION ABOUT THE AUTHOR
Egor Martynov – postgraduate, Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University)

6 Miklukho-Maklaya Street, Moscow, 117198, Russian

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРЕ
Мартынов Егор – аспирант, Российский университет дружбы народов (РУДН), Москва, Россия

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 1
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 1



Прикладная математика & Физика, 2023, том 55, № 1. С. 29–38.
Applied Mathematics & Physics, 2023, Volume 55, No 1. P. 29–38.

УДК 517.9 DOI 10.52575/2687-0959-2023-55-1-29-38

MSC 35J25
оригинальное исследование

ОБ ИНДЕКСЕ ДЛЯ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

В. А. Полунин1 , Л. А. Ковалева2

(Статья представлена членом редакционной коллегии О. В. Черновой)
1 Белгородский государственный технологический университет имени В. Г. Шухова,

Белгород, 308012, Россия
2 Белгородский государственный национальный исследовательский университет,

Белгород, 308015, Россия

E-mail: polunin@bsu.edu.ru, Kovaleva_L@bsu.edu.ru

Аннотация. В трехмерном пространстве рассматривается краевая задача для эллиптического уравнения на двумер-
ном комплексе. На границе двумерного комплекса задается условие Дирихле. В рамках теоретико-функционального
подхода данная задача сводится к нелокальной краевой задаче Римана. Решение задачи ищется в пространствах
Гельдера с весом. В статье доказана фредгольмова разрешимость задачи Дирихле на двумерном комплексе. Вычислен
индекс для сформулированной задачи.
Ключевые слова: задача Дирихле, двумерный комплекс, задача Римана, индекс задачи, пространство Гельдера с
весом
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Abstract. In the 3D space, a boundary value problem for an elliptic equation on a two-dimensional complex is considered. The
Dirichlet condition is set on the boundary of a two-dimensional complex. Within the framework of the functional-theoretic
approach, this problem is reduced to a non-local Riemann boundary value problem. The solution of the problem is sought in
Helder spaces with weight. The Fredholm solvability of the Dirichlet problem on a two-dimensional complex is proved in the
article. The index for the formulated problem is calculated.
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1. Введение. На сегодняшний день задача Дирихле является одной из самых востребованных задач.
Она возникает не только на плоскости, но и на многообразиях. Моделируя различные физические
процессы, ученые получают набор уравнений с краевыми условиями Дирихле. Так, например, рассмат-
ривая колебания мембран, диффузию в неоднородных средах или в среде со сложным геометрическим
устройством получается задача Дирихле на многообразиях разной размерности или так называемых
стратифицированных множествах. Этим задачам посвящены работы Ю. В. Покорного [4], G. Lumer’a [8],
О. М. Пенкина [9] и др.
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В работах И. А. Лукьянчук, Ю. Н. Овчинникова [3] сформулирована задача о распределении по-
ля и проводимости многокомпонентной системы, составленной из правильных треугольников. Эта
задача может быть исследована в рамках теории, связанной с задачей Римана, описанной в работах
Солдатова А. П. [7]. Именно эта задача легла в основу настоящей работы.

2. Постановка задачи. В пространстве R3 рассмотрим комплекс 𝐾 , полученный из четырехугольной
пирамиды путем выбрасывания основания. Общую вершину всех граней обозначим 𝜏0, остальные
вершины 𝜏 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 распределим таким образом, чтобы 𝑀1 = {𝜏0𝜏1𝜏2}, 𝑀2 = {𝜏0𝜏2𝜏3}, 𝑀3 = {𝜏0𝜏3𝜏4}
и 𝑀4 = {𝜏0𝜏4𝜏1}. Множество 𝐹 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 состоит из точек 𝜏 , соответствующих вершинам 𝑀 𝑗 , а их
объединение 𝐹 =

⋃𝑛
𝑗=1 𝐹 𝑗 . Будем считать, что грани 𝑀1, 𝑀3 и 𝑀2, 𝑀4 попарно имеют равные углы при

вершине𝜏0, которые обозначим соответственно𝜃1 и𝜃2. Также намнеобходимо обозначить стороны граней,
которые в дальнейшем будем называть ребрами комплекса, следующим образом 𝐿𝑙 = {𝜏0𝜏𝑙 }, 𝑙 = 1, .., 4,
𝐿5 = {𝜏1𝜏2},𝐿6 = {𝜏2𝜏3}, 𝐿7 = {𝜏3𝜏4} и 𝐿8 = {𝜏4𝜏1}.

Задача 𝐷 состоит в определении семейства из четырех гармонических функций 𝑢 𝑗 ∈ 𝐶 (𝑀 𝑗 \ 𝐹 𝑗 ),
удовлетворяющих на ребрах 𝐿𝑙 , 𝑙 = 1, 2, 3, 4 следующим контактным условиям

𝑢4 = 𝑢1, 𝜈1
𝜕𝑢4

𝜕𝑛
+ 𝜈2

𝜕𝑢1

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿1, 𝑢1 = 𝑢2, 𝜈1

𝜕𝑢1

𝜕𝑛
+ 𝜈2

𝜕𝑢2

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿2,

𝑢2 = 𝑢3, 𝜈2
𝜕𝑢2

𝜕𝑛
+ 𝜈1

𝜕𝑢3

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿3, 𝑢3 = 𝑢4, 𝜈1

𝜕𝑢3

𝜕𝑛
+ 𝜈2

𝜕𝑢4

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿4.

Здесь 𝑛 – нормаль, направленная внутрь грани𝑀.
На ребрах 𝐿𝑙 , 𝑙 = 5, 6, 7, 8 выполнено условие Дирихле

𝑢 𝑗
��
𝐿𝑙

= 𝑓𝑙 , 𝑙 = 5, 6, 7, 8 𝑗 = 1, 2, 3, 4.

Поставленную задачу рассмотрим в весовом классе Гельдера, здесь мы напомним только основные
определения, подробно эти классы описаны в [2], [5].

Пространство всех непрерывных функций 𝜑 , удовлетворяющих условию Гельдера с показателем 𝜇,
обозначим 𝐶𝜇 (𝐾), 0 < 𝜇 < 1.

Исходя из весовой функции

𝜌𝜆 (𝑧) = |𝑥 − 𝜏0 |𝜆 · · · |𝑥 − 𝜏4 |𝜆, 𝜆 = (𝜆𝜏 𝑗 , 𝑗=1,...,4, 𝜏 ∈ 𝐹 ),

пространство 𝐶𝜇

𝜆
(𝐾 ; 𝐹 ) определяется как класс функций 𝜑 , для которых справедливо 𝜑 = 𝜌𝜆−𝜇𝜓 , 𝜓 ∈

𝐶𝜇 (𝐾), 𝜓
��
𝐹
= 0, где весовой порядок 𝜆 − 𝜇 = (𝜆𝜏 − 𝜇, 𝜏 ∈ 𝐹 ).

Если 𝜆 < 0, то функции 𝜑 ∈ 𝐶𝜇

𝜆
удовлетворяют условию Гельдера с показателем 𝜇 и в точках 𝜏 ∈ 𝐹

допускают логарифмические особенности.
Если 𝜆 > 0, то функция 𝜑 ∈ 𝐶𝜇

𝜆
удовлетворяет условию Гельдера на𝐾 с показателем 𝜈 = min(𝜇, 𝜆𝜏 , 𝜏 ∈ 𝐹 )

и обращается в нуль в точках 𝜏 ∈ 𝐹 .
С возрастанием 𝜇 и 𝜆 семейство пространств 𝐶𝜇

𝜆
монотонно убывает в смысле вложений:

𝐶
𝜇+𝜀
𝜆

⊆ 𝐶𝜇

𝜆
, 𝐶

𝜇

𝜆+𝜀 ⊆ 𝐶
𝜇

𝜆
, 𝜀 > 0.

Тогда рассмотрим классы

𝐶
𝜇

𝜆+0 =
⋃
𝜀>0

𝐶
𝜇

𝜆+𝜀 , 𝐶
𝜇

𝜆−0 =
⋂
𝜀>0

𝐶
𝜇

𝜆−𝜀 .

При 𝜆 = 0 пространство 𝐶𝜇

𝜆+0 удобно записывать как 𝐶𝜇

+0, и соответственно 𝐶𝜇

𝜆−0 как 𝐶
𝜇

−0.
Таким образом, функции 𝜑 ∈ 𝐶𝜇

+0 (𝐾, 𝐹 ) удовлетворяют условию Гельдера на всем множестве 𝐾 с
некоторым показателем и обращаются в нуль в точках 𝜏 ∈ 𝐹 , а класс 𝐶𝜇

−0 (𝐾, 𝐹 ) состоит из всех функций,
которые после умножения на весовую функцию 𝜌𝜀 с любым 𝜀 > 0 принадлежат 𝐶𝜇

+0. В этом смысле
данные функции в точках 𝜏 ∈ 𝐹 допускают особенности логарифмического характера.

Весовое пространство 𝐶1,𝜇
𝜆

(𝐾, 𝐹 ) дифференцируемых функций 𝜑 определяется условиями

𝜑 ∈ 𝐶𝜇

𝜆
(𝐾, 𝐹 ), 𝜑 ′��

𝑀
=

(
𝜕𝜑𝑀

𝜕𝑥
,
𝜕𝜑𝑀

𝜕𝑦

)
∈ 𝐶𝜇

𝜆−1 (𝑀, 𝐹 ), 𝜑𝑀 = 𝜑
��
𝑀
,

здесь 𝜑 ′ обозначает вектор-градиент рассматриваемый по отношению к некоторой декартовой системе
координат в плоскости𝑀 .

Все перечисленные пространства совершенно аналогично вводятся и для правых частей 𝑓 в краевом
условии Дирихле.
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3. Редукция задачи к нелокальной задаче Римана. Эту задачу можно переформулировать по
отношению к аналитическим функциям 𝜙 𝑗 , реальные части которых совпадают с гармоническими
функциями 𝑢 𝑗 . Так как мнимые части функции 𝜙 𝑗 определены с точностью до константы, с учетом
соотношений Коши – Римана предыдущие краевые условия переходят соответственно в

Re (𝜙1 − 𝜙2) = 0, Im (𝜈1𝜙
1 + 𝜈2𝜙

2) = 𝐶1, на𝐿2
Re (𝜙2 − 𝜙3) = 0, Im (𝜈2𝜙

2 + 𝜈1𝜙
3) = 𝐶2, на𝐿3

Re (𝜙3 − 𝜙4) = 0, Im (𝜈1𝜙
3 + 𝜈2𝜙

4) = 𝐶3, на𝐿4
Re (𝜙4 − 𝜙1) = 0, Im (𝜈2𝜙

4 + 𝜈1𝜙
1) = 𝐶4, на𝐿1

(1)

Re 𝜙 𝑗
��
𝐿𝑙

= 𝑓𝑙 , , 5 ≤ 𝑙 ≤ 8, 𝑗 = 1, ..4, (2)

здесь 𝐶𝑙 , 𝑙 = 1, ..4 некоторые константы.
Введем нумерацию Γ𝑛 ребер комплекса 𝐾 , учитывая, что каждое ребро 𝐿𝑙 , 𝑙 = 1, .., 4 состоит из двух

сторон граней пирамиды𝑀 𝑗 , принадлежность ребра к грани укажем верхним индексом. В явном виде
эта нумерация выглядит следующим образом:(

𝐿1
1 𝐿4

1 𝐿1
2 𝐿2

2 𝐿2
3 𝐿3

3 𝐿3
4 𝐿4

4 𝐿1
5 𝐿2

6 𝐿3
7 𝐿4

8
Γ1 Γ3 Γ5 Γ7 Γ2 Γ4 Γ6 Γ8 Γ9 Γ10 Γ11 Γ12

)
.

Каждую сторону Γ𝑛 , 𝑛 = 1, .., 12 ориентируем так, чтобы при обходе соответствующей грани𝑀 𝑗 , 𝑗 = 1, .., 4,
она оставалась слева.

Выберем гладкие параметризации 𝛾𝑖 : [0, 1] → Γ𝑖 , согласованные с ориентацией дуг Γ𝑖 .
Сужение функции 𝜑 𝑗 на отрезок Γ𝑖 , принадлежащий соответствующей грани 𝑀 𝑗 , дает граничное

значение функции𝜑 𝑗 , которое обозначим𝜑+
𝑖 . Семейство всех граничных значений обозначим𝜑+ = (𝜑+

𝑖 )12
1 .

Тогда с помощью введенных параметризаций семейство 𝜑+ «снесем» на интервал (0, 1) и получим вектор
𝜑+
𝛾 с компонентами 𝜑+

𝛾,𝑖 = 𝜑
+
𝑖 ◦ 𝛾𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12. В этих обозначениях краевые условия (1)-(2) запишутся в

виде
Re 𝑎𝜑+

𝛾 = 𝑓 (3)

с блочно диагональной матрицей 𝑎 = diag(𝑎1, 𝑎2, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ∈ C12×12

𝑎2 =

(
1 −1

−𝑖𝜈1 −𝑖𝜈2

)
, 𝑎1 =

(
1 −1

−𝑖𝜈2 −𝑖𝜈1

)
,

𝑎3 = 1, ∈ 𝐶4×4.

и 12-вектор-функцией 𝑓 , заданной на интервале (0, 1).
Заметим, что в такой постановке задача 𝐷 относится к типу нелокальных краевых задач Римана,

подробно изученных в работах [6], [7].
4. Основные результаты. В настоящей статье основным результатом является следующая теорема.
Теорема. Неоднородная задача 𝐷 всегда разрешима в классе 𝐶𝜇

0 , а пространство решений однородной
задачи одномерно. Кроме того, если правая часть 𝑓 принадлежит классу 𝐶𝜇

+0, то ее решение 𝜙 ∈ 𝐶𝜇

(+0) .
Прежде чем перейти к доказательству теоремы, нам нужно провести дополнительные вычисления,

будем следовать схеме исследования краевой задачи, описанной автором в работе [1].
Составим матрицу

𝑏 = 𝑎−1𝑎 = diag(𝑏1, 𝑏2, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3),

𝑏2 =
1

𝜈1+𝜈2

(
−𝜈1 + 𝜈2 −2𝜈2
−2𝜈1 𝜈1 − 𝜈2

)
, 𝑏1 =

1
𝜈1+𝜈2

(
𝜈1 − 𝜈2 −2𝜈1
−2𝜈2 −𝜈1 + 𝜈2

)
,

𝑏3 = 1 ∈ 𝐶4×4 .

(4)

Рассмотрим пересечение шара 𝐵(𝜏, 𝜀), радиусом 𝜀, с каждой гранью 𝑀 𝑗 комплекса 𝐾 для всех его
вершин. Здесь радиус 𝜀 выбран так, чтобы выполнялось 𝐵(𝜏𝑖 , 𝜀) ∩ 𝐵(𝜏 𝑗 , 𝜀) = ∅. В результате получим 12
секторов 𝑆 𝑗 (𝜏), 𝑗 = 1, 2, 3, 4, боковые стороны которых обозначим 𝜕±𝑆 𝑗 (𝜏), предполагая, что поворот от
𝜕+𝑆 𝑗 (𝜏) к 𝜕−𝑆 𝑗 (𝜏) вокруг вершины 𝜏 внутри этого сектора осуществляется против часовой стрелки.

Все 24 боковые стороны секторов занумеруем единым образом Γ( 𝑗 ) , 𝑗 = 0, ..24.
Для точки 𝜏0(

𝜕+𝑆1 (𝜏0 ) 𝜕−𝑆1 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆2 (𝜏0 ) 𝜕−𝑆2 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆3 (𝜏0 ) 𝜕−𝑆3 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆4 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆4 (𝜏0 )
Γ(2) Γ(7) Γ(8) Γ(4) Γ(3) Γ(6) Γ(5) Γ(1)

)
Обозначим полученное множество дуг 𝐸0 (𝜏0) = {Γ(1) , .., Γ(8) }.
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Для точки 𝜏1 (
𝜕+𝑆1 (𝜏1) 𝜕−𝑆1 (𝜏1) 𝜕+𝑆4 (𝜏1) 𝜕−𝑆4 (𝜏1)
Γ(11) Γ(9) Γ(10) Γ(12)

)
, 𝐸1 (𝜏1) = {Γ(9) , .., Γ(12) }.

Для точки 𝜏2 (
𝜕+𝑆1 (𝜏2) 𝜕−𝑆1 (𝜏2) 𝜕+𝑆2 (𝜏2) 𝜕−𝑆2 (𝜏2)
Γ(13) Γ(15) Γ(16) Γ(14)

)
, 𝐸2 (𝜏2) = {Γ(13) , .., Γ(16) }.

Для точки 𝜏3 (
𝜕+𝑆2 (𝜏3) 𝜕−𝑆2 (𝜏3) 𝜕+𝑆3 (𝜏3) 𝜕−𝑆3 (𝜏3)
Γ(17) Γ(19) Γ(20) Γ(18)

)
, 𝐸3 (𝜏3) = {Γ(17) , .., Γ(20) }.

Для точки 𝜏4 (
𝜕+𝑆3 (𝜏4) 𝜕−𝑆3 (𝜏4) 𝜕+𝑆4 (𝜏4) 𝜕−𝑆4 (𝜏4)
Γ(21) Γ(23) Γ(24) Γ(22)

)
, 𝐸4 (𝜏4) = {Γ(21) , .., Γ(24) }.

Пусть 𝜃 𝑗 (𝜏) – раствор сектора 𝑆 𝑗 (𝜏), в дальнейшем будем предполагать, что все они положительны:
0 < 𝜃 𝑗 (𝜏) < 2𝜋.

Согласно [1], 24 × 24 матрица 𝑣 (𝜁 ), 𝜁 ∈ 𝐶 состоит из следующих элементов:

𝑣𝑘𝑟 (𝜁 ) =

𝑒𝑖𝜃 𝑗 (𝜏 ) , {Γ(𝑘 ) , Γ(𝑟 ) } = {𝜕+𝑆 𝑗 (𝜏), 𝜕−𝑆 𝑗 (𝜏)},

0, в противном случае,
(5)

Эта матрица целиком зависит от геометрии рассматриваемого множества.
Очевидно, что 𝜏 является концом отрезка Γ𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12 и пересечение шара 𝐵(𝜏, 𝜀) с Γ𝑖 дает отрезок

Γ𝑖 (𝜏) с концом 𝜏 . Удобно положить

Γ𝑖 (𝜏) =
{
Γ0
𝑖 , если 𝜏 есть левый конец Γ𝑖 ,
Γ1
𝑖 , в противном случае.

Согласно [1], введем 24 × 24 матрицу 𝑏 с элементами:

𝑏𝑘𝑟 =


𝑏𝑖 𝑗 (0), еслиΓ(𝑘 ) = Γ0

𝑖 , Γ(𝑟 ) = Γ0
𝑗 ,

𝑏𝑖 𝑗 (1), еслиΓ(𝑘 ) = Γ1
𝑖 , Γ(𝑟 ) = Γ1

𝑗 ,

0, в противном случае.

(6)

Рассмотрим множество пар 𝑃𝑖 (𝜏), которые образуют угол при вершине 𝜏 и составлены из элементов
{Γ𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, ..12, 𝑘 = 0, 1} :

𝑃1 (𝜏0) = {Γ0
1 , Γ

1
5 }, 𝑃2 (𝜏0) = {Γ0

7 , Γ
1
2 }, 𝑃3 (𝜏0) = {Γ0

4 , Γ
1
6 }, 𝑃4 (𝜏0) = {Γ0

8 , Γ
1
3 },

𝑃5 (𝜏1) = {Γ0
9 , Γ

1
1 }, 𝑃6 (𝜏1) = {Γ0

3 , Γ
1
12}, 𝑃7 (𝜏2) = {Γ0

10, Γ
1
7 }, 𝑃8 (𝜏2) = {Γ0

5 , Γ
1
9 },

𝑃9 (𝜏3) = {Γ0
2 , Γ

1
10}, 𝑃10 (𝜏3) = {Γ0

11, Γ
1
4 }, 𝑃11(𝜏4) = {Γ0

6 , Γ
1
11}, 𝑃12 (𝜏4) = {Γ0

12, Γ
1
8 }.

Заметим, что совокупность Γ( 𝑗 ) боковых сторон всех секторов 𝑆 𝑗 (𝜏), 𝜏 ∈ 𝐹 совпадает с множеством пар
𝑃𝑖 (𝜏) = {Γ𝑘𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12, 𝑘 = 0, 1}, таким образом имеем:

𝑃1 (𝜏0) = {Γ(2) , Γ(7) }, 𝑃2 (𝜏0) = {Γ(8) , Γ(4) },
𝑃3 (𝜏0) = {Γ(3) , Γ(6) }, 𝑃4 (𝜏0) = {Γ(5) , Γ(1) },
𝑃5 (𝜏1) = {Γ(9) , Γ(11) }, 𝑃6 (𝜏1) = {Γ(10) , Γ(12) },
𝑃7 (𝜏2) = {Γ(13) , Γ(15) }, 𝑃8 (𝜏2) = {Γ(14) , Γ(16) },
𝑃9 (𝜏3) = {Γ(17) , Γ(19) }, 𝑃10 (𝜏3) = {Γ(18) , Γ(20) },
𝑃11 (𝜏4) = {Γ(21) , Γ(23) }, 𝑃12 (𝜏4) = {Γ(22) , Γ(24) }.

Множества 𝐸 𝑗 (𝜏) можно описать как объединение элементов множества пар 𝑃𝑖 (𝜏), а именно

𝐸0 = {𝑃1 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃4}, 𝐸1 = {𝑃5 ∪ 𝑃6}, 𝐸2 = {𝑃7 ∪ 𝑃8},

𝐸3 = {𝑃9 ∪ 𝑃10}, 𝐸4 = {𝑃11 ∪ 𝑃12}.
В общем случае условимся говорить, что 24×24 матрица 𝑥 = (𝑥𝑘𝑟 )24

1 блочно-диагональна относительно
некоторого разбиения 𝐸 = (𝐸𝑖 )𝑛1 множества {Γ(1) ...Γ(24) }, если ее элементы 𝑥𝑘𝑟 = 0 при Γ(𝑘 ) ∈ 𝐸𝑖 , Γ(𝑟 ) ∈
𝐸 𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗 . Умножение таких матриц сводится к поблочному умножению их диагональных блоков
𝑥 (𝐸𝑖 ) = {𝑥𝑘𝑟 , Γ(𝑘 ) , Γ(𝑟 ) ∈ 𝐸𝑖 }.
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Применительно к определениям (5) и (6) можем заключить, что матрица 𝑣 блочно-диагональна
относительно разбиения множества {Γ(1) , . . . , Γ(24) } на пары 𝑃𝑖 (𝜏) = {𝜕+𝑆 𝑗 (𝜏), 𝜕−𝑆 𝑗 (𝜏)}, 𝑗 = 1, . . . , 4, 𝜏 ∈ 𝐹 с
диагональными блоками

𝑣 (𝜁 , 𝑃𝑖 (𝜏)) = 𝑒𝑖𝜃 𝑗𝜁

(
0 1
1 0

)
.

Аналогично матрица 𝑏 блочно-диагональна относительно разбиения на два множества 𝐼 0 = {Γ0
𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤

12}, 𝐼 1 = {Γ1
𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12}

𝑏 (𝐼 0) = 𝑏 (0), 𝑏 (𝐼 1) = 𝑏 (1).

В нашей нумерации матрица 𝑏 блочно-диагональна относительно разбиения множества {Γ(1), .., Γ(24) }
на множества 𝐸 𝑗 (𝜏), которые в свою очередь составлены из элементов множества 𝑃𝑖 (𝜏).

Поэтому каждая матрица 𝑣 (𝜁 ) и 𝑏 блочно-диагональны относительно разбиения 𝐸 𝑗 (𝜏), а значит этим
свойством обладает и их сумма 𝑣 (𝜁 ) + 𝑏.

Согласно [2], матрица-функция 𝑣 (𝜁 ) + 𝑏 называется концевым символом задачи. Мероморфная
функция

det[𝑣 (𝜁 ) + 𝑏]
det[𝑣 (𝜁 ) + 1]

при Im 𝜁 → ±∞, Re 𝜁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 стремится к ненулевым пределам, так что проекция нулей функции
det[𝑣 (𝜁 ) +𝑏] на действительную ось является дискретным множеством. Пусть 𝛼 > 0 выбрано столь малым,
что эти нули отсутствуют в полосе −𝛼 ≤ Re 𝜁 < 0. Тогда справедлива следующая

Теорема 1. Пусть матрица-функция 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶𝜇+0 [0, 1] и det𝑎 ≠ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1. Тогда задача Дирихле
фредгольмова в классе 𝐶𝜇

−0 и ее индекс æ𝜆, при 𝜆 = −𝜀, 𝜀 > 0 и достаточно мало, вычисляется по формуле

æ−𝜀 = æ0 + 4 (7)

где величина

æ0 =
1

2𝜋𝑖
[ln det𝑏 (𝑡)]

����1
0
− 1

2𝜋𝑖

[
ln

det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 )
det(𝑣 + 1) (𝜁 )

] ����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

, (8)

выражения в квадратных скобках определяются непрерывными ветвями логарифма, а вертикальная черта
означает приращение в соответствующих пределах.

В выбранной нумерации матрицы 𝑣 (𝜁 ) и 𝑏 представимы в виде:

𝑣 (𝜁 , 𝐸0) =
(

0 𝑣0 (𝜁 )
𝑣0 (𝜁 ) 0

)
∈ C8×8, 𝑣0 (𝜁 ) =

©­­­«
𝑒𝑖𝜃2𝜁 0 0 0

0 0 𝑒𝑖𝜃1𝜁 0
0 𝑒𝑖𝜃1𝜁 0 0
0 0 0 𝑒𝑖𝜃2𝜁

ª®®®¬ ;

𝑏 (𝜁 , 𝐸0) =
©­­­«
𝑏1 0 0 0
0 𝑏2 0 0
0 0 𝑏1 0
0 0 0 𝑏2

ª®®®¬ ∈ C8×8.

(9)

где 𝑏1, 𝑏2 из (4). Диагональные блоки 4 × 4− для вершин 𝜏 𝑗 , 𝑗 = 1, 4 имеют вид

𝑣 (𝜁 , 𝐸 𝑗 ) =
(

0 𝑣 𝑗 (𝜁 )
𝑣 𝑗 (𝜁 ) 0

)
, где

𝑣1 (𝜁 ) =
(
𝑒𝑖𝜃1 (𝜏1 )𝜁 0

0 𝑒𝑖𝜃4 (𝜏1 )𝜁

)
, 𝑣2 (𝜁 ) =

(
𝑒𝑖𝜃1 (𝜏2 )𝜁 0

0 𝑒𝑖𝜃2 (𝜏2 )𝜁

)
,

𝑣3 (𝜁 ) =
(
𝑒𝑖𝜃2 (𝜏3 )𝜁 0

0 𝑒𝑖𝜃3 (𝜏3 )𝜁

)
, 𝑣4 (𝜁 ) =

(
𝑒𝑖𝜃3 (𝜏4 )𝜁 0

0 𝑒𝑖𝜃4 (𝜏4 )𝜁

)
,

(10)

𝑏 (𝐸 𝑗 ) =
(
𝑏1 0
0 1

)
, 𝑗 = 1, 3, 𝑏 (𝐸 𝑗 ) =

(
𝑏2 0
0 1

)
, 𝑗 = 2, 4.

Согласно теореме 1, характер разрешимости задачи (D) в классе𝐶𝜇

−0 определяется нулями определителя
det (𝑣 (𝜁 ) + 𝑏) (𝜁 ) на прямой Re𝜁 = 0, причем важную роль играет и порядок полюса точки 𝜁 = 0 обратной
матрицы- функции (𝑣 + 𝑏)−1. В силу блочно-диагональной структуры матриц соответствующие свойства
достаточно выяснить для их диагональных блоков.
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Введем обозначение 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃1 (𝜏 )𝜁 , 𝑦 = 𝑒𝑖𝜃2 (𝜏 )𝜁 и 𝑡 = 𝑣1
𝑣2
, тогда

det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0) =
1

(𝑡 + 1)4(
− 2(𝑡2 − 1)2𝑦2𝑧2 (𝑦2 + 𝑧2) + (𝑡 + 1)4𝑦2𝑧2 + 4(𝑡4 − 10𝑡2 + 1)𝑦2𝑧2+

(𝑡 − 1)4 (𝑧4 + 𝑦4) − 2(𝑡2 − 1)2 (𝑦2 − 𝑧2) + (𝑡 + 1)4) . (11)

Обратная матрица (𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸0) в явном виде имеет громоздкое представление, поэтому выпишем ее
элементы отдельно,

(𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸0) =
1

(1 + 𝑡)3 det(𝑣 + 𝑏)

(
𝐴 𝐵

𝐵 𝐴

)
, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐶4×4 .

𝐴 =

©­­­«
𝑎1 𝑡𝑎2 𝑡𝑎3 𝑎4
𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5
𝑎4 𝑡𝑎3 𝑡𝑎2 𝑎1

ª®®®¬ , 𝐵 =

©­­­«
𝑎7 𝑡𝑎8 𝑡𝑎9 𝑎10
𝑎8 𝑎10 𝑎7 𝑎9
𝑎9 𝑎7 𝑎10 𝑎8
𝑎10 𝑡𝑎9 𝑡𝑎8 𝑎7

ª®®®¬
𝑎1 = −(𝑡 − 1) (𝑧2 − 1) ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) + 𝑡2 (𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) + 2𝑡 (1 + 𝑦2) (1 + 𝑧2))

𝑎2 = −2(1 + 𝑡2) (𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) − 4𝑡 (1 + 𝑧2 + 𝑦2 (1 − 3𝑧2))

𝑎3 = 2𝑦𝑧 ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) (1 + 𝑡2) + 2𝑡 (−3 + 𝑧2 + 𝑦2 (1 + 𝑧2)))

𝑎4 = −8𝑡𝑦𝑧 (𝑡 − 1) (𝑧2 − 1)

𝑎5 = (𝑡 − 1) (𝑦2 − 1) ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) + 2𝑡 (𝑦2 + 1) (𝑧2 + 1))

𝑎6 = 8𝑡𝑦𝑧 (𝑡 − 1) (𝑦2 − 1)

𝑎7 = 𝑦 (−(𝑡2 − 1)2 + (𝑡 − 1)4𝑦2 − 2𝑧2 ((𝑡2 − 1)2𝑦2 − 𝑡4 + 10𝑡2 − 1)+

(1 + 𝑡)2𝑧4 (1|𝑦 + 𝑡 (𝑦 − 1)) (𝑡 (𝑦 + 1) + 𝑦 − 1))/(𝑡 + 1)

𝑎8 = 2𝑦 (𝑡 − 1) ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) (𝑡2 + 1) + 2𝑡 (1 + 𝑦2 + (−3 + 𝑦2)𝑧2))/(𝑡 + 1)

𝑎9 = 2𝑧 (𝑡 − 1) (𝑡 (6 + 𝑡)𝑦2 + 𝑦2 + (𝑡 − 2)𝑡𝑧2 + 𝑧2 − (𝑡 + 1)2𝑦2𝑧2 − 𝑡 (𝑡 + 2) − 1)/(𝑡 + 1)

𝑎10 = −4𝑡 ((𝑡 + 1)2𝑧 (1 + 4𝑡𝑧2𝑦2) + (𝑡 − 1)2𝑧 (𝑦2 = 4𝑡𝑧2))/(𝑡 + 1)

Далее введем обозначение в соответствии с (10), элементы 𝑧𝑚 = (𝑣𝑚𝑛)2, 𝑚 = 𝑛,𝑚 = 1, 2, учитывая
соответствие рассматриваемого множества 𝐸 𝑗 и матрицы 𝑣 𝑗 (𝜁 ), тогда

det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸1) =
(𝑡 + 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1) + (𝑡 − 1) (𝑧2

1 − 𝑧2
2)

𝑡 + 1
, (12)

(𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸1) =
1

(𝑡 + 1) det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸1)
∗

©­­­­­­­­­«

−(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 + 𝑡 − 1) 2𝑡 (𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 + 𝑡 − 1)𝑧1 −2𝑡𝑧2

2 −(𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 − 𝑡 + 1) −2𝑡𝑧1 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 − 𝑡 + 1)𝑧2

(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 + 𝑡 − 1)𝑧1 −2𝑡𝑧1 −(𝑧2
2𝑡 − 𝑧2

2 + 𝑡 + 1) 2𝑡𝑧2𝑧1

−2𝑧2 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 − 𝑡 + 1)𝑧2 2𝑧2𝑧1 (𝑧2
1𝑡 − 𝑧2

1 − 𝑡 − 1)

ª®®®®®®®®®¬
.

Вычисления для множества 𝐸3 дают аналогичные результаты.
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Для множества 𝐸2 справедливы следующие равенства:

det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸2) =
(𝑡 + 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1) + (𝑡 − 1) (𝑧2

1 − 𝑧2
2)

𝑡 + 1
,

(𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸2) =
1

(𝑡 + 1) det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸2)
∗

©­­­­­­­­­«

−(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 − 𝑡 + 1) 2 (𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 − 𝑡 + 1)𝑧1 −2𝑧2

2𝑡 −(𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 + 𝑡 − 1) −2𝑡𝑧1 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 + 𝑡 − 1)𝑧2

(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 − 𝑡 + 1)𝑧1 −2𝑧1 𝑧2
2𝑡 − 𝑧2

2 − 𝑡 − 1 2𝑧2𝑧1

−2𝑧2𝑡 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 + 𝑡 − 1)𝑧2 2𝑡𝑧2𝑧1 −(𝑧2
1𝑡 − 𝑧2

1 + 𝑡 + 1)

ª®®®®®®®®®¬
.

Вычисления для множества 𝐸4 дают аналогичные результаты.
Из (9) и (10) следует

det(𝑣 + 1) (𝜁 , 𝐸0) = (𝑦2 − 1)2 (𝑧2 − 1)2

(𝑣 + 1)−1 (𝜁 , 𝐸0) =
1

(1 − 𝑦2) (1 − 𝑧2)©­­­­­­­­«

1 − 𝑧2 0 0 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 0 0
0 1 − 𝑦2 0 0 0 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0
0 0 1 − 𝑦2 0 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 0
0 0 0 1 − 𝑧2 0 0 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 )

−𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 0 0 1 − 𝑧2 0 0 0
0 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 0 (1 − 𝑦2 ) 0 0
0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 0 0 0 1 − 𝑦2 0
0 0 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 0 0 1 − 𝑧2

ª®®®®®®®®¬
,

det(𝑣 + 1) (𝜁 , 𝐸 𝑗 ) = (𝑧2
1 − 1) (𝑧2

2 − 1)

(𝑣 + 1)−1 (𝜁 , 𝐸 𝑗 ) =
1

det(𝑣 + 1) (𝜁 , 𝐸 𝑗 )
©­«

1 − 𝑧2 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0
0 1 − 𝑦2 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 )

−𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 1 − 𝑧2 0
0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 1 − 𝑦2

ª®¬ .
Рассмотрим поведение на мнимой оси функций det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0) и det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸 𝑗 ). Обозначим 𝑠

порядок нуля функции.
Лемма 1. Функции det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0) и det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸 𝑗 ), 𝑗 = 1, ..., 4 на мнимой оси имеют единственный

нуль в точке 𝜉 = 0 и его порядок равен 𝑠 (𝐸0) = 2 и 𝑠 (𝐸 𝑗 ) = 1.
Доказательство. Согласно (11), определитель матрицы (𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0), который обозначим 𝑓 (𝑦, 𝑧), дается
выражением

𝑓 (𝑦, 𝑧) = 1
(𝑡 + 1)4

(
(−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2)𝑦2𝑧4 + (−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2)𝑦4𝑧2 + (𝑡 + 1)4𝑦4𝑧4+

(4𝑡4 − 40𝑡2 + 4)𝑦2𝑧2 + (𝑡 − 1)4𝑦4 + (𝑡 − 1)4𝑧4−

(2(𝑡 − 1)2𝑦2 + 2(𝑡 − 1)2𝑧2 − (𝑡 + 1)2) (𝑡 + 1)2
)
. (13)

Согласно введенному выше обозначению 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃1 (𝜏 )𝜁 , 𝑦 = 𝑒𝑖𝜃2 (𝜏 )𝜁 , очевидно, что функции 𝑦 и 𝑧 –
вещественны и положительны при Re𝜉 = 0, более того одновременно либо больше 1, либо меньше 1,
либо равны 1.

Из (12) видно, что при 𝑦 = 𝑧 = 1 функция обращается в нуль и справедливо соотношение

𝑓 ( 1
𝑦
,

1
𝑧
) = − 𝑓 (𝑦, 𝑧)

𝑦𝑧
.

Теперь убедимся, что в квадрате 𝐾 = {0 < 𝑦, 𝑧 < 1} функция 𝑓 (𝑦, 𝑧) нигде не принимает значения нуль. На
границе квадрата функция 𝑓 (𝑦, 𝑧) не положительная и обращается в нуль только в точке (1, 1). Градиент
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функции grad𝑓 (𝑦, 𝑧) ≠ 0, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾 , поэтому 𝑓 (𝑦, 𝑧) < 0 во всем квадрате. Определим порядок нуля функции
det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0) в точке 𝜉 = 0. Согласно (13)

(1 + 𝑡)4 [det(𝑣 + 𝑏)]′ (0, 𝐸0) = (−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2) (2𝑖𝜃2 + 4𝑖𝜃1) + (−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2) (4𝑖𝜃2 + 2𝑖𝜃1)+
(𝑡 + 1)4 (4𝑖𝜃2 + 4𝑖𝜃1) + (4𝑡4 − 40𝑡2 + 4) (2𝑖𝜃2 + 2𝑖𝜃1) + 4(𝑡 − 1)4𝑖𝜃2 + 4(𝑡 − 1)4𝑖𝜃1−

2(𝑡 + 1)2 (2(𝑡 − 1)2𝑖𝜃2 + 2(𝑡 − 1)2𝑖𝜃1) = 0

(1 + 𝑡)4 [det(𝑣 + 𝑏)]′′ (0, 𝐸0) = 128𝑡 (𝑖𝑡𝜃2 + 𝑖𝜃1) (𝑖𝑡𝜃1 + 𝑖𝜃2) ≠ 0

Следовательно порядок нуля равен 𝑠 (𝐸0) = 2. Посчитаем порядок нуля для функции 𝑑𝑒𝑡 (𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸 𝑗 ) в
точке 𝜁 = 0.

(𝑡 + 1) [det(𝑣 + 𝑏) (0, 𝐸1)]′ = 4𝑖 (𝑡𝜃1 (𝜏1) + 𝜃4 (𝜏1)) ≠ 0.

Аналогично, для всех остальных множеств 𝐸 𝑗 , 𝑗 = 2, 3, 4 порядок нуля равен 𝑠 (𝐸 𝑗 ) = 1.
Перейдем к основному результату.
Теорема 2. Неоднородная задача 𝐷 всегда разрешима в классе 𝐶𝜇

0 , а пространство решений однородной
задачи одномерно. Кроме того, если правая часть 𝑓 принадлежит классу 𝐶𝜇

+0, то ее решение 𝜙 ∈ 𝐶𝜇

(+0) .

Доказательство. Согласно теореме 1, нам необходимо вычислить индекс задачи æ0. В силу блочно-
диагональной структуры матриц det(𝑉 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸) и det(𝑉 + 1) (𝜁 , 𝐸), формулу (8) можно переписать в
виде

æ0 = − 1
2𝜋𝑖

[
ln

det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0)
det(𝑣 + 1) (𝜁 , 𝐸0)

] ����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

−
4∑︁
𝑗=1

1
2𝜋𝑖

[
ln

det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸 𝑗 )
det(𝑣 + 1) (𝜁 , 𝐸 𝑗 )

] ����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

.

Согласно принципу аргумента для аналитических функций, имеет место следующее равенство:

1
2𝜋𝑖

lnℎ(𝜁 )
����𝛼+𝑖∞
𝛼−𝑖∞

− 1
2𝜋𝑖

lnℎ(𝜁 )
����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

=𝑚, (14)

где𝑚 = 𝑠 − 𝑝 .
Заметим, что в нашем случае ℎ(𝜁 ) представима в виде частного двух функций

𝑓 (𝜁 ) = det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0) = 𝑓 (𝑦, 𝑧),

𝑔(𝜁 ) = det(𝑣 + 1) (𝜁 , 𝐸0) = (𝑦2 − 1)2 (𝑧2 − 1)2 .

Исследуем функцию ℎ(𝜁 ) на четность и нечетность. Очевидно, что

𝑓 ( 1
𝑦
,

1
𝑧
) = − 1

𝑦𝑧
𝑓 (𝑦, 𝑧),

𝑔( 1
𝑦
,

1
𝑧
) = 1

𝑦𝑧
𝑔(𝑦, 𝑧).

Тогда функция ℎ(𝜁 ) нечетная и для нее справедливо равенство

1
2𝜋𝑖

lnℎ(𝜁 )
����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

= − 1
2𝜋𝑖

lnℎ(𝜁 )
����𝛼+𝑖∞
𝛼−𝑖∞

.

Поставив последнее равенство в (14), получаем

1
2𝜋𝑖

lnℎ(𝜁 )
����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

=
𝑚

2
.

Отсюда легко видеть, что первое слагаемое в формуле индекса равно

𝑚

2
=

2 − 4 − 1 + 1
2

= −1.

Перейдем ко второму слагаемому.
Для множества 𝐸1.

𝑓 (𝑧1, 𝑧2) = det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸1) =
(𝑡 + 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1) + (𝑡 − 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1)

𝑡 + 1
,

𝑔(𝑧1, 𝑧2) det(𝑣 + 1) (𝜁 , 𝐸1) = (𝑧2
1 − 1) (𝑧2

2 − 1).
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Проделав исследование, аналогичное вышеуказанному, получим, что функция ℎ(𝜁 ) = 𝑓

𝑔
нечетная, и,

следовательно,
𝑚

2
=

1 + 1 − 1 − 2
2

= −1
2
.

Нетрудно показать, что для остальных номеров 𝑗 = 2, 3, 4 значение 𝑚
2 = − 1

2 . Таким образом, индекс
задачи

æ = 4 − (1 + 4 ∗ 1
2
) = 1.

Для доказательства второго утверждения теоремы вспомним теорему 2, сформулированную в [1], в
которой говорится следующее.

Пусть выполнены условия теоремы 1: матрица-функция 𝜁 (𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 ) не имеет полюсов на мнимой
оси. Тогда любое решение 𝜙 ∈ 𝐶𝜇

−0 задачи (3) с правой частью 𝑓 ∈ 𝐶𝜇

+0 принадлежит классу 𝐶𝜇

(+0) . В
частности, æ является индексом задачи и в классе 𝐶𝜇

(+0) .
Докажем сначала вспомогательную лемму.
Лемма 2. Обозначим 𝑝 – порядок полюса функции, считая кратности. Для матриц-функций

(𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸0) и (𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸 𝑗 ), 𝑗 = 1, ..., 4

в точке 𝜉 = 0 порядок полюса 𝑝 = 1.
Доказательство. Согласно вычислениям выше, элементы матрицы (𝑣 + 1)−1 (𝜁 , 𝐸0) при 𝜁 = 0 обращаются
в нуль. А так как det(𝑣 + 𝑏) (𝜁 , 𝐸0) имеет нуль второго порядка в точке 𝜁 = 0, то матрица (𝑣 + 1)−1 (0, 𝐸0)
имеет полюс первого порядка.

Что касается множеств 𝐸 𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 4, то очевидно, что элементы матрицы не обращаются в нуль при
𝜁 = 0, и следовательно, полюс матрицы равен порядку нуля матрицы 𝑑𝑒𝑡 (𝑣 + 𝑏) (0, 𝐸 𝑗 ), то есть 𝑝 = 1.

Теперь вернемся к рассмотрению выполнения условий теоремы 2 из [1]. Согласно лемме 2, из второго
утверждения следует, что матрицы-функции 𝜁 (𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸0) и 𝜁 (𝑣 + 𝑏)−1 (𝜁 , 𝐸 𝑗 ), 𝑗 = 1, ..., 4 не имеют
полюсов на мнимой оси. Следовательно, условия теоремы выполнены. Таким образом, мы получили,
что любое решение 𝜙 ∈ 𝐶

𝜇

−0 задачи (3) с правой частью 𝑓 ∈ 𝐶
𝜇

+0 принадлежит классу 𝐶𝜇

(+0) . Индекс
рассматриваемой задачи в классе 𝐶𝜇

(+0) равен 1.
Что касается единственности решения задачи, то она следует из принципа максимума.
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Аннотация. В статье рассматривается оператор типа свертки, представленный обобщенным потенциалом Бесселя.
Изучается действие обобщенного потенциала Бесселя в специальном лебеговом классе функций со степенным весом.
Доказана теорема об ограниченности обобщенного потенциала Бесселя в весовом классе Лебега. Также показано, что
обобщенный потенциал Бесселя в весовом лебеговом классе функций является оператором слабого типа в смысле
нормы, построенной при помощи весовой функции распределения. Эти результаты являются распространением
теории Харди – Литтлвуда – Соболева о дробном интегрировании на случай обобщенного потенциала Бесселя.
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1. Введение. Дробные степени многомерных дифференциальных операторов находят широкое
применение при решении аналитических задач в евклидовых пространствах, неоднородных уравнениях
и приисследовании граничных значенийфункцийиз различныхфункциональныхпространств. Дробные
отрицательные степени многомерных дифференциальных операторов называются потенциалами. Они
принимают существенное участие и в ряде вероятностных задач, в частности в марковских процессах.

Наиболее изученной является дробная степень оператора Лапласа (−Δ)− 𝛼
2 , 𝛼 > 0, называемая потен-

циалом Рисса (см. [20]). Однако, операторы (−Δ)− 𝛼
2 демонстрируют рост своего ядра на бесконечности

при значениях 𝛼 , больших размерности пространства. Поэтому в теориях, где важно поведение опера-
тора на бесконечности, предпочтение отдается дробным степеням оператора (𝐼 − Δ)− 𝛼

2 , 𝛼 > 0, где 𝐼 —
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тождественный оператор. Операторы (𝐼 − Δ)− 𝛼
2 , 𝛼 > 0 называются потенциалами Бесселя. Потенциалы

Бесселя благодаря своим хорошим аналитическим свойствам оказываются более удобными, а значит, и
предпочтительными при построении классов дробной гладкости, кроме того, они принимают существен-
ное участие и в ряде вероятностных задач, в частности в марковских процессах. Подробное изложение
теории потенциала Бесселя в конечномерных пространствах содержится в [12]. Для аналитических целей
они введены и изучены в [21].

В этой статье изучается обобщение оператора (𝐼−Δ)− 𝛼
2 ,𝛼 > 0на случай, когда вместоΔ рассматривается

оператор Лапласа – Бесселя Δ𝛾 =
𝑛∑

𝑘=1

(
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

+ 𝛾

𝑥𝑘

𝜕
𝜕𝑥𝑘

)
, 𝛾𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Оператор (𝐼 − Δ𝛾 )−

𝛼
2 , 𝛼 > 0 носит

название «обобщенный потенциал Бесселя» [13, 2, 3]. Наша задача в этой статье – описать действие
оператора (𝐼 − Δ𝛾 )−

𝛼
2 , 𝛼 > 0 в специальном лебеговом классе функций со степенным весом, докажем его

ограниченность в таком классе функций и покажем, что он является оператором слабого типа в смысле
нормы, построенной при помощи весовой функции распределения.

2. Обобщенный потенциал Бесселя. Рассмотрим многомерное преобразование Ханкеля функции
𝑓 вида

F𝛾 [𝑓 ] (𝜉) = F𝛾 [𝑓 (𝑥)] (𝜉) = 𝑓 (𝜉) =
∫
R𝑛+

𝑓 (𝑥) j𝛾 (𝑥, 𝜉)𝑥𝛾𝑑𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

𝑥
𝛾𝑖
𝑖
,

где 𝛾=(𝛾1, ..., 𝛾𝑛) – мультииндекс, составленный из положительных фиксированных вещественных чисел
𝛾𝑖 ≥ 0, 𝑖=1, ..., 𝑛, R𝑛+={𝑥=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑥1>0, . . . , 𝑥𝑛>0},

j𝛾 (𝑥, 𝜉) =
𝑛∏
𝑖=1

𝑗 𝛾𝑖 −1
2
(𝑥𝑖𝜉𝑖 ), j𝛾 (0, 𝜉) = 1,

а 𝑗𝜈 задается формулой (см. [4], стр. 10 и [5])

𝑗𝜈 (𝑥) =
2𝜈Γ(𝜈 + 1)

𝑥𝜈
𝐽𝜈 (𝑥), (1)

𝐽𝜈 — функция Бесселя первого рода. Функция 𝑗𝜈 называется нормированной функцией Бесселя первого
рода, поскольку 𝑗𝜈 (0) = 1.

Формула обращения F𝛾 имеет вид

F−1
𝛾 [𝑓 (𝜉)] (𝑥) = 𝑓 (𝑥) = 2𝑛−|𝛾 |

𝑛∏
𝑗=1

Γ2
(
𝛾 𝑗+1

2

) ∫
R𝑛+

j𝛾 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉)𝜉𝛾 𝑑𝜉,

где |𝛾 | = 𝛾1 + ... + 𝛾𝑛 .
В этой работе мы будем рассматривать дифференциальный сингулярный оператор Бесселя, обознача-

емый 𝐵𝛾 (см. [4], стр. 5):

(𝐵𝛾 )𝑡 =
𝜕2

𝜕𝑡2 + 𝛾
𝑡

𝜕

𝜕𝑡
=

1
𝑡𝛾

𝜕

𝜕𝑡
𝑡𝛾
𝜕

𝜕𝑡
, 𝑡 > 0, 𝛾 ∈ R. (2)

Пусть

Δ𝛾 = (△𝛾 )𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐵𝛾𝑘 )𝑥𝑘 , (3)

а 𝑓 = 𝑓 (𝑥) — достаточно гладкая функция, достаточно быстро убывающая на бесконечности и такая,
что все существующие производные от нее нечетного порядка обращаются в нуль при 𝑥 = 0, тогда
преобразование Ханкеля от примененного к ней оператора −Δ𝛾 есть [11]

F𝛾 [−Δ𝛾 𝑓 ] (𝜉) = |𝜉 |2F𝛾 [𝑓 ] (𝜉).

Таким образом, чтобы определить (хотя бы формально) дробную степень оператора −Δ𝛾 , нужно записать
равенство

(−Δ𝛾 )
𝛼
2 𝑓 = F−1

𝛾 ( |𝜉 |𝛼F𝛾 [𝑓 ] (𝜉)).
Особое значение имеют отрицательные степени 𝛼 в диапазоне −(𝑛 + |𝛾 |) < 𝛼 < 0. Отрицательная степень
оператора −Δ𝛾 вида (−Δ𝛾 )−

𝛼
2 , 𝛼 > 0 называется В-потенциалом Рисса. Такой потенциал имеет ядро вида

|𝑥 |𝛼−𝑛−𝛾 | . В-потенциал Рисса изучен Л. Н. Ляховым [6, 7, 8], В. С. Гулиевым и др. в [17, 18].
Пусть |𝛾 | = 𝛾1 + ... +𝛾𝑛 . Ядро |𝑥 |𝛼−𝑛−𝛾 | при 𝛼 > 𝑛 + |𝛾 | растет на бесконечности. Можно скорректировать

В-потенциалы Рисса таким образом, чтобы сохранить их поведение вблизи нуля, но добавить экспонен-
циальное затухание на бесконечности. Простейший способ добиться этого заключается в том, чтобы
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заменить оператор −Δ𝛾 на оператор 𝐼 − Δ𝛾 , где 𝐼 — тождественный оператор, и рассмотреть дробную
степень оператора (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2, 𝛼 > 0. При помощи преобразования Ханкеля дробная степень (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2

сводится к умножению на степень (1 + |𝜉 |2)−𝛼/2. А именно, дробную степень (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2 можно записать
в виде:

(𝐼 − Δ𝛾 )−
𝛼
2 𝑓 = F−1

𝛾 ((1 + |𝜉 |2)− 𝛼
2 F𝛾 [𝑓 ] (𝜉)).

Кроме того, дробная степень (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2 может быть записана как обобщенная свертка прообраза
преобразования Ханкеля функции (1+|𝑥 |2)−𝛼/2 и некоторой функции.

Обобщенная свертка, подходящая для работы с оператором и Δ𝛾 имеет вид

(𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 (𝑥) = (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 =

∫
R𝑛+

𝑓 (𝑦) (𝛾T𝑦
𝑥𝑔) (𝑥)𝑦𝛾 𝑑𝑦, (4)

где 𝛾T𝑦
𝑥 — многомерный обобщенный сдвиг вида

(𝛾T𝑦
𝑥 𝑓 ) (𝑥) = 𝛾T𝑦

𝑥 𝑓 (𝑥) = ( 𝛾1𝑇
𝑦1
𝑥1 . . .

𝛾𝑛𝑇
𝑦𝑛
𝑥𝑛 𝑓 ) (𝑥), (5)

где 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 – одномерный обобщенный сдвиг – для 𝑖=1, . . ., 𝑛 действует по формуле (см. [5])

( 𝛾𝑖𝑇 𝑦𝑖
𝑥𝑖 𝑓 ) (𝑥)=

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
√
𝜋Γ

(𝛾𝑖
2
)

×
𝜋∫

0

𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1,

√︃
𝑥2
𝑖
+ 𝑦2

𝑖
− 2𝑥𝑖𝑦𝑖 cos𝜑𝑖 , 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) sin𝛾𝑖−1 𝜑𝑖 𝑑𝜑𝑖 , 𝛾𝑖 > 0.

Для 𝛾𝑖 = 0 обобщенный сдвиг 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 имеет вид

0𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 =

𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑓 (𝑥 − 𝑦)
2

.

Пусть функция𝐾𝛼 (𝑥) — это модифицированная функция Бесселя второго рода (см. [16, 22]). Используя
(4), определим (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2 при 𝛼 > 0 соотношением

(G𝛼
𝛾𝜑) (𝑥) = (𝐺𝛾

𝛼 (𝑥) ∗ 𝜑 (𝑥))𝛾 =

∫
R𝑛+

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑦) ( 𝛾T

𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦, (6)

где

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑥) =

2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

|𝑥 |
𝑛+|𝛾 |−𝛼

2 Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |) (7)

есть обобщенное ядро типа Бесселя. Оператор (6) будем называть обобщенным потенциалом Бесселя. Его
также можем записать

(G𝛼
𝛾𝜑) (𝑥) =

2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∫
R𝑛+

|𝑦 |
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑦 |) ( 𝛾T𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦. (8)

Обращение оператора (8) построено в [13]. Представление интеграла (8) в простом виде при помощи
ядра Гаусса – Вейерштрасса было получено в [2]. Нормы на основе весовых интегралов Дирихле в
пространстве обобщенных бесселевых потенциалов были введены в работе [3]. Свойства (8) и его прило-
жение к решению уравнения Пуассона были рассмотрены в [15]. Пространство обобщенных потенциалов
Бесселя B𝛼

𝛾 с использованием подхода Стейна – Лизоркина было сконструировано Л. Н. Ляховым и
М. В. Половинкиной с использованием преобразования Ханкеля в [10]. В [10] введенные ранее Л. Н.
Ляховым в [6, 7] B-гиперсингулярные интегралы и B-потенциалы Рисса были применены для построения
нормы в B𝛼

𝛾 .
3. Теорема об ограниченности обобщенного потенциала Бесселя в весовом лебеговом классе

функций.
Пусть 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+) = 𝐿

𝛾
𝑝 , 1≤𝑝<∞ — пространство всех измеримых на R𝑛+ функций, четных по каждой из

переменных 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛, таких, что∫
R𝑛+

|𝑓 (𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑥 < ∞, 𝑥𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

𝑥
𝛾𝑖
𝑖
.
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Норма в 𝐿𝛾𝑝 функции 𝑓 для вещественных чисел 𝑝 ≥ 1 определяется равенством

| |𝑓 | |𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+ ) = | |𝑓 | |𝑝,𝛾 =

( ∫
R𝑛+

|𝑓 (𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑥
)1/𝑝

.

Известно (см. [4]), что 𝐿𝛾𝑝 — банахово пространство.
Для обобщенной свертки (4) известно неравенство Юнга. Пусть 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ [1,∞] и

1
𝑝
+ 1
𝑞
= 1 + 1

𝑟
. (9)

Обобщенная свертка (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 ограничена почти всюду при 𝑓 ∈ 𝐿
𝛾
𝑝 , 𝑔 ∈ 𝐿

𝛾
𝑞 . Кроме того, справедливо

неравенство (неравенство Юнга)
| | (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 | |𝑟,𝛾 ≤ ||𝑓 | |𝑝,𝛾 | |𝑔| |𝑞,𝛾 . (10)

Если 1
𝑝
+ 1

𝑞
= 1, то

| | (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 | |∞,𝛾 ≤ ||𝑓 | |𝑝,𝛾 | | |𝑔| |𝑞,𝛾 . (11)

Пусть Ω+ ⊂ R𝑛+ — указанная выше частично замкнутая область и пусть mes𝛾 (Ω+) — весовая мера
множества Ω+ вида

mes𝛾 (Ω) =
∫
Ω

𝑥𝛾𝑑𝑥 .

Для любой измеримой функции 𝑓 (𝑥), определенной на R+𝑛, введем обозначение

𝜇𝛾 (𝑓 , 𝑡) = mes𝛾 {𝑥 ∈ R+𝑛 : |𝑓 (𝑥) | > 𝑡} =
∫

{𝑥 : | 𝑓 (𝑥 ) |>𝑡 }+

𝑥𝛾𝑑𝑥 .

Функцию 𝜇𝛾 = 𝜇𝛾 (𝑓 , 𝑡) будем называть весовой функцией распределения |𝑓 (𝑥) | (см. [9], с. 51). Очевидно,
что это убывающая функция.

Пусть 𝜑 ∈ 𝐿𝛾1 (R𝑛+). Весовая функция распределения

𝜇𝛾 (G𝛼
𝛾𝜑, 𝑡) = mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (G𝛼

𝛾𝜑) (𝑥) | > 𝑡}

характеризует поведение обобщенного потенциала Бесселя.
Обозначим через 𝑠𝐿𝛾𝑝 (R+𝑛) = 𝑠𝐿

𝛾
𝑝 совокупность всех функций, четных по каждой из переменных

𝑥1, ..., 𝑥𝑛 , для которых конечна норма

| |𝑓 | |𝑆𝐿𝛾𝑝 (R+𝑛 ) = sup
0<𝑡<∞

𝑡 (𝜇𝛾 (𝑓 , 𝑡))1/𝑝 , 1 ≤ 𝑝 < ∞.

Оператор𝐴, действующий из одного функционального пространства в другое, называется квазилиней-
ным (см. [1], стр. 41), если область его определения вместе с каждыми двумя функциями 𝑓1, 𝑓2 содержит и
их сумму 𝑓1 + 𝑓2 и выполнено неравенство

|𝐴(𝑓1 + 𝑓2) | ≤ 𝜅 ( |𝐴𝑓1 | + |𝐴𝑓2 |),

где 𝜅 — постоянная, не зависящая от 𝑓1 и 𝑓2. Если 𝜅 = 1, то оператор 𝐴 называется сублинейным.
Квазилинейный оператор 𝐴 имеет сильный тип (𝑝, 𝑞)𝛾 , если он определен на 𝐿𝛾𝑝 (R+𝑛), имеет значения

из 𝐿𝛾𝑞 (R𝑛+) и выполняется неравенство

| |𝐴𝑓 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐾 | |𝑓 | |𝑝,𝛾 , ∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (12)

с постоянной 𝐾 , не зависящей от 𝑓 .
Если вместо (12) выполняется более слабое неравенство

| |𝐴𝑓 | |𝑆𝐿𝛾𝑞 (R𝑛+ ) ≤ 𝐾 | |𝑓 | |𝑝,𝛾 , ∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+),

то оператор 𝐴 будем называть оператором слабого типа (𝑝, 𝑞)𝛾 . Наименьшее значение из множества
таких 𝐾 назовем слабой (𝑝, 𝑞)𝛾 -нормой оператора 𝐴.

Теорема 2.1.

(1) Для всех 𝛼 > 0 оператор G𝛼
𝛾 отображает 𝐿

𝛾
𝑝 (R𝑛+) в себя с нормой | | · | |1,𝛾 .
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(2) Для всякой функции 𝜑 ∈ 𝐿
𝛾
𝑝 (R𝑛+), 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, где 1

𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 | существует
константа 𝐶 = 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼, 𝑝) < ∞, такая, что

| |G𝛼
𝛾𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐶 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 .

(3) Если 𝜑 ∈ 𝐿𝛾1 (R𝑛+), то

𝜇𝛾 (G𝛼
𝛾𝜑, 𝛽) ≤ 𝐴𝑛,𝛾,𝛼

( | |𝜑 | |1,𝛾
𝛽

)𝑞
, (13)

для всех 𝛽 > 0. Другими словами, отображение 𝜑 → G𝛼
𝛾𝜑 имеет слабый (1, 𝑞)𝛾 тип при 1

𝑞
= 1 − 𝛼

𝑛+|𝛾 | .

Доказательство.

(1) Применяя неравенство (10), получим

| |G𝛼
𝛾𝜑 | |𝑟,𝛾 = | | (𝐺𝛾

𝛼 (𝑥) ∗ 𝜑 (𝑥))𝛾 | |𝑟,𝛾 ≤ ||𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 · | |𝜑 (𝑥) | |𝑟,𝛾 . (14)

Имеем

| |𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 =

∫
R𝑛+

|𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) |𝑥𝛾𝑑𝑥 =

2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∫
R𝑛+

|𝑥 |
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |)𝑥𝛾𝑑𝑥 = {𝑥 = 𝑟𝜃 } =

=
2

𝑛−|𝛾 |−𝛼
2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∞∫
0

𝑟
𝛼+𝑛+|𝛾 |

2 −1 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

(𝑟 )𝑑𝑟
∫

𝑆+1 (𝑛)

𝜃𝛾𝑑𝑆.

Справедлива следующая формула (см. [11], формула 2.174)

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾 =

∫
𝑆+1 (𝑛)

𝑥𝛾𝑑𝑆 =

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) , (15)

следовательно,

| |𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) 2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∞∫
0

𝑟
𝛼+𝑛+|𝛾 |

2 −1 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

(𝑟 )𝑑𝑟 .

Применяя формулу 2.16.2.2 из [19], получим

| |𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 =

22− 𝑛+|𝛾 |+𝛼
2

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

)
Γ

(
𝛼
2
) ∞∫

0

𝑟
𝛼+𝑛+|𝛾 |

2 −1 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

(𝑟 )𝑑𝑟 = 1.

Тогда из последнего равенства и (14) получаем утверждение (1).

(2) Пусть 𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+), 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, где 1
𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |. В частном случае 0 < 𝛼 <
𝑛+|𝛾 |
𝑝

≤
𝑛 + |𝛾 | из (7), из поведения модифицированной функции Бесселя второго рода при малых значениях

аргумента 0 < |𝑥 | ≪
√︃

𝑛+|𝛾 |−𝛼
2 + 1 вида (см. [22])

𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |) ∼



Γ
(
𝑛+|𝛾 |−𝛼

2

)
21− 𝑛+|𝛾 |−𝛼

2
|𝑥 |

𝛼−𝑛−|𝛾 |
2 , при 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |;

− ln
(
|𝑥 |
2

)
− 𝜗, при 𝛼 = 𝑛 + |𝛾 |;

Γ
(
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2

)
21− 𝛼−𝑛−|𝛾 |

2
|𝑥 |

𝑛+|𝛾 |−𝛼
2 , при 𝑛 + |𝛾 | < 𝛼

и из поведения модифицированной функции Бесселя второго рода при больших значениях
аргумента |𝑥 | → +∞ вида (см. [22])

𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |) ∼
√︂

𝜋

2|𝑥 | 𝑒
−|𝑥 | ,
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получим, что ядро 𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) оператора G𝛼

𝛾 удовлетворяет условию

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑥) ∼ 𝐶1

{
|𝑥 |𝛼−𝑛−|𝛾 | , при |𝑥 | ≤ 2;
𝑒−

|𝑥 |
2 , при |𝑥 | ≥ 2.

Тогда запишем

(G𝛼
𝛾𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤2}

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑦) ( 𝛾T

𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦 +

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 |>2}

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑦) ( 𝛾T

𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦 ≤

≤ 𝐶1
©­­«

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤2}

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | | 𝛾T𝑦
𝑥𝜑 (𝑥) |𝑦𝛾𝑑𝑦 +

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 |>2}

𝑒−
|𝑦 |
2 | 𝛾T𝑦

𝑥𝜑 (𝑥) |𝑦𝛾𝑑𝑦
ª®®¬ ≤

≤ 𝐶1
©­­«| (𝑈 𝛼

𝛾 𝜑) (𝑥) | +
∫
R𝑛+

𝑒−
|𝑦 |
2 | 𝛾T𝑦

𝑥𝜑 (𝑥) |𝑦𝛾𝑑𝑦
ª®®¬ , (16)

где (𝑈 𝛼
𝛾 𝜑) (𝑥) — В-потенциал Рисса, для которого справедливо утверждение из [6]. А именно, при

0<𝛼<𝑛+|𝛾 |
𝑝

и𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 имеем | |𝑈 𝛼
𝛾 𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ ||𝜑 | |𝑝,𝛾 , где 1

𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | . Для второго интеграла по неравенству
(10) и в силу неравенства для обобщенного сдвига из [5], получим








∫
R𝑛+

𝑒−
|𝑦 |
2 | ( 𝛾T𝑦

𝑥𝜑 (𝑥)) |𝑦𝛾𝑑𝑦









𝑞,𝛾

≤ || 𝛾T𝑦
𝑥𝜑 (𝑥) | |𝑝,𝛾 | |𝑒−

|𝑥 |
2 | | 𝑛+|𝛾 |

𝑛+|𝛾 |−𝛼 ,𝛾
≤ 𝐶2 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 .

Таким образом,
| |G𝛼

𝛾𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐶 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 .

(3) Возьмем 0 < 𝛿 < 1. Рассмотрим операторы

(U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦,

(U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 |>𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦.

Тогда для В-потенциала Рисса справедливо

(𝑈 𝛼
𝛾 𝜑) (𝑥) =

∫
R𝑛+

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦 = (U𝛼

+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) + (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥). (17)

Получим оценку для
sup

0<𝛽<∞
𝛽 (𝜇𝛾 ((𝑈 𝛼

𝛾 𝜑) (𝑥), 𝛽))1/𝑞 =

= sup
0<𝛽<∞

𝛽

(
mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (𝑈 𝛼

𝛾 𝜑) (𝑥) | > 𝛽}
)
.

Учитывая (17), достаточно оценить

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽},

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽}

и применить неравенство

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐴 + 𝐵 | > 𝛽} ≤ mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐴| > 𝛽} +mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐵 | > 𝛽}.

Для оценки обобщенной свертки будем использовать неравенство Юнга (10).
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В интеграле (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) перейдем к координатам

𝑦1 = 𝑦1 cos𝜑1, 𝑦2 = 𝑦1 sin𝜑1,

𝑦3 = 𝑦2 cos𝜑2, 𝑦4 = 𝑦2 sin𝜑2, . . . , (18)
𝑦2𝑛−1 = 𝑦𝑛 cos𝜑𝑛, 𝑦2𝑛 = 𝑦𝑛 sin𝜑𝑛,

получим

(U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦 =

=

∫
{𝑦∈R2𝑛

+ , |𝑦 | ≤𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | 𝜑
(√︃

(𝑥1 − 𝑦1)2 + 𝑦2
2, ...,

√︃
(𝑥𝑛 − 𝑦2𝑛−1)2 + 𝑦2

2𝑛

) 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦.

Произведем замену 𝑥1 − 𝑦1 = 𝑧1,...,𝑥𝑛 − 𝑦2𝑛−1 = 𝑧𝑛 , будем иметь

(U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

=

∫
{𝑦2𝑖>0,

√
(𝑥1−𝑧1 )2+𝑦2

2+...+(𝑥1−𝑧1 )2+𝑦2
2𝑛≤𝛿 }

((𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2
2 + ... + (𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2

2𝑛)
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 ×

×𝜑
(√︃
𝑧2

1 + 𝑦2
2, ...,

√︃
𝑧2
𝑛 + 𝑦2

2𝑛

) 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦′′𝑑𝑧.

Пусть 𝐵+𝑛 (𝑥, 𝑟 ) = {𝑥 ∈ R𝑛+ :
√︃
(𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2

2 + ... + (𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2
2𝑛 ≤ 𝑟 }, 𝐸+𝑗 = 𝐵+𝑛

(
𝑥, 𝛿

2𝑗

)
\ 𝐵+𝑛

(
𝑥, 𝛿

2𝑗+1

)
,

𝑗 = 0, 1, 2, .... Тогда

| (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | =

�������
∞∑︁
𝑗=0

∫
𝐸+
𝑗

((𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2
2 + ... + (𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2

2𝑛)
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 ×

×𝜑
(√︃
𝑧2

1 + 𝑦2
2, ...,

√︃
𝑧2
𝑛 + 𝑦2

2𝑛

) 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦′′𝑑𝑧

����� ≤
≤

∞∑︁
𝑗=0

(
𝛿

2𝑗+1

)𝛼−𝑛−|𝛾 | ∫
𝐸+
𝑗

����𝜑 (√︃
𝑧2

1 + 𝑦2
2, ...,

√︃
𝑧2
𝑛 + 𝑦2

2𝑛

)���� 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦′′𝑑𝑧.

Возвращаясь к переменным 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 по формулам 𝑧1 = 𝑥1 − 𝑦1,...,𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑦2𝑛−1 и (18), получим

| (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤

∞∑︁
𝑗=0

(
𝛿

2𝑗+1

)𝛼−𝑛−|𝛾 | ∫
𝐵+
𝑛

(
0, 𝛿

2𝑗

) | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) |𝑦𝛾𝑑𝑦 ≤

≤ |𝐵+1 (𝑛) |𝛿𝛼2𝑛+|𝛾 |−𝛼M𝛾𝜑) (𝑥)
∞∑︁
𝑗=0

2−𝛼 𝑗 =
𝛿𝛼2𝑛+|𝛾 |

|2𝛼 − 1| |𝐵
+
1 (𝑛) | (M𝛾𝜑) (𝑥) = 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)𝛿𝛼 (M𝛾𝜑) (𝑥),

где (см. [11])

|𝐵+1 (𝑛) | =
∫

𝐵+
1 (𝑛)

𝑥𝛾𝑑𝑥 =

Γ
(
𝛾1+1

2

)
...Γ

(
𝛾𝑛+1

2

)
2𝑛Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2 + 1
) ,

𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼) = 2𝑛+|𝛾 |
|2𝛼−1 | |𝐵

+
1 (𝑛) |, а (M𝛾𝜑) (𝑥) — весовая максимальная функция (см. [14]).

Применяя неравенство Гельдера, получим

| (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤ 𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 𝑝)𝛿𝛼−

𝑛+|𝛾 |
𝑝 · | |𝜑 | |𝑝,𝛾 ,

где 1
𝑝
> 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 𝑝) — некоторая постоянная. При 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 | можем записать, что

| (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤ 𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 1)𝛿𝛼−𝑛−|𝛾 | · | |𝜑 | |1,𝛾 .
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Возьмем 𝛿 =

(
𝐻 (𝑛,𝛾,𝛼,1) | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

) 1
𝑛+|𝛾 |−𝛼 , тогда | (U𝛼

−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤ 𝛽 и

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽} = 0.

Следовательно,

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (𝑈 𝛼
𝛾 𝜑) (𝑥) | > 𝛽} ≤ mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼

+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽} ≤

≤ mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)𝛿𝛼 (M𝛾𝜑) (𝑥) | > 𝛽} ≤ 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)
𝛽

𝛿𝛼 | |𝜑 | |1,𝛾 =

=
𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)

𝛽

(
𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 1) | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

) 𝛼
𝑛+|𝛾 |−𝛼

| |𝜑 | |1,𝛾 = C
( | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

) 𝑛+|𝛾 |
𝑛+|𝛾 |−𝛼

= C
( | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

)𝑞
.

Здесь C𝑛,𝛾,𝛼 = 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼) ·𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 1)
𝛼

𝑛+|𝛾 |−𝛼 . Отсюда следует, что отображение 𝜑 → 𝑈 𝛼
𝛾 𝜑 имеет слабый (1, 𝑞)𝛾

тип при 1
𝑞
= 1 − 𝛼

𝑛+|𝛾 | . Из этого и из (16) получаем (13). Доказательство закончено.

4. Заключение. В данной работе мы изучили действие обобщенного потенциала Бесселя G𝛼
𝛾 в

классе 𝐿𝛾𝑝 . Наши результаты включают утверждение о том, что для всех 𝛼 > 0 обобщенный потенциал
Бесселя G𝛼

𝛾 отображает 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+) в себя с нормой | | · | |1,𝛾 и справедлива оценка | |G𝛼
𝛾𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐶 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 , где

1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1
𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |. Кроме того показано, что если 𝜑 ∈ 𝐿𝛾1 (R𝑛+), то отображение
𝜑 → G𝛼

𝛾𝜑 имеет слабый (1, 𝑞)𝛾 тип при 1
𝑞
= 1 − 𝛼

𝑛+|𝛾 | . Эти результаты являются распространением теории
Харди – Литтлвуда – Соболева о дробном интегрировании на случай обобщенного потенциала Бесселя.
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Аннотация. Движение быстрой заряженной частицы в кристалле под малым углом к одной из плотно упакованных
атомами кристаллографических осей с хорошей точностью описывается как движение в непрерывных потенциалах
параллельных атомных цепочек, при котором сохраняется параллельная оси цепочки компонента импульса частицы.
При этом финитное движение частицы в поперечной плоскости называется аксиальным каналированием. Известно,
что такое движение может быть как регулярным (устойчивым), так и хаотическим (неустойчивым), в зависимости
от наличия либо отсутствия второго (наряду с энергией поперечного движения) интеграла движения. В поле
уединенной цепочки таким интегралом движения является проекция момента импульса частицы на ось цепочки.
В отсутствие аксиальной симметрии потенциала наличие либо отсутствие второго интеграла движения можно
определить методом сечений Пуанкаре. В статье исследуется характер движения позитрона, движущегося в режиме
аксиального каналирования в направлении [111] кристалла кремния.
Ключевые слова: каналирование, быстрые частицы, высокие энергии, хаос, регулярная динамика, сечение Пуанкаре,
кремний
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Abstract. The fast charged particle’s motion in the crystal under small angle to one of the crystallographic axes densely packed
with atoms can be described with high accuracy as the motion in the uniform potentials of the parallel atomic strings that
conserves the particle’s momentum component parallel to the string axis. The finite motion in the transverse plane in this case
is called as the axial channeling. This motion can be both regular (stable) and chaotic (unstable), depending on the presence or
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absence of the second (in addition to the transverse motion energy) integral of motion. The motion in the axially symmetrical
field of the single atomic string conserves the particle’s angular momentum projection on the string axis, so the problem has
two integrals of motion and hence the particle’s motion is regular, periodic or quasiperiodic. The presence or absence of the
seconf integral of motion in the absence of the potential’s axial symmetry can be found using the Poincaré sections method.
This paper studies the character of motion of the positron channeling in the [111] direction of the Silicon crystal.
Keywords: Channeling, Fast Particles, High Energy, Chaosy, Regular Dynamics, Poincaré Section, Silicon
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near [111] direction of the Silicon crystal. Applied Mathematics & Physics, 55(1): 49–56. (in Russian)
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1. Введение. Быстрая заряженная частица, движущаяся в кристалле вблизи одной из плотно упа-
кованных атомами кристаллографических осей или плоскостей, может захватываться в образованную
этими осями или плоскостями потенциальную яму, совершая финитное движение в плоскости, перпен-
дикулярной соответствующей оси (плоскости) и аномально глубоко проникая в кристалл. Такое явление
называется, соответственно, аксиальным или плоскостным каналированием. Оно было предсказано
на основе численного моделирования в [16]; последующие теоретические и экспериментальные иссле-
дования отражены в многочисленных монографиях и обзорах (см., например, [1, 2, 13, 22]). Движение
частицы в режиме аксиального каналирования с хорошей точностью может быть описано как вижение в
непрерывном потенциале атомной цепочки, то есть в потенциале, усредненном вдоль оси цепочки [6].
В таком потенциале сохраняется продольная компонента импульса частицы 𝑝 ∥ , и задача о движении
частицы сводится к двумерной задаче о движении в поперечной плоскости. Характер динамики (регу-
лярная либо хаотическая) в этом случае особенно удобно и наглядно исследовать с помощью метода
сечений Пуанкаре. Знание характера движения каналированной частицы (регулярное либо хаотическое)
важно во многих задачах при выборе приближенных аналитических методов их решения, в частности,
при исследовании испускаемого такой частицей излучения [1] и управления пучками частиц с помощью
прямых и изогнутых кристаллов [2].

2. Каналирование положительно заряженных частиц в направлении ⟨111⟩ кристалла кремния.
Классическое уравнение движения релятивистской частицы можно преобразовать к виду [1, 5]

𝑑v
𝑑𝑡

=
𝑐2

𝐸

(
F − 1

𝑐2 v(v · F)
)
, (1)

где 𝐸 = 𝑚𝑐2/
√︁

1 − 𝑣2/𝑐2 — энергия релятивистской частицы, F — сумма действующих на частицу сил;
в дальнейшем мы будм пренебрегать излучением заряженной частицей электромагнитных волн и
связанной с этим силой лучистого трения.

При движении частицы под малым углом 𝜓 ≪ 1 к оси атомной цепочки (так что |v⊥ | ≪ 𝑣 ∥ ≈ 𝑐) и
сохранении продольной оси цепочки компоненты импульса в непрерывном потенциале цепочки 𝑈𝑠

уравнение движения в поперечной плоскости с хорошей точностью можно записать в виде

𝑑v⊥
𝑑𝑡

≈ 𝑐2

𝐸 ∥
F = − 𝑐

2

𝐸 ∥
∇𝑈𝑠 . (2)

Мы видим, что это уравнение аналогично двумерному уравнению движения нерелятивистской частицы
с точностью до замены

𝑚 →
𝐸 ∥
𝑐2 , (3)

где 𝐸 ∥ =
√︃
𝑚2𝑐4 + 𝑝2

∥𝑐
2 = const ≈ 𝐸.

Отсюда сразу видно, что при движении частицы в непрерывном потенциале цепочки будет сохра-
няться величина

𝐸⊥ =
𝐸 ∥
𝑐2

𝑣2
⊥ (0)
2

+𝑈𝑠 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ) (4)

(где 𝑣⊥ (0) = 𝑣𝜓 — поперечная частицы электрона на входе в кристалл, 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 — координаты точки входа в
кристалл), которую называют энергией поперечного движения [1, 2, 22, 8].

Непрерывный потенциал уединенной атомной цепочки может быть описан простой модификацией
потенциала Линдхарда [1]

𝑈 (1) (𝑥,𝑦) = 𝑈0 ln
[
1 + 𝛽𝑅2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝛼𝑅2

]
, (5)

где в случае цепочки ⟨111⟩ кристалла кремния𝑈0 = 58.8 эВ, 𝛼 = 0.37, 𝛽 = 2.0, 𝑅 = 0.194 Å (радиус Томаса–
Ферми). Такие цепочки образуют в поперечной им плоскости (111) гексагональную центрированную
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решетку. Для электронов потенциал (5) является притягивающим, поэтому каналирование электрона
будет происходить в потенциале одной цепочки, слабо возмущенной потенциалами шести ближайших
соседей, то есть поле будет обладать осью симметрии шестого порядка. Иная ситуация возникает
при движении в кристалле положительно заряженной частицы, например, позитрона или протона (в
дальнейшем, для определенности, мы будем говорить о позитроне). Для них потенциалы отдельных
цепочек будут отталкивающими, однако между тремя ближайшими соседними цепочками (чьи оси
расположены в вешинах равностороннего треуголькика со стороной 𝑎 = 𝑎𝑧/

√
6 ≈ 2.217 Å, где 𝑎𝑧 —

основной период кристалла кремния, то есть период цепочки ⟨100⟩) возникает небольшая потенциальная
ямка с осью симметрии третьего порядка, в которой возможно финитное в поперечной плоскости
движение частицы. Таким образом, потенциальная энергия позитрона в поле трех ближайших атомных
цепочек будет описываться формулой

𝑈
(+)
𝑠 (𝑥,𝑦) = 𝑈 (1) (𝑥,𝑦 − 𝑎/

√
3) +𝑈 (1) (𝑥 + 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2

√
3) +𝑈 (1) (𝑥 − 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2

√
3) − 7.8571 eV , (6)

где константа выбрана таким образом, чтобы потенциал в центре треугольника был равен нулю. Глубина
центральной ямки (или высота седловой точки потенциала) составляет приблизительно

𝑈0 = 0.3276 эВ. (7)

Интегрирование уравнения движения (2) с потенциалом (6) возможно только численно; нами
использован для этой цели так называемый алгоритм Верле в скоростной форме (velocity Verlet algorythm)
[3].

Рис. 1. Слева: проекция решетки кристалла типа алмаза на плоскость (111). В центре: Потенциал (6) и пример
инфинитной траектории, возникающей, когда энергия поперечного движения 𝐸⊥ немного превышает величину (7).

Справа: линии уровня потенциала (6); вблизи начала координат видна потенциальная ямка
Fig. 1. Left: Rojection of the dimond-like lattice on the (111) plane. Center: The potential (6) and the sample infinite trajectory
that arizes while the transverse motion energy 𝐸⊥ slightly exceeds the value (7). Right: equipotentials of (6); the small potential

pit is seen near the origin of coordinates

3. Регулярное и хаотическое движение каналированных позитронов. Движение частицы в
заданном внешнем поле может быть как регулярным, так и хаотическим [1, 7, 14]. Оказывается, что
характер динамики частицы тесно связан с интегрируемостью уравнения движения в квадратурах, а
последнее, в свою очередь, связано с количеством интегралов движения рассматриваемой системы.
Уравнение движенияинегрируемо, есличислоинтегралов движения совпадает с числом степеней свободы
системы. В частности, регулярным оказывается движение частицы в центральном поле. В этом случае,
помимо энергии, сохраняющейся величиной является момент импульса частицы относительно центра
поля. Таким образом, задача о движении в центральном поле оказывается двумерной задачей с двумя
интегралами движения. Как следствие, динамика частицы оказывается регулярной и, если говорить о
финитном движении, то оно будет периодическим (в исключительных случаях) или квазипериодическим,
когда траектория частицы не замыкается, а всюду плотно покрывает разрешенную для движения
область [4].

Аналогичным образом, регулярный характер будет носить движение частицы в непрерывном
потенциале уединенной атомной цепочки (5): движение в поперечной плоскости двумерно и обладает
двумя интегралами движения: энергией поперечного движения (4) и проекцией момента импульса
частицы на ось цепочки.

Иная ситуация имеет место в отсутствие аксиальной симметрии потенциала, например, в потенциале
(6), когда сохранение момента импульса не имеет места. В общем случае движение может носить как
регулярный, так и хаотический характер. Выяснить наличие либо отсутствие второго (наряду с энергией
поперечного движения) интеграла движения можно с помощью метода сечений Пуанкаре [1, 7, 14].
Напомним, в чем он состоит.
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Наличие одного интеграла движения — энергии поперечного движения — означает, что фазовая
траектория лежит на трёхмерной гиперповерхности

const = 𝐸⊥ = 𝐸⊥ (𝑥, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦) .

Рассмотрим точки пересечения траектории с осью 𝑦 (что соответствует точкам пересечения фазовой
траектории с плоскостью (𝑦, 𝑝𝑦)), то есть положим 𝑥 = 0. Тогда, если существует второй интеграл
движения

𝐽 = 𝐽 (𝑥, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦),

то, исключая 𝑝𝑥 из уравнений
𝐸⊥ = 𝐸⊥ (0, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦) ,

𝐽 = 𝐽 (0, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦) ,

получаем, что точки пересечения фазовой траектории с секущей плоскостью будут удовлетворять
уравнению

𝑦 = 𝑦 (𝑝𝑦 ;𝐸⊥, 𝐽 ) ,

представляющему собой уравнение некоторой кривой в плоскости (𝑦, 𝑝𝑦). Таким образом, если мы
численно интегрируем двумерное уравнение движения (2) при заданной энергии поперечного движения,
то, если точки пересечения фазовой траектории с плоскостью (𝑦, 𝑝𝑦) лежат на какой-то линии в этой
плоскости (как на рис. 2 (a, b, c)), то, значит, второй интеграл движения существует. В противном случае
все точки будут случайным образом лежать в некоторой области (рис. 2 (d)).

На рис. 2 (a, b, c) представлены типичные регулярные траектории финитного поперечного движения
позитрона в потенциале (6) и соответствующие им сечения Пуанкаре, а на рис. 2 (d) — хаотическая
траектория. Траектории найдены для позитрона с энергией 𝐸 ∥ = 1 ГэВ, причем энергия поперечного
движения выбрана равной 𝐸⊥ = 0.1839 эВ. Такой выбор 𝐸⊥ обусловлен тем обстоятельством, что это
энергия единственного связанного состояния поперечного движения позитрона с таким значением 𝐸 ∥ в
потенциальной яме (6), возникающим при квантовом описании такого движения. Мы видим, что при
данном значении энергии поперечного движения в фазовом пространстве каналирующего позитрона
сосуществуют области регулярного и хаотического движения, причем движение оказывается регулярным
для подавляющего большинства начальных условий.

Рис. 2. Примеры траекторий и соответствующие им сечения Пуанкаре для поперечного движения позитрона
в потенциале (6). 𝐸 ∥ = 1 ГэВ, 𝐸⊥ = 0.1839 эВ

Fig. 2. Sample trajectories of the positron’s motion in the potential (6) and the corresponding Poincaré sections. 𝐸 ∥ = 1 GeV,
𝐸⊥ = 0.1839 eV

С ростом величины 𝐸 ∥ количество уровней в потенциальной ямке будет возрастать, как это следует
из квазиклассических соображений в квантовой механике, причем в двумерном случае число уровней
в яме возрастает пропорционально первой степени 𝐸 ∥ (см., например, [1]). Поэтому более интересная
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ситуация возникает уже в случае каналирования позитрона с энергией 𝐸 ∥ = 1.5 ГэВ. В этом случае
решение уравнения Шрёдингера с потенциалом (6) предсказывает существование двух уровней энергии
финитного поперечного движения: 𝐸⊥ = 0.1503 эВ и 𝐸⊥ = 0.2928 эВ. Результаты построения сечений
Пуанкаре, представленные на рис. 3, показывают, что на нижнем уровне энергии классическая динамика
системы будет полностью регулярной, а на верхнем — хаотической для подавляющей части начальных
условий.

Рис. 3. Примеры траекторий и соответствующие им сечения Пуанкаре для поперечного движения позитрона
в потенциале (6). 𝐸 ∥ = 1.5 ГэВ, 𝐸⊥ = 0.1503 эВ (верхняя панель) и 𝐸⊥ = 0.2928 эВ

(нижняя панель)
Fig. 3. Sample trajectories of the positron’s motion in the potential (6) and the corresponding Poincaré sections. 𝐸 ∥ = 1.5 GeV,

𝐸⊥ = 0.1503 eV (upper panel) and 𝐸⊥ = 0.2928 eV (lower panel)

По мере дальнейшего увеличения 𝐸 ∥ уровни энергии будут все плотнее заполнять всю глубину
потенциальной ямы, и мы увидим как случаи полностью регулярного движения вблизи дна ямы, так и
случаи полного хаоса вблизи верха ямы и случаи сосуществования в фазовом пространстве значительных
областей регулярной и хаотической динамики.

4. Заключение. В статье в рамках классической механики исследована динамика положительно
заряженной частицы в потенциальной яме, образованной непрерывными потенциалами трех соседних
атомных цепочек ⟨111⟩ кристалла кремния. Потенциальная яма в этом случае обладает симметрией
равностороннего треугольника, подобно потенциалу Хенона – Хейлса [15], рассмотренного в одной из
пионерских работ, посвященных проблематике динамического хаоса. И хотя аналогия рассмотренного
здесь случая со случаем [15] отмечалась еще в обзоре [2], исследование устойчивости движения
положительно заряженной частицы в потенциальной ямке вблизи направления ⟨111⟩ кристалла типа
алмаза ранее проведено не было.
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Установлено, что вблизи дна потенциальной ямы движение частицы является полностью регулярным.
По мере увеличения энергии поперечного движения частицы в ее фазовом пространстве появляется
область хаотической динамики. Вблизи верхнего края потенциальной ямы (точнее, вблизи седловой
точки потенциала (6)) динамика частицы постепенно становится полностью хаотической.

Эти результаты будут использованы в дальнейшем при исследовании квантового хаоса в данной
системе. Проблематика квантового хаоса (см., например, [7, 14]) означает поиск отличий в поведении
квантовых систем, чей классический аналог обладает хаотической динамикой, от поведения систем,
чей классический аналог обладает регулярной динамикой. Проявления квантового хаоса в аксиальном
каналировании электронов в кристалле кремния в направлении ⟨110⟩ исследовались ранее в работах [10,
12, 17, 18], при каналировании электронов внаправлении ⟨100⟩ — в работах [9, 19, 20], при каналировании
позитронов в направлении ⟨100⟩ — в работах [20, 11, 21].
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1. Introduction. The processes of heat and mass transfer in turbulent motion are interconnected. At the
same time, the main transfer equations have an identical basis since the differential equations, which are used to
describe these phenomena, relate to the general diffusion equation [7, 8].

At present, the processes of heat and mass transfer and hydrodynamics are rather fully studied in turbulent
motion of the medium in smooth and rough channels. Turbulent flow characteristics were investigated by
Reynolds, Prandtl, Launder, Ryhardtom, Deysler, Kolmogorov, Spalding, Kutateladze and many other authors
[9, 13, 18, 22, 24, 25, 27]. Analytical methods of solving of heat and mass transfer problems are quite diverse
[7, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 17, 25]. However, they relate to the narrow class of simple tasks.

Recently, much attention in the problem of turbulent heat and mass transfer in the channels has been paid to
researching the transfer phenomena and improvingmodels of turbulence in the boundary layer [11, 12, 19, 23, 25, 26],
as well as to the numerical solving the boundary problems of convective heat and mass transfer [4, 5, 25, 26]. The
absence of widely accepted models in many cases and the application of many different models of turbulence
require effective methods of analytical solving the boundary problems, when the functions characterizing turbulent
transfer are defined in general form.

In turn, modern numerical methods allow to solve many boundary value problems of heat and mass transfer.
But at the same time, there is a certain loss of presentation and universality of solutions is observed. Also, there
is a very important requirement for the researcher to have sufficient experience and practice with complicated
numerical models.

For this reason, the specialists are interested in use of approximate analytical methods of solving convective
heat and mass transfer problems [2, 10, 21, 25]. These methods have a number of advantages, because they allow
to effectively construct the solutions of many boundary problems of heat and mass transfer. In this case, various
modifications of the approximate Galerkin method [2, 21] are fairly used. They allow to obtain solutions that are
presented in finite series using coordinate functions.

The disadvantages of this method are the significant increase of analytical and computational complexity with
an increase in number of terms of the series in the approximate solution and also the problem of choosing the
satisfactory coordinate functions. To our mind, there is insufficient attention has been paid to the approximate
analytical methods of solving the boundary problems of heat and mass transfer, which allow to present general
solutions in the form of infinite series, and to the methods of justification of coordinate functions, which
correspond to the particularity of the solved problem.

The purpose of this work is to present an analytical method for solving boundary value problems of heat and
mass transfer based on the Laplace transform and asymptotic decomposition of the images with the subsequent
constructing of the general approximate solution. This method allows to receive solutions of rather wide class of
heat and mass transfer problems in an approximate analytical form.

2. Approximate analytical method for solving boundary value problems of heat and mass transfer.
Approximate analytical method for solving boundary value problems of heat and mass transfer. The boundary
value problem of a stationary convective heat and mass transfer at the motion of various particles in the channels
of any geometrical form leads to the integration of differential equation, which can be presented in the form:

𝑊 (𝑀) 𝜕𝜃
𝜕𝑧

= 𝑎 𝑑𝑖𝑣 [𝑓 (𝑀) 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜃 (𝑀,𝑧)] +𝑉∗ (𝑀,𝑧), (1)

under boundary conditions
ℓ𝑠 [𝜃 (𝑀,𝑧)]𝑠 = 𝜑 (𝑀𝑠 , 𝑧), (2)

and initial conditions
[𝜃 (𝑀,𝑧)]𝑧=0 = 𝜑0 (𝑀), (3)

where 𝑠 is the contour of surface Ω; Ω is the surface of the cross-section removed by the distance 𝑧 from the
entrance of the channel;𝑀 = 𝑀 (𝑥,𝑦) is the current point of the surface Ω (𝑀 ∈ Ω);𝑀𝑠 is the point on the contour
𝑠 ; ℓ𝑠 is the linear differentiation operator defined on the contour 𝑠 ; ℓ𝑠 [𝜃 (𝑀,𝑧)]𝑠 = 𝛼𝜃 + 𝛽 𝜕𝜃

𝜕 ®𝑛 |𝑠 ; 𝜃 (𝑥,𝑦, 𝑧) is the heat
or mass transfer potential;𝑊 (𝑀), 𝑓 (𝑀) are the velocity of the motion of the medium and parameters of turbulent
transfer in the cross-section 𝑧 of the channel; 𝑎 is the coefficient of thermal diffusivity (diffusion) of the medium;
𝑉∗ (𝑀,𝑧) is the function describing sources or drains; 𝛼 , 𝛽 are the constants.

The condition (2) can be represented in the form of Dirichlet or Neumann boundary conditions. In the first
case, the zero-order differentiation operator has a form:

ℓ𝑠 [𝜃 ]𝑠 = [𝜃 (𝑀,𝑧)]𝑠 ,

In the second case, the differentiation operator of the fist order can be represented as: ℓ𝑠 [𝜃 ]𝑠 =
[
𝜆(𝑀) 𝜕𝜃

𝜕 ®𝑛
]
𝑠
, where

𝜆(𝑀) is the function characterizing heat or mass transfer on the channel wall; ®𝑛 is the external normal to a
contour 𝑠 .

After applying the Laplace transform on coordinate 𝑧 the boundary value problem (1) – (3) is reduced to:

𝐿[𝜃 (𝑀, 𝑝)] + 1
𝑎
𝑅(𝑀, 𝑝) = 0; (4)
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ℓ𝑠 [𝜃 (𝑀, 𝑝)]𝑠 = 𝜑 (𝑀𝑠 , 𝑝), (5)

where 𝜃 (𝑀, 𝑝) =
∫ ∞

0 𝜃 (𝑀,𝑧) exp(−𝑝𝑧)𝑑𝑧 is the Laplace transform of the function 𝜃 (𝑀,𝑧) on coordinate 𝑧; 𝑝
is the Laplace transform parameter; 𝐿[𝜃 (𝑀, 𝑝)] = 𝑑𝑖𝑣 [𝑓 (𝑀) 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜃 ] − 𝑝𝑊 (𝑀)𝜃 is the differentiation operator;
𝑉∗ (𝑀, 𝑝) =

∫ ∞
0 𝑉∗ (𝑀,𝑧) exp(−𝑝𝑧)𝑑𝑧;𝜑 (𝑀𝑠 , 𝑝) =

∫ ∞
0 𝜑 (𝑀𝑠 , 𝑧) exp(−𝑝𝑧)𝑑𝑧; 𝑅(𝑀, 𝑝) = 𝑉∗ (𝑀, 𝑝) +𝑊 (𝑀)𝜑0 (𝑀).

In most cases, it is rather difficult or simply impossible to obtain an exact solution of the problem (4)–(5).
Therefore, development of approximate analytical methods for solving such problems is of considerable interest.
The approximate method [21] is based on combined use of the Laplace transform and Ritz method or the orthogonal
Bubnov-Galerkin method. It has great opportunities for solving the number of transfer problems. This method
allows to reduce a study of heat and mass transfer problems to solving the algebraic systems and to receive
approximate analytical dependences. However, at constructing the solutions there is a problem to choose the
optimal system of coordinate functions on which the solution depends. In particular, at solving the boundary value
problems of convective heat and mass exchange in turbulent flows the correct accounting of the boundary layer
is of great importance. In this case, it is almost impossible to select the optimal system of coordinate functions
in advance. Additional difficulties, when using Ritz or Bubnov-Galerkin methods, are associated with the fact
that with an increase in number of coordinate functions up to three or more the volume of computational work
increases dramatically. Therefore, the method [21] did not gain wide distribution in solving the transfer problems
for turbulent flows.

We propose a new method of an approximate solution of boundary value problems. It is based on the
preliminary analysis of the solution in the Laplace transform domain and asymptotic decomposition of the
image for a great value of transform parameter [3, 14]. After transition to the original domain the distribution of
potentials for an initial stage of heat and mass transfer process is determined. For the preliminary analysis of the
solution in the Laplace transform domain the quasiclassical approximation is used [20, 16]. This method allows to
obtain the solutions of wide class of heat and mass transfer problems in an approximate analytical form.

Consider a technique of method’s application. Suppose that in the Laplace transform domain the approximate
solution of the problem (4)–(5) by means of a quasiclassical approximation method is obtained at 𝑝 → ∞. By
asymptotically expanding the obtained solution into rapidly converging series for the great values 𝑝 and the
subsequent transition to the original domain the distribution of potential for the initial stage of heat or mass
transfer process can be found by the Lykov method for small values 𝑧 [14].

If the asymptotic approximation Φ(𝑀, 𝑝) of the function 𝜃 (𝑀, 𝑝) at 𝑝 → ∞ and the corresponding original
Φ(𝑀,𝑧) of 𝜃 (𝑀,𝑧) at 𝑧 → 0 are found, then it is possible to compose the residual of the equation (1) in the original
domain.

There is a general solution of the mixed problem (1)–(2) for the equation of parabolic type, which, accoording
to [7], in some cases at 𝜑 = 0 and 𝑉∗ = 0 can be presented by Fourier expansion on eigenfunctions 𝜒𝑛 of operator
𝐿[𝜃 ] as:

𝜃 (𝑀,𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝜒𝑛 (𝑀) exp(−𝑝𝑛𝑧),

where 𝑝𝑛 are the eigenvalues; 𝐴𝑛 are the constants. These values can be determined from the condition of equality
of functions Φ(𝑀,𝑧) and 𝜃 (𝑀,𝑧) for 𝑧 = 0 and small values 𝑧:

𝜃 (𝑀,𝑧) |𝑧=0 = Φ(𝑀,𝑧) |𝑧=0 = 𝜑0 (𝑀); (6)

lim
𝑧→𝛿∗

[𝜃 (𝑀,𝑧) − Φ(𝑀,𝑧)] = 0, (7)

where 𝛿∗ is a value close to zero.
Let coordinate functions𝜓𝑛 (𝑀), which are approximated eigenfunctions 𝜒𝑛 (𝑀), be found and satisfy boundary

conditions (2). When applying one of residual’s minimization methods, one can obtain a system of the linear
algebraic equations for finding of the constants 𝐴𝑛 and a system of linear or nonlinear algebraic equations for
finding of the eigenvalues. The best approximation of the coordinate functions 𝜓𝑛 (𝑀) is determined from the
asymptotic solution Φ(𝑀,𝑧). Let us construct an approximate solution of the equation (1) in a form:

𝜃𝑛 (𝑀,𝑧) =
𝑁∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀) exp(−𝑝𝑛𝑧), (8)

and we will reduce the process of solving the boundary value problem (1)–(3) to aproximation of function Φ(𝑀,𝑧)
by the series (8) for small values 𝑧.

To determine the coefficients 𝐴𝑛 on the basis of equation (6), we construct the residual:

𝜀 (𝑀,𝐴𝑛) =
[
𝜑0 (𝑀) −

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀)
]2
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and select the coefficients𝐴𝑛 from the condition of minimum 𝜀 (𝑀,𝐴𝑛). Thus, we will receive the algebraic system
of equations on coefficients 𝐴𝑛 :

1
2
𝜕𝜀

𝜕𝐴1
=

∬
Ω

[
𝜑0 (𝑀) −

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀)
]
Ψ1 (𝑀)𝑑𝑤 = 0;

. . .

1
2
𝜕𝜀

𝜕𝐴𝑛

=

∬
Ω

[
𝜑0 (𝑀) −

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀)
]
Ψ𝑛 (𝑀)𝑑𝑤 = 0,

whence the coefficients 𝐴𝑛 are determined by known methods.
If Ψ𝑛 (𝑀) is taken to be an orthogonal system of coordinate functions in the domain Ω with respect to a weight

function 𝜌 (𝑀), then the coefficients 𝐴𝑛 are determined from the equations:

𝐴𝑛 =

∬
Ω
𝜌 (𝑀)𝜑0 (𝑀)Ψ𝑛 (𝑀)𝑑𝑤∬
Ω
𝜌 (𝑀)Ψ2

𝑛 (𝑀)𝑑𝑤
.

To determine the eigenvalues 𝑝𝑛 from the equation (7), we take the residual in a form:

𝜀 (𝑝𝑛, 𝑀, 𝑧) =
[
Φ(𝑀,𝑧) −

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀) exp(−𝑝𝑛𝑧)
]2

and choose the eigenvalues 𝑝𝑛 in such a way that the residual has its smallest value at 𝑧 → 0. By expanding
exponents into a series and limiting to two terms of a series, we obtain the algebraic system of equations:

1
2
𝜕𝜀

𝜕𝑝1
=

∫ 𝛿∗

0

∬
Ω

[
Φ(𝑀,𝑧) −

𝑁∑︁
𝑛=0

[𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀) −𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀)𝑝𝑛𝑧]
]
×𝐴1Ψ1 (𝑀)𝑧𝑑𝑤𝑑𝑧 = 0;

. . .

1
2
𝜕𝜀

𝜕𝑝𝑛
=

∫ 𝛿∗

0

∬
Ω

[
Φ(𝑀,𝑧) −

𝑁∑︁
𝑛=0

[𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀) −𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀)𝑝𝑛𝑧]
]
×𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀)𝑧𝑑𝑤𝑑𝑧 = 0;

If we take Ψ𝑛 (𝑀) as an orthogonal system of coordinate functions in a domain Ω with respect to a weight function
𝜌 (𝑀), then the eigenvalues 𝑝𝑛 are determined from the equations:

𝑝𝑛 =

∫ 𝛿∗
0

∬
Ω
[𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝑀) − Φ(𝑀,𝑧)] 𝜌 (𝑀)Ψ𝑛 (𝑀)𝑑𝑤𝑑𝑧∫ 𝛿∗

0

∬
Ω
𝐴𝑛𝜌 (𝑀)𝜑2

𝑛 (𝑀)𝑧𝑑𝑤𝑑𝑧
.

Thus, the search procedure for an approximate solution of the boundary value problem (1)—(3) consists of the
following stages:
1) using the Laplace transform, the initial convective heat and mass transfer problem is reduced to the boundary
value problem for the differential equation of the second order;
2) using the method of quasiclassical approximation, we determine the asymptotic solution Φ(𝑀, 𝑝) of the
differential equation in the Laplace transform domain for large values 𝑝;
3) by analyzing the image Φ(𝑀, 𝑝) for great values of parameter 𝑝 , we receive the original Φ(𝑀,𝑧) for small values
𝑧;
4) based on the form of the function Φ(𝑀,𝑧), the basic coordinate functions 𝜓𝑛 (𝑀) are determined. Thus, we
obtain an asymptotic approximation of the corresponding eigenfunc- tions 𝜒𝑛 (𝑀) in the space, in which the
approximate solution of the boundary value problem is found;
5) the approximate solution of the problem is complicated in the form (8);
6) approximation of the function Φ(𝑀,𝑧) by functions 𝜃𝑛 (𝑀,𝑧), using residual’s minimization in the domain Ω, is
found for small values 𝑧;
7) the system of algebraic equations for determining of the constants 𝐴𝑛 and the eigenvalues 𝑝𝑛 is being formed
and solved.

The proposed method of obtaining approximate solutions can be used to solve the problems of non-stationary
heat conductivity and diffusion, convective heat and mass exchange in pipes and channels under various boundary
conditions and also the problems of heat and mass transfer in various bodies at variable coefficients of heat
conductivity and diffusion. The method allows to receive approximate analytical solutions of boundary value
problems in a simple way that are currently being solved numerically. The received solutions satisfy the boundary
conditions and asymptotically coincide with the exact solution for an initial stage of heat and mass exchange. An
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advantage of the method is the possibility of determining the asymptotic approximations of coordinate functions
(basis) and constructing a residual for determining the constants and eigenvalues in the original domain. Apart
from that, we can obtain the approximate solution in the form of infinite series on the obtained approximations of
the basis. The disadvantage of this method is the possibility of an error in the approximation compared to the
exact solution for the last stages of the heat and mass exchange process (at great values 𝑧).

3. Scheme for receiving a quasiclassical approximation of solutions of internal convective heat
and mass transfer problems. Consider the internal problem of convective heat and mass transfer, when a
homogeneous liquid or gas enters a fairly long channel of rectangular or circular cross-section.

At the initial region of the channel (𝑧 ≤ 0) the steady flow is formed in such way that the velocity field at
the entrance of the liquid into the channel (𝑧 ≥ 0) becomes stationary. The boundary condition of heat and
mass exchange with the external environment on the wall of a pipe is specified. This condition is described by
homogeneous Dirichlet and Neumann boundary conditions. The internal problem of convective heat and mass
transfer is reduced to determining the tranfer potentials 𝜃 .

Distribution of potentials of heat and mass transfer for the steady liquid flow in the flat channel (𝑛 = 0) or
cylindrical channel (𝑛 = 1) satisfies the following equation:

𝑃𝑒 𝑤 (𝜉)𝜉𝑛 𝜕𝜃
𝜕𝜂

=
𝜕

𝜕𝜉

(
(1 + 𝑓 (𝜉))𝜉𝑛 𝜕𝜃

𝜕𝜉

)
, 0 ≤ 𝜉 ≤ 1, 0 ≤ 𝜂 ≤ ∞. (9)

Under boundary conditions
𝜃 (𝜉, 𝜂) = 1, 𝜂 = 0 (10)
𝜕𝜃

𝜕𝜉
= 0, 𝜉 = 0 (11)

where 𝑓 (𝜉) is the function, which is characterizing the parameters of turbulent heat and mass transfer, having
continuous derivatives of the second order and 𝑓 (𝜉) ≥ 0, 0 ≤ 𝜉 ≤ 1. Here 𝜉 = 𝑦/𝑦0, 𝜂 = 𝑧/𝑧0 are dimensionless
spatial coordinates, 𝑃𝑒 is the heat or diffusion Peclet number.

In addition to the conditions (10)–(11), for solving the equation (9) it will be necessary to set a boundary
condition on the channel wall. Under Dirichlet boundary conditions for 𝜉 = 1 we have 𝜃 (𝜉, 𝜂) = 0, and under

Neumann boundary conditions at 𝜉 = 1:
𝜕𝜃 (𝜉, 𝜂)
𝜕𝜉

= 1.

Using integral Laplace transfom for the equation (9) on the variable 𝜂, we obtain equation:

𝑑

𝑑𝜉

(
𝑘 (𝜉)𝑑𝜃

𝑑𝜉

)
− 𝑝 · 𝑃𝑒 · 𝑟 (𝜉)𝜃 = 0, (12)

where 𝑘 (𝜉) and 𝑟 (𝜉) are anywhere positive functions, having continuous derivatives of the second order in the
range 0 ≤ 𝜉 ≤ 1.

We construct a quasiclassical approximation of solutions of the equation (12) at 𝑝 → ∞ [16, 20]. By replacing
𝜃 (𝜉) = 𝜑 (𝜉)𝑈 (𝑆), 𝑆 = 𝑆 (𝜉), we lead equation (12) to a form:

𝑈 ′′ (𝑆) − [𝑝 + 𝑔(𝑆)]𝑈 (𝑆) = 0, (13)

where 𝑆 (𝜉) =
∫ 𝜉

𝜉0

√︃
𝑟 (𝑡 )
𝑘 (𝑡 )𝑑𝑡, 𝜑 (𝜉) = [𝑘 (𝜉)𝑟 (𝜉)]−1/4, 0 < 𝜉0 < 1.

It is known [20, 16], that the solutions of the equation (13) at 𝑝 → ∞ asymptotically approximate to the
solutions of the equation 𝑈 ′′ (𝑆) − 𝑝𝑈 = 0, which, in turn, have a form:𝑈 (𝑆) = 𝐴 exp(𝜇𝑆) + 𝐵 exp(−𝜇𝑆), where
𝜇 =

√
𝑝 , 𝐴, 𝐵 are the constants. Returning to the previous variables in a given equation, we receive that the

solutions of the equation (12) for 𝑝 → ∞ is as follows:

𝜃 (𝜉) = 1√︁
𝑘 (𝜉)𝑟 (𝜉)

[𝐴 exp(𝜍 (𝜉)) + 𝐵 exp(−𝜍 (𝜉))], 𝜌 (𝜉) =

√︄
𝑝

���� 𝑟 (𝜉)𝑘 (𝜉)

����, 𝜍 (𝜉) = ∫ 𝜉

𝜉0

𝜌 (𝑡)𝑑𝑡 . (14)

Also, the solving the equation (12) is of practical interest at 𝑝 → ∞, when functions 𝑘 (𝜉) and 𝑟 (𝜉) have the
expressions: 𝑘 (𝜉) = 𝜉𝑚𝑘 (𝜉); 𝑟 (𝜉) = 𝜉𝑛𝑟 (𝜉), and functions 𝑘 (𝜉) and 𝑟 (𝜉) are strictly positive in the range 0 ≤ 𝜉 ≤ 1.

As shown in [16], quasiclassical approximation of solutions of the equation (12) in this case can be presented
in the form:

𝜃 (𝜉) =

√︄
𝜍 (𝜉)

𝑘 (𝜉)𝜌 (𝜉) [𝐴𝐼𝜈 (𝜍 (𝜉)) + 𝐵𝐾𝜈 (𝜍 (𝜉))],

where 𝜌 (𝜉) =
√︂
𝑝

��� 𝑟 (𝜉 )𝑘 (𝜉 )

���, 𝜍 (𝜉) = ∫ 𝜉

0 𝜌 (𝑡)𝑑𝑡, 𝜈 =
|𝑚−1 |
𝑛−𝑚+2 , 𝐼𝜈 (𝑧), 𝐾𝜈 (𝑧) are the modified Bessel functions, 𝑛−𝑚 + 2 > 0.
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Taking into account the corresponding boundary conditions on cross coordinate, it is possible to receive
asymptotic approximations of solutions of the equation (12) in the Laplace transform domain for great values 𝑝 . If
it is possible to determine the original of the corresponding image, the approximate solution of this equation can
be obtained by the method described in the previous section.

4. Heat and mass transfer in a cylindrical channel under Dirichlet boundary conditions and variable
flow rate. We define the solution of the boundary value problem (9)–(11) under Dirichlet boundary conditions in
the case of variable flow rate. Applying the Laplace transform to the system of equations on the longitudinal
coordinate 𝜂, we obtain:

𝑑

𝑑𝜉

(
(1 + 𝑓 (𝜉))𝜉 𝑑𝜃

𝑑𝜉

)
− 𝑃𝑒 · 𝑝 · 𝜉 ·𝑊 (𝜉)

(
𝜃 − 1

𝑝

)
= 0, (𝜃 )𝜉=1 = 0;

(
𝜕𝜃

𝜕𝜉

)
𝜉=0

= 0. (15)

Let us determine the solution of the equation (15) for the main area of a turbulent flow and for very thin
parietal section. In the first case, the solution of the equation (15), taking into account (14) and boundary condition
for 𝜉 = 0, can be approximately presented at 𝑝 → ∞, 0 ≤ 𝜉 ≤ 1 − 𝛿 , in the form:

𝜃+ −
1
𝑝
= 𝑐1

𝐹 1/2 (𝜉)𝐼0 (𝐹 (𝜉)
√︁
𝑃𝑒 · 𝑝)√︁

𝜉 [(1 + 𝑓 (𝜉))𝑊 (𝜉)]1/4
, (16)

𝛿 is the thickness of the boundary layer near the wall; 𝑐1 is a constant, 𝐹 (𝜉) =
∫ 𝜉

0

(
𝑊 (𝑡 )
1+𝑓 (𝑡 )

)1/2
𝑑𝑡 .

In this case, potential of heat and mass transfer will be described by two functions: 𝜃+ (𝜉, 𝜂) – in the main area
of turbulent flow for 0 ≤ 𝜉 ≤ 1 − 𝛿 and 𝜃− (𝜉, 𝜂) – in thin parietal section for 1 − 𝛿 < 𝜉 ≤ 1. This is explained by
the fact that the equation (15) has a singularity at 𝜉 = 1. In this regard, the solution of (15) cannot be extended to
the boundary layer zone for 1 − 𝛿 ≤ 𝜉 ≤ 1. In the boundary layer 𝑓 (𝜉) = 0 and the velocity𝑊 (𝜉) and thickness of

the boundary layer are equal to𝑊 (𝜉) =
𝜆∗𝑅𝑒

16
(1 − 𝜉);𝛿 = 5

(
𝑅𝑒

√︃
𝜆∗
32

)−1
. According to this, the equation (15) for

the boundary layer at 1 − 𝛿 ≤ 𝜉 ≤ 1 has an approximate form:

𝑑2𝜃−
𝑑𝜉2 − 𝑃𝑒 · 𝑝 · 𝑟∗ (1 − 𝜉)

(
𝜃− − 1

𝑝

)
= 0; 𝑟∗ =

𝜆∗𝑅𝑒

16
.

The solution of this equation is as follows [11]:

𝜃− (𝜉, 𝑝) −
1
𝑝
=

√︁
1 − 𝜉𝑐1𝐼1/3

(
2
3
√︁
𝑃𝑒 · 𝑝 · 𝑟∗ (1 − 𝜉)3/2

)
+

+
√︁

1 − 𝜉𝑐2𝐾1/3

(
2
3
√︁
𝑃𝑒 · 𝑝 · 𝑟∗ (1 − 𝜉)3/2

)
.

For the thin boundary layer at 𝜉 → 1 we replace the functions 𝐼1/3 (𝑧) and 𝐾1/3 (𝑧) for small values 𝑧 by their limits
[16, 1]: 𝐼1/3 (𝑧) ≈ 1

Γ (4/3)
(
𝑧
2
)1/3 ;𝐾1/3 (𝑧) ≈ 1

2Γ(1/3)
(
𝑧
2
)−1/3

. Therefore, the solution of (15) in a very thin boundary
layer can be approximated by linear function: 𝜃− (𝜉, 𝑝) − 1

𝑝
= 𝑐2 (1 − 𝜉) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . Considering a boundary condition

on the wall, we receive:
𝜃− (𝜉, 𝑝) = 𝑐2 (1 − 𝜉). (17)

Coefficients 𝑐1 and 𝑐2 from (16) and (17) can be found from the conjugation condition of the functions 𝜃+ (𝜉, 𝑝)
and 𝜃− (𝜉, 𝑝) on a border of the boundary layer for 𝜉 = 1 − 𝛿 : 𝜃+ = 𝜃− ; 𝜕𝜃+

𝜕𝜉
=

𝜕𝜃−
𝜕𝜉
.

Determining the constants 𝑐1 and 𝑐2 from these conditions and passing into the original domain, we will
obtain the solutions 𝜃+ (𝜉, 𝜂) and 𝜃− (𝜉, 𝜂) for small values 𝜂:

𝜃+ (𝜉, 𝜂) = 1 − 𝐹 1/2 (𝜉)𝑊 −1/4 (𝜉)√︁
𝜉 (1 + 𝑓 (𝜉))1/4

(
1 −

∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝑛 𝐽0

(
𝐹 (𝜉) 𝜇𝑛

𝑚

)
exp

(
− 𝜇2

𝑛𝜂

𝑚2𝑃𝑒

))
;

𝜃− (𝜉, 𝜂) =
1 − 𝜉
𝛿

− 𝑎1𝑛
1 − 𝜉
𝛿

(
1 −

∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝑛 𝐽0 (𝜇𝑛) exp
(
− 𝜇2

𝑛𝜂

𝑚2𝑃𝑒

))
,

where

�̃�𝑛 =
2𝛽

𝐽0 (𝜇𝑛) (𝜇2
𝑛 + 𝛽2)

; 𝛽 =
𝑎1 + 𝑏1𝛿

𝑏2𝛿
𝑚;𝑛 =

1
𝑎1 + 𝑏1𝛿

;𝑎1 =

(
𝐹 1/2 (𝜉)√︁

𝜉 [𝑊 (𝜉) (1 + 𝑓 (𝜉))]1/4

)
𝜉=1−𝛿

;
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𝑏2 =

(
𝐹 1/2 (𝜉)𝑊 1/4 (𝜉)√︁
𝜉 [(1 + 𝑓 (𝜉))]3/4

)
𝜉=1−𝛿

;𝑚 =

∫ 1−𝛿

0

√︄
𝑊 (𝜉)

1 + 𝑓 (𝜉)𝑑𝜉 ;𝑏1 =

(
𝐹 1/2 (𝜉)√︁

𝜉 [𝑊 (𝜉) (1 + 𝑓 (𝜉))]1/4

)
𝜉=1−𝛿

;

𝜇𝑛 are the roots of the equation 𝛽 𝐽0 (𝜇) = 𝜇𝐽1 (𝜇); 𝑓 (𝜉) = 0 at 1 − 𝛿 ≤ 𝜉 ≤ 1.
Determine the general solution of the equation (9) in the range 0 ≤ 𝜉 ≤ 1 in a form:

𝜃+ (𝜉, 𝜂) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝜉) exp
(
−𝑝2

𝑛

𝜂

𝑃𝑒

)
. (18)

Denote by Ψ𝑛 (𝜉) = 𝐹 1/2 (𝜉 )√
𝜉 [ (1+𝑓 (𝜉 ) )𝑊 (𝜉 ) ]1/4

𝐽0
(
𝐹 (𝜉) 𝜇𝑛

𝑚

)
the eigenfunctions. These functions satisfy boundary conditions.

They are asymptotic approximations of eigenfunctions for 𝜂 → 0 in the range 1 − 𝛿 ≥ 𝜉 ≥ 0. Functions Ψ𝑛 (𝜉) are
orthogonal in the range 0 ≤ 𝜉 ≤ 1 − 𝛿 with the weight 𝜉𝑊 (𝜉) as:∫ 1−𝛿

−1+𝛿
𝜉𝑊 (𝜉)Ψ𝑛 (𝜉)Ψ𝑘 (𝜉)𝑑𝜉 =

{
0, 𝑛 ≠ 𝑘 ;
𝑚 + 𝑚

2𝜇𝑛 𝑠𝑖𝑛(2𝜇𝑛), 𝑛 = 𝑘.

In the equation (18) the coefficients 𝐴𝑛 and eigenvalues 𝑝𝑛 are determined by the previously specified method
and are equal to

𝐴𝑛 =
2𝑅𝑛

𝑚2 (𝐽 2
0 (𝜇𝑛) + 𝐽 2

1 (𝜇𝑛))
;

𝑝2
𝑛 =

𝑛𝐽1 (𝜇𝑛)𝜇𝑛
𝑅𝑛

, 𝑅𝑛 =

∫ 1−𝛿

0

√︁
𝐹 (𝜉)𝜉𝑊 3/4 (𝜉)
(1 + 𝑓 (𝜉))1/4 𝐽0

(
𝐹 (𝜉) 𝜇𝑛

𝑚

)
𝑑𝜉.

In the range 1 − 𝛿 ≤ 𝜉 ≤ 1 the solution of the equation (15) is:

𝜃− (𝜉, 𝜂) =
1 − 𝛿
𝛿

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

√
𝑚𝐽0 (𝜇𝑛)

[𝑊 (1 − 𝛿) (1 + 𝑓 (1 − 𝛿))]1/4 exp
(
−𝑝2

𝑛

𝜂

𝑃𝑒

)
. (19)

The approximate solutions (18) and (19) of the equation (9) satisfy boundary conditions and tend to zero for great
values 𝜂, while the functions 𝑓 (𝜉) and𝑊 (𝜉) are given in general form. The dependence of the potential value 𝜃𝑚
on the average cross-section of the channel on 𝜂 is as follows:

𝜃𝑚 (𝜂) = 2
∫ 1

0
𝑓𝑊 (𝜉)𝜃 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉 = 2

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑅𝑛 exp
(
−𝑝2

𝑛

𝜂

𝑃𝑒

)
.

The influence of the change of the value 𝜃 (𝜉, 𝜂) in the boundary layer of thickness 𝛿 can be neglected.
Local Nusselt number 𝑁𝑢 (𝜂) is equal to:

𝑁𝑢 (𝜂) = − 2
𝜃𝑚 (𝜂)

(
𝜕𝜃−
𝜕𝜉

)
𝜉=1

=

∑∞
𝑛=0𝐴𝑛

√
𝑚𝐽0 (𝜇𝑛) exp

(
−𝑝2

𝑛
𝜂

𝑃𝑒

)
𝛿 [𝑊 (1 − 𝛿)]1/4 ∑∞

𝑛=0𝐴𝑛𝑅𝑛 exp
(
−𝑝2

𝑛
𝜂

𝑃𝑒

) .
In the cross-sections of a cylindrical pipe, which are remoted from its entry, the Nusselt number is close to the
following constant value 𝑁𝑢∞ =

√
𝑚𝐽0 (𝜇0 )

𝛿 [𝑊 (1−𝛿 ) ]1/4𝑅0
= 𝑝2

𝑜 . In that special case, when the flow velocity in the channel is
constant, the solution of the boundary problem (9) has a form:

𝜃 (𝜉, 𝜂) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛Ψ𝑛 (𝜉) exp
(
−𝑝2

𝑛

𝜂

𝑃𝑒

)
,

where

Ψ𝑛 (𝜉) =
𝐹 1/2 (𝜉)√︁

𝜉 (1 + 𝑓 (𝜉))1/4 𝐽0

( 𝜇𝑛
𝑚
𝐹 (𝜉)

)
; 𝐹 (𝜉) =

∫ 1

0
((1 + 𝑓 (𝑡))−1/2 𝑑𝑡,

𝑝2
𝑛 =

𝐽1 (𝜇)𝜇𝑛 (1 + 𝑓 (𝜉))1/4

𝑅𝑛
√
𝑚

;𝐴𝑛 =
2𝑅𝑛

𝑚2 𝐽 2
1 (𝜇𝑛)

;𝑅𝑛 =

∫ 1

0

√︁
𝜉𝐹 (𝜉)

(1 + 𝑓 (𝜉))1/4 𝐽0

( 𝜇𝑛
𝑚
𝐹 (𝜉)

)
𝑑𝜉,

𝜇𝑛 are the roots of Bessel function of the first kind 𝐽0 (𝜇);𝑚 = 𝐹 (1).
And the Nusselt number is equal to 𝑁𝑢∞ =

𝜇0 𝐽1 (𝜇0 )√
𝑚𝑅0

= 𝑝2
𝑜 .

5. Heat and mass transfer in smooth and rough channels. 5.1. Smooth channels. The numerical
analysis of the received solutions was carried out for different types of functions 𝑓 (𝜉) and𝑤 (𝜉) for the motion of
gas medium in flat and cylindrical channels. In the calculations the Prandtl number or Schmidt number varied
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Table 1. Smooth channel. The eigenvalues and constants of solutions of heat and mass transfer problem under
Dirichlet boundary condition, the constant flow rate𝑤 (𝜉) = 1 and function 𝑓 (𝜉) specified by Martinelli’s

equations

Таблица 1. Гладкий канал. Собственные значения и постоянные решения задачи о тепло-
и массопереносе при граничном условии первого рода, постоянной скорости потока𝑤 (𝜉) = 1 и задании

функции 𝑓 (𝜉) уравнениями Мартинелли

Order 𝑃𝑟 or 𝑆𝑐 𝑅𝑒 𝑚 𝑅𝑛 𝐴𝑛 Eigenvalues 𝑝2
𝑛

0 0.7 10000 0.3093 0.07187 5.5750 31.24
1 -0.02144 -3.8720 157.20
2 0.00264 0.7479 1602.00
3 -0.00270 -1.0450 1825.00
4 0.00112 0.5491 4949.00
5 -0.00141 -0.8347 4335.00
0 0.7 50000 0.1594 0.03651 10.6600 85.65
1 -0.01211 -8.2330 388.40
2 0.00159 1.7020 3692.00
3 -0.00159 -2.3160 4317.00
4 0.00057 1.0430 13660.00
5 -0.00056 -1.2540 15130.00
0 0.7 100000 0.1191 0.02714 14.1900 133.30
1 -0.00925 -11.2550 588.40
2 0.00122 2.3410 5560.00
3 -0.00124 -3.2220 6426.00
4 0.00046 1.1540 19490.00
5 -0.00045 -1.8080 21730.00

from 0.1 to 1.6, and the Reynolds number – from 5 · 103 to 106, and the Prandtl and Schmidt turbulent numbers
were assumed to be 1.0.

In the process of calculations the function 𝑓 (𝜉), characterizing turbulent thermal conductivity or diffusion,
was given as: 𝜆𝑇

𝜆
= 𝑃𝑟

𝑃𝑟𝑇
· 𝜈𝑇

𝜈
,

𝐷𝑇

𝐷
= 𝑆𝑐

𝑆𝑐𝑇
· 𝜈𝑇

𝜈
, where 𝑃𝑟𝑇 and 𝑆𝑐𝑇 are the Prandtl and Schmidt turbulent numbers.

The turbulent kinematic viscosity 𝜈𝑇 (𝜉) for smooth channels was set in the form of Martinelli’s equations [22]
(the three-layer scheme of a turbulent flow):
a) for laminar layer: 0 ≤ 𝑦+ < 5;𝑢+ = 𝑦+; 𝑓 (𝜉) = 0;
b) for buffer (intermediate) layer: 5 ≤ 𝑦+ < 30;𝑢+ = −3.05 + 5.00 ln𝑦+; 𝑓 (𝜉) = 0.2𝑦+ − 1;
c) for turbulent kernel (logarithm layer): 𝑦+ ≥ 30;𝑢+ = 5.5 + 2.5 ln𝑦+; 𝑓 (𝜉) = 0.4𝑦+𝜉,

where 𝑦+ = 𝑅𝑒

√︃
𝜆∗
32 (1 − 𝜉) ;𝑢+ = 𝑤 (𝜉)

√︃
8
𝜆∗

;

Raykhardt’s equations (two-layer flow scheme): 𝑓 (𝜉) = 0.4
(
𝑦+ − 11𝑡ℎ

(
𝑦+

11

))
; 0 ≤ 𝑦+ ≤ 50;

𝑓 (𝜉) = 0.133𝑦+ (0.5 + 𝜉2) (1 + 𝜉); 50 < 𝑦+ ≤ 𝑦+0 , where 𝑦+0 = 𝑅𝑒

√︃
𝜆∗
32 is the dimensionless pipe radius;

and Spalding’s equations (single-layer scheme):
𝑦+ = 𝑢+ + 1

𝐸

[
exp(𝑘𝑢+) − 1 − 𝑘𝑢+ − (𝑘𝑢+ )2

2! − (𝑘𝑢+ )3

3! − (𝑘𝑢+ )4

4!

]
;

𝑓 (𝜉) = 𝑘
𝐸

[
exp(𝑘𝑢+) − 1 − 𝑘𝑢+ − (𝑘𝑢+ )2

2! − (𝑘𝑢+ )3

3!

]
, where 𝑘 = 0.407, 𝐸 = 10.

The function𝑤 (𝜉), characterizing the flow velocity in the channel, was taken in the form of the equations
of rod profile and the equations of logarithm profile of velocity. As an example, the eigenvalues and constants
of solutions of the boundary value problem of heat and mass transfer for cylindrical channel at constant flow
rate in the cross-section are given in Table 1. The made analysis showed that the type of function 𝑓 (𝜉) affects
the eigenvalues and constants of the received solutions. Numerical results coincide well with the available data
for the eigenvalues and constants of solutions of heat transfer problem in turbulent flow of the medium at the
thermally initial site [6]. Heat exchange problems in turbulent flow in a cylindrical channel in this case are solved
by separating of variables and numerically determining the eigenvalues and eigenfunctions.

5.2. Rough channels. For this case, as well as for smooth channels, the numerical analysis was carried
out at different types of functions 𝑓 (𝜉) and𝑤 (𝜉), characteristic for the describing of the motion of the medium
in a cylindrical channel. At calculating the Prandtl and Schmidt numbers varied from 0.1 to 1.6, the Reynolds
number – from 5 · 103 to 106, and the Prandtl and Schmidt turbulent numbers were taken to be 1.0. The roughness
value varied within Δ𝑠 = 𝑅0/𝑘𝑠 = 15− 500 (𝑘𝑠 is the roughness height), and the analysis was carried out mainly for
homogeneous sand roughness as the most studied. In calculations the function, characterizing turbulent thermal
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Table 2. Rough channel. The eigenvalues and constants of solutions of heat and mass transfer problem under
Dirichlet boundary condition, the constant flow rate𝑤 (𝜉) = 1 and function 𝑓 (𝜉) specified by Roth’s equations,

𝑅0/𝑘𝑠 = 15

Таблица 2. Шероховатый канал. Собственные значения и постоянные решения задачи о тепло-
и массопереносе при граничном условии первого рода, постоянной скорости потока𝑤 (𝜉) = 1 и задании

функции 𝑓 (𝜉) уравнениями Ротта, 𝑅0/𝑘𝑠 = 15

Order 𝑃𝑟 or 𝑆𝑐 𝑅𝑒 𝑚 𝑅𝑛 𝐴𝑛 Eigenvalues 𝑝2
𝑛

0 0.7 10000 0.2062 0.05036 8.789 55.66
1 -0.0995 -4.042 423.80
2 0.00237 1.514 2223.00
3 -0.00236 -2.075 2581.00
4 0.00100 1.102 6925.00
5 -0.00112 -1.492 6812.00
0 0.7 50000 0.0940 0.02305 19.360 198.50
1 -0.0451 -8.811 1527.40
2 0.00096 2.963 8923.00
3 -0.00105 -4.408 9545.00
4 0.00039 2.091 28670.00
5 -0.00048 -3.103 25730.00
0 0.7 100000 0.0667 0.01635 27.260 387.80
1 -0.00323 -12.520 2957.00
2 0.00067 4.072 17870.00
3 -0.00075 -6.264 18480.00
4 0.00027 2.861 57670.00
5 -0.00035 -4.410 49820.00

conductivity or diffusion, was given in accordance with the equations [23]:

𝑓 (𝜉) = 1
2
√︁

1 + (2𝑙+)2𝜏+ − 1,

where

𝜏+ =
𝜏

𝜏𝑠𝑡
, 𝜏𝑠𝑡 = 𝜆∗

𝜌𝑤2

8
=

1
2
𝑑𝑝

𝑑𝜂
.

The turbulent kinematic viscosity 𝜈𝑇 (𝜉) for rough channels was defined according to [23]. The mixing method
was adopted in the form of Roth’s equations [16] (here 𝑙 is a mixing length):

𝑙 = 0;𝑦 < Δ𝑦;

𝑙 = 𝜘(𝑦 − Δ𝑦), 𝑦 > Δ𝑦.

The velocity function𝑤 (𝜉) was given as the equations of a rod profile𝑤 (𝜉) = 1 and the equations of logarithm
profile of velocity in rough channels.

For rough channels the distribution of the functions 𝑓 (𝜉) and𝑤 (𝜉) also depend not only on the distance from
the wall 𝑦, the Reynolds and Prandtl (Schmidt) numbers, but also on the value of roughness height 𝑘𝑠 and ratio 𝑘𝑠
and distance 𝑦. It leads to the fact that the field of nominal dimensions for rough channels is more extensive,
than for smooth channels. Therefore, the calculations were carried out mainly for the channels with significant
roughness, as this case is of great interest for the subsequent analysis of the diffusion of heat and impurity in
rough channels.

For some cases, the eigenvalues and constants of the solutions of the boundary value problems of heat and
mass transfer for a cylindrical channel are given in Table 2.

The received results are qualitatively close to the results given in the previous section for the processes of
heat and mass transfer in smooth pipes. However, the number of influencing factors in this case is greater. This is
explained by the fact that the values of function 𝑓 (𝜉) and its derivatives on the wall have significant effect on
calculation results as the equations under consideration include value 𝑓 (1), which differs significantly for various
models.

The setting of these values is rather complicated, since the experimental data are practically absent, and
these values depend on the type of roughness and cannot be universal. In general, the carried-out calculations
showed that the received solutions of boundary value problems are universal, since they allow to determine the
fields of potentials and the Nusselt numbers both for smooth and rough channels. And the hydrodynamic and

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 1
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 1



66 Quassiclassical approximation of solutions of boundary convective-type problems of heat and mass transfer

thermophysical features of the medium flow in the channel can be taken into account by a type of functions 𝑓 (𝜉)
and𝑤 (𝜉). The impact of the values of functions 𝑓 (𝜉) and𝑤 (𝜉) in the boundary layer on the calculated indexes of
heat and mass transfer is quite large. Finally, it should be noted that, if experimental values of the Nusselt number
distribution through the length of the channel are known, it is possible to define the turbulent transfer parameters
by comparing the Nusselt numbers with the obtained dependences.

6. Conclusion. On the basis of the executed calculations it can be concluded that the proposed method allows
to obtain approximate solutions of a number of boundary value problems of turbulent heat and mass transfer.
These solutions are quite simple and can be successfully used in calculations.

The universality and simplicity of the method is related to obtaining the solution in an analytical form, if we
define transfer functions in general form, which allows to use different models of turbulent transfer in solutions.

The efficiency of the method is also ensured by the fact that for the first time it was possible to construct
asymptotic approximations of coordinate functions (basis) in the process of solving and to find the residual of the
functional for determining the constants and eigenvalues not in the Laplace transform domain, but in the original
domain.

The reliability of a method was verified by comparison of calculation results, available experimental data and
semi-empirical dependences for the condition of the stationary motions of media in smooth and rough cylindrical
pipes.

Further research may be directed to the application of this method for solving the external problems of
convective heat and mass transfer, where using the traditional approximate methods at half-finite intervals, such
as the Bubnov-Galerkin method, is not always possible.
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РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНОГО МОДУЛЯ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ КИНЕМАТИКИ
И ДИНАМИКИМАНИПУЛЯТОРА
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Аннотация. В статье предлагается разработка программного модуля для моделирования кинематики и динамики
манипулятора с пятью степенями подвижности. Для решения прямой задачи кинематики манипулятора использован
метод Денавита – Хартенберга. Для решения обратной задачи кинематики и динамики манипулятора использованы
аналитические методы – метод Левенберга – Марквардта, метод Ньютона – Эйлера и метод мягких вычислений –
адаптивная нейро-нечеткая система вывода. Разработан программный модуль для моделирования кинематики и
динамики манипулятора с использованием программного комплекса системы автоматизированного проектиро-
вания SolidWorks и программы MatLab. Полученный программный модуль позволяет выполнять моделирование
кинематики и динамики манипулятора на основе описываемых методов, визуализацию результатов моделирования,
формирование траектории для целевого положения и ориентации рабочего органа манипулятора, имитационное
моделирование движения манипулятора по заданной траектории.
Ключевые слова: компьютерное моделирование, моделирование кинематики, метод Левенберга – Марквардта,
моделирование динамики, метод Ньютона – Эйлера, манипулятор
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Abstract. The article proposes the development of a software module for modeling the kinematics and dynamics of a
manipulator with five degrees of freedom. To solve the forward kinematics problem of the manipulator, the Denavit-Hartenberg
method was used. To solve the inverse the kinematics problem and inverse dynamics problem of the manipulator, analytical
methods – the Levenberg – Marquardt method, the Newton – Euler method, and the soft computing method – adaptive
neuro-fuzzy inference system were used. And a software module was developed for modeling the kinematics and dynamics
of the manipulator using computer-aided design application SolidWorks and the MatLab program. The developed software
module is able to simulate the kinematics and dynamics of the manipulator based on the described methods, visualize the
simulation results, generate a trajectory for the target position and orientation of the end-effector of the manipulator, simulate
the movement of the manipulator along a given trajectory.
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1. Введение. Разработки программного обеспечения для кинематического и динамического модели-
рования манипуляторов требуются для исследования движения рабочего органа, анализа конструкций,
разработки системы автоматического управления и алгоритмов функционирования манипуляторов
[16, 9, 7, 4]. Одним из основных преимуществ программных симуляций является то, что они могут

http://orcid.org/0000-0001-5964-0641
http://orcid.org/0000-0001-5964-0641


Ту Раин 71

предоставить пользователям практическую обратную связь при разработке реальных систем. Это позво-
ляет разработчику определить правильность и эффективность проекта еще до того, как система будет
построена.

Существует несколько алгоритмов программного обеспечения для моделирования манипуляторов.
Во многих работах для кинематического анализа различных манипуляторов использовалась программа
RoboAnalyzer [11, 15, 7, 14]. Программное обеспечение для автоматизированного проектирования «САПР»,
такое как SolidWorks, CATIA и Autodesk, также используется для моделирования манипуляторов [3, 12]. В
статье [13] рассмотрены методы моделирования манипуляторов с использованием различных программ,
таких как GraspIt!, OpenGrasp, MATLAB/Simulink, SynGrasp, V-Realm Builder и ADAMS.

В статях [6, 8] предлагаются методологии создания веб-графического пользовательского интерфейса
для моделирования движения и кинематического исследования промышленных манипуляторов. В
них описываются простые и понятные методы моделирования с использованием Web Graphics Library
«WebGL» для создания любой трехмерной виртуальной модели манипуляторов на холсте HTML для
имитации движения и различных видов анализа. Моделирование кинематического управления манипу-
лятором на основе адаптивной нейро-нечеткой системы вывода «АНСВ» было представлено в работе [1].
В статье [17] разработана динамическая модель манипулятора с 6 степенями свободы с помощью уравне-
ний Ньютона – Эйлера и проанализировано его динамическое поведение. Динамическое моделирование
было выполнено с помощью программного обеспечения для динамического моделирования ADAMS.
В работе [10] представлен метод анализа сил и моментов манипулятора с тремя степенями свободы,
основанный на имитационной модели манипулятора в среде Matlab/Simulink, и проведено сравнение
полученных результатов с математическим расчетом.

В данной работе приводится проектирование и реализация программного модуля компьютерного и
имитационного моделирования манипулятора в рабочей зоне, реализующие разработанные алгоритмы
и методы, позволит применять их в разработке манипуляторов, системах управления манипуляторами.
Данный программный модуль компьютерного и имитационного моделирования также позволяет
проводить эксперименты, необходимые для исследования предложенных в работе методов и алгоритмов.
Разработанные программные модули предоставляют следующие функциональности: визуализация 3D-
моделирования; взаимодействие с пользователем через графический интерфейс; расчет обратной задачи
кинематики «ОЗК» манипулятора на основе метода Левенберга – Марквардта и АНСВ; расчет обратной
задачи динамики «ОЗД» манипулятора на основе метода Ньютона – Эйлера и АНСВ; формирование
траектории для целевого положения и ориентации рабочего органа манипулятора; имитационное
моделирование движения манипулятора по заданной траектории.

2. Методология. Для программирования математического моделирования манипулятора была
выбрана среда «MATLAB» Для реализации 3D-моделирования выбрана САПР-программа«SolidWorks» с
целью достижения фактического размера, степени свободы и других факторов, касающихся анимации и
моделирования манипулятора, будет разложен манипулятор с пятью степенями свободы, как показано
на рисунке 1.

Рис. 1. Манипулятор с пятью степенями свободы
Fig. 1. Manipulator with five degrees of freedom

Процесс 3D-моделирования манипулятора разделен на два основных вида деятельности, а именно
графический дизайн и дизайн поведения. Сначала была построена виртуальная геометрическая модель,
использующая реальные размеры экспериментального манипулятора.
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Рис. 2. 3D-детали манипулятора с пятью степенями свободы
Fig. 2. 3D parts of manipulator with five degrees of freedom

На рисунке 2 показаны разработанные 3D-детали звеньев манипулятора с пятью степенями свободы.
После разработки 3D-деталей отдельные детали были собраны в один файл «сборка». После ввода

деталей в сборку были введены шарниры вращения манипулятора. Также при виртуальной сборке
манипулятора, помимо обычных ограничений, 3D-детали помещаются в вертикальное положение. Это
положение было принято для облегчения следующих шагов; собранное положение рассматривается как
исходное, и все изменения углов стыков рассчитываются в соответствии с этим положением. Полученная
3D-модель, выбор системы координат и кинематические параметры манипулятора представлены на
рисунке 3.

Рис. 3. 3D-модель сборки манипулятора с пятью степенями свободы
Fig. 3. 3D assembly model of manipulator with five degrees of freedom

Значения соответствующих параметров указаны в таблице 1 и геометрических параметров в таблице 2.

Таблица 1. Параметры Денавита – Хартенберга (Д-Х) манипулятора с пятью степенями свободы
Table 1. Denavit-Hartenberg parameters of manipulator with five degrees of freedom

Звено 𝑎𝑖−1 (м) 𝛼𝑖−1 (рад) 𝑑 (м) 𝜃 (рад)
1 0 𝜋/2 𝑑1 𝜃1
2 0.246 0 0 𝜃2
3 0.163 0 0 𝜃3
4 0 −𝜋/2 0 𝜃4
5 0 0 0.165 𝜃5

Затем модель интерпретируется в формат URDF (Унифицированный формат описания робототехники)
для проведения моделирования и анализа. На рисунке 4 показан процесс перевода САПР, который, по
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Таблица 2. Геометрические параметры манипулятора
Table 2. Geometric parameters of the manipulator

Звено Высота (м) Радиус (м) Масса (кг)
1 0.071 0.06 0.102
2 0.295 0.035 0.569
3 0.205 0.035 0.310
4 0.091 0.035 0.123
5 0.08 0.05 0.142

сути, состоит из двух этапов. Первоначально сборка САПР, разработанная в SolidWorks, экспортируется в
формат URDF. Затем файл URDF импортируется в MATLAB для создания имитационной модели, которая
будет открыта в среде моделирования.

Рис. 4. Процесс перевода САПР
Fig. 4. The process of CAD assembly file translation

3. Разработка компонентов программного интерфейса «GUI». Для упрощения эксперименталь-
ной работы и получения лучшего представления о поведении системы в среде MATLAB был разработан
графический пользовательский интерфейс (GUI) с использованием инструмента Среды разработки
графического пользовательского интерфейса MATLAB (GUIDE). Для выбранного набора параметров
графический интерфейс выполняет моделирование, отображающее временные характеристики углов
сочленения, крутящих моментов в сочленениях и положения рабочего органа манипулятора. На рисунке
5 изображено основное окно программы, в левой части которого находится группа меню, в центральной
части находятся панели вводов и выводов и в правой части находится панель визуализацииманипулятора.
Используя переключатели в группе меню, пользователь выбирает необходимый тип задачи:

1. Прямая задача кинематики,
2. Обратная задача кинематики,
3. Траектория и динамика.

Рис. 5. Основное окно программы
Fig. 5. The main window of the program

4. Разработка программного компонента решения прямой задачи кинематики манипулятора.
Определение положения и ориентации рабочего органа при заданных значений вектора обобщен-
ных координат манипулятора называется прямой задачей кинематики. Прямую задачу кинематики
манипулятора формулируют следующим образом: по заданному вектору обобщенных координат
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𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4, 𝜃5)𝑇 найти положение и ориентацию рабочего органа 𝑠 = 𝑓 (𝜃 ). Положение и ориентацию
рабочего органа будем искать в форме матрицы однородного преобразования:

𝑇𝑖 =


𝑛𝑥 𝑜𝑥 𝑎𝑥 𝑝𝑥
𝑛𝑦 𝑜𝑦 𝑎𝑦 𝑝𝑦
𝑛𝑧 𝑜𝑧 𝑎𝑧 𝑝𝑧
0 0 0 1

 .
Согласно правилам Денавита – Хартенберга, матрица однородного преобразования𝑇𝑖 , которая имеет вид

𝑇𝑖 =


𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖 𝑠𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝛼𝑖
𝑠𝜃𝑖 𝑐𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖 −𝑐𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝛼𝑖
0 𝑠𝛼𝑖 𝑐𝛼𝑖 𝑑𝑖
0 0 0 1

 ,
задает переход от системы координат (𝑖−ого) звена к системе координат (𝑖−ого) звена. Выполняя
необходимые вычисления, получим ориентацию рабочего органа:

𝑛𝑥 = 𝑠1𝑠5 − 𝑐5 [𝑐4 (𝑐1𝑠2𝑠3 − 𝑐1𝑐2𝑐3) + 𝑠4 (𝑐1𝑐2𝑠3 + 𝑐1𝑐3𝑠2)],
𝑛𝑦 = −𝑐1𝑠5 − 𝑐5 [𝑐4 (𝑠1𝑠2𝑠3 − 𝑐2𝑐3𝑠1) + 𝑠4 (𝑐2𝑠1𝑠3 + 𝑐3𝑠1𝑠2)],

𝑛𝑧 = 𝑐5 (𝑐4𝑠23 + 𝑠4𝑐23),
𝑜𝑥 = 𝑐5𝑠1 + [𝑐4 (𝑐1𝑠2𝑠3 − 𝑐1𝑐2𝑐3) + 𝑠4 (𝑐1𝑐2𝑠3 + 𝑐1𝑐3𝑠2)],
𝑜𝑦 = 𝑠5 [𝑐4 (𝑠1𝑠2𝑠3 − 𝑐2𝑐3𝑠1) + 𝑠4 (𝑐2𝑠1𝑠3 + 𝑐3𝑠1𝑠2)] − 𝑐1𝑐5,

𝑜𝑧 = −𝑠5 [𝑐4 (𝑐2𝑠3 + 𝑐3𝑠2) + 𝑠4 (𝑐2𝑐3 − 𝑠2𝑠3)],
𝑎𝑥 = 𝑐4 (𝑐1𝑐2𝑠3 + 𝑐1𝑐3𝑠2) − 𝑠4 (𝑐1𝑠2𝑠3 − 𝑐1𝑐2𝑐3),
𝑎𝑦 = 𝑐4 (𝑐2𝑠1𝑠3 + 𝑐3𝑠1𝑠2) − 𝑠4 (𝑠1𝑠2𝑠3 − 𝑐2𝑐3𝑠1),

𝑎𝑧 = 𝑠4 (𝑐2𝑠3 + 𝑐3𝑠2) − 𝑐4 (𝑐2𝑐3 − 𝑠2𝑠3).

А положение рабочего органа:

𝑝𝑥 = 𝑑5 [𝑐4 (𝑐1𝑐2𝑠3 + 𝑐1𝑐3𝑠2) − 𝑠4 (𝑐1𝑠2𝑠3 − 𝑐1𝑐2𝑐3)] + 𝑎2𝑐1𝑐2 + 𝑎3𝑐1𝑐2𝑐3 − 𝑎3𝑐1𝑠2𝑠3,

𝑝𝑦 = 𝑑5 [𝑐4 (𝑐2𝑠1𝑠3 + 𝑐3𝑠1𝑠2) − 𝑠4 (𝑠1𝑠2𝑠3 − 𝑐2𝑐3𝑠1)] + 𝑎2𝑐2𝑠1 + 𝑎3𝑐2𝑐3𝑠1 − 𝑎3𝑠1𝑠2𝑠3,

𝑝𝑧 = 𝑑1 + 𝑎2𝑠2 − 𝑑5 [𝑐4 (𝑐2𝑐3 − 𝑠2𝑠3) − 𝑠4 (𝑐2𝑠3 + 𝑐3𝑠2)] + 𝑎3𝑐2𝑠3 + 𝑎3𝑐3𝑠2.

На рисунке 6 приведена блок-схема алгоритма программного компонента прямой задачи кинематики.

Рис. 6. Блок-схема алгоритма программы прямой задачи кинематики
Fig. 6. Block diagram of the program algorithm for the forward kinematics

5. Разработкапрограммногокомпонентарешенияобратной задачикинематикиманипулятора.
Метод Левенберга – Марквардта. Определение вектора обобщенных координат, который позволяет
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манипулятору достичьжелаемых положения и ориентаций рабочего органа, называется обратной задачей
кинематики. В данной работе для численного решения обратной задачи кинематики используется
метод Левенберга – Марквардта. Кинематические параметры манипулятора представлены набором
ограничений, которые накладываются на вектор обобщенных координат. Ограничение по положению
рабочего органа можно записать как:

𝑝𝑖 (𝜃 ) = 𝑝𝑑𝑖 ,

где 𝑝 ∈ R3 – текущее положение рабочего органа; 𝑝𝑑 ∈ R3 – целевое положение в пространстве. Для
ограничения ориентации

𝑅𝑖 (𝜃 ) = 𝑅𝑑𝑖 ,

где 𝑅𝑖 ∈ 𝑆𝑂 (3) – ориентация рабочего органа; 𝑅𝑑𝑖 ∈ 𝑆𝑂 (3) – целевая ориентация в пространстве. В обоих
случаях вектор невязок 𝑒𝑖 (𝜃 ) может быть определен как

𝑒𝑖 (𝜃 ) =
{
𝑝𝑑𝑖 − 𝑝𝑖 (𝜃 )
𝛼 (𝑅𝑑𝑖 𝑅𝑖 (𝜃 )𝑇 )

,

где 𝛼 (𝑅) ∈ R3 для произвольного 𝑅 ∈ 𝑆𝑂 (3) – эквивалентный вектор угла-оси.
Принимая число всех ограничений 3𝑚, определим вектор невязок 𝑒 (𝜃 ) ∈ R3𝑚 как:

𝑒 (𝜃 ) =
[
𝑒𝑇1 (𝜃 ) 𝑒𝑇1 (𝜃 ) · · · 𝑒𝑇𝑚 (𝜃 )

]𝑇
.

Решение обратной задачи кинематики сводится к решению следующего нелинейного уравнения:

𝑒 (𝜃 ) = 0.

Рис. 7. Блок-схема алгоритма Левенберга – Марквардта
Fig. 7. Block diagram of the Levenberg – Marquardt algorithm

Алгоритм метода Левенберга – Марквардта представлен на рисунке 7 в виде блок-схемы и включает
следующие этапы:
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Шаг 1. Инициализация значений, которые будут использоваться для настройки коэффициента
демпфирования: параметров 𝜃 , весовой матрицы𝑊𝐸 , параметра 𝜆, а также 𝜆up и 𝜆down.

Шаг 2. Проверка счетчика итераций: если счетчик итераций не достиг максимального количества
шагов, то переход к шагу 3, если достиг, то переход к концу алгоритма.

Шаг 3. Расчет матрицы преобразования 𝑇𝑖 и оценка вектора невязок e.
Шаг 4. Проверка: если 𝐶 < 𝑡𝑜𝑙 , то переход к концу; если 𝐶 > 𝑡𝑜𝑙 , то переход к шагу 5.
Шаг 5. Вычисление матрицы Якобиана 𝐽 , 𝑔𝑘 = 𝐽𝑊𝐸 𝐽 + 𝜆𝐼 , функции стоимости, ∇𝐶 = 𝐽𝑇𝑊𝐸𝑒 и 𝐶 =

1
2
𝑒2.

Шаг 6. Вычисление нового значения 𝜃𝑛𝑒𝑤 = 𝜃 + 𝑔−1∇𝐶 .
Шаг 7. Оценка нового вектора невязок 𝑒𝑛𝑒𝑤 в точке, заданной 𝜃new и вычисление функции оценки в

новой точке 𝐶𝑛𝑒𝑤 =
1
2
𝑒2
new.

Шаг 8. Проверка: если 𝐶𝑛𝑒𝑤 > 𝐶 , то отклонить шаг, сохранить старый параметр предположения 𝜃 и
старые невязки 𝑒 , и настроить 𝜆 = 𝜆 × 𝜆up и переход к шагу 2.

Шаг 9. Проверка: если 𝐶𝑛𝑒𝑤 < 𝐶 , то принимать шаг 𝜃 = 𝜃new, и установить 𝑒 = 𝑒new и 𝜆 = 𝜆/𝜆down и
переход к шагу 2.

6. Адаптивная нейро-нечеткая система вывода «АНСВ» для рушения ОЗК. В этой работе для
прогнозирования углов относительно поворота и крутящего момента сочленений звеньев манипулятора,
необходимых для выполнения заданной траектории в рабочей зоне, используется АНСВ как другой
способ. АНСВ состоит из нейронов, соединенных направленными связями, в которых каждый нейрон
выполняет определенную функцию на своих входящих сигналах для генерации выходного сигнала
одного нейрона. Для прогнозирования углов относительно поворота сочленений звеньев манипулятора
используются 5 АНСВ. В каждой АНСВ значения координаты (𝑝𝑥 , 𝑝𝑦, 𝑝𝑧), задающие положение и
значения (𝛾, 𝛽, 𝛼), задающие ориентацию схвата манипулятора работают как входные значения, а
значения углов относительно поворота звеньев (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4, 𝜃5) работают как выходные значения. На
рисунке 8 представлены структуры АНСВ с шестью входами и одним выходом для прогнозирования ОЗК,
а сводка параметров и факторов, учитываемых при разработке модели АНСВ, представлена в таблице 3.

Рис. 8. Структуры АНСВ (а) звена-1, (б) звена-2, (в) звена-3, (г) звена-4 и (д) звена-5 для решения ОЗК
Fig. 8. Structures of ANFIS (a) link-1, (b) link-2, (c) link-3, (d) link-4 and (e) link-5 for solving inverse kinematics problem

На рисунке 9 приведена блок-схема алгоритма программного компонента обратной задачи кинема-
тики.
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Таблица 3. Параметры и факторы моделей АНСВ для ОЗК
Table 3. Parameters and Factors of ANFIS Models for inverse kinematics problem

Звено AHCB-1 AHCB-2 AHCB-3 AHCB-4 AHCB-5
Количество входов 6 6 6 6 6
Количество выходов 1 1 1 1 1
Тип функций принадлежности Gaussian Gaussian Gaussian Gaussian Gaussian
Количество функций принадлежности 23 21 25 26 31
Количество узлов 331 303 359 373 443

Рис. 9. Блок-схема алгоритма программы обратной задачи кинематики
Fig. 9. Block diagram of the program algorithm for the inverse kinematics

7. Разработка программного компонента решения обратной задачи динамики манипулятора.
Метод Ньютона – Эйлера для рушения ОЗД. Определение самих управляющих крутящих моментов,
обеспечивающих требуемые законы движения звеньев, является обратной задачей динамики. Алгоритм
Ньютона – Эйлера состоит из двух частей – прямой рекурсии и обратной рекурсии. Прямая рекурсия
позволяет определить скорости и ускорения звеньев, обобщенные силы и моменты сил, действующих на
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все звенья 1 − 𝑛. Рекурсивные уравнения имеют следующий вид:

𝜔𝑖+1 = 𝑅
𝑖+1
𝑖 𝜔𝑖 + ¤𝜃𝑖+1𝑍𝑖+1

¤𝜔𝑖+1 = 𝑅
𝑖+1
𝑖 ¤𝜔𝑖 + 𝑅𝑖+1

𝑖 𝜔𝑖 × ¤𝜃𝑖+1𝑍𝑖+1 + ¥𝜃𝑖+1𝑍𝑖+1
¤𝑣𝑖+1 = 𝑅

𝑖+1
𝑖 ( ¤𝜔𝑖 × 𝑏𝑖+1

𝑖 + 𝜔𝑖 × 𝑏𝑖𝑖+1) + ¤𝑣𝑖
¤𝑣𝐶𝑖+1 = ¤𝜔𝑖+1 × 𝑏𝐶𝑖+1

𝑖+1 + 𝜔𝑖+1 × (𝜔𝑖+1 × 𝑏𝑖+1
𝐶𝑖+1) + ¤𝑣𝑖+1,

где 𝜔𝑖 – угловая скорость звена 𝑖; ¤𝜔𝑖 – угловое ускорение звена 𝑖; 𝑅𝑖+1
𝑖 – матрица перехода от системы

координат звена 𝑖 в систему координат звена 𝑖 + 1; ¤𝜃𝑖 – угловая скорость вращения шарнира 𝑖; ¥𝜃𝑖 – угловое
ускорение вращательного шарнира 𝑖; 𝑍𝑖 – ось вращательного сочленения 𝑖; 𝑏𝑖+1

𝑖 – вектор от начала
системы координат 𝑖 до начала системы координат 𝑖 + 1; 𝑏𝑖

𝐶𝑖
– вектор от начала системы координат 𝑖 до

центра масс звена 𝑖; ¤𝑣𝑖 – ускорение начала системы координат звена 𝑖; ¤𝑣𝑖
𝐶𝑖

– ускорение центра масс звена 𝑖 .
Зная линейное и угловое ускорения центра масс для каждого звена, можно использовать уравнения

Ньютона – Эйлера для вычисления моментов сил инерции, приложенных в центре масс каждого из
звеньев. Таким образом, имеем

𝐹𝑖+1 =𝑚𝑖+1 ¤𝑣𝐶𝑖

𝑁𝑖+1 = 𝐼𝑖+1 ¤𝜔𝑖+1 + 𝜔𝑖+1 × 𝐼𝑖+1𝜔𝑖+1,

где 𝐹𝑖 – общая внешняя сила на звено 𝑖;𝑚𝑖 – общая масса звена 𝑖; 𝑁𝑖 – суммарный внешний крутящий
момент на звене 𝑖; 𝐼𝑖 – тензор инерции звена 𝑖 относительно его центра масс. Обратная рекурсия требует
вычисления сил и моментов сил взаимодействия, а также моментов, развиваемых в приводах, начиная
от конечного звена манипулятора (𝑛) и обратно к основанию.

𝑓𝑖 = 𝑅
𝑖
𝑖+1 𝑓𝑖+1 + 𝐹𝑖 ,

𝑛𝑖 = 𝑁𝑖 + 𝑅𝑖𝑖+1𝑛𝑖+1 + 𝑏𝑖𝐶𝑖
× 𝐹𝑖 + 𝑏𝑖𝑖+1 × 𝑅𝑖𝑖+1 𝑓𝑖+1,

𝜏𝑖 = 𝑛
𝑇
𝑖 𝑍𝑖 ,

где 𝑓𝑖 – сила, действующая на звено (𝑖) со стороны звена (𝑖˘1); 𝑛𝑖 – момент, действующий на звено (𝑖) со
стороны звена (𝑖˘1); 𝜏𝑖 – входной крутящий момент в шарнире (𝑖). На рисунке 10 представлена блок-схема
алгоритма для метода Ньютона – Эйлера, который используется для решения обратной задачи динамики
манипулятора [2].

Рис. 10. Блок-схема алгоритма Ньютона – Эйлера для решения обратной задачи динамики манипулятора
Fig. 10. Block diagram of the Newton – Euler algorithm for solving the inverse dynamics problem of manipulator

8. Адаптивнаянейро-нечеткая система вывода «АНСВ»длярушенияОЗД.Для прогнозирования
и крутящегомомента сочленений звеньев манипулятора используются 5 АНСВ. В каждойАНСВ, значения
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(𝜃𝑖 , ¤𝜃𝑖 , ¥𝜃𝑖 ), задающие векторы положений, скоростей и ускорений в шарнирах соответственно работают
как входные значения, а значения (𝜏𝑖 ), задающие векторы крутящего момента, работают как выходные
значения. На рисунке 11 представлены структуры АНСВ с двенадцатью входами и одним выходом для
прогнозирования ОЗД, а сводка параметров и факторов, учитываемых при разработке модели АНСВ,
представлена в таблице 4.

Рис. 11. Структуры АНСВ (а) звена-1, (б) звена-2, (в) звена-3, (г) звена-4 и (д) звена-5 для решения ОЗД
Fig. 11. Structures of ANFIS (a) link-1, (b) link-2, (c) link-3, (d) link-4 and (e) link-5 for solving inverse dynamics problems

Таблица 4. Параметры и факторы моделей АНСВ для ОЗД
Table 4. Parameters and Factors of ANFIS Models for inverse dynamics problem

Звено AHCB-1 AHCB-2 AHCB-3 AHCB-4 AHCB-5
Количество входов 12 12 12 12 12
Количество выходов 1 1 1 1 1
Тип функций принадлежности Gaussian Gaussian Gaussian Gaussian Gaussian
Количество функций принадлежности 12 11 12 12 11
Количество узлов 327 301 327 327 301

На рисунке 12 приведена блок-схема алгоритма программного компонента обратной задачи динамики.
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Рис. 12. Блок-схема алгоритма программы обратной задачи динамики
Fig. 12. Block diagram of the program algorithm for the inverse dynamics

9. Результаты моделирования. При запуске приложения на экране появляется форма, см. рисунок 5.
В режиме прямой кинематики пользователь определяет значения углов, перетаскивая ползунок в пяти
суставах соответственно или вводя значение углов через текстовое поле (показано в окне в верхней
центральной части экрана). При изменении значений углов манипулятор в 3D-пространстве будет
перемещаться в соответствующие положения и ориентации в режиме реального времени (отображается
в окне в правой части экрана). На основе заданных значений углов звеньев программа вычисляет
положение и ориентацию рабочего органа при нажатии кнопки «Calculate». Как показано на рисунке 13,
значения углов пяти звеньев манипулятора и их соответствующее положение и ориентация рабочего
органа показаны в текстовых полях.

Рис. 13. Программа в режиме прямой кинематики
Fig. 13. Program in forward kinematics mode

В режиме обратной кинематики определяется вектор обобщенных координат сочленений звеньев,
который позволяет манипулятору достичь желаемых положения и ориентаций рабочего органа. Жела-
емое положение и ориентацию рабочего органа манипулятора можно настроить, введя положение и
ориентацию с помощью текстовых полей (показано в окне в верхней левой части экрана) или исходя из
результата режима прямой кинематики (рисунок 14). В методе расчета выбор включает возможность
использования метода АНСВ или численного метода. Затем вектор обобщенных координат сочленений
звеньев будет рассчитано в режиме реального времени по обратному кинематическому алгоритму
программы-скрипта (см. рисунок 9).

Рис. 14. Программа в режиме обратной кинематики
Fig. 14. Program in inverse kinematics mode

Режим обратной динамики определяет требуемые крутящие моменты для обеспечения движения
исполнительного звена манипулятора по заданной траектории. В этом режиме, во-первых, необходимо
настроить траекторию рабочего органа в обратной динамике. Здесь в программе используется метод
планирования траектории на основе вектора обобщенных координат шарнирных сочленений звеньев
манипулятора. Пположения, скорости и ускорения сочленений будут рассчитываться с помощью про-
грммы формирования траектории. В методе расчета выбор включает возможность использования метода
АНСВ или численного метода. Крутящие моменты каждого сочленения, требуемые для обеспечения
движения по заданной траектории, будут рассчитываться по обратному динамическому алгоритму
программы-скрипта (см. рисунок 12). В виртуальной среде можно отобразить траекторию движения
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рабочего органа манипулятора, рисунок 15. А также требуемые крутящие моменты, положение, угловая
скорость и угловое ускорение каждого звена могут отобразиться с помощью графиков, которые могут
служить ориентиром для проектирования системы управления и конструкции манипулятора.

Рис. 15. Программа в режиме обратной динамики
Fig. 15. Program in inverse dynamics mode

Заключение. В данной работе использован язык программирования MATLAB для программи-
рования математического моделирования. Для реализации 3D-модели манипулятора использована
САПР-программа «SolidWorks». Разработаны программные модули для компьютерного и имитационного
моделирования перемещения манипулятора в рабочей зоне со следующими функциями: визуализа-
ция 3D-моделирования; взаимодействие с пользователем через графический интерфейс; расчет ОЗК
манипулятора на основе метода Левенберга – Марквардта; расчет ОЗК манипулятора на основе АНСВ;
расчет ОЗД манипулятора на основе метода Ньютона – Эйлера и визуализация результатов; расчет ОЗД
манипулятора на основе АНСВ и визуализация результатов; формирование траектории для целевого
положения и ориентации рабочего органа манипулятора; имитационное моделирование движения
манипулятора по заданной траектории.
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логики к задачам анализа.

Анатолий Георгиевич – основатель и научный руководитель Владикавказского научного центра
Российской академии наук (ВНЦ РАН), руководитель Южного математического института – филиала
ВНЦ РАН, руководитель Северо-Кавказского центра математических исследований ВНЦ РАН.

Главный редактор научного журнала «Владикавказский математический журнал», научного и
общест-венно-политического журнала «Вестник Владикавказского научного центра».

Член редколлегии международного математического журнала «Рositivity», научно-образовательного
и прикладного журнала «Известия высших учебных заведений. Северо-Кавказский регион», научного
журнала «Известия Кабардино-Балкарского научного центра РАН».

Анатолий Георгиевич окончил механико-математический факультет (1975 г.) и аспирантуру (1979 г.)
Новосибирского государственного университета (НГУ). Защитил кандидатскую (1979 г.) и докторскую
(1986г.) диссертации по специальности «математический анализ» в Институте математики им. С. Л.
Соболева Сибирского отделения Российской академии наук (ИМ СО РАН). С 1979 года работал в ИМ СО
РАН в должности младшего (1979-1984), старшего (1984–1987) и ведущего (1987–1991) научного сотрудника.
По совместительству преподавал на механико-математическом факультете в НГУ в должности ассистента
(1978–1988), и. о. профессора (1988–1990), профессора (1990–1991).

Почетные звания и награды:
✓ Почетное звание «Заслуженный деятель науки Российской Федерации»
✓ Благодарность Президента Российской Федерации
✓ Орден Дружбы Российской Федерации
✓ Почетное звание «Почетный работник науки и высоких технологий Российской Федерации»
✓ Почетная грамота Российской академии наук
✓ Почетное звание «Заслуженный деятель науки Республики Северная Осетия-Алания»
✓ Почетная грамота Парламента Республики Северная Осетия-Алания
✓ Орден Почета Республики Южная Осетия
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✓ Орден Дружбы Республики Южная Осетия
✓ Медаль «В ознаменование 10-летия победы в Отечественной войне народа Южной Осетии»
✓ Медаль «В ознаменование 20-летия Республики Южная Осетия»
Научная деятельность. Анатолий Георгиевич принадлежит к научной школе академика АН СССР,

Лауреата Нобелевской премии, Леонида Витальевича Канторовича. Анатолий Георгиевич внес основопо-
лагающий вклад в некоторые разделы функционального анализа. Он – автор более 300 научных трудов,
среди которых 24 монографии и 26 учебных пособий. Анатолием Георгиевичем впервые предложены
и разработаны эффективные методы исследования функциональных пространств и операторов в них,
основанные на комбинировании различных средств анализа, алгебры и математической логики. К числу
важнейших научных достижений Анатолия Георгиевича относятся:
✓ методы векторной двойственности;
✓ исчисление субдифференциалов в топологической постановке на основе метода общего положения;
✓ теория мажорируемых операторов;
✓ адаптация технологии булевозначного моделирования к задачам функционального анализа и

теории операторов;
✓ решение проблемы порядковой ограниченности автоморфизмов и дифференцирований в функци-

ональных алгебрах;
✓ решение проблем Линденштраусса, геометрической характеризации и изометрической классифи-

кации для класса инъективных банаховых решеток.
Научно-организационная деятельность. Анатолий Георгиевич – основатель (с 1994 г.) и директор

(до 2018 г.) Владикавказского научного центра Российской академии наук (ранее – Государственный
научный центр Республики Северная Осетия-Алания (1994-1998гг.), Северо-Осетинский научный центр
(1998-2000 гг.)). Основатель и руководитель (с 1996 г. по настоящее время) Южного математического
института ВНЦ РАН (ранее – Институт прикладной математики и информатики, созданный в 1995 г.),
вошедшего в состав ВНЦ РАН в 2000 году и ставшего одним из признанных в Российской Федерации
научных институтов – лидеров в области фундаментальной математики.

В период с 2002 по 2005 годы в составе Правительства Республики Северная Осетия-Алания Анатолий
Георгиевич курировал вопросы научно-технической политики. В 2008-2009 годах по согласованию с
Президиумом Российской академии наук возглавлял Министерство образования и науки Республики
Южная Осетия, совмещая эту работу с должностью руководителя ВНЦ РАН.

Анатолий Георгиевич является инициатором и организатором региональных, всероссийских и
международных математических конференций, научных и научно-образовательных школ для молодых
ученых, студентов, учителей математики и школьников. Традиционной для ЮМИ ВНЦ РАН стала
международная научная конференция «Порядковый анализ и смежные вопросы математического
моделирования», которая проводится раз в два года с 2003 г. и является крупным научным событием
Юга России, широко признанным как в России, так и за рубежом.

Образовательная деятельность. В период с 1991 по 2022 годы Анатолий Георгиевич – заведующий
кафедрой математического анализа Северо-Осетинского государственного университета им. К. Л. Хетагу-
рова (СОГУ). Под его руководством на кафедре математического анализа СОГУ разработаны и внедрены
новые специализации: математическая экономика и математическая экология.

Важное место в деятельности Анатолия Георгиевича занимает содействие развитию в РСО-А школь-
ного математического образования. Под его руководством в ЮМИ ВНЦ РАН разработана Региональная
модель развития математического образования, которая легла в основу Комплексного плана мероприятий
по реализации в РСО-А «Концепции развития математического образования в Российской Федерации»
(2014-2016). С 2021 года данная модель воплощается в рамках реализации в РСО-А программы развития
регионального научно-образовательного математического центра СКЦМИ ВНЦ РАН.

Анатолий Георгиевич активно занимается подготовкой научных кадров, участвует в реформировании
высшего образования и его интеграции с академической наукой. Среди его учеников 20 кандидатов
физико-математических наук и три доктора наук; некоторые из них ныне известные математики,
работают в России, США, Канаде, Турции.

Редколлегия журнала «Прикладная математика & Физика»
сердечно поздравляет Анатолия Георгиевича Кусраева

с юбилеем и желает ему здоровья, долголетия,
новых успехов и научных результатов.
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26 января 2023 года исполнилось 80 лет Евгению Владимировичу Радкевичу, доктору физико-
математи-ческих наук, профессору, советскому и российскому учёному-математику, педагогу высшей
школы.

Евгений Владимирович родился в семье инженера. В 1965 году окончил механико-математический
факультет МГУ, в 1968 году — аспирантуру там же. Во время учёбы принимал активное участие в работе
Студенческого театра МГУ под руководством П. П. Васильева (затем — П. Н. Фоменко).

По распределению поступил на работу в Институт проблем механики АН СССР в Отдел математиче-
ских методов механики (1968).

Кандидат физико-математических наук (1969, тема диссертации «Гипоэллиптические операторы с
переменными коэффициентами»)[2], ученик О. А. Олейник.

В 1974 году перешёл на преподавательскую работу в МИЭМ, затем — в МИРЭА.
Не прекращая научную и преподавательскую деятельность, в 1969 году поступил, а в 1976 году окончил

ГИТИС (специальность «Режиссура драмы», курс Андрея Гончарова, однокурсниками на актёрском
отделении были Светлана Акимова, Александр Соловьев, Игорь Костолевский, Александр Фатюшин).
Дипломный спектакль «Рассказ от первого лица» поставил в Театре на Малой Бронной у Анатолия
Эфроса.

В 1988 г. защитил диссертацию доктора физико-математических наук, в 1992 г. ему присвоено ученое
звание профессора по кафедре высшей математики.

Евгений Владимирович является широко известным в нашей стране и за рубежом крупным специа-
листом в области дифференциальных уравнений с частными производными, является автором более 150
научных работ и 3 монографий.

В области уравнений с частными производными им были получены достаточные условия гипоэллип-
тичности операторов с кратными характеристиками, получены условия разрешимости краевых задач
для уравнений с неотрицательной характеристической формой.

Совместно с О. А. Олейник получены широко известные результаты в теории уравнений второго
порядка с неотрицательной характеристической формой на основе которых опубликована монография
"Second order equations with nonnegative characteristic form Rhode Island plenum Press, New-York-London,
1973. Монография получила широкое признание как у нас в стране так и за рубежом. В 1974 монография
переведена на итальянский, в и 1975 переведена на китайский. В 2010 опубликован ее расширенный
перевод на русский, в издательстве Московского университета. Интерес к этому изданию, подтвердил
непроходящий интерес к собранным в нем результатам.
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В серии работ по задачам со свободной границей разработан метод модельных операторов, позво-
ливший получить теоремы существования классических решений широкого класса задач со свободной
границей. Обобщен метод операторных пучков (уравнений Карлемана) для исследования проблемы
динамического угла, получены условия существования классического решения для модифицированной
задачи Стефана и задачи Веригина – Маскета. На основе этих результатов опубликована монография
«Математические вопросы неравновесных процессов», Новосибирск, 2007 г., получившая так же широкое
признание как у нас в стране, так и за рубежом.

В серии работ по неравновесным процессам получены условия линейной устойчивости моментных
аппроксимаций кинетических уравнений; для моментных аппроксимаций кинетического уравнения
Больцмана – Пайерлса получены условия существования проекции Чепмена – Энскога в фазовое про-
странство консервативных переменных для задачи Коши и смешанной задачи; для класса операторов с
переменной кратностью характеристик получены условия корректности смешанной задачи; исследо-
вана природа локального равновесия для дискретных кинетических уравнений, построена парадигма
турбулентного-ламинарного перехода.

В последние пять лет, в серии работ исследуется класс критических процессов, объединенных общей
гипотезой что они есть неравновесные фазовые переходы: ламинарно-турбулентный переход, неустой-
чивость Рэлея-Бенара, кристаллизация бинарных сплавов, разрушение конструкционных материалов,
неустойчивость Марангони. Для первых четырех: ламинарно-турбулентный переход, неустойчивость
Рэлея-Бенара, кристаллизация инарных сплавов и разрушение конструкционных материалов построена
модель рекон струкции начальной стадии неустойчивости как неравновесного перехода, механизмом
которого является диффузионное расслоение. Показано, что свободная энергия Гиббса отклонения
от однородного состояния (относительно рассматриваемой неустойчивости) есть аналог потенциалов
Гинзбурга – Ландау. Проведены численные эксперимента самовозбуждения однородного состояния
управлением краевым условием (возрастанием скорости или температуры). Установлена нелокальность
возмущения, что указывает на невозможности применения в этом случае классической теории возму-
щения. Под внешним воздействием (возрастание скорости или температуры) наблюдается переход к
хаосу через бифуркации удвоения периода, подобно каскаду удвоений периода Фейгенбаума. На снове
этих результатов опубликована монография: «Введение в теорию неравновесных фазовых переходов и
термодинамический анализ задач механики сплошной среды» издательство Московского университета,
2019 г.

В это же время в серии работ о задаче Коши для дискретных кинетических уравнений продемонстри-
ровано зарождение хаотических процессов во времени и пространстве. С помощью решения одномерной
модели Карлемана, при увеличении параметра хаотизации (в терминологии Ландау-Гинзбурга), ана-
лога числа Кнудсена. Это первый пример дискретного кинетического уравнения, где были выявлены
хаотические режимы. Модель Карлемана обладает важными свойствами кинетического уравнения. Эта
модель являются системой двух нелинейных уравнений, описывающих перенос и взаимодействие двух
типов частиц. Их можно рассматривать как особый вид обратимого химического процесса. Есть два
математическихе стимула для исследования таких моделей. Первым из них является неинтегрируемость
системы, который указывает на существование положительных экспонент Ляпунова, когда стационарные
решения задачи могут быть линейно неустойчивыми. Кроме того, эти стационарные решения могут быть
легко получены аналитически . Численный эксперимент начально-краевой задачи для этих моделей
показал ряд после довательных бифуркаций при увеличении показателя хаотичности-эффективного
число Кнудсена. Для дискретных кинетических уравнений-Карлемана и Годунова-Султангазина доказана
асимптотическая устойчивость устойчивых стационарных состояний.

Е. В. Радкевич многократно участвовал в работе международных конференций как у нас в стране,
так и за рубежом; исполнитель Гранта РФФИ N 18-01-00524 и инициативной научноисследовательской
работы ИЦМР-6, Валидация и верификация, N 15-01-03587(РТУ МИРЭА).

В течении пяти лет (2015-2019) Е. В. Радкевич читал курс лекций и проводил семинары по курсу
«Методы математической физики», по курсу «Уравнения с частными производными» на факультете
фундаментальной физико химической инженерии в МГУ имени М. В. Ломоносова.

Для студентов и аспирантов Е. В. Радкевич (совместно с А. Пятницким и А. Шамаевым) ведет
спецсеминар «Качественные свойства уравнений с частными производными».

Прочитаны спецкурсы: «Интегральные уравнения и теоремы вложения», «Асимптотические методы»,
«Корректность моделей механики сплошных сред и термодинамика».

Евгением Владимировичем подготовлено 7 кандидатов и один доктор наук.

Редколлегия журнала «Прикладная математика & Физика»
сердечно поздравляет Евгения Владимировича Радкевича

с юбилеем и желает ему здоровья, долголетия,
новых успехов и научных результатов.
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К 75-летию профессора Александра Павловича Солдатова,

главный научный сотрудник Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук,

профессор института прикладной математики и автоматизации, филиал ФГБНУ «Федеральный научный
центр «Кабардино-Балкарский научный центр Российской академии наук», г. Нальчик ведущий

научный сотрудник кафедры прикладной математики и компьютерного моделирования, Белгородский
государственный национальный исследовательский университет

18 января 2023 года исполнилось 75 лет Александру Павловичу Солдатову, доктору физико-математи-
ческих наук, профессору, заслуженному деятелю науки Российской Федерации, русскому учёному-
математику, специалисту в области дифференциальных уравнений с частными производными и их
приложений.

Александр Павлович родился в 1948 году. В 1965 году закончил физико-математическую школу-
интернат при НГУ, затем с отличием Новосибирский государственный университет в 1971 г. по специ-
альности «Математика», в 1975 г. защитил кандидатскую диссертацию в Математическом институте
АН СССР им. В. А. Стеклова, а в 1979 г. – докторскую диссертацию в Московском государственном
университете им. М. В. Ломоносова.

Многие годы исследовательскую деятельность в академических учреждениях ВЦ АН СССР, позже —
ВЦ РАН, ВЦ ФИЦ ИУ РАН, а также в Институте прикладной математики и автоматизации – филиале
ФГБНУ ФНЦ «Кабардино-Балкарский научный центр РАН», г. Нальчик Александр Павлович успешно
сочетает с преподавательской деятельностью.

Он преподавал во Владимирском ГПУ, Вологодском ГПИ, в начале 2000-х заведовал кафедрой
математического анализа и руководил лабораторией дифференциальных и интегральных уравнений в
Новгородском ГУ.

Приглашался также в качестве визит-профессора в Региональный научно-образовательный матема-
тический центр ЮФУ (Ростов-на-Дону) (октябрь-декабрь 2018 г.).

С 2004 г. работает в НИУ «БелГУ». В 2006 году Александр Павлович стал инициатором открытия
диссертационного совета Д 212.015.08 по специальности 01.01.02 «Дифференциальные уравнения, ди-
намические системы и оптимальное управление». На данный момент Александр Павлович является
членом автономного диссертационного совета БелГУ.22.01. Диссертационный совет играет заметную
роль в развитии научных исследований и подготовке кадров высшей квалификации.

C деятельностью совета тесно связан Математический семинар НИУ «БелГУ», соруководителем кото-
рого является Александр Павлович. На семинаре, в частности, проходят экспертизу многие кандидатские
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и докторские диссертации. Александр Павлович принимает также активное участие в консультировании,
рецензировании и оппонировании кандидатских и докторских диссертаций.

Александр Павловичмногие годы возглавлял кафедру математического анализа НИУ «БелГУ». В 2016 г.
под его руководством на базе института инженерных технологий и естественных наук было создано
новое структурное подразделение – кафедра дифференциальных уравнений. В 2019 г., путем слияния с
кафедрой общей математики, она преобразована в кафедру прикладной математики и компьютерного
моделирования. Александр Павлович является ведущим научный сотрудником этой кафедры.

Основные научные достижения
Профессором А. П. Солдатовым:

• Построена нетеровская теория сингулярных интегро-функциональных уравнений.

• Получены наиболее общие теоремы существования и единственности решения задачи Франкля и
обобщённой задачи Трикоми для уравнений смешанного типа.

• Развит прямой теоретико-функциональный подход к общим эллиптическим краевым задачам
на плоскости. В этом направлении изучены смешанные и контактные задачи плоской теории
упругости.

Итоги исследований Александра Павловича и его научной школы привлекли внимание математиков
как в нашей стране, так и за её пределами, неоднократно докладывались и обсуждались на различных
международных научных мероприятиях, в том числе таких как:

• International Conference on Differential equations, December 9-12, 2017, Dalat, Vietnam;

• International Conference «Applications of Mathematics in Engineering and Economics» (AMEE’17), June
8-13, 2017, Sozopul, Bulgaria; International Conference on Analysis and Applied Mathematics (ICAAM,
2016), September 7-10, 2016, Almaty, Kazakhstan;

• 3rd International Workshop «Boundary value problems, functional equations and their applications», April
20-23, 2016, Rzesz?ow, Poland;
International Workshop «Wiener-Hopf Method, Toeplitz Operators, and their Applications», November 3-7,
2015, Veracruz, Mexico; и др.

Членство в научных обществах
Профессор А. П. Солдатов является членом следующих научных обществ:

• Московское математическое общество;

• Американское математическое общество (AMS), США;

• Немецкое математическое общество (GAMM), Германия.

Научно-организационная деятельность

• член редколлегии журнала «Прикладная математика & Физика»,

• член редколлегии журнала «Вестник Самарского государственного технического университета.
Сер. Физико-математические науки»,

• член оргкомитетов более десятка всероссийских и международных конференций в области диффе-
ренциальных уравнений, уравнений в частных производных и математического моделирования,
которые проходили на основе Самарского ГТУ.

• член автономного диссертационного совета БелГУ.22.01

• председатель диссертационного совета СамГТУ.

Награды, премии, почётные звания

• Почётный знак «Отличник народного просвещения РСФСР» (1990) — отмечены заслуги Александра
Павловича в качестве председателем жюри математических олимпиад Владимирской области

• Заслуженный деятель науки Российской Федерации (2001),

• действительный член Международной академии наук высшей школы (с 2001 года).
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Книги

• Одномерные сингулярные операторы и краевые задачи теории функций / А. П. Солдатов. — М. :
Высш. шк., 1991. – 206.

• Краевые задачи теории функций в кусочно-гладких областях: В 2 ч. / А. П. Солдатов. Тбилиси: Ин-т
прикл. математики им. И. Н. Векуа, 1992. Ч.1. 260 с., Ч.2. 273 с.

• Гипераналитические функции и их приложения : учебное пособие / А. П. Солдатов ; Фед. аг-во по
обр., Белгородский гос. ун-т. — Белгород : Белгородский ГУ, 2006. — 102 с.; 20 см.

• Сингулярные интегральные операторы и эллиптические краевые задачи. I / А. П. Солдатов. СМФН,
63:1 (2017), 1–189.

Александр Павлович является известным, активно работающим, специалистом в области диффе-
ренциальных уравнений с частными производными, автором более 300 научных статей и нескольких
монографий. В работах А. П. Солдатова по уравнениям смешанного типа исследован ряд известных
краевых задач – обобщенная задача Трикоми с отходом от характеристики, задача Франкля и др. В
частности, впервые им было снято геометрическое условие на эллиптическую часть границы области
в теоремах единственности решения обобщенной задачи Трикоми и задачи Франкля. Сравнительно
недавно (1994-1995 гг.) А.П. Солдатовым предложены новые корректные постановки смешанных задач
для модельного уравнения Лаврентьева – Бицадзе.

В большом цикле работ А. П. Солдатова построена теория одномерных сингулярных интегро-
функциональных операторов, которые широко встречаются в приложениях и объединяют черты сингу-
лярного оператора Коши и операторов Винера – Хопфа. Эти результаты легли в основу его монографии
«Одномерные сингулярные операторы и краевые задачи теории функций». Ряд важных результатов по-
лучен Александром Павловичем в плоской теории упругости, где им предложен новый способ редукции
основных краевых задач к эквивалентной системе интегральных уравнений на границе. Известны также
прикладные исследования А. П. Солдатова в теории фильтрации и прогнозе уровня грунтовых вод. В
этом направлении он свыше десяти лет успешно сотрудничает с Институтом прикладной математики и
автоматизации РАН (г. Нальчик).

В последние годы А. П. Солдатовым и его многочисленными учениками активно развивается
теоретико-функциональный подход к общим краевым задачам для эллиптических уравнений и систем
на плоскости, основанный на разработанном им аппарате граничных интегральных уравнений.

Исследования Александра Павловича всегда привлекают широкое внимание специалистов как у нас
в стране, так и в других странах.

Редколлегия журнала «Прикладная математика & Физика»
сердечно поздравляет Александра Павловича Солдатова

с юбилеем и желает ему здоровья, долголетия,
новых успехов и научных результатов.
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616–624.

2. Soldatov A. P. On a boundary problem for a fourth-order elliptic equation on a plane, Computational
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76. Абаполова Е.А., Солдатов А.П. Явное выражение для обобщенного потенциала двойного слоя
системы Ламе плоской ортотропной упругости, Научные ведомости БелГУ, (матем., физика), 2011,
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