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Оригинальное исследование

О бифуркациях сепаратрисных контуров векторных полей на плоскости
с инволютивной симметрией

Ройтенберг В. Ш.
(Статья представлена членом редакционной коллегии А. Н. Куликовым )

Ярославский государственный технический университет,
Россия, 150023, г. Ярославль, Московский проспект, 88

vroitenberg@mailru

Аннотация. Рассматривается типичное двухпараметрическое семейство векторныхполей на плоскости с симметрией
относительно оси x. Предполагается, что при нулевых значениях параметров векторное поле имеет лежащие на
оси х седло-узел с отрицательным собственным значением матрицы линейной части и грубое седло, а также
два симметричных контура, образованные выходящими сепаратрисами седла, совпадающими со входящими
сепаратрисами седло-узла. Описана бифуркационная диаграмма такого семейства – разбиение окрестности нуля на
плоскости параметров по типам фазовых портретов в окрестности объединения указанных контуров. В частности
показано, что из каждого контура может родиться по одному устойчивому грубому предельному циклу.
Ключевые слова: векторное поле на плоскости, динамическая система, седло-узел, седло, сепаратрисный контур,
предельный цикл, бифуркационная диаграмма
Для цитирования: Ройтенберг В. Ш. 2024. О бифуркациях сепаратрисных контуров векторных полей на плоскости с
инволютивной симметрией. Прикладная математика & Физика, 56(1): 5–12.
DOI 10.52575/2687-0959-2024-56-1-5-12

Original Research

On Bifurcation of Separatrix Contours of Planar Vector Fieds with Involutive
Symmetry

Vladimir Sh. Roitenberg
(Article submitted by a member of the editorial board A. N. Kulikov)

Yaroslavl State Technical University,
88 Moscow Avenu, Yaroslavl, 150023, Russia

vroitenberg@mail.ru

Abstract. We consider a two-parameter family of vector fields in the plane with symmetry about the x-axis. It is assumed that
at zero values of the parameters, the vector field has a saddle-node with a negative eigenvalue of the matrix of the linear part
of the field and a rough saddle lying on the x-axis, as well as two symmetric contours formed by the outgoing separatrices of
the saddle, coinciding with the incoming separatrices of the saddle-node. A bifurcation diagram of such a family is described –
a partition of the neighborhood of zero on the parameter plane by types of phase portraits in a neighborhood of the union of
these contours. In particular, it is shown that one stable rough limit cycle can be born from each contour.
Keywords: Planar Vector Field, Dynamical System, Saddle-node, Saddle, Separatrix Contour, Limit Cycle, Bifurcation Diagram
For citation: Roitenberg V. Sh. 2024. On Bifurcation of Separatrix Contours of Planar Vector Fieds with Involutive Symmetry.
Applied Mathematics & Physics, 56(1): 5–12. (in Russian) DOI 10.52575/2687-0959-2024-56-1-5-12

1. Введение. Изучение динамических систем с различного рода симметрией интересно с теоре-
тической точки зрения и полезно для приложений. Имеется ряд работ, в которых рассматриваются
бифуркации динамических систем с симметрией, как двумерных, так и многомерных [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].
Традиционный интерес представляют бифуркации, при которых рождаются устойчивые предельные
циклы, поскольку в прикладных задачах они моделируют автоколебания. В основном изучались бифурка-
ции положений равновесия и замкнутых траекторий. Описание бифуркаций сепаратрисных контуров в

http://orcid.org/0000-0002-1293-7998
http://orcid.org/0000-0002-1293-7998
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типичных однопараметрических семействах динамических систем на плоскости, допускающих простей-
шие группы симметрий, в большинстве случаев можно извлечь из описания бифуркаций в типичных
двухпараметрических семействах динамических систем без симметрии, хорошо изученных к настояще-
му времени (см. например, [10, 11]). Однако для двухпараметрических семейств систем с симметрией
такой подход невозможен, поскольку описание нетривиальных нелокальных бифуркаций в семействах
динамических систем с числом параметров больших двух неизвестно. Некоторые двухпараметрические
бифуркации изучались в [5, 8] для систем на плоскости с центральной симметрией. Однако естественно
рассматривать нелокальные бифуркации и для систем с другими симметриями.

Пусть 𝑅 : R2 → R2 – инволюция 𝑅(𝑥1, 𝑥2) := (𝑥1,−𝑥2), 𝐷 – замкнутая область в R2 с гладкой границей,
𝑅(𝐷) = 𝐷 . Обозначим 𝔛𝑟 (𝐷) – банахово пространство 𝐶𝑟 -векторных полей с 𝐶𝑟 -нормой (𝑟 ≥ 3) [12],
а 𝔛𝑟

𝑅
(𝐷) – его подпространство, состоящее из векторных полей 𝑋 : 𝐷 → 𝑇𝐷 = R2, инвариантных

относительно инволюции 𝑅, то есть таких, что 𝑋 ◦ 𝑅 = 𝑅 ◦ 𝑋 .
Пусть 𝑋𝜀 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑃1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀)𝜕/𝜕𝑥1 + 𝑃2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀)𝜕/𝜕𝑥2 – семейство векторных полей из 𝔛𝑟

𝑅
(𝐷), 𝐶𝑟 -

гладко зависящих от точки (𝑥1, 𝑥2) и параметра 𝜀 ∈ R2. Вследствие симметрии 𝑃1 (𝑥1,−𝑥2, 𝜀) = 𝑃1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀),
𝑃2 (𝑥1,−𝑥2, 𝜀) = −𝑃2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀), а множество неподвижных точек инволюции 𝑅, прямая 𝐹 : 𝑥2 = 0, инвариант-
но для всех полей семейства и разбивает 𝐷 на инвариантные множества 𝐷+ = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷 : 𝑥2 > 0} и
𝐷− = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷 : 𝑥2 < 0}.

Локальные бифуркации в типичных семействах таких векторных полей изучены Х. Жолондеком в
[2]. Мы опишем некоторые нелокальные бифуркации.

Предположим, что поле 𝑋0 удовлетворяет следующим условиям.
Условия (А). Поле 𝑋0 имеет особую точку 𝑆0

1 = (𝑠0
1, 0) – седло-узел и особую точку 𝑆0

2 = (𝑠0
2, 0) – грубое

седло, 𝑠0
1 < 𝑠0

2 . Открытая дуга (𝑆0
1𝑆

0
2) прямой 𝐹 между точками 𝑆0

1 и 𝑆0
2 является выходящей сепаратрисой

седло-узла и входящей сепаратрисой седла. Выходящая сепаратриса седла 𝐿0
+ (𝐿

0
−) принадлежит int𝐷+ (int𝐷−)

и совпадает с входящей сепаратрисой седло-узла.
Будем исследовать бифуркации полицикла Γ0, полученного объединением двух симметричных

сепаратрисных контуров Γ0
± := 𝐿0

± ∪ (𝑆0
1𝑆

0
2) ∪ {𝑆0

1, 𝑆
0
2}. Векторные поля 𝑋0, удовлетворяющие условиям

(А), образуют в пространстве 𝔛𝑟
𝑅
(𝐷) 𝐶𝑟−2-подмногообразия коразмерности два. Поэтому естественно

рассматриватьих бифуркациивдвухпараметрических семействах𝑋𝜀 «общегоположения». Впространстве
𝔛𝑟 (𝐷) эти векторные поля имеют более высокую коразмерность и их бифуркации в𝔛𝑟 (𝐷) следует изучать
в семействах векторных полей с большим числом параметров. Однако бифуркации сепаратрисных
контуров рассматриваемого вида в семействах векторных полей из 𝔛𝑟 (𝐷) с числом параметров ≥ 3 не
исследовались.

2. Условие типичности. Формулировка результатов. Вследствие симметрии поля𝑋0 относительно
оси 𝑥1

(
𝜕𝑃𝑖 (𝑠0

𝑘
, 0, 0)/𝜕𝑥 𝑗

)
= 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆0

𝑘1, 𝜆
0
𝑘2). Ввиду условий (А) 𝜆0

21 < 0, 𝜆0
22 > 0.

Так как 𝑆0
1 – седло-узел, а поле симметрично, то ограничение поля на его инвариантное многообразие

𝐹 имеет вид (𝑏𝑥2
1 + 𝑜 (𝑥2

1))𝜕/𝜕𝑥1, где 𝑏 ≠ 0. Ввиду условий (А) 𝜆0
11 < 0, 𝑏 > 0. Из параграфов 5.1 в [13] и

11.2 в [11] следует, что в окрестности точки 𝑆0
1 существует такая 𝐶𝑟 -замена координат 𝑥1 = 𝑔1 (𝑥,𝑦, 𝜀),

𝑥2 = 𝑔2 (𝑥,𝑦, 𝜀), (𝑥,𝑦) ∈ R2, 𝜀 ∈ (−𝛿∗, 𝛿∗)2, 𝑔1 (0, 0, 0) = 𝑠0
1, sgn𝑔2 (𝑥,𝑦, 𝜀) = sgn𝑦, что в координатах 𝑥,𝑦

линия 𝐹 задается уравнением 𝑦 = 0, причем при 𝜀 = 0 точки 𝐹 с координатой 𝑥 > 0 лежат на дуге (𝑆0
1𝑆

0
2), а

векторное поле 𝑋𝜀 имеет вид

𝑃 (𝑥, 𝜀)𝜕/𝜕𝑥 + (𝜆0
12 + 𝑟2 (𝑥,𝑦, 𝜀))𝑦 𝜕/𝜕𝑦, (1)

где
𝑃 (𝑥, 𝜀) = 𝑎(𝜀) + (𝑏 + 𝑟1 (𝑥, 𝜀))𝑥2, 𝑎 ∈ 𝐶1, 𝑎(0) = 0, 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝐶, 𝑟1 (0, 0) = 𝑟2 (0, 0, 0) = 0. (2)

Обозначим 𝑙2𝜀 дугу, задаваемую условиями 𝑦 = 𝑑 , −𝑑 < 𝑥 < 𝑑 , и параметризованную параметром
𝑥 . Ввиду (1), (2) и условий (А) сепаратриса 𝐿0

+ трансверсально пересекает дугу 𝑙20 в точке с параметром
𝑥 = 0. При 𝜀, достаточно близких к нулю, поле 𝑋𝜀 имеет седло 𝑆2 (𝜀) ∈ 𝐹 , выходящая сепаратриса которого,
лежащая в 𝐷+, пересекает дугу 𝑙2𝜀 в точке с параметром 𝑥 = 𝑥 (𝜀), где 𝑥 (·) ∈ 𝐶1, 𝑥 (0) = 0.

Пусть теперь выполняется и
Условие (Б). Производные 𝜕𝑎(0)/𝜕𝜀 и 𝜕𝑥 (0)/𝜕𝜀 – линейно независимы, то есть���� 𝜕𝑎(0)/𝜕𝜀1 𝜕𝑎(0)/𝜕𝜀2

𝜕𝑥 (0)/𝜕𝜀1 𝜕𝑥 (0)/𝜕𝜀2

���� ≠ 0.

Это условие не зависит от произвола в выборе координат 𝑥,𝑦 и числа 𝑑 . Можно показать, что условие (Б)
означает трансверсальность отображения 𝜀 ↦→ 𝑋𝜀 в точке 𝜀 = 0 подмногообразию 𝔛𝑟

𝑅
(𝐷), задаваемому

условиями (А).
Сделав замену параметров 𝜀1 = 𝑎(𝜀), 𝜀2 = 𝑥 (𝜀) и вернувшись к их прежним обозначениям, мы можем

считать
𝑎(𝜀) = 𝜀1, 𝑥 (𝜀) = 𝜀2 . (3)
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Теорема. Пусть выполняются условия (А) и (Б). Тогда существуют число 𝛿 > 0, окрестность 𝑈
полицикла Γ0, 𝑅(𝑈 ) = 𝑈 , и разбиение области параметров E = (−𝛿, 𝛿)2 на множества ( рис. 1)

B0 = {(0, 0)}, B1 = {0} × (0, 𝛿), B3 = (−𝛿, 0) × {0}, B2 = {(𝜀1, 𝜀2) : 𝜀1 = 𝛽 (𝜀2)},
где 𝛽 : (0, 𝛿) → (−𝛿, 0), 𝛽 ∈ 𝐶1, 𝛽 (+0) = 𝛽 ′ (+0) = 0,
E1 = (0, 𝛿) × (−𝛿, 𝛿), E2 = {(𝜀1, 𝜀2) : 𝜀2 ∈ (0, 𝛿), 𝛽 (𝜀2) < 𝜀1 < 0},
E3 = {(𝜀1, 𝜀2) : 𝜀2 ∈ (0, 𝛿), −𝛿 < 𝜀1 < 𝛽 (𝜀2)} ∪ (−𝛿, 0) × (−𝛿, 0],
такие, что поле 𝑋𝜀 , 𝜀 ∈ E, имеет в𝑈 только следующие особые точки:
седло 𝑆2 (𝜀) при всех 𝜀 ∈ E, седло-узел 𝑆 (𝜀) ∈ 𝐹 при 𝜀 ∈ B0 ∪ B1 ∪ B3, грубое седло 𝑆𝑅 (𝜀) ∈ 𝐹 и грубый узел

𝑆𝐿 (𝜀) ∈ 𝐹 при 𝜀 ∈ E1 ∪ B2 ∪ E2
и следующие нетривиальные неблуждающие множества:
два симметричных грубых устойчивых предельных цикла при 𝜀 ∈ E1 ∪ B1 ∪ E2, два симметричных

устойчивых контура, образованных сепаратрисами седел 𝑆0
1 (соотв. 𝑂𝑅 (𝜀))) и 𝑂2 (𝜀) при 𝜀 = 0 (соотв. 𝜀 ∈ B2).

Доказательство теоремы приведено в разделах 3–5. В силу симметрии векторных полей𝑋𝜀 , достаточно
описать поведение их траекторий в окрестности контура Γ0

+ в 𝐷+.

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма
Fig. 1. Bifurcation diagram

3. Отображения соответствия по траекториям. Функция последования. Зададим число 𝛼 ,
удовлетворяющее неравенствам

0 < 𝛼 < 1/10; 10𝛼 < −𝜆0
21/𝜆0

22 . (4)

Пусть 𝐷1
𝜀 , 𝜀 ∈ (−𝛿 ′, 𝛿 ′)2, – область в 𝐷 , задаваемая в координатах 𝑥,𝑦 неравенствами |𝑥 | < 2𝑑, |𝑦 | < 2𝑑 ,

где 𝑑 > 0 и 𝛿 ′ > 0 выбраны столь малыми, чтобы в 𝐷1
𝜀 выполнялось неравенство

|𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1, 𝑥2) − 𝑑𝑖𝑣 𝑋0 (𝑠0
1, 0) | = |𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1, 𝑥2) − 𝜆0

11 | < 𝛼 |𝜆0
11 |, (5)

𝜆0
12 + 𝑟2 (𝑥,𝑦, 𝜀) > (1 + 𝛼)𝜆0

12. (6)

Вследствие (2) и (3) при достаточно малом 𝛿1 ∈ (0, 𝛿 ′) уравнение 𝑃 (𝑥, 𝜀) = 0 на интервале (−𝑑,𝑑) имеет
при 𝜀 ∈ (−𝛿1, 0] × (−𝛿1, 𝛿1) корни 𝑥 = 𝑥𝑅

(√︁
|𝜀1 |, 𝜀2

)
≥ 0 и 𝑥 = 𝑥𝐿

(√︁
|𝜀1 |, 𝜀2

)
≤ 0, где 𝑥𝑅 и 𝑥𝐿 – 𝐶1-функции на

(−𝛿1, 𝛿1)2, для которых

𝑥𝑅 (0, 𝜀2) = 𝑥𝐿 (0, 𝜀2) = 0, (𝑥𝑅)′𝜇 (𝜇, 𝜀2)
��
𝜇=𝜀2=0 = −(𝑥𝐿)′𝜇 (𝜇, 𝜀2)

��
𝜇=𝜀2=0 = 1/

√
𝑏 > 0, (7)
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8 О бифуркациях сепаратрисных контуров векторных полей на плоскости . . .

а при 𝜀 ∈ (0, 𝛿1) × (−𝛿1, 𝛿1) не имеет корней. Если 𝛿1 достаточно мало, то поле 𝑋𝜀 имеет в 𝐷1
𝜀 две особых

точки, принадлежащие 𝐹 : грубое седло 𝑆𝑅 (𝜀) с координатой 𝑥 = 𝑥𝑅

(√︁
|𝜀1 |, 𝜀2

)
> 0 и грубый узел 𝑆𝐿 (𝜀) с

координатой 𝑥 = 𝑥𝐿

(√︁
|𝜀1 |, 𝜀2

)
< 0, если 𝜀 ∈ (−𝛿1, 0) × (−𝛿1, 𝛿1), седло-узел 𝑆 (𝜀) с координатой 𝑥 = 0, если

𝜀 ∈ {0} × (−𝛿1, 𝛿1), и не имеет особых точек, если 𝜀 ∈ (0, 𝛿1) × (−𝛿1, 𝛿1). Пусть

𝑥+ (𝜀) := 𝑥𝑅
(√︁

|𝜀1 |, 𝜀2

)
при 𝜀 ∈ (−𝛿1, 0] × (−𝛿1, 𝛿1) и 𝑥+ (𝜀) := −𝑑 при 𝜀 ∈ (0, 𝛿1) × (−𝛿1, 𝛿1). (8)

Обозначим 𝑙1𝜀 открытую дугу в 𝐷1
𝜀 , задаваемую в координатах 𝑥,𝑦 условиями 𝑥 = 𝑑 , −𝑑 < 𝑦 < 𝑑 и

параметризованную параметром 𝑦 (рис. 2). Дуга 𝑙2𝜀 , заданная условиями 𝑦 = 𝑑 , −𝑑 < 𝑥 < 𝑑, уже была
введена выше. Вследствие (1), (6), (8) и неравенства 𝑃 (𝑥, 𝜀) > 0 для 𝑥 > 𝑥+ (𝜀) отрицательная полутраектория
поля 𝑋𝜀 , начинающаяся в точке 𝐴1 ∈ 𝑙1𝜀 с параметром 𝑢 > 0, задается в 𝐺1

𝜀 уравнением 𝑥 = 𝑋 (𝑦,𝑢, 𝜀),
𝑦 ∈ [𝑢, 2𝑑), где 𝑋 – 𝐶𝑟−1-функция, пересекает дугу 𝑙2𝜀 в точке с параметром 𝑥 = 𝜑1 (𝑢, 𝜀) = 𝑋 (𝑑,𝑢, 𝜀) (см. рис.
2), а время перехода по траекториям поля от точки 𝐴2 до точки 𝐴1

𝑇1 (𝑢, 𝜀) = −
𝑑∫

𝑢

𝑑𝑦

(𝜆0
12 + 𝑟2 (𝑋 (𝑦,𝑢, 𝜀), 𝑦, 𝜀))𝑦

≥ 1
(1 + 𝛼)𝜆0

12
(ln𝑢 − ln𝑑). (9)

Рис. 2. Функции соответствия. Функция последования
Fig. 2. Matching functions. Poincare mapping

Мы можем считать, что при выбранном 𝛿 ′ локальные устойчивое и неустойчивое инвариантные
многообразия седла 𝑆2 (𝜀), 𝜀 ∈ (−𝛿 ′, 𝛿 ′)2 задаются, соответственно, уравнениями 𝑥2 = 0 и 𝑥1 = 𝑤 (𝑥2, 𝜀),
где 𝑤 (· , ·) ∈ 𝐶𝑟 , 𝑤 (−𝑥2, 𝜀) = 𝑤 (𝑥2, 𝜀), 𝑤 (0, 0) = 𝑠0

2 . Сделаем 𝐶
𝑟 -замену координат 𝜉 = 𝑤 (𝑥2, 𝜀) − 𝑥1, 𝜂 = 𝑥2,

выпрямляющую неустойчивое инвариантное многообразие. В новых координатах поле 𝑋𝜀 имеет вид

𝑋𝜀 = (𝜆0
21 + 𝑞1 (𝜉, 𝜂, 𝜀)) 𝜉 𝜕/𝜕𝜉 + (𝜆0

22 + 𝑞2 (𝜉, 𝜂, 𝜀)) 𝜂 𝜕/𝜕𝜂, (10)

где 𝜆0
21 < 0, 𝜆0

22 > 0, 𝑞𝑘 – непрерывные функции, 𝑞𝑘 (0, 0, 0) = 0, 𝑘 = 1, 2, причем при 𝜀 = 0 точки с
координатами 𝜂 = 0, 𝜉 > 0 лежат на дуге (𝑆0

1𝑆
0
2).

Пусть 𝐷2
𝜀 – область в 𝐷 , задаваемая в выбранных координатах 𝜉, 𝜂 в окрестности точки 𝑆2 (𝜀), 𝜀 ∈

(−𝛿 ′, 𝛿 ′)2, неравенствами |𝜉 | < 2𝑑, |𝜂 | < 2𝑑 , где 𝑑 и 𝛿 ′ можно считать теми же, что были выбраны для
области 𝐷1

𝜀 и столь малыми, что для (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷2
𝜀 , 𝜀 ∈ (−𝛿 ′, 𝛿 ′)2

|𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1, 𝑥2) − 𝑑𝑖𝑣 𝑋0 (𝑠0
2, 0) | = |𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1, 𝑥2) − (𝜆0

21 + 𝜆0
22) | < 𝛼 |𝜆0

21 + 𝜆0
22 |, (11)

|𝑞𝑘 (𝑥,𝑦, 𝜀) | ≤ 𝛼 |𝜆0
2𝑘 | при |𝑥 | < 2𝑑, |𝑦 | < 2𝑑, 𝜀 ∈ (−𝛿 ′, 𝛿 ′)2, 𝑘 = 1, 2. (12)

Обозначим 𝑙3𝜀 (соотв. 𝑙4𝜀 ) открытую дугу в 𝐷2
𝜀 (см. рис. 2), задаваемую в координатах 𝜉, 𝜂 условиями 𝜉 = 𝑑 ,

−𝑑 < 𝜂 < 𝑑 (соотв. 𝜂 = 𝑑 , −𝑑 < 𝜉 < 𝑑) и параметризированную параметром 𝜂 (соотв. 𝜉). Из (10) и (12)
следует, что положительная полутраектория поля 𝑋𝜀 , начинающаяся в точке 𝐵1 дуги 𝑙3𝜀 с параметром
𝑣 > 0, задается в 𝐷2

𝜀 уравнением 𝜉 = Ξ(𝜂, 𝑣, 𝜀), 𝜂 ∈ [𝑣, 2𝑑), где Ξ –𝐶𝑟−1-функция, Ξ(𝜂, 𝑣, 𝜀) > 0, Ξ(𝜂, +0, 𝜀) = 0,
пересекает дугу 𝑙4𝜀 в точке 𝐵2 с параметром 𝜉 = 𝜑2 (𝑣, 𝜀) = Ξ(𝑑, 𝑣, 𝜀), а для времени перехода по траекториям
поля от точки 𝐵1 до точки 𝐵2

𝑇3 (𝑣, 𝜀) =
𝑑∫

𝑣

𝑑𝜂

(𝜆0
22 + 𝑞2 (Ξ(𝜂, 𝑣, 𝜀), 𝜂, 𝜀))𝜂

имеем следующую оценку

−(ln 𝑣 − ln𝑑)/(1 + 𝛼)𝜆0
22 ≤ 𝑇3 (𝑣, 𝜀) ≤ −(ln 𝑣 − ln𝑑)/(1 − 𝛼)𝜆0

22. (13)
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При достаточно малых 𝜎 > 0 и 𝛿2 ∈ (0, 𝛿1] положительная полутраектория поля 𝑋𝜀 , 𝜀 ∈ [−𝛿2, 𝛿2]2,
начинающаяся в точке дуги 𝑙1𝜀 с параметром 𝑢 ∈ [0, 𝜎] первый раз пересечет дугу 𝑙3𝜀 в точке с параметром
𝑣 = 𝜓1 (𝑢, 𝜀) (см. рис. 2) через время𝑇2 (𝑢, 𝜀), где𝜓1, 𝑇2 ∈ 𝐶1,𝜓1 (0, 𝜀) ≡ 0, (𝜓1)′𝑢 (𝑢, 𝜀) > 0. Тогда при некотором
𝐾 > 0

𝑢/𝐾 ≤ 𝜓1 (𝑢, 𝜀) ≤ 𝐾𝑢, 0 < 𝑇2 (𝑢, 𝜀) ≤ 𝐾 для всех 𝜀 ∈ [−𝛿2, 𝛿2]2, 𝑢 ∈ [0, 𝜎] . (14)

Мы можем также считать, что при выбранных 𝜎 , 𝛿2 и 𝐾 положительная полутраектория поля 𝑋𝜀 ,
𝜀 ∈ [−𝛿2, 𝛿2]2, начинающаяся в точке дуги 𝑙4𝜀 с параметром 𝜉 ∈ [0, 𝜎], первый раз пересечет дугу 𝑙2𝜀 в точке
с параметром 𝑥 = 𝜓2 (𝜉, 𝜀) (см. рис. 2), где𝜓2 ∈ 𝐶1,𝜓 ′

2𝜉 (𝜉, 𝜀) > 0,𝜓2 (0, 𝜀) = 𝑥 (𝜀) = 𝜀2, через время 𝑇4 (𝜉, 𝜀),

0 < 𝑇4 (𝜉, 𝜀) ≤ 𝐾. (15)

Функция P(·, 𝜀) := 𝜑−1
1 (𝜓2 (𝜑2 (𝜓1 (· , 𝜀), 𝜀), 𝜀), 𝜀), где 𝜑−1

1 (· , 𝜀)– отображение, обратное к 𝜑1 (· , 𝜀), является
функцией последования по траекториям поля 𝑋𝜀 на части дуги 𝑙1𝜀 (см. рис. 2). Далее мы уточним ее
область определения в зависимости от параметра 𝜀.

4. Оценка характеристического показателя предельного цикла. Нам понадобится следующее
утверждение.

Лемма. Существуют числа 𝜌 > 0 и 𝛿 ∈ (0, 𝛿2) такие, что замкнутая траектория поля 𝑋𝜀 , 𝜀 ∈ (−𝛿, 𝛿)2,
проходящая через точку дуги 𝑙1𝜀 с параметром 𝑢 ∈ (0, 𝜌), является грубым устойчивым предельным циклом.

Доказательство леммы. Пусть указанная замкнутая траектория 𝐿𝜀 (𝑢) имеет период 𝑇 и задается
уравнениями 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑘 = 1, 2, где (𝑥1 (0), 𝑥2 (0)) ∈ 𝑙1𝜀 . Если характеристический показатель
[14, с. 126]

𝜒 (𝐿𝜀 (𝑢)) = 1
𝑇

𝑇∫
0

𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1 (𝑡), 𝑥2 (𝑡)) 𝑑𝑡 (16)

отрицателен, то 𝐿𝜀 (𝑢) является грубым устойчивым предельным циклом.
При достаточно малых 𝜌 и 𝛿 траектория 𝐿𝜀 (𝑢) последовательно пересекает дуги 𝑙3𝜀 , 𝑙

4
𝜀 , 𝑙

2
𝜀 и 𝑙1𝜀

соответственно в моменты 𝑡1 = 𝑇2 (𝑢, 𝜀), 𝑡2 = 𝑇2 (𝑢, 𝜀) + 𝑇3 (𝑣1, 𝜀), 𝑡3 = 𝑇2 (𝑢, 𝜀) + 𝑇3 (𝑣1, 𝜀) + 𝑇4 (𝑣2, 𝜀) и 𝑇 =

𝑇2 (𝑢, 𝜀) + 𝑇3 (𝑣1, 𝜀) + 𝑇4 (𝑣2, 𝜀) + 𝑇1 (𝑢, 𝜀), где обозначено 𝑣1 = 𝜓1 (𝑢, 𝜀), 𝑣2 = 𝜑2 (𝑣1, 𝜀). Теперь из (5), (9), (11) и
(13)–(15) получаем

𝑡1∫
0

𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1 (𝑡), 𝑥2 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ 𝑁𝑇2 (𝑢, 𝜀) ≤ 𝑁𝐾,

𝑡3∫
𝑡2

𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1 (𝑡), 𝑥2 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ 𝑁𝑇4 (𝑣2, 𝜀) ≤ 𝑁𝐾,

где 𝑁 = max
𝜀∈[−𝛿 ′,𝛿 ′ ]2

max
𝑧∈𝐷

|𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑧) |,

𝑇∫
𝑡3

𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1 (𝑡), 𝑥2 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ (1 − 𝛼)𝜆0
12𝑇1 (𝑢, 𝜀) ≤

1 − 𝛼
1 + 𝛼 (ln𝑢 − ln𝑑),

𝑡2∫
𝑡1

𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1 (𝑡), 𝑥2 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ (1 + 𝛼) (𝜆0
21 + 𝜆0

22)𝑇3 (𝜓1 (𝑢, 𝜀), 𝜀) ≤ − 1 + 𝛼
1 − 𝛼

𝜆0
21 + 𝜆0

22

𝜆0
22

(ln𝑢 − ln𝐾 − ln𝑑),

если 𝜆0
21 + 𝜆0

22 ≥ 0, и

𝑡2∫
𝑡1

𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1 (𝑡), 𝑥2 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ (1 − 𝛼) (𝜆0
21 + 𝜆0

22)𝑇3 (𝜓1 (𝑢, 𝜀), 𝜀) ≤ −1 − 𝛼
1 + 𝛼

𝜆0
21 + 𝜆0

22

𝜆0
22

(ln𝑢 + ln𝐾 − ln𝑑),

если 𝜆0
21 + 𝜆0

22 < 0, и, окончательно,

𝑇∫
0

𝑑𝑖𝑣 𝑋𝜀 (𝑥1 (𝑡), 𝑥2 (𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ 𝐶1 ln𝑢 +𝐶2, (17)

где 𝐶2 не зависит от 𝑢 и 𝜀, а 𝐶1 =
1−𝛼
1+𝛼 − 1−𝛼

1+𝛼
𝜆0

21+𝜆0
22

𝜆0
22

> 0 при 𝜆0
21 + 𝜆0

22 ≤ 0, и

𝐶1 =
1 − 𝛼
1 + 𝛼 − 1 + 𝛼

1 − 𝛼
𝜆0

21 + 𝜆0
22

𝜆0
22

=
−4𝛼

1 − 𝛼2 + 1 + 𝛼
1 − 𝛼

(
−
𝜆0

21

𝜆0
22

)
при 𝜆0

21 + 𝜆0
22 > 0. (18)
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Из (18) и (4) получаем 𝐶1 > 10𝛼 − 4𝛼/0, 99 > 0. Утверждение леммы теперь следует из (16), (17) и
положительности 𝐶1.

5. Бифуркационная диаграмма и перестройки фазовых портретов. Покажем, что все траектории
поля 𝑋0, проходящие через точки дуги 𝑙10 с параметром 𝑢 ∈ (0, 𝜌], где 𝜌 выбрано согласно лемме, 𝜔-
предельны к контуру Γ0

+ , что равносильно неравенству P(𝑢, 0) < 𝑢. Пусть это не так. Мы можем считать,
что отображение P(·, 0) определено на (0, 𝜌], при этом P(+0, 0) = 0. При сделанном предположении либо
P(𝑢0, 0) > 𝑢0 для всех 𝑢0 ∈ (0, 𝜌), либо P(𝑢∗, 0) = 𝑢∗ при некотором 𝑢∗ ∈ (0, 𝜌). Из леммы следует, что
0 < P′

𝑢 (𝑢∗, 0) < 1 и потому P(𝑢0, 0) > 𝑢0 при некотором 𝑢0 ∈ (0, 𝑢∗). В обоих случаях фиксируем число 𝑢0.
Тогда при всех 𝜀, достаточно близких к нулю,

P(𝑢0, 𝜀) > 𝑢0. (19)

Пусть 𝜀 = (0, 𝜀2), где 𝜀2 < 0 достаточно близко к нулю. Так как𝜓2 (0, 𝜀) = 𝑥 (𝜀) = 𝜀2 < 0, то P(·, 𝜀) определено
на интервале (𝑥∗ (𝜀), 𝜌), где 𝑥∗ (𝜀) > 0 при рассматриваемом 𝜀, а

𝑃 (𝑥∗ (𝜀) + 0, 𝜀) = 0 < 𝑥∗ (𝜀). (20)

Из (19) и (20) следует, что существует𝑢 ∈ (𝑥∗ (𝜀), 𝜌) такое, чтоP(𝑢, 𝜀) = 𝑢. Из леммыполучаем 0 < P′
𝑢 (𝑢, 𝜀) <

1. Вместе с (19) и (20) это влечет существование у P(·, 0) еще двух неподвижных точек, в противоречие
с утверждением леммы. Таким образом, сделанное предположение неверно и все траектории поля 𝑋0,
проходящие через точки дуги 𝑙10 с параметром 𝑢 ∈ (0, 𝜌), 𝜔-предельны к контуру Γ0

+ .
Так как P(𝜌, 0) < 𝜌 , то 𝛿 можно считать выбранным так, что P(𝜌, 𝜀) определено для всех 𝜀 ∈ (−𝛿, 𝛿)2 и

P(𝜌, 𝜀) < 𝜌 для всех 𝜀 ∈ (−𝛿, 𝛿)2. (21)

Обозначим 𝑙1𝜀,𝜌 часть дуги 𝑙1𝜀 , состоящую из точек с параметром 𝑢 ∈ (0, 𝜌].
Из неравенства (21) при 𝜀 = 0 и [15, c. 100] следует, что через точку 𝑙10 с параметром 𝑥 = P(𝜌, 0) можно

провести замкнутую трансверсаль Γint
+ ⊂ 𝐷+ к траекториям поля 𝑋0. Возьмем гладкую замкнутую кривую

Γ𝑒𝑥𝑡 , 𝑅(Γ𝑒𝑥𝑡 ) = Γ𝑒𝑥𝑡 , ограничивающую вместе с 𝐿0
+ ∪ 𝐿0

− ∪ {𝑆0
1, 𝑆

0
2} замкнутое кольцо, не пересекающееся

с дугой (𝑆0
1𝑆

0
2) и не содержащее особых точек поля 𝑋0, отличных от 𝑆0

1 и 𝑆0
1 . Пусть 𝑈 – окрестность

полицикла Γ0, границей которой является Γint
+ ∪ 𝑅(Γint

+ ) ∪ Γ𝑒𝑥𝑡 . Если 𝛿 выбрано достаточно малым, то
для любого поля 𝑋𝜀 , 𝜀 ∈ (−𝛿, 𝛿)2, 𝑆 (𝜀), 𝑆± (𝜀) и 𝑆2 (𝜀) – единственные особые точки, лежащие в 𝑈 , любая
замкнутая траектория, лежащая в𝑈 , либо пересекает 𝑙1𝜀,𝜌 , либо ей симметрична.

Выходящая сепаратриса седла 𝑆2 (𝜀) идет в седло 𝑆𝑅 (𝜀), образуя вместе с дугой линии 𝐹 между этими
седлами, контур Γ+ (𝜀), если 𝜀1 < 0 и

𝜓2 (0, 𝜀) = 𝜀2 = 𝑥𝑅

(√︁
|𝜀1 |, 𝜀2

)
. (22)

Из (7) по теореме о неявной функции следует, что 𝛿2 можно считать выбранным так, что для любого
𝜀2 ∈ (−𝛿2, 𝛿2) существует число 𝑚(𝜀2) ∈ (−𝛿1, 𝛿1), такое, что 𝑚(·) ∈ 𝐶1, 𝑚(0) = 0, 𝑚′ (0) =

√
𝑏 > 0, и

sgn (𝑥𝑅 (𝜇, 𝜀2) − 𝜀2) = sgn(𝜇 −𝑚(𝜀2)) для всех 𝜇 ∈ (−𝛿1, 𝛿1), 𝜀2 ∈ (−𝛿2, 𝛿2). Уменьшив при необходимости 𝛿2,
мы можем считать, что𝑚(𝜀2) > 0 при всех 𝜀2 ∈ (0, 𝛿2). Но тогда 𝜀1 = 𝛽 (𝜀2), где 𝛽 (𝜀2) := −𝑚2 (𝜀2) – решение
уравнения (22) и, более того,

sgn
(
𝜀2 − 𝑥𝑅

(√︁
|𝜀1 |, 𝜀2

))
= sgn(𝜀1 − 𝛽 (𝜀2)) для всех 𝜀 ∈ (−𝛿2, 0) × (0, 𝛿2). (23)

Так как 𝛽 (0) = 0, 𝛽 ′ (0) = −2𝑚(0)𝑚′ (0) = 0, то число 𝛿 можно считать выбранным столь малым, что 𝛽 (·)
отображает интервал (0, 𝛿) в интервал (−𝛿, 0) .

Определим множества B𝑖 (𝑖 = 0, 1, ..., 5) и E𝑗 ( 𝑗 = 1, 2, ..., 5) так, как сформулировано в теореме.
Аналогично случаю 𝜀 = 0 доказывается, что все траектории поля 𝑋𝜀 , 𝜀 ∈ B2, проходящие через точки

дуги 𝑙1𝜀 с параметром 0 < 𝑢 < 𝜌 , 𝜔-предельны к контуру Γ+ (𝜀).
При 𝜀 ∈ E1 ∪ B1 ∪ E2 ввиду равенства (23) получаем, что P(·, 𝜀) определена на (0, 𝜌) и P (+0, 𝜀) =

𝜑−1
1 (𝜀2, 𝜀) > 0. Отсюда и из (21) следует, что P(·, 𝜀) имеет на интервале (0, 𝜌) неподвижную точку.

Вследствие леммы дугу 𝑙1𝜀,𝜌 пересекает единственная замкнутая траектория – грубый устойчивый
предельный цикл.

При 𝜀 ∈ E3 ∪ B3, считая 𝛿 достаточно малым, получаем, что P(·, 𝜀) определена на интервале (𝑥∗ (𝜀), 𝜌),
где 𝑥∗ (𝜀) = 𝜓 −1

1 (𝜑−1
2 (𝜓 −1

2 (𝑥𝑅
(√︁

|𝜀1 |, 𝜀2

)
, 𝜀), 𝜀), 𝜀) > 0, а P (𝑥∗ (𝜀) + 0, 𝜀) = 0 < 𝑥∗ (𝜀). Отсюда, из (21) и леммы

следует, что предположение о существовании замкнутой траектории, проходящей через точки дуги
𝑙1𝜀,𝜌 с параметром 𝑢 ∈ (𝑥∗ (𝜀), 𝜌), приводит к противоречию. Траектории, проходящие через эти точки, 𝜔-
предельны к узлу 𝑆𝐿 (𝜀) (седло-узлу 𝑆 (𝜀)). Траектории, проходящие через точки с параметром𝑢 ∈ (0, 𝑥∗ (𝜀)],
также 𝜔-предельны к узлу 𝑆𝐿 (𝜀) (седло-узлу 𝑆 (𝜀)).

Все утверждения теоремы доказаны.
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Аннотация. Доказаны характеристические свойства внешнепланарности и обобщенной внешнепланарности графов
Кэли прямых произведений циклических полугрупп в терминах копредставлений. Основная идея доказательства
теорем, приведенных в статье, заключается в следующем: если обнаруженные в результате исследования условия
выполнены, то полугруппа допускает обобщенную внешнеплоскую [соответственно, внешнеплоскую] укладку
её графа Кэли (то есть такую укладку, при которой каждое ребро принадлежит одной грани хотя бы одной из
своих вершин, и ребра не пересекаются в плоскости) [соответственно, такую укладку, при которой все вершины
принадлежат одной грани, а ребра не пересекаются в плоскости]; обратно, по закону контрапозиции, если найденные
условия не выполнены, то указывается подграф, гомеоморфный одной из запрещенных конфигураций. Рассуждения
ведутся по аналогии с исследованиями полугрупп, допускающих планарные графы, при этом запрещенные
конфигурации меняются на новые, в силу критерия Чартрэнда–Харари и Седлачека.
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Abstract. The characteristic properties of outerplanarity and generalized outerplanarity of Cayley graphs of direct products of
cyclic semigroups are proved in terms of copresentations. The main idea of the proof of the theorems given in the article is the
following: if the conditions discovered as a result of the study are met, then the semigroup admits a generalized outer-plane
[respectively, outer-plane] layout of its Cayley graph (that is, such a layout in which each edge belongs to one face of at
least one of its vertices, and the edges do not intersect in the plane) [accordingly, such a layout in which all the vertices
belong to the same face, and the edges do not intersect in the plane]; conversely, according to the law of contraposition, if the
found conditions are not met, then a subgraph is indicated that is homeomorphic to one of the forbidden configurations. The
reasoning is carried out by analogy with the study of semigroups admitting planar graphs, while the forbidden configurations
are changed to new ones, due to the Chartrand-Harari and Sedlacek criterion.
Keywords: Emigroup, Cayley Graph, Outerplanar Graph, Direct Product
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1. Введение. Прямые произведения циклических полугрупп занимают умы ученых долгое время,
привлекая своей простотой. Данная статья, выполненная в русле проблематики исследования полугрупп
с планарными графами Кэли, продолжая цикл работ, начатый в [1, 2, 3], содержит обобщение и систе-
матизацию накопленного материала о прямых произведениях циклических полугрупп, допускающих
внешнепланарные и обобщенные внешнепланарные графы Кэли, а также ряд открытых вопросов для
проведения исследований, с той целью, чтобы читателю предоставить возможность в краткие сроки
освоить используемую при доказательствах технику и приступить к творческой самореализации.
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2. Предварительные сведения. Основная идея доказательства теорем, приведенных в статье,
заключается в следующем: если обнаруженные в результате исследования условия выполнены, то
полугруппа допускает обобщенную внешнеплоскую [соответственно, внешнеплоскую] укладку её графа
Кэли (то есть такую укладку, при которой каждое ребро принадлежит одной грани хотя бы одной из своих
вершин, и ребра не пересекаются в плоскости) [соответственно, такую укладку, при которой все вершины
принадлежат одной грани, а ребра не пересекаются в плоскости]; обратно, по закону контрапозиции,
если найденные условия не выполнены, то указывается подграф, гомеоморфный одной из запрещенных
конфигураций. Рассуждения ведутся по аналогии с исследованиями полугрупп, допускающих планарные
графы, при этом запрещенные конфигурации меняются на новые, в частности, так как в силу критерия
Чартрэнда – Харари [4] граф внешнепланарен тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов,
гомеоморфных 𝐾4 или 𝐾2,3, представленных на Рис.1.

Рис. 1. Графы 𝐾4 и 𝐾2,3
Fig. 1. Graphs 𝐾4 and 𝐾2,3

Для полноты изложения перечислим основные определения:
Определение 2.1. Граф (неориентированный граф) – это пара (𝑉 , 𝐸), где 𝑉 – конечное непустое

множество вершин, 𝐸 – множество ребер, являющееся произвольным подмножеством множества неупоря-
доченных пар вершин графа.

Определение 2.2. Ориентированный граф – это пара (𝑉 , 𝐴), где 𝑉 – конечное непустое множество
вершин, 𝐴 – множество дуг, являющееся произвольным подмножеством декартова квадрата множества
вершин графа.

Определение 2.3. Пусть 𝑆 полугруппа, 𝑋 – множество порождающих её элементов. Через 𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 )
традиционно [5] обозначим граф Кэли полугруппы 𝑆 относительно 𝑋 . Граф 𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) состоит из
множества вершин 𝑆 и множества помеченных дуг – всевозможных троек (𝑎, 𝑥, 𝑏), где 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 , 𝑥 ∈ 𝑋 и
𝑎𝑥 = 𝑏. Заметим, что в данном случае граф Кэли является ориентированным мультиграфом с реберной
раскраской. Вершины графа обычно изображаются точками на плоскости, а дуга (𝑎, 𝑥, 𝑏) – линией,
направленной от 𝑎 к 𝑏 и помеченной элементом 𝑥 . Такое понимание графа Кэли не противоречит
классическому определению графа Кэли из [6], введённому для групп.

Определение 2.4. Основой ориентированного мультиграфа называем граф, полученный из данного
графа удалением петель и заменой всех дуг, соединяющих две вершины одним ребром, соединяющим
эти вершины. Ориентированный мультиграф называем планарным, если его основа является планарным
графом.

Определение 2.5. Будем говорить, что полугруппа 𝑆 допускает планарный граф Кэли, если для
некоторого множества 𝑋 основа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) графа 𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) является планарным графом.

Планарный граф называют внешнепланарным, если существует такая его плоская укладка, что каждая
вершина графа принадлежит одной и той же грани.

Дополнительно общеупотребительные понятия теории графов приводить не будем; их определения
можно найти в [7, 8]. Напомним лишь, что обобщенный внешнепланарный граф – это планарный
граф, который можно уложить на плоскости таким образом, что каждое ребро обладает хотя бы одной
концевой вершиной на границе одной и той же грани [9]. Обобщенные внешнепланарные графы ввел
в рассмотрение Иржи Седлачек, это понятие сыграло важную роль при изучении локальных свойств
графов [10]. Кроме того, Седлачек нашел характеризацию обобщенных внешнепланарных графов в
терминах запрещенных подграфов, а именно: граф является обобщенным внешнепланарным тогда и
только тогда, когда не содержит подграфов, гомеоморфных одному из графов, изображенных ниже на
Рис.2. Справедливости ради следует отметить, что прежде существовали и другие попытки обобщения
внешнепланарных графов. Например, в [11] вводятся 𝑊 -внешнепланарные графы, в случае, когда
внешней грани принадлежат вершины из непустого множества вершин𝑊 . Кроме того, интересны
𝑘-внешнепланарные графы [12], то есть такие планарные графы, которые имеют плоское вложение,
вершины которого принадлежат не более чем𝑘 концентрическим слоям. Позднее стал известен линейный
алгоритм распознавания максимальных обобщенных внешнепланарных графов [13], что открыло дорогу
публикациям результатов последующих исследований.

Заметим, что по определению всякий внешнепланарный граф является обобщенным внешнепланар-
ным, обратное не верно. Существуют примеры графов, каждое ребро которых хотя бы одной из своих
вершин принадлежит внешней грани, но при этом не являющиеся внешнепланарными. В частности,
такие графы представлены выше на Рис.1.
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Рис. 2. Графы Седлачека
Fig. 2. Graphs by Sedláček

Сформулируем основную Теорему из [14] в виде следующей леммы.
Лемма. Конечная полугруппа 𝑆 , являющаяся прямым произведением неодноэлементных циклических

полугрупп, допускает планарный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполнено одно из условий:
1) 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×

〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉, где для натуральных чисел 𝑟 , 𝑚, ℎ и 𝑡 выполняется одно из
ограничений:
1.1) 𝑟 = 1, ℎ = 1, НОД(𝑚, 𝑡) < 3;
1.2) 𝑟 = 1,𝑚 = 2, 𝑡 < 3;
1.3) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ < 4, 𝑡 < 3;

1.4) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ < 5, 𝑡 = 1;
1.5) 𝑟 = 3,𝑚 = 1, ℎ = 3, 𝑡 = 1;

2) 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×
〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉 ×
〈
𝑐

�� 𝑐𝑘+𝑙 = 𝑐𝑘 〉, где для натуральных чисел 𝑟 , 𝑚, ℎ, 𝑡 , 𝑘 , 𝑙
выполняется одно из следующих ограничений:
2.1) 𝑟 = 1,𝑚 = 2, ℎ = 1, 𝑡 = 2, 𝑘 = 1, 𝑙 = 2;
2.2) 𝑟 = 1,𝑚 = 2, ℎ = 2, 𝑡 = 1, 𝑘 = 2, 𝑙 = 1;

2.3) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ = 2, 𝑡 = 1, 𝑘 = 2, 𝑙 < 3;
2.4) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ = 2, 𝑡 = 1, 𝑘 = 3, 𝑙 = 1;

3) 𝑆 �
〈
𝑎0

�� 𝑎𝑟+𝑚0 = 𝑎𝑟0
〉
× ∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑎𝑖

�� 𝑎2+1
𝑖 = 𝑎2

𝑖

〉
, где для натуральных чисел 𝑟 и 𝑚 выполняется одно из

следующих ограничений:
3.1) 𝑟 = 1,𝑚 = 2;
3.2) 𝑟 = 2,𝑚 < 3;

3.3) 𝑟 = 3,𝑚 = 1.

3. Основной результат. Основным результатом настоящей статьи являются следующие две теоремы,
содержащие характеристические свойства полугрупп, допускающих внешнепланарные и обобщенные
внешнепланарные графы Кэли. Заметим, что требование неодноэлементности множителей в формули-
ровках теорем призвано лишь обеспечить конечное число множителей, так как прямое произведение
всякой полугруппы 𝑆 на одноэлементную циклическую полугруппу изоморфно исходной полугруппе 𝑆 .

Теорема 3.1. Конечная полугруппа 𝑆 , являющаяся прямым произведением неодноэлементных циклических
полугрупп, допускает обобщенный внешнепланарный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполнено хотя
бы одно из условий:

1) 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×
〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉, где для натуральных чисел 𝑟 , 𝑚, ℎ и 𝑡 выполняется одно из
ограничений:
1.1) 𝑟 = 1, ℎ = 1, (НОД(𝑚, 𝑡) = 1 или 𝑚 = 𝑡 = 2);
1.2) 𝑟 = 1,𝑚 = 2, (ℎ < 4, 𝑡 = 1 или ℎ = 𝑡 = 2);

1.3) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ < 4, 𝑡 < 3;
1.4) 𝑟 = 3,𝑚 = 1, ℎ = 3, 𝑡 = 1;

2) 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×
〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉 ×
〈
𝑐

�� 𝑐𝑘+𝑙 = 𝑐𝑘 〉, где для натуральных чисел 𝑟 , 𝑚, ℎ, 𝑡 , 𝑘 , 𝑙
выполняется одно из следующих ограничений:
2.1) 𝑟 = 1,𝑚 = 2, ℎ = 2, 𝑡 = 1, 𝑘 = 2, 𝑙 = 1;
2.2) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ = 2, 𝑡 = 1, 𝑘 = 2, 𝑙 < 3;

2.3) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ = 2, 𝑡 = 1, 𝑘 = 3, 𝑙 = 1;

3) 𝑆 �
〈
𝑎0

�� 𝑎𝑟+𝑚0 = 𝑎𝑟0
〉
× ∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑎𝑖

�� 𝑎2+1
𝑖 = 𝑎2

𝑖

〉
, при 𝑛 > 2, где для натуральных чисел 𝑟 и𝑚 выполняется

одно из следующих ограничений:
3.1) 𝑟 = 1,𝑚 = 2;
3.2) 𝑟 = 2,𝑚 < 3;

3.3) 𝑟 = 3,𝑚 = 1.

Теорема 3.2. Конечная полугруппа 𝑆 , являющаяся прямым произведением неодноэлементных циклических
полугрупп, допускает внешнепланарный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполнено хотя бы одно из
условий:

1) 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×
〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉, где для натуральных чисел 𝑟 , 𝑚, ℎ и 𝑡 выполняется одно из
ограничений:
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1.1) 𝑟 = 1, ℎ = 1, (НОД(𝑚, 𝑡) = 1 или 𝑚 = 𝑡 = 2);
1.2) 𝑟 = 1,𝑚 = 2, ℎ = 2, 𝑡 = 1;

1.3) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ < 4, 𝑡 = 1;

2) 𝑆 �
∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑎𝑖

�� 𝑎2+1
𝑖 = 𝑎2

𝑖

〉
, при 𝑛 > 2.

Доказательство. Для удобства одновременного доказательства Теорем 3.1 и 3.2 в едином стиле пере-
формулируем условие Теоремы 3.2, изменив нумерацию пунктов таким образом, чтобы применяемые
номера 2.1) и 3.2) соответствовали используемым в Лемме.

1) 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×
〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉, где для натуральных чисел 𝑟 ,𝑚, ℎ и 𝑡 выполняется одно из
ограничений:
1.1) 𝑟 = 1, ℎ = 1, (НОД(𝑚, 𝑡) = 1 или 𝑚 = 𝑡 = 2);
1.2) 𝑟 = 1,𝑚 = 2, ℎ = 2, 𝑡 = 1;

1.3) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ < 4, 𝑡 = 1;

2) 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×
〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉 × 〈
𝑐

�� 𝑐𝑘+𝑙 = 𝑐𝑘 〉, где для натуральных чисел 𝑟 , 𝑚, ℎ, 𝑡 , 𝑘 , 𝑙
выполняется следующее ограничение:

2.1) 𝑟 = 2,𝑚 = 1, ℎ = 2, 𝑡 = 1, 𝑘 = 2, 𝑙 = 1;
3) 𝑆 �

〈
𝑎0

�� 𝑎𝑟+𝑚0 = 𝑎𝑟0
〉
×∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑎𝑖

�� 𝑎2+1
𝑖 = 𝑎2

𝑖

〉
, при 𝑛 > 2, где для натуральных чисел 𝑟 и𝑚 выполняется

следующее ограничение:
3.2) 𝑟 = 2,𝑚 = 1;
Из имеющегося в Лемме списка выберем полугруппы, графы Кэли которых обобщенные внешнепла-

нарные или являются внешнепланарными, проанализировав каждую серию ограничений.
Достаточность указанных ограничений для планарности доказывается приведением плоской уклад-

ки графа Кэли. Так, при выполнении условий Теоремы 3.1, граф Кэли соответствующей полугруппы
относительно минимального множества неразложимых образующих оказывается обобщенным внешне-
планарным, а при выполнении условий Теоремы 3.2 – внешнепланарным.

В остальных случаях планарных графов, описанных Леммой, основа графа Кэли соответствующей
полугруппы обнаруживает подграф гомеоморфный одной из запрещенных конфигураций. Рассмотрим
каждый из оставшихся вариантов.

Рис. 3. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎1+𝑚 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏1+2 = 𝑏1〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎, 𝑏2)}), гомеоморфный графу 𝐺11, при𝑚 ≥ 3
Fig. 3. Subgraph of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (

〈
𝑎 |𝑎1+𝑚 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏1+2 = 𝑏1〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎, 𝑏2)}), homeomorphic to the graph 𝐺11, for
𝑚 ≥ 3

1.1) Полугруппа 𝑆 �
〈
𝑎

�� 𝑎1+𝑚 = 𝑎1〉 ×
〈
𝑏

�� 𝑏1+𝑡 = 𝑏1〉 при НОД(𝑚, 𝑡 )=1 изоморфна циклической
полугруппе, а основой графа Кэли циклической полугруппы является внешнепланарный и обобщенный
внешнепланарный при любом числе вершин цикл. Кроме того, при НОД(𝑚, 𝑡 )=2, а𝑚 = 𝑡 = 2 основу графа
Кэли тоже формирует цикл, то есть граф Кэли полугруппы 𝑆 при выполнении условий Леммы допускает
нужную укладку. Но уже при 𝑚 > 2 или 𝑡 > 2 в основе графа Кэли рассматриваемой полугруппы
обнаруживается изображенный на Рис.3 подграф, гомеоморфный графу 𝐺11, следовательно, граф не
является даже обобщенным внешнепланарным, тем более внешнепланарным. Дальнейшее увеличение
НОД(𝑚, 𝑡) ≥ 3 согласно Леммы приводит к потере планарности как таковой.

1.2) Для ℎ = 1 и 𝑡 = 2, либо ℎ = 2 и 𝑡 = 1 плоская укладка графа Кэли полугруппы 𝑆 �
〈
𝑎

�� 𝑎1+2 = 𝑎1〉 ×〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉 при допустимых Леммой значениях оказывается внешнепланарной. Но стоит увеличить
ℎ+𝑡 ≥ 4, как тутже появляются в основе графаКэлиполугруппыподграфы𝐾2,3 и𝐺5, изображенныена Рис.4
и Рис.5 соответственно. Следовательно, в первом случае граф является обобщенно внешнепланарным, но
не внешнепланарным, а во втором – ни тем, ни другим.

Рис. 4. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏3+1 = 𝑏3〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}) и графа
𝑆𝐶𝑎𝑦 (

〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+2 = 𝑏2〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}), гомеоморфный графу 𝐾2,3
Fig. 4. A subgraph of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (

〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏3+1 = 𝑏3〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}) and the graph
𝑆𝐶𝑎𝑦 (

〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+2 = 𝑏2〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}), homeomorphic graph 𝐾2,3
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Рис. 5. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏ℎ+1 = 𝑏ℎ
〉
, {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}), при ℎ ≥ 4, и графа

𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏ℎ+2 = 𝑏ℎ
〉
, {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}), при ℎ ≥ 3, гомеоморфный графу 𝐺5

Fig. 5. A subgraph of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏ℎ+1 = 𝑏ℎ
〉
, {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}), for ℎ ≥ 4, and the graph

𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏ℎ+2 = 𝑏ℎ
〉
, {(𝑎, 𝑏) , (𝑎2, 𝑏)}), for ℎ ≥ 3, homeomorphic graph 𝐺5

1.3) В случаях, когда ℎ < 4 и 𝑡 = 1, либо ℎ = 1 и 𝑡 = 2, граф Кэли полугруппы 𝑆 �
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 ×〈

𝑏 |𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏𝑡
〉
допускает внешнеплоскую укладку, а в оставшихся по Лемме комбинациях, основа графа

Кэли этой полугруппы обнаруживает подграфы 𝐾2,3, изображенные на Рис.6 и Рис.7, следовательно,
является обобщенной внешнепланарной, но не является внешнепланарной.

Рис. 6. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+2 = 𝑏2〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎, 𝑏2) , (𝑎, 𝑏3) , (𝑎2, 𝑏)}), гомеоморфный графу 𝐾2,3
Fig. 6. Subgraph of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (

〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+2 = 𝑏2〉 , {(𝑎, 𝑏) , (𝑎, 𝑏2) , (𝑎, 𝑏3) , (𝑎2, 𝑏)}), homeomorphic to the
graph 𝐾2,3

Рис. 7. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏3+2 = 𝑏3〉 , {(𝑎, 𝑏𝑘 ) |1 ≤ 𝑘 ≤ 4} ∪ {(𝑎2, 𝑏)}), гомеоморфный графу 𝐾2,3

Fig. 7. Subgraph of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏3+2 = 𝑏3〉 , {(𝑎, 𝑏𝑘 ) |1 ≤ 𝑘 ≤ 4} ∪ {(𝑎2, 𝑏)}), homeomorphic to the
graph 𝐾2,3

1.4) Из пункта Леммы с соответствующим номером 1.4) вытекает, что в случае, когда полугруппа
𝑆 �

〈
𝑎

�� 𝑎2+1 = 𝑎2〉 ×
〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+1 = 𝑏ℎ
〉
, граф Кэли полугруппы 𝑆 допускает плоскую укладку если и

только если ℎ < 5. Однако, при ℎ = 4 в основе графа Кэли полугруппы 𝑆 обнаруживается подграф 𝐺10,
изображенный на Рис.8. Следовательно, граф не является обобщенным внешнепланарным и не является
внешнепланарным. Тем не менее, случаи ℎ < 4 всё же допустимо имеют место и охвачены пунктом 1.3).

Рис. 8. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏4+1 = 𝑏4〉 , {(𝑎, 𝑏𝑘 ) |1 ≤ 𝑘 ≤ 4} ∪ {(𝑎2, 𝑏)}), гомеоморфный графу 𝐺10

Fig. 8. Subgraph of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏4+1 = 𝑏4〉 , {(𝑎, 𝑏𝑘 ) |1 ≤ 𝑘 ≤ 4} ∪ {(𝑎2, 𝑏)}), homeomorphic to the
graph 𝐺10

1.5) Наконец, для 𝑟 = ℎ = 3 и 𝑚 = 𝑡 = 1 основа графа Кэли полугруппы 𝑆 � ⟨𝑎 | 𝑎𝑟+𝑚 = 𝑎𝑟 ⟩ ×〈
𝑏

�� 𝑏ℎ+𝑡 = 𝑏ℎ〉 содержит изображенный на Рис.9 подграф 𝐾2,3, следовательно, граф не является внешне-
планарным, но при этом допускает обобщенную внешнеплоскую укладку.
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Рис. 9. Подграф основы графа Кэли полугруппы
〈
𝑎 |𝑎4 = 𝑎3〉 × 〈

𝑏 |𝑏4 = 𝑏3〉 относительно образующих
{
(
𝑎𝑘 , 𝑏𝑙

)
|𝑙 = 1 ≤ 𝑘 ≤ 3 ∨ 𝑘 = 1 ≤ 𝑙 ≤ 3}, гомеоморфный графу 𝐾2,3

Fig. 9. Subgraph of the basis of the Cayley graph of the semigroup
〈
𝑎 |𝑎4 = 𝑎3〉 × 〈

𝑏 |𝑏4 = 𝑏3〉 with respect to generators
{
(
𝑎𝑘 , 𝑏𝑙

)
|𝑙 = 1 ≤ 𝑘 ≤ 3 ∨ 𝑘 = 1 ≤ 𝑙 ≤ 3}, homeomorphic to the graph 𝐾2,3

2.1) Перейдём к случаю, когда циклических множителя в прямом произведении больше, чем два. Пере-
множая три циклические группы второго порядка получим, что основа графа Кэли результата изоморфна
трёхмерному кубу. А трёхмерный куб содержит гомеоморфный графу 𝐺11 подграф, изображенный на
Рис.10, поэтому не является обобщенным внешнепланарным и не является внешнепланарным.

Рис. 10. Подграф основы графа Кэли полугруппы
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉3 относительно множества образующих

{
(
𝑎, 𝑎2, 𝑎2) , (𝑎2, 𝑎, 𝑎2) , (𝑎2, 𝑎2, 𝑎)}, гомеоморфный графу 𝐺11

Fig. 10. Subgraph of the basis of the Cayley graph of the semigroup
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉3 with respect to the set of generators

{
(
𝑎, 𝑎2, 𝑎2) , (𝑎2, 𝑎, 𝑎2) , (𝑎2, 𝑎2, 𝑎)}, homeomorphic to the graph 𝐺11

Рис. 11. Подграф основы графа Кэли полугруппы
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐 |𝑐2+1 = 𝑐2〉 относительно

образующих {(𝑎, 𝑏, 𝑐) , . . . ,
(
𝑎2, 𝑏, 𝑐

)
}, гомеоморфный графу 𝐾2,3

Fig. 11. Subgraph of the basis of the Cayley graph of the semigroup
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐 |𝑐2+1 = 𝑐2〉 with respect

to generators {(𝑎, 𝑏, 𝑐) , . . . ,
(
𝑎2, 𝑏, 𝑐

)
}, homeomorphic to the graph 𝐾2,3

2.2) Перемножая циклическую группу второго порядка с двумя циклическими полугруппами второго
порядка, не имеющими нетривиальных подгрупп, получим полугруппу, основа графа Кэли которой
содержит изображенный на Рис.11 граф 𝐾2,3, следовательно, граф не является внешнепланарным, но при
этом допускает обобщенную внешнеплоскую укладку.

2.3) Для полугруппы 𝑆 �
〈
𝑎

�� 𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈
𝑏

�� 𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐

�� 𝑐2+𝑙 = 𝑐2〉 случай 𝑙 = 1 приводит к
полугруппе изоморфной полугруппе с нулевым умножением, граф Кэли которой допускает внешнеплос-
кую укладку. При 𝑙 = 2 в основе графа Кэли получившейся полугруппы обнаруживается изображенный
на Рис.12 подграф 𝐾2,3, следовательно, граф не является внешнепланарным, но при этом допускает
обобщенную внешнеплоскую укладку.

Рис. 12. Подграф основы графа Кэли полугруппы
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐 |𝑐2+2 = 𝑐2〉 относительно

образующих {(𝑎, 𝑏, 𝑐) , . . . ,
(
𝑎, 𝑏, 𝑐2)}, гомеоморфный графу 𝐾2,3

Fig. 12. Subgraph of the basis of the Cayley graph of the semigroup
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐 |𝑐2+2 = 𝑐2〉 with respect

to generators {(𝑎, 𝑏, 𝑐) , . . . ,
(
𝑎, 𝑏, 𝑐2)}, homeomorphic to the graph 𝐾2,3

2.4) В случае, когда полугруппа 𝑆 �
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐 |𝑐3+1 = 𝑐3〉, основа графа Кэли

данной полугруппы содержит изображенный на Рис.13 подграф 𝐾2,3 и не содержит подграфов Седлачека,
следовательно, этот граф является обобщенным внешнепланарным, но не внешнепланарным.
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Рис. 13. Подграф основы графа Кэли полугруппы
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐 |𝑐3+1 = 𝑐3〉 относительно

образующих {(𝑎, 𝑏, 𝑐) , . . . ,
(
𝑎, 𝑏, 𝑐2)}, гомеоморфный графу 𝐾2,3

Fig. 13. Subgraph of the basis of the Cayley graph of the semigroup
〈
𝑎 |𝑎2+1 = 𝑎2〉 × 〈

𝑏 |𝑏2+1 = 𝑏2〉 × 〈
𝑐 |𝑐3+1 = 𝑐3〉 with respect

to generators {(𝑎, 𝑏, 𝑐) , . . . ,
(
𝑎, 𝑏, 𝑐2)}, homeomorphic to the graph 𝐾2,3

Рис. 14. Подграф основы графа Кэли полугруппы
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × ∏𝑛
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= 𝑏2
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〉
относительно образующих

{(𝑎, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) , . . . ,
(
𝑎2, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛

)
}, гомеоморфный графу 𝐾2,3

Fig. 14. Subgraph of the basis of the Cayley graph of the semigroup
〈
𝑎 |𝑎1+2 = 𝑎1〉 × ∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑏𝑖 |𝑏2+1

𝑖
= 𝑏2

𝑖

〉
with respect to

generators {(𝑎, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) , . . . ,
(
𝑎2, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛

)
}, homeomorphic to the graph 𝐾2,3

Рис. 15. Гомеоморфный графу 𝐾2,3 подграф основы графов Кэли полугрупп
〈
𝑎 |𝑎2+2 = 𝑎2〉 × ∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑏𝑖 |𝑏2+1

𝑖
= 𝑏2

𝑖

〉
и〈

𝑎 |𝑎3+1 = 𝑎3〉 × ∏𝑛
𝑖=1

〈
𝑏𝑖 |𝑏2+1

𝑖
= 𝑏2

𝑖

〉
относительно множества образующих вида

(
𝑎, 𝑏

𝑖1
1 , . . . , 𝑏

𝑖𝑛
𝑛

)
,
(
𝑎2, 𝑏 𝑗11 , . . . , 𝑏

𝑗𝑛
𝑛

)
, где

степени 1 ≤ 𝑖𝑘 ≤ 2, 1 ≤ 𝑗𝑘 ≤ 2 не могут быть равными 2 одновременно
Fig. 15. Subgraph of the basis of Cayley graphs of semigroups

〈
𝑎 |𝑎2+2 = 𝑎2〉 × ∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑏𝑖 |𝑏2+1

𝑖
= 𝑏2

𝑖

〉
and〈

𝑎 |𝑎3+1 = 𝑎3〉 × ∏𝑛
𝑖=1

〈
𝑏𝑖 |𝑏2+1

𝑖
= 𝑏2

𝑖

〉
homeomorphic to the graph 𝐾2,3, with respect to generators of the form

(
𝑎, 𝑏

𝑖1
1 , . . . , 𝑏

𝑖𝑛
𝑛

)
,(

𝑎2, 𝑏 𝑗11 , . . . , 𝑏
𝑗𝑛
𝑛

)
, where powers 1 ≤ 𝑖𝑘 ≤ 2 and 1 ≤ 𝑗𝑘 ≤ 2 are not equal to 2 at one and the same time

3.1) Основа графа Кэли полугруппы 𝑆 �
〈
𝑎0

�� 𝑎1+2
0 = 𝑎1

0
〉
× ∏𝑛

𝑖=1
〈
𝑎𝑖

�� 𝑎2+1
𝑖 = 𝑎2

𝑖

〉
относительно ми-

нимального множества неразложимых образующих содержит изображенный на Рис.14 подраф 𝐾2,3,
следовательно, граф Кэли такой полугруппы не является внешнепланарным, но, заметим, при этом он
допускает обобщенную внешнеплоскую укладку.

3.2) и 3.3) Прямое произведение произвольного числа двухэлементных полугрупп
〈
𝑎𝑖

�� 𝑎2+1
𝑖 = 𝑎2

𝑖

〉
, не

имеющих нетривиальных подгрупп, изоморфно полугруппе с нулевым умножением, граф Кэли которой
допускает внешнеплоскую укладку. Оставшиеся комбинации в пунктах 3.2) и 3.3) Леммы формируют
полугруппы, основы графов Кэли которых содержат изображенный на Рис.15 подграф𝐾2,3, следовательно,
их граф Кэли не внешнепланарный, но при этом обобщенно внешнепланарный, так как обе основы не
содержат подграфов Седлачека.

Что и требовалось доказать.
4. Заключение. В заключение отметим, интересно было бы узнать, что получится в результате

замены множителей прямого произведения на циклические моноиды и полугруппы с нулём? Об этом и
многом другом, возможно, пойдёт речь в продолжении наметившейся в [15] серии статей.
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Аннотация. Вводится понятие субфинслерова многообразия контактного типа. На распределении субфинслерова
многообразия как на тотальном пространстве векторного расслоения определяется продолженная субриманова
структура контактного типа с метрикой Сасаки. Изучаются связи между геометрией слоений, естественным образом
возникающих на распределениях субфинслеровых многообразий, и геометрией субфинслеровых многообразий
контактного типа. В частности, доказывается, что вертикальное слоение на распределении субфинслерова многооб-
разия является вполне геодезическим тогда и только тогда, когда указанное многообразие является многообразием
Ландсберга с проектируемой субфинслеровой структурой.
Ключевые слова: субфинслерово многообразие контактного типа, слоения на распределениях субфинслеровых
многообразий, продолженная субриманова структура контактного типа
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Abstract. A sub-Finsler structure of contact type is defined on a smooth manifold with a distribution of codimension 1 given
on it and is reduced to specifying a smooth function on this distribution that repeats the standard properties of the fundamental
function of a Finsler manifold. For the convenience of studying the sub-Finsler structure, the definition of a (structural) vector
field that does not vanish anywhere and is transversal to the distribution is postulated. On a manifold with a sub-Finsler
structure – on a sub-Finsler manifold – the parallel transport of vectors belonging to the distribution along curves tangent to
the distribution is determined. The connection that ensures this parallel transfer is called internal connectivity in this work.
Using the internal connection and the structure vector field, a contact-type sub-Riemannian structure with a Sasaki-type
metric is defined on the distribution of a sub-Finsler manifold as on the total space of a vector bundle. The connections between
the geometry of foliations that naturally arise on the distributions of sub-Finsler manifolds and the geometry of sub-Finsler
manifolds of contact type are studied. In particular, we prove that a vertical foliation on the distribution of a sub-Finsler
manifold is completely geodesic if and only if the specified manifold is a Landsberg manifold with a projectable sub-Finsler
structure.
Keywords: Sub-Finsler Manifold of Contact Type, Foliations on Distributions of Sub-Finsler Manifolds, Extended Sub-
Riemannian Structure of Contact Type
For citation: Bukusheva A. V. 2024. About Foliations on Distributions of Sub-Finsler Manifolds of Contact Type. Applied
Mathematics & Physics, 56(1): 21–26. (in Russian) DOI 10.52575/2687-0959-2024-56-1-21-26

1. Введение. Как показало знакомство с известными исследованиями субфинслеровых многообра-
зий, определяющей мотивацией к развитию новой области дифференциальной геометрии является ее
использование в неголономной механике и теории оптимального управления [1, 2, 3]. В предлагаемой
статье мы так определяем субфинслерову структуру, чтобы ее изучение, по крайней мере, изучение
некоторых аспектов теории субфинслеровых многообразий, можно было бы свести к изучению ана-
логичных вопросов субримановой геометрии контактного типа [4, 5, 6]. То есть мы следуем здесь уже
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давно отработанной системе перехода от финслеровой геометрии к римановой геометрии касательных
расслоений финслеровых многообразий [7, 8, 9, 10].

Сравнивая определение субфинслерова многообразия контактного типа с определением субриманова
многообразия контактного типа, читатель заметит, что субфинслерово многообразие не является финсле-
ровым многообразием, в то время как субриманово многообразие представляет собой специальный
класс римановых многообразий. Казалось бы, что такое различие в понимании «контактного случая» не
позволяет рассматривать субриманово многообразие контактного типа как частный случай субфинслеро-
ва многообразия контактного типа. Тем не менее это различие носит формальный характер, но мы не
будем вдаваться здесь в подробное обсуждение этого обстоятельства. Первые шаги по исследованию
субфинслеровых многообразий контактного типа сделаны в работах [11, 4]. Настоящую работу можно
рассматривать как продолжение работы [11].

Под субримановым многообразием контактного типа [6] понимается гладкое многообразие𝑀 размер-
ности𝑛 = 2𝑚+1 с заданной на нем субримановой структурой (𝑀, ®𝜉, 𝜂, 𝑔, 𝐷), где: 𝜂 – 1-форма, порождающая
распределение 𝐷 : 𝐷 = 𝑘𝑒𝑟 (𝜂); ®𝜉 – векторное поле, порождающее оснащение 𝐷⊥ распределения 𝐷 :
𝐷⊥ = 𝑆𝑝𝑎𝑛( ®𝜉); 𝑔 – риманова метрика на многообразии𝑀, относительно которой распределения 𝐷 и 𝐷⊥

взаимно ортогональны. При этом выполняются равенства 𝜂 ( ®𝜉) = 1 и 𝑔( ®𝜉, ®𝜉) = 1. Субфинслерова геометрия
является естественным обобщением субримановой геометрии. Субфинслерова структура контактного
типа отличается от субримановой структуры контактного типа тем, что вместо скалярного произведения
задана норма векторов, принадлежащих распределению 𝐷. При этом векторное поле ®𝜉, порождающее
оснащение 𝐷⊥ распределения 𝐷 , трансверсально распределению 𝐷.

В настоящей работе определяется и исследуется геометрия субфинслерова многообразия контактного
типа методом продолжения субфинслеровой структуры до субримановой структуры на распределение
исходного многообразия. Используемый подход соответствует методу построения римановой структуры
на касательном расслоении финслерова многообразия. На распределении субфинслерова многообра-
зия как на тотальном пространстве векторного расслоения определяется продолженная субриманова
структура контактного типа с метрикой Сасаки. Исследуются естественным образом возникающие на
распределениях субфинслеровых многообразий слоения. Изучаются связи между геометрией слоений и
геометрией субфинслеровых многообразий контактного типа.

2. Основные понятия. Рассмотрим гладкое многообразие 𝑀 нечетной размерности 𝑛 = 2𝑚 + 1 с
заданной на нем структурой (𝑀, ®𝜉, 𝜂, 𝐷), где: 𝜂 – 1-форма, порождающая распределение 𝐷 : 𝐷 = 𝑘𝑒𝑟 (𝜂); ®𝜉 –
векторное поле, порождающее оснащение 𝐷⊥ распределения 𝐷 : 𝐷⊥ = 𝑆𝑝𝑎𝑛( ®𝜉). При этом выполняются
равенства: 𝜂 ( ®𝜉) = 1, 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ 𝐷⊥ . Потребуем дополнительно выполнения следующего условия: 𝑑𝜂 ( ®𝜉, · ) =
𝜔 ( ®𝜉, · ) = 0. Будем рассматривать распределение 𝐷 как тотальное пространство векторного расслоения
(𝐷, 𝜋,𝑀).

Карта 𝑘 (𝑥𝑖 ) (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, ..., 𝑛;𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, ..., 𝑛 − 1;𝛼, 𝛽,𝛾 = 1, ..., 4𝑚 + 1) многообразия𝑀 называется адапти-
рованной к распределению 𝐷, если 𝜕𝑛 = ®𝜉 . Пусть 𝑃 : 𝑇𝑀 → 𝐷 – проектор, определяемый разложением
𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ 𝐷⊥, и 𝑘 (𝑥𝑖 ) – адаптированная карта. Векторные поля 𝑃 (𝜕𝑎) = ®𝑒𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛𝑎 𝜕𝑛 порождают рас-
пределение 𝐷 : 𝐷 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(®𝑒𝑎). Для неголономного поля базисов (®𝑒𝑖 ) = (®𝑒𝑎, 𝜕𝑛) выполняется соотношение
[®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛 . Пусть 𝑘 (𝑥𝑖 ) и 𝑘 ′ (𝑥𝑖

′ ) – адаптированные карты, тогда получаем следующие формулы
преобразования координат: 𝑥𝑎 = 𝑥𝑎 (𝑥𝑎′ ), 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛

′ + 𝑥𝑛 (𝑥𝑎′ ).
Превратим распределение 𝐷 в гладкое многообразие размерности 𝑛 = 4𝑚 + 1, поставив в соответствие

каждой адаптированной карте 𝑘 (𝑥𝑖 ) многообразия 𝑀 сверхкарту �̃� (𝑥𝑖 , 𝑥𝑛+𝑎) на распределении 𝐷, полагая,
что �̃� (𝑋 ) = (𝑥𝑖 , 𝑥𝑛+𝑎), где 𝑥𝑛+𝑎 – (слоевые) координаты допустимого вектора 𝑋 в базисе ®𝑒𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛𝑎 𝜕𝑛 :
𝑋 = 𝑥𝑛+𝑎®𝑒𝑎 Сверхкарту �̃� (𝑥𝑖 , 𝑥𝑛+𝑎) назовем адаптированной сверхкартой.

Будем называть набор (𝑀, ®𝜉, 𝜂, 𝐹, 𝐷) субфинслеровой структурой контактного типа, 𝑀 – субфинсле-
ровым многообразием контактного типа, где 𝐹 = 𝐿2, 𝐿 – гладкая функция, заданная на распределении
𝐷0 = 𝐷\®0 отличных от нуля векторов распределения 𝐷 и удовлетворяющая следующим условиям:

1) 𝐿(𝑥𝑖 , 𝑥𝑛+𝑎) – положительная функция;
2) 𝐿(𝑥𝑖 , 𝑥𝑛+𝑎) – положительно однородна первой степени относительно слоевых координат;
3) квадратичная форма 𝐿2

·𝑎 ·𝑏𝜉
𝑎𝜉𝑏 = 𝜕2𝐿2

𝜕𝑥𝑛+𝑎𝜕𝑥𝑛+𝑏
𝜉𝑎𝜉𝑏 положительно определена.

Символ ”· ” означает дифференцирование по слоевым координатам. Символ 𝐷0 в дальнейшем будем
заменять символом 𝐷.

Оснастим распределение 𝐷 субримановой структурой контактного типа. С этой целью введем в
рассмотрение функции 𝐺𝑏

𝑎 = 𝐺𝑏
·𝑎, где 𝐺𝑏 = 1

4𝑔
𝑏𝑐 (®𝑒𝑑𝐹 ·𝑐𝑥𝑛+𝑑 − ®𝑒𝑐𝐹 ).

Назовем объект 𝐺𝑏
𝑎 внутренней связностью. Задание внутренней связности влечет разложение

распределения �̃� = 𝜋−1
∗ (𝐷), где 𝜋 : 𝐷 → 𝑀 – естественная проекция, в прямую сумму вида �̃� = 𝐻𝐷 ⊕ 𝑉𝐷,

где𝑉𝐷 – вертикальное распределение на тотальном пространстве𝐷, 𝐻𝐷 – горизонтальное распределение,
порождаемое векторными полями ®𝜀𝑎 = 𝜕𝑎 −Γ𝑛𝑎 𝜕𝑛 −𝐺𝑏

𝑎 𝜕𝑛+𝑏 . Векторные поля (®𝜀𝑎 = 𝜕𝑎 −Γ𝑛𝑎 𝜕𝑛 −𝐺𝑏
𝑎 𝜕𝑛+𝑏, 𝜕𝑛, 𝜕𝑛+𝑎)
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определяют на распределении 𝐷 как на гладком многообразии неголономное (адаптированное) поле
базисов, а формы (𝑑𝑥𝑎,Θ𝑛 = 𝑑𝑥𝑛 + Γ𝑛𝑎 𝑑𝑥

𝑎,Θ𝑛+𝑎 = 𝑑𝑥𝑛+𝑎𝐺𝑎
𝑏
𝑑𝑥𝑏) — соответствующее поле кобазисов.

Пусть 𝑔(𝑋,𝑌 ) = 1
2

𝜕2𝐿2

𝜕𝑥𝑛+𝑎𝜕𝑥𝑛+𝑏
𝑋𝑎𝑌𝑏, 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷), где Γ(𝐷) – модуль допустимых векторных полей

(векторных полей, в каждой точке принадлежащих распределению 𝐷). Субфинслеровым тензорным
полем 𝑡 типа (𝑝, 𝑞) намногообразии𝑀 будем называть морфизм 𝑡 : 𝐷 → 𝑇

𝑝
𝑞 (𝐷), такой, что 𝑡 (𝑧) ∈ 𝑇 𝑝

𝜋 (𝑧 )𝑞 (𝐷).
Здесь 𝜋 : 𝐷 → 𝑀 – естественная проекция, 𝑇 𝑝

𝜋 (𝑧 )𝑞 (𝐷) – пространство допустимых тензоров в точке 𝜋 (𝑧)
(обращающихся в нуль каждый раз, когда среди аргументов тензора встречаются ®𝜉 или 𝜂). Объект 𝑔(𝑋,𝑌 )
является примером субфинслерова тензорного поля. Определим на многообразии 𝐷 метрику 𝑔, полагая

𝑔(𝑋ℎ, 𝑌ℎ) = 𝑔(𝑋 𝑣, 𝑌 𝑣) = 𝑔(𝑋,𝑌 ), 𝑔(𝑋ℎ, 𝑌 𝑣) = 𝑔(𝑋ℎ, ®𝑢) = 𝑔(𝑋 𝑣, ®𝑢) = 0, 𝑔(®𝑢, ®𝑢) = 1.

Здесь ®𝑢 = 𝜕𝑛 . Горизонтальный 𝑋ℎ и вертикальный 𝑋 𝑣 лифт любого допустимого вектора (векторного
поля) 𝑋 определяется естественным образом. В адаптированной сверхкарте: если 𝑋 = 𝑋𝑎®𝑒𝑎, то 𝑋ℎ = 𝑋𝑎®𝜀𝑎,
𝑋 𝑣 = 𝑋𝑎𝜕𝑛+𝑎 . Таким образом, на распределении 𝐷 нами задана субриманова структура контактного типа
(𝐷, ®𝑢, 𝜆 = 𝜂 ◦ 𝜋∗, 𝑔, �̃�). Прямыми вычислениями получаем следующие структурные уравнения:

[®𝜀𝑎, ®𝜀𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛 + 𝑅𝑐
𝑎𝑏
𝜕𝑛+𝑐 , [®𝜀𝑎, 𝜕𝑛] = 𝜕𝑛𝐺𝑐

𝑎𝜕𝑛+𝑐 , [®𝜀𝑎, 𝜕𝑛+𝑏] = 𝐺𝑐
𝑎𝑏
𝜕𝑛+𝑐 .

Мы здесь положили 𝑅𝑐
𝑎𝑏

= ®𝜀𝑏𝐺𝑐
𝑎 − ®𝜀𝑎𝐺𝑐

𝑏
, 𝐺𝑐

𝑎𝑏
= 𝐺𝑐

𝑎·𝑏 . Тензор 𝑅
𝑐
𝑎𝑏

по аналогии с субримановом случаем
назовем тензором Схоутена. Заметим, что тензор 𝑅𝑐

𝑎𝑏
(как и любое субфинслерово тензорное поле)

допускает отождествление (разными способами) с тензорным полем, заданным на распределении
субфинслерова многообразия. Например, в первом структурном уравнении 𝑅 = 𝑅𝑐

𝑎𝑏
𝜕𝑛+𝑐 ⊗ 𝑑𝑥𝑎 ⊗ 𝑑𝑥𝑏 .

Предложение 1. [11] Связность Леви – Чивиты ∇̃ субримановой структуры в адаптированных
координатах получает следующее представление:

∇̃𝑎®𝜀𝑏 = −(𝐶𝑒
𝑏𝑎

+ 1
2
𝑅𝑒
𝑏𝑎
)𝜕𝑛+𝑒 + 𝐹𝑒𝑏𝑎®𝜀𝑒 + (𝜔𝑏𝑎 −𝐶𝑎𝑏)𝜕𝑛,

∇̃𝑎𝜕𝑛+𝑏 = 𝐶𝑒
𝑏𝑎
𝜕𝑛+𝑒 −

1
2
𝑔𝑎𝑏 | |𝑐𝑔

𝑐𝑒 ®𝜀𝑒 −𝐶𝑎𝑏𝜕𝑛,

∇̃𝑎𝜕𝑛+𝑏 = 𝐹𝑒
𝑏𝑎
𝜕𝑛+𝑒 + (𝐶𝑒

𝑏𝑎
+ 1

2
𝑔𝑏𝑐𝑅

𝑐
𝑑𝑎
𝑔𝑑𝑒 )®𝜀𝑒 −

1
2
𝑔𝑐𝑏 (𝜕𝑛𝐺𝑐

𝑎)𝜕𝑛,

∇̃𝑛+𝑎®𝜀𝑏 = ∇̃𝑏𝜕𝑛+𝑎 −𝐺𝑒
𝑏𝑎
𝜕𝑛+𝑒 ,

∇̃𝑏𝜕𝑛 = ∇̃𝑛®𝜀𝑏 = (𝐶𝑒
𝑏
+𝜓𝑒

𝑏
)®𝜀𝑒 −

1
2
(𝜕𝑛𝐺𝑒

𝑏
)𝜕𝑛+𝑒 ,

∇̃𝑏𝜕𝑛+𝑏 =
1
2
𝑔𝑒𝑏 (𝜕𝑛𝐺𝑒

𝑑
)𝑔𝑑𝑐 ®𝜀𝑐 +𝐶𝑒

𝑏
𝜕𝑛+𝑒 .

Встречающиеся здесь объекты задаются следующими равенствами:

𝐶𝑒
𝑏𝑎

=
1
2
𝑔𝑒𝑐𝑔𝑏𝑎·𝑐 ,

𝐹𝑒
𝑏𝑎

=
1
2
𝑔𝑒𝑐 (®𝜀𝑏𝑔𝑎𝑐 + ®𝜀𝑎𝑔𝑏𝑐 − ®𝜀𝑐𝑔𝑏𝑎),

𝑔𝑎𝑏 | |𝑐 = ®𝜀𝑐𝑔𝑎𝑏 −𝐺𝑑
𝑐𝑎𝑔𝑑𝑏 −𝐺𝑑

𝑐𝑏
𝑔𝑎𝑑 ,𝜓

𝑒
𝑏
= 𝑔𝑐𝑒𝜔𝑏𝑐 ,

𝐶𝑎𝑏 =
1
2
𝜕𝑛𝑔𝑏𝑎, 𝐶𝑒

𝑏
= 𝑔𝑐𝑒𝐶𝑐𝑏 .

По аналогии с финслеровым случаем, субфинслерово многообразие𝑀 будем называть субфинсле-
ровым многообразием контактного типа Ландсберга (многообразием Ландсберга), если выполняется
условие 𝐹𝑐

𝑎𝑏
= 𝐺𝑐

𝑎𝑏
. Субфинслерово многообразие𝑀 назовем плоским многообразием (а соответствующую

субфинслерову структуру – плоской), если тензор Схоутена обращается в нуль. Назовем субфинслерову
структуру проектируемой, если 𝜕𝑛𝐹 = 0. Из определения тензора Схоутена и структурных уравнений
получаем следующие утверждения.

Предложение 2. Плоская субфинслерова структура проектируема.
Теорема 1. Распределение 𝐻𝐷 ⊕ ⟨®𝑢⟩ = ˜𝐻𝐷 субфинслерова многообразия𝑀 инволютивно тогда и только

тогда, когда𝑀 – плоское многообразие.
Распределение ˜𝐻𝐷 будем называть расширенным горизонтальным распределением. Если ˜𝐻𝐷 –

инволютивное распределение, то определяемое им слоение будем называть горизонтальным слоением и
обозначать 𝐹ℎ .
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3. Слоения на распределениях субфинслеровых многообразий. В настоящем разделе мы опишем
геометрические свойства слоений, естественным образом возникающих на распределениях субфинсле-
ровых многообразиий. Начнем с вертикального слоения 𝐹𝑣 – слоения, порождаемого вертикальным
распределением 𝑉𝐷. Имеет место следующая теорема:

Теорема 2. Вертикальное слоение 𝐹𝑣 на распределении субфинслерова многообразия𝑀 является вполне
геодезическим тогда и только тогда, когда𝑀 – многообразие Ландсберга с проектируемой субфинслеровой
структурой.
Доказательство. По определению, слоение 𝐹𝑣 является вполне геодезическим тогда и только тогда, когда
∇̃𝑛+𝑎𝜕𝑛+𝑏 ∈ Γ(𝑉𝐷) . Равенство

∇̃𝑛+𝑎𝜕𝑛+𝑏 = 𝐶𝑒
𝑏𝑎
𝜕𝑛+𝑒 −

1
2
𝑔𝑎𝑏 | |𝑐𝑔

𝑐𝑒 ®𝜀𝑒 −𝐶𝑎𝑏𝜕𝑛

перепишем в виде
∇̃𝑛+𝑎𝜕𝑛+𝑏 = 𝐶𝑒

𝑏𝑎
𝜕𝑛+𝑒 + 𝑔𝑏𝑐 (𝐺𝑐

𝑎𝑑
− 𝐹𝑐

𝑏𝑑
)𝑔𝑑𝑒 ®𝜀𝑒 −𝐶𝑎𝑏𝜕𝑛 .

Отсюда получаем, что условие ∇̃𝑛+𝑎𝜕𝑛+𝑏 ∈ Γ(𝑉𝐷) выполняется тогда и только тогда, когда𝐺𝑐
𝑎𝑑

− 𝐹𝑐
𝑏𝑑

= 0
и 𝐶𝑎𝑏 = 0. Что и доказывает теорему. Перейдем к расширенному горизонтальному распределению ˜𝐻𝐷.

Теорема 3. Пусть расширенное горизонтальное распределение ˜𝐻𝐷 инволютивно. Тогда горизонтальное
слоение 𝐹ℎ является вполне геодезическим тогда и только тогда, когда субфинслерово многообразие 𝑀
является субримановым многообразием с инволютивным распределением 𝐷.
Доказательство теоремы следует из того, что условие ∇̃𝑎®𝜀𝑏 ∈ Γ( ˜𝐻𝐷) эквивалентно тому, что 𝐶𝑒

𝑏𝑎
= 0 и

𝜔𝑏𝑎 = 0.
Рассмотрим на многообразии 𝐷 два глобально определенных векторных поля

𝐿 = 𝑥𝑛+𝑎𝜕𝑛+𝑎, 𝐿
∗ = 𝑥𝑛+𝑎®𝜀𝑎 .

Назовем эти поля, соответственно, вертикальнымполемЛиувилля и горизонтальнымполемЛиувилля.
Введем в рассмотрение двумерное распределение �̃� = ⟨𝐿⟩ ⊕ ⟨𝐿∗⟩. Проводя непосредственные вычисления,
получаем [𝐿, 𝐿∗] = 𝐿∗ . Таким образом, убеждаемся в справедливости следующего предложения.

Предложение 3. Распределение, порождаемое вертикальным полем Лиувилля и горизонтальным полем
Лиувилля, является инволютивным распределением.

4. Заключение. В работах [12, 13, 14, 1, 7] представлен богатейший материал, демонстрирующий, с
одной стороны, красоту и прикладные возможности финслеровой геометрии, а с другой стороны, эф-
фективность использования геометрии касательных расслоений в исследовании финслеровых структур.
В настоящей работе получены интересные результаты, относящиеся к геометрии слоений на распре-
делениях субфинслеровых многообразий контактного типа. Содержание работ [14, 15, 9] указывает на
перспективу дальнейших исследований в этом направлении. В частности, представляется интересным
изучение слоений на распределениях субфинслеровых многообразий с метрикой типа Чигера – Громола.
Геометрия слоений на распределениях субфинслеровых многообразий имеет свою специфику по отно-
шению к геометрии слоений на касательных расслоениях финслеровых многообразий. Необходимый
инструментарий для исследования геометрии слоений на распределениях субфинслеровыхмногообразий
содержат работы [11, 4, 16, 17, 5, 6].
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Аннотация. В работе рассматривается один из классов операторов преобразования. Операторы преобразования –
это известный раздел теории дифференциальных уравнений, в его рамках были получены заметные результаты
для этой теории. В данной работе рассматривается круг задач для операторов преобразования Векуа – Эрдейи –
Лаундеса. Эти операторы преобразования, которые были введены в работах указанных математиков, позволяют
сплетать дифференциальные операторы различной природы со спектральным параметром с аналогичными
дифференциальными операторами без спектральных параметров. В частности, на этом пути устанавливаются и
явные формулы соответствия между решениями этих двух классов дифференциальных уравнений. Для иллюстрации
метода он применяется к некоторым конкретным дифференциальным уравнениям.
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Abstract. In the paper we study an important class of transmutations. Transmutation theory is a well-known field of differential
equations, by its methods many remarkable results on differential equations were received. We consider an important class
of transmutations - Vekua-Erdelyi-Lowndes operators. These transmutations, which were introduced and studied by above
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Keywords: Transmutations, Vekua – Erdélyi – Lowndes Transmutations, Composition Method, Telegraph Equation, Bessel
Functions
For citation: Shishkina I. L., Alzamili Hitam, Qudosi Abdul Mohammad, Sitnik S. M. 2024. Applications of Transmutations of
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Кратко напомним основные положения теории операторов преобразования. Пусть дана пара операто-
ров (𝐴, 𝐵). Говорят, что ненулевой оператор преобразования 𝑇 преобразует (сплетает) операторы (𝐴, 𝐵),
если выполняется на подходящих функциях следующее соотношение

𝑇 𝐴 = 𝐵𝑇 . (1)

В конкретных ситуациях оператор преобразования 𝑇 часто является интегральным с некоторым ядром,
и во многих задачах он может быть найден в явном виде. Важным моментом также является выбор
подходящего пространства функций, для которого выполняется равенство (1).

В данной статье мы рассматриваем специальный класс операторов преобразования, который сплетает
операторы𝐴 + 𝜆1 и𝐴 + 𝜆2, где𝐴 является оператором, действующим в паре пространств 𝑆1, 𝑆2, постоянные
𝜆1, 𝜆2 ∈ C. Кратко, мы рассматриваем операторы преобразования, которые переводят некоторый диффе-
ренциальный оператор со спектральным параметром в тот же оператор, но без спектрального параметра.
Такие операторы впервые вводились в разных ситуациях в работах А. Эрдейи [5, 6, 7, 8], И. Н. Векуа [9]
и Дж. С. Лаундеса [10, 11, 12]. Поэтому в работе [13] этот класс было предложено называть: операторы
преобразования Векуа – Эрдейи – Лаундеса, или сокращённо операторы ВЭЛ. Эти операторы подробнее
рассматривались в [4, 14].

В этой работе с использованием операторов преобразования ВЭЛ устанавливаются формулы связи
между решениями задачи Коши для уравнений вида 𝑤𝑡𝑡 = 𝐴𝑤 и решений подобных уравнений
со спектральным параметром 𝑤𝑡𝑡 ± 𝑐2𝑤 = 𝐴𝑤 , где 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡), 𝑐 ∈ R, 𝐴 есть линейный оператор,
действующий по переменной 𝑥 ∈ R𝑛 . Этот класс задач включает, например, телеграфное уравнение,
уравнение Гельмгольца, уравнение Буссинеска и ряд других.

Отметим, что в [2] подробно изложена теория операторов преобразования для дифференциальных
уравнений с сингулярными коэффициентами, включая операторы Бесселя. Также в [15] изучены
композиции операторов преобразования типа ВЭЛ для дифференциальных операторов высоких порядков,
в частности, для итерированных операторов Бесселя. Оператор преобразования, ассоциированный с
группой 𝑆3, который отображает обычный Лапласиан в инвариантный дифференциальный оператор
второго порядка на Римановом симметричном пространстве, был построен в [16].

2. Операторы преобразования в форме интегральных операторов Вольтерра второго рода.
В этом разделе мы построим операторы преобразования 𝑆±𝑐 со сплетающим свойством

𝑆±𝑐 𝐷
2=

(
𝐷2±𝑐2) 𝑆±𝑐 .

Теорема 2.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶2. Тогда существует оператор преобразования, удовлетворяющий тождеству

𝑆±𝑐 𝐷
2 𝑓 =

(
𝐷2 ± 𝑐2) 𝑆±𝑐 𝑓 , (2)

где 𝐷 = 𝑑
𝑑𝑡
, и имеющий форму интегрального оператора Вольтерра второго рода

(𝑆±𝑐 𝑓 ) (𝑡) = 𝑓 (𝑡) +
𝑡∫

−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏, (3)

с ядром

𝐾± (𝑡, 𝜏) = 𝑐
√
𝑡 + 𝜏

2
√
𝑡 − 𝜏


−𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
;

𝐼1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
.

При этом ядро 𝐾± (𝑡, 𝜏) является гладким по обеим переменным.
Доказательство. Подстановка в формулу (2) приводит к соотношению

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 ′′ (𝜏) 𝑑𝑡 = 𝑑2

𝑑𝑡2

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 ± 𝑐2 ©­«𝑓 (𝑡) +
𝑡∫

−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏ª®¬ .
Так как

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 ′′ (𝜏) 𝑑𝜏 = 𝐾± (𝑡, 𝑡) 𝑓 ′ (𝑡) − 𝐾± (𝑡,−𝑡) 𝑓 ′ (−𝑡) − 𝐾±
𝜏 (𝑡, 𝜏) |𝜏=𝑡 𝑓 (𝑡)+

+𝐾±
𝜏 (𝑡, 𝜏) |𝜏=−𝑡 𝑓 (−𝑡) +

𝑡∫
−𝑡

𝐾±
𝜏𝜏 (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏
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и
𝑑2

𝑑𝑡2

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 =

=

𝑡∫
−𝑡

𝐾±
𝑡𝑡 (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 + 𝐾±

𝑡 (𝑡, 𝜏) |𝜏=𝑡 𝑓 (𝑡) − 𝐾±
𝑡 (𝑡, 𝜏) |𝜏=−𝑡 𝑓 (−𝑡)+

+𝐾
± (𝑡, 𝑡)
𝑑𝑡

𝑓 (𝑡) + 𝐾± (𝑡, 𝑡) 𝑓 ′ (𝑡) − 𝐾± (𝑡,−𝑡)
𝑑𝑡

𝑓 (−𝑡) − 𝐾± (𝑡,−𝑡) 𝑓 ′ (−𝑡),

то получаем
𝐾±
𝜏𝜏 (𝑡, 𝜏) = 𝐾±

𝑡𝑡 (𝑡, 𝜏) ± 𝑐2𝐾± (𝑡, 𝜏), (4)

𝑑𝐾± (𝑡, 𝑡)
𝑑𝑡

+ lim
𝜏→𝑡

(
𝐾±
𝑡 (𝑡, 𝜏) + 𝐾±

𝜏 (𝑡, 𝜏)
)
= ∓𝑐2, (5)

𝑑𝐾± (𝑡,−𝑡)
𝑑𝑡

+ lim
𝜏→−𝑡

(
𝐾±
𝑡 (𝑡, 𝜏) + 𝐾±

𝜏 (𝑡, 𝜏)
)
= 0. (6)

Пусть 𝐾± (𝑡, 𝜏) ∈ 𝐶1 (Ω), Ω ∩ {(𝑡, 𝜏) | 𝑡 = 𝜏} ≠ ∅. Тогда для (𝑡, 𝑥) ∈ Ω выполняется равенство

𝑑

𝑑𝑡
𝐾± (𝑡, 𝑡) = lim

𝜏→𝑡

(
𝜕𝐾± (𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡
+ 𝜕𝐾± (𝑡, 𝜏)

𝜕𝜏

)
.

Таким образом условия (5) и (6) принимают вид

𝑑𝐾± (𝑡, 𝑡)
𝑑𝑡

= ∓𝑐
2

2
(7)

и
𝐾± (𝑡,−𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . (8)

Введём новые переменные

𝑢 =
𝑡 + 𝜏

2
, 𝑣 =

𝑡 − 𝜏
2

. (9)

Используя обозначения 𝐻± (𝑢, 𝑣) = 𝐾± (𝑢 + 𝑣,𝑢 − 𝑣) = 𝐾± (𝑡, 𝜏) получаем задачу

𝐻±
𝑢,𝑣 (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐2𝐻± (𝑢, 𝑣), (10)

𝐻± (𝑢, 0) = ∓𝑐
2

2
𝑢. (11)

Для получения ядер, удовлетворяющих (10)–(11), используем формулу

𝐻± (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐
2

2
𝑢 ∓ 𝑐2

𝑢∫
0

𝑑𝛼

𝑣∫
0

𝐻± (𝛼, 𝛽) 𝑑𝛽. (12)

Итерации определяются по формулам

𝐻±
0 (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐

2

2
𝑢,

𝐻±
𝑛+1 (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐2

𝑢∫
0

𝑑𝛼

𝑣∫
0

𝐻±
𝑛 (𝛼, 𝛽) 𝑑𝛽.

Из первых итераций получаем

𝐻±
1 (𝑢, 𝑣) =

1
2

(
∓𝑐2)2 𝑢2

2!
𝑣,

𝐻±
2 (𝑢, 𝑣) =

1
2

(
∓𝑐2)3 𝑢3

3!
𝑣2

2!
и

𝐻±
𝑛 (𝑢, 𝑣) =

1
2

(
∓𝑐2)𝑛+1

𝑛!(𝑛 + 1)!𝑢
𝑛+1𝑣𝑛 .
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Теперь используем формулы для функций Бесселя первого рода и модифицированных функций
Бесселя первого рода для𝑚 ∈ N ∪ {0} (see [17]):

𝐽𝑚 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
22𝑛+𝑚𝑛!(𝑚 + 𝑛)!𝑥

2𝑛+𝑚, 𝐼𝑚 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

1
22𝑛+𝑚𝑛!(𝑚 + 𝑛)!𝑥

2𝑛+𝑚

Суммируя ряд Неймана, получаем

𝐻± (𝑢, 𝑣) = 1
2

∞∑︁
𝑛=0

(
∓𝑐2)𝑛+1

𝑛!(𝑛 + 1)!𝑢
𝑛+1𝑣𝑛 =

𝑐
√
𝑢

2
√
𝑣

{
−𝐽1 (2𝑐

√
𝑢𝑣);

𝐼1 (2𝑐
√
𝑢𝑣) .

Используя асимптотические формулы для 0 < 𝑥 ≪
√
𝛼 + 1 вида

𝐽𝛼 (𝑥) →
1

Γ(𝛼 + 1)

(𝑥
2

)𝛼
и соотношение 𝐼𝛼 (𝑥) = 𝑖−𝛼 𝐽𝛼 (𝑖𝑥), получаем, что соотношение (11) является верным.

Возвращаясь к переменным 𝑥 и 𝑡 , получаем

𝐾± (𝑡, 𝜏) = 𝑐
√
𝑡 + 𝜏

2
√
𝑡 − 𝜏


−𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
;

𝐼1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
.

Нетрудно видеть, что 𝐾± (𝑡,−𝑡) = 0 и условие (8) выполнено. Теорема 2.1. полностью доказана.
3. Приложения операторов преобразования Векуа – Эрдейи – Лаундеса к задачам Коши.
В этом разделе мы получим результаты, основанные на основной идее операторов преобразования:

получить явное решение более сложной задачи из более простой.
Теорема 3.1. Пусть 𝐴 – линейный оператор, действующий по переменным 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 , а𝑤

есть решение задачи
𝑤𝑡𝑡 = 𝐴𝑤, 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡), (13)

𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥). (14)

Тогда функция
𝑤𝑐 = 𝑆+𝑤,

где

(𝑆+)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) − 𝑐

2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏

есть решение другой задачи
𝑤𝑐
𝑡𝑡 + 𝑐2𝑤𝑐 = 𝐴𝑤𝑐 , 𝑤𝑐 = 𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡), (15)

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥). (16)

Доказательство. Нетрудно заметить, что 𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑤 (𝑥, 0), поэтому если 𝑤 удовлетворяет первому
условию в (14), тогда𝑤𝑐 удовлетворяет первому условию в (16) и наоборот.

Рассмотрим

𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡) −

𝑐

2
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡) −

𝑐

2
×

×
(
lim
𝜏→𝑡

(√
𝑡+𝜏

√
𝑡−𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2−𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏)

)
− lim

𝜏→−𝑡

(√
𝑡+𝜏

√
𝑡−𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2−𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏)

)
+

+
𝑡∫

−𝑡

𝜕

𝜕𝑡

√
𝑡+𝜏

√
𝑡−𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2−𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏ª®¬=

=𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡)−
𝑐2

2
©­«𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡)+

𝑡∫
−𝑡

(
𝑡 𝐽0 (𝑐

√
𝑡2−𝜏2)

𝑡−𝜏 −
√
𝑡+𝜏

𝑐 (𝑡−𝜏)3/2 𝐽1 (𝑐
√
𝑡2−𝜏2)

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏ª®¬ .

Таким образом , устремляя к пределу 𝑡 → 0, получаем𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑤𝑡 (𝑥, 0).
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Покажем, что если𝑤 удовлетворяет уравнению (13), тогда𝑤𝑐 удовлетворяет уравнению (15). Действи-
тельно,

(𝐷2
𝑡 + 𝑐2)𝑤𝑐 = (𝐷2

𝑡 + 𝑐2)𝑆+𝑤 = 𝑆+𝐷
2
𝑡𝑤 = 𝑆+𝐴𝑤 = 𝐴𝑆𝑤 = 𝐴𝑤𝑐 ,

поэтому (𝐷2
𝑡 + 𝑐2)𝑤𝑐 = 𝐴𝑤𝑐 , и, следовательно,𝑤𝑐 удовлетворяет (15). Теорема 3.1. доказана.

Аналогично, получается
Теорема 3.2. Пусть𝐴 является линейным оператором, действующим по переменным 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈

R𝑛 , а функция𝑤 является решением задачи

𝑤𝑡𝑡 = 𝐴𝑤, 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡),

𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).
Тогда функция

𝑤𝑐 = 𝑆−𝑤,

где

(𝑆−)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) + 𝑐
2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐼1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏

является решением другой задачи

𝑤𝑐
𝑡𝑡 − 𝑐2𝑤𝑐 = 𝐴𝑤𝑐 , 𝑤𝑐 = 𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡),

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

Пример 3.1. Рассмотрим одномерное волновое уравнение следующего вида

𝑤𝑡𝑡 = 𝑎
2𝑤𝑥𝑥

с начальными условиями
𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

Его решение даётся по формуле Д’Аламбера, см. [18, стр. 64]:

𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑡)
2

+ 1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Тогда по теореме 3.1 получаем, что

𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡) = (𝑆+)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) − 𝑐

2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 =

=
𝑓 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑡)

2
− 𝑐

4

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
(𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝜏)) 𝑑𝜏+

+ 1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − 𝑐

4𝑎

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
𝑥+𝑎𝜏∫

𝑥−𝑎𝜏

𝑔(𝑠)𝑑𝑠ª®¬ 𝑑𝜏 (17)

является решением телеграфного уравнения

𝑤𝑐
𝑡𝑡 = 𝑎

2𝑤𝑐
𝑥𝑥 − 𝑐2𝑤𝑐 .

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

Преобразуем второе слагаемое в (17)

𝑐

4

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
(𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝜏)) 𝑑𝜏 =

=
𝑐

4

𝑡∫
−𝑡

𝑡 + 𝜏
√
𝑡2 − 𝜏2

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
[𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝜏)] 𝑑𝜏 =
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=
𝑐𝑡

2

𝑡∫
−𝑡

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
√
𝑡2 − 𝜏2

𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) 𝑑𝜏 = {𝑥 + 𝑎𝜏 = 𝑠} =

=
𝑐𝑡

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽1

(
𝑐

√︃
𝑡2 −

(
𝑥−𝑠
𝑎

)2
)

√︃
𝑡2 −

(
𝑥−𝑠
𝑎

)2
𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Кроме того, в выражении

∫
𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
√
𝑡2 − 𝜏2

𝑑𝜏 =
1
𝑐

(
𝐽0 (𝑐

√
𝑡2 − 𝜏2) − 1

)
+𝐶

мы преобразуем третье и четвёртое слагаемые в (17):

(𝑆+)𝑡
1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)𝑑𝑠 =

=
1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)d𝑠 − 𝑐

4𝑎

𝑡∫
−𝑡

𝑡 + 𝜏
√
𝑡2 − 𝜏2

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
𝑥+𝑎𝜏∫

𝑥−𝑎𝜏

𝑔(𝑠)𝑑𝑠ª®¬𝑑𝜏 =
=

1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽0

(
𝑐

√︂
𝑡2 − (𝑥 − 𝑠)2

𝑎2

)
𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Окончательно, мы получаем известную формулу, см. [19, стр. 302]

𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑡)
2

− 𝑐𝑡

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽1

(
𝑐

√︃
𝑡2 − (𝑥−𝑠 )2

𝑎2

)
√︃
𝑡2 − (𝑥−𝑠 )2

𝑎2

𝑓 (𝑠)d𝑠+

+ 1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽0

(
𝑐

√︂
𝑡2 − (𝑥 − 𝑠)2

𝑎2

)
𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Пример 3.2. Рассмотрим уравнение, которое встречается при изучении трансверсальных колебаний
эластичного стержня

𝑤𝑡𝑡 = −𝑎2𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡) . (18)

Добавим условие по переменной 𝑥 ∈ R

𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑔′′ (𝑥). (19)

Получаем задачу Коши для уравнения Буссинеска (см. [19, стр. 617]

𝑤 (𝑥, 𝑡) = 1
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝑓 (𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) + sin(𝑝2))𝑑𝑝+

+ 1
𝑎
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝑔(𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) − sin(𝑝2))𝑑𝑝.

Как следствие нашей теоремы 3.1 получаем, что

𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡) = (𝑆+)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) − 𝑐

2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 =

=
1

√
2𝜋

∞∫
−∞

𝑓 (𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) + sin(𝑝2))𝑑𝑝+
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+ 1
𝑎
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝑔(𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) − sin(𝑝2))𝑑𝑝−

− 𝑐

2
√

2𝜋

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
∞∫

−∞

𝑓 (𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝜏) (cos(𝑝2) + sin(𝑝2))𝑑𝑝ª®¬ 𝑑𝜏−

− 𝑐

2𝑎
√

2𝜋

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
∞∫

−∞

𝑔(𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝜏) (cos(𝑝2) − sin(𝑝2))𝑑𝑝ª®¬ 𝑑𝜏

есть решение задачи Коши для возмущённого уравнения типа Буссинеска со спектральным параметром.

𝑤𝑐
𝑡𝑡 = −𝑎2𝑤𝑐

𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑐2𝑤𝑐 .

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑎𝑔′′ (𝑥).

4. Заключение. Мы используем метод теории операторов преобразования для связи возмущённых
уравнений с невозмущёнными. Этот метод также может быть применён для вывода похожих формул для
других уравнений или областей. Следует отметить, что метод существенно использует интегрирование
по частям, при котором внеинтегральные члены должны сократиться. Рассмотрены в качестве примеров
явные формулы для решений задачи Коши для уравнения Гельмгольца и уравнения Буссинеска со
спектральным параметром.
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Аннотация. В настоящей работе исследуется модель деформаций сингулярного стержня – консоли под воздей-
ствием внешней силы. При этом предполагается, что один из концов стержня шарнирно закреплен, а смещение
свободного конца стержня ограничено препятствием. Соответствующая модель реализуется в форме граничной
задачи для интегро–дифференциального уравнения с интегрированием по Стилтьесу и нелинейным краевым
условием. Проведено вариационное обоснование модели, получены необходимое и достаточное условия минимума
соответствующего функционала потенциальной энергии. Доказаны теоремы существования и единственности
решения исследуемой модели, в явном виде выписана формула представления решения.
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1. Введение. Дифференциальное уравнение вида

(𝑝𝑢′′)′′ + 𝑞𝑢 = 𝑓 (1)

является основой разных моделей естествознания, поэтому исследованию этого уравнения посвящено
много работ (см., например, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15] и библиографию в них). Изучаемое в данной
статье уравнение (1) может иметь особенности в коэффициентах и правой части (типа 𝛿−функции). Мы
будем придерживаться подхода Ю. В. Покорного, согласно которому такого рода уравнение заменяется
интегро-дифференциальным уравнением

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0

𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0) (2)

с интегрированием по Стилтьесу. На протяжении всей статьи предполагается, что
1) функции 𝑝 , 𝐹 имеют ограниченную вариацию на [0, 𝑙], и inf

𝑥∈[0,𝑙 ]
𝑝 (𝑥) > 0;

2) функция 𝑄 не убывает на [0, 𝑙];
3) функции 𝑝,𝑄, 𝐹 непрерывны в точках 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙 .
Заметим, что в случае гладких 𝑝 , 𝑄 , 𝐹 уравнение (2) эквивалентно обыкновенному дифференциальному
уравнению (1), где 𝑞 = 𝑄 ′, 𝑓 = 𝐹 ′.

В настоящей работе для уравнения (2) будет рассмотрена граничная задача с нелинейным краевым
условием. Такая задача возникает при моделировании деформаций стержня, расположенного вдоль
отрезка [0, 𝑙] оси 𝑂𝑥 , под воздействием внешней нагрузки. Предполагается, что один конец стержня
шарнирно закреплен. Второй конец свободен, однако не может выйти за пределы установленного огра-
ничителя на перемещение. Пусть функция 𝐹 (𝑥) описывает внешнюю силу, направленную параллельно
𝑂𝑦, на участке от 0 до 𝑥 , где 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. Через 𝑢 (𝑥) обозначим функцию, описывающую деформацию
стержня под воздействием этой силы. Условие шарнирного закрепления означает, что 𝑢 (0) = 0, 𝑢′′ (0) = 0.
Ограничение на смещение второго конца может быть записано как 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 . Рассмотрим случай, когда
𝐶 = [−𝑚,𝑚]. В зависимости от приложенной внешней силы, 𝑢 (𝑙) либо остается внутренней точкой 𝐶 ,
либо становится граничной точкой 𝐶 . Соответствующая математическая модель задачи имеет вид

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0
𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0),

𝑢 (0) = 0, 𝑢′′ (0) = 0,
𝑢′′ (𝑙) = 0,
(𝑝𝑢′′)′ (𝑙) ∈ 𝑁𝐶 (𝑢 (𝑙)),

(3)

где 𝑁𝐶 (𝑢 (𝑙)) обозначает внешний нормальный конус (см. [12]) в точке 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 ко множеству 𝐶 ,
определяемый как

𝑁𝐶 (𝑢 (𝑙)) = {𝜉 ∈ 𝑅 : 𝜉 (𝑐 − 𝑢 (𝑙)) ≤ 0 ∀𝑐 ∈ 𝐶}.

Здесь функция 𝑄 (𝑥) описывает упругую реакцию внешней среды, 𝑝 (𝑥) определяется свойствами
материала стержня. Решения 𝑢 (𝑥) задачи (3) будем рассматривать в классе 𝐸 абсолютно непрерывных
на [0, 𝑙] функций, производные которых абсолютно непрерывны. Более того, мы предполагаем, что
функция 𝑝𝑢′′ абсолютно непрерывна на [0, 𝑙], и (𝑝𝑢′′)′ имеет ограниченную вариацию на [0, 𝑙].

В настоящей работе проведено вариационное обоснование и установлена корректность модели (3).
2. Предварительные сведения. В этом разделе выпишем основные понятия и факты, которыми

будем пользоваться.
Пространство 𝐵𝑉 [0, 𝑙](см. [8],[13]). Это пространство определено для множества функций, чья

вариация

𝑉 𝑙
0 (𝑣) = sup

0≤𝑥0<𝑥1<...<𝑥𝑘 ≤𝑙

𝑘−1∑︁
𝑖=0

|𝑣 (𝑥𝑖+1) − 𝑣 (𝑥𝑖 ) |

ограничена. Согласно теореме Жордана, всякая функция ограниченной вариации может быть представ-
лена в виде разности двух неубывающих функций.

Скачки функций. Для любой функции 𝑣 (𝑥) из 𝐵𝑉 [0, 𝑙] в любой точке 𝜉 ∈ (0, 𝑙] ( 𝜉 ∈ [0, 𝑙)) существуют
предел слева, т. е. 𝑣 (𝜉 − 0) = lim

𝑥→𝜉−0
𝑣 (𝑥) и предел справа 𝑣 (𝜉 + 0) = lim

𝑥→𝜉+0
𝑣 (𝑥). Скачком функции 𝑣 (𝑥) в

точке 𝑥 = 𝜉 называется величина Δ𝑣 (𝜉) = 𝑣 (𝜉 + 0) − 𝑣 (𝜉 − 0) ( 𝑣 (0 − 0) = 𝑣 (0) и 𝑣 (𝑙 + 0) = 𝑣 (𝑙)).
Через𝑆 (𝑣) будем обозначатьмножество точек разрывафункции 𝑣 (𝑥). Для любой 𝑣 ∈ 𝐵𝑉 [0, 𝑙] множество

𝑆 (𝑣) не более чем счетно.
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Интеграл Римана – Стилтьеса (см. [8],[13]). Для пары функций 𝑓 (𝑥), 𝜇 (𝑥) интеграл
∫ 𝑙

0
𝑓 (𝑥)𝑑𝜇 (𝑥)

определяется как предел интегральных сумм(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝜉𝑖 ) (𝜇 (𝑥𝑖+1) − 𝜇 (𝑥𝑖 ))
)
,

когда max
𝑖

|𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 | → 0. В частности, если одна из функций 𝑓 (𝑥), 𝜇 (𝑥) непрерывна, а вторая имеет

ограниченную вариацию, то интеграл
∫ 𝑙

0
𝑓 𝑑𝜇 наверняка существует.

Теорема о преобразовании меры (см. [8],[13]). Для любой функции 𝜎 (𝑥) из 𝐵𝑉 [0, 𝑙] и непрерывных
функций𝑤 (𝑥), 𝜑 (𝑥) верно равенство

𝑙∫
0

𝜑𝑑𝜇 =

𝑙∫
0

𝜑𝑤𝑑𝜎,

где 𝜇 (𝑥) =
𝑥∫

0

𝑤𝑑𝜎 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .

Абсолютно непрерывная функция (см.[8],[13]). Функция 𝑣 называется абсолютно непрерывной
на [0, 𝑙], если для любого 𝜀 > 0 найдется 𝛿 > 0, что для любой конечной или счетной системы попарно
непересекающихся интервалов (𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 ) с суммой длин меньше 𝛿 , т. е.∑︁

𝑖

(𝛽𝑖 − 𝛼𝑖 ) < 𝛿

выполняется неравенство ∑︁
𝑖

| (𝑣 (𝛽𝑖 ) − 𝑣 (𝛼𝑖 )) | < 𝜀.

Согласно теореме Лебега, производная𝑤 = 𝑣 ′ абсолютно непрерывной функции интегрируема, и для
любого 𝑥 ∈ [0, 𝑙] верно равенство

𝑥∫
0

𝑤 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝑣 (𝑥) − 𝑣 (0).

Заметим, что любая абсолютно непрерывная на [0, 𝑙] функция имеет ограниченную вариацию на [0, 𝑙].
Лемма 2.1. (см. [2]). Пусть функция 𝐺 (𝑥) имеет ограниченную вариацию на [0, 𝑙]. Пусть для любой

функции ℎ ∈ 𝐸, удовлетворяющей условиям ℎ(0) = ℎ′ (0) = 0, ℎ(𝑙) = ℎ′ (𝑙) = 0, верно равенство

𝑙∫
0

ℎ′𝑑𝐺 = 0.

Тогда для всех 𝑥 ∈ (0, 𝑙) выполнено равенство

𝐺 (𝑥 − 0) = 𝐺 (𝑥 + 0) ≡ 𝑎𝑥 + 𝑏.

Интегро-дифференциальное уравнение (см. [2]).
Уравнение

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0

𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0) (4)

играет важную роль в этой статье. Оно содержит разрывные функции 𝑝 (𝑥), 𝑄 (𝑥), 𝐹 (𝑥) и интеграл
Стилтьеса. Для того, чтобы иметь возможность корректно определить уравнение (4) в каждой точке введем
следующие понятия. Пусть 𝑆 — множество точек, в которых функции 𝑝 (𝑥), 𝑄 (𝑥), 𝐹 (𝑥) имеют ненулевые
скачки. Через [0, 𝑙]𝜎 обозначим множество, полученное из [0, 𝑙] заменой точек 𝜉 ∈ 𝑆 на пары {𝜉 − 0, 𝜉 + 0}.
При этом предполагается, что 𝜉 − 0 > 𝑥 для всех 𝑥 < 𝜉 и 𝜉 + 0 < 𝑥 для любых 𝑥 > 𝜉 . Множеству [0, 𝑙]𝜎
можно дать строгое определение как одномерному метрическому пространству. Рассмотрев жордановы
представления функций ограниченной вариации 𝑝, 𝐹 в виде разности неубывающих функций, т. е.
𝑝 = 𝑝+ − 𝑝− и 𝐹 = 𝐹+ − 𝐹 − обозначим через 𝜎 следующую функцию

𝜎 (𝑥) = 𝑥 + 𝑝+ (𝑥) + 𝑝− (𝑥) +𝑄 (𝑥) + 𝐹+ (𝑥) + 𝐹 − (𝑥). (5)
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Заметим, что функции из жорданова представления можно выбрать так, что 𝜎 (𝑥) разрывна только в
точках из 𝑆 . Введем на множестве [0, 𝑙] \ 𝑆 метрику 𝜌 (𝑥,𝑦) = |𝜎 (𝑥) − 𝜎 (𝑦) |. Если 𝑆 ≠ ∅, то это метрическое
пространство, очевидно, не является полным. Его стандартное метрическое пополнение (с точностью до
изоморфизма) совпадает с [0, 𝑙]𝜎 и индуцирует на нем топологию.

Будем рассматривать уравнение (4), когда переменная 𝑥 принадлежит [0, 𝑙]𝜎 , т. е. 𝑥 не совпадает
с точками разрыва 𝑝 , 𝑄 , 𝐹 . Функции 𝑝 (·), 𝑄 (·), 𝐹 (·) становятся непрерывными на [0, 𝑙]𝜎 , поскольку
величины 𝑝 (𝜉 ±0),𝑄 (𝜉 ±0) и 𝐹 (𝜉 ±0), которые были ранее предельными, теперь становятся собственными
в соответствующих точках из [0, 𝑙]𝜎 . Непрерывность функций 𝑢 (·) позволяет сохранить обычный смысл
интеграла Римана – Стилтьеса в уравнении (4), когда 𝑥 = 𝜉 − 0 и 𝑥 = 𝜉 + 0.

Таким образом, уравнение (4) рассматривается послойно: нижний уровень для значений 𝑥 ∈ [0, 𝑙],
когда речь идет о самих решениях 𝑢 (𝑥) (под знаком интеграла), и верхний уровень для остальных 𝑥 в (4),
где 𝑥 ∈ [0, 𝑙]𝜎 .

Заметим, что в каждой точке 𝜉 ∈ 𝑆 имеет место равенство

Δ(𝑝𝑢′′)′ (𝜉) + 𝑢 (𝜉)Δ𝑄 (𝜉) = Δ𝐹 (𝜉).

Нам также понадобятся следующие теоремы из [2].
Теорема 2.1 Для любых чисел 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 и для любой точки 𝑥0 ∈ [0, 𝑙]𝜎 задача

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0
𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0),

𝑢 (𝑥0) = 𝑢0,

𝑢′ (𝑥0) = 𝑢1,

𝑢′′ (𝑥0) = 𝑢2,

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥0) = 𝑢3

имеет единственное решение.
Рассмотрим однородное уравнение

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0

𝑢𝑑𝑄 = (𝑝𝑢′′)′ (0). (6)

Из теоремы 2.1 следует, что пространство решений уравнения (6) имеет размерность 4.
Определим аналог определителя Вронского𝑊 (𝑥) на множестве [0, 𝑙]𝜎 как

𝑊 (𝑥) =

��������
𝜑1 (𝑥) 𝜑2 (𝑥) 𝜑3 (𝑥) 𝜑4 (𝑥)
𝜑 ′

1 (𝑥) 𝜑 ′
2 (𝑥) 𝜑 ′

3 (𝑥) 𝜑 ′
4 (𝑥)

𝜑 ′′
1 (𝑥) 𝜑 ′′

2 (𝑥) 𝜑 ′′
3 (𝑥) 𝜑 ′′

4 (𝑥)
(𝑝𝜑 ′′

1 )′ (𝑥) (𝑝𝜑 ′′
2 )′ (𝑥) (𝑝𝜑 ′′

3 )′ (𝑥) (𝑝𝜑 ′′
4 )′ (𝑥)

�������� , (7)

где 𝜑𝑖 (𝑥) (𝑖 = 1, 2, 3, 4) — решения однородного уравнения (6).
Теорема 2.2 Пусть функции 𝜑𝑖 (𝑥) (𝑖 = 1, 2, 3, 4) являются решениями однородного уравнения (6).

Следующие свойства эквивиалентны:
1) существует точка 𝑥0 ∈ [0, 𝑙]𝜎 такая, что𝑊 (𝑥0) = 0;
2)𝑊 (𝑥0) ≡ 0 на множестве [0, 𝑙]𝜎 ;
3) функции 𝜑1 (𝑥), 𝜑2 (𝑥), 𝜑3 (𝑥), 𝜑4 (𝑥) линейно независимы.

Теорема 2.3.Пусть𝜑1 (𝑥), 𝜑2 (𝑥), 𝜑3 (𝑥) и𝜑4 (𝑥)—решения однородного уравнения (6). Тогда (𝑝𝑊 ) (𝑥) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
на множестве [0, 𝑙]𝜎 .

3. Вариационное обоснование модели. Покажем, что задача (3) является необходимым условием
экстремума функционала потенциальной энергии рассматриваемой физической системы. Согласно [2],
если деформация стержня определяется функцией 𝑢 (𝑥), то его потенциальная энергия имеет вид

Φ(𝑢) =
𝑙∫

0

𝑝 (𝑥)𝑢 ′′2 (𝑥)
2

𝑑𝑥 +
𝑙∫

0

𝑢2 (𝑥)
2

𝑑𝑄 (𝑥) −
𝑙∫

0

𝑢 (𝑥)𝑑𝐹 (𝑥). (8)

Подчеркнем, что функция𝑢 (𝑥) – это гипотетическая (виртуальная) деформация. Рассмотрим функционал
Φ(𝑢) на множестве функций 𝑢 ∈ 𝐸 таких, что

𝑢 (0) = 0, 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶. (9)
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Согласно принципу Гамильтона – Лагранжа, реальная деформация 𝑢0 (𝑥) минимизирует функционал Φ с
условиями (9). Пусть функции ℎ ∈ 𝐸 такие, что

ℎ(0) = ℎ′ (0) = 0, ℎ(𝑙) = ℎ′ (𝑙) = 0. (10)

Рассмотрим функции 𝑢 (𝑥) = 𝑢0 (𝑥) + 𝜆ℎ(𝑥), где 𝜆 — вещественное число. Заметим, что 𝑢 ∈ 𝐸, 𝑢 (0) = 0,
𝑢′ (0) = 0, 𝑢 (𝑙) = 𝑢0 (𝑙) ∈ 𝐶 . Тогда

Φ(𝑢0) ≤ Φ(𝑢0 + 𝜆ℎ).
Зафиксировав ℎ, рассмотрим функцию 𝜑ℎ (𝜆) вещественного аргумента 𝜆, определенную как 𝜑ℎ (𝜆) =
Φ(𝑢0 + 𝜆ℎ). Тогда для всех чисел 𝜆 выполнено неравенство

𝜑ℎ (0) ≤ 𝜑ℎ (𝜆),

и по теореме Ферма 𝑑
𝑑𝜆
𝜑ℎ (𝜆) |𝜆=0 = 0. Последнее равенство может быть записано как∫ 𝑙

0
𝑝𝑢′′0 ℎ

′′𝑑𝑥 +
∫ 𝑙

0
𝑢0ℎ𝑑𝑄 −

∫ 𝑙

0
ℎ𝑑𝐹 = 0.

Обозначим
𝑔(𝑥) =

∫ 𝑥

0
𝑢0𝑑𝑄. (11)

После интегрирования по частям получим равенства∫ 𝑙

0
𝑝𝑢′′0 𝑑ℎ

′ +
∫ 𝑙

0
ℎ𝑑𝑔 −

∫ 𝑙

0
ℎ𝑑𝐹 = 0,

𝑝 (𝑙)𝑢′′0 (𝑙)ℎ′ (𝑙) − 𝑝 (0)𝑢′′0 (0)ℎ′ (0) −
∫ 𝑙

0
ℎ′𝑑 (𝑝𝑢′′0 ) + ℎ(𝑙)𝑔(𝑙) − ℎ(0)𝑔(0) −

∫ 𝑙

0
𝑔ℎ′𝑑𝑥− (12)

−ℎ(𝑙)𝐹 (𝑙) + ℎ(0)𝐹 (0) +
∫ 𝑙

0
𝐹ℎ′𝑑𝑥 = 0.

С учетом условий (10), последнее равенство примет вид∫ 𝑙

0
ℎ′𝑑 (𝑝𝑢′′0 ) +

∫ 𝑙

0
𝑔ℎ′𝑑𝑥 −

∫ 𝑙

0
𝐹ℎ′𝑑𝑥 = 0.

Обозначим 𝑔(𝑥) =
∫ 𝑥

0 𝑔(𝑠)𝑑𝑠 , 𝐹 (𝑥) =
∫ 𝑥

0 𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 . Тогда∫ 𝑙

0
ℎ′𝑑 ((𝑝𝑢′′0 ) + 𝑔 − 𝐹 ) = 0. (13)

Равенство (13) выполнено для всех функций ℎ ∈ 𝐸, удовлетворяющих (10). Применив лемму 2.1, получим

(𝑝𝑢′′0 ) (𝑥) + 𝑔(𝑥) − 𝐹 (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏,

т. е.

(𝑝𝑢′′0 ) (𝑥) =
𝑥∫

0

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝑎𝑥 + 𝑏 −
𝑥∫

0

𝑔(𝑠)𝑑𝑠. (14)

Следовательно, функция (𝑝𝑢′′0 ) абсолютно непрерывна и

(𝑝𝑢′′0 )′ (𝑥) +
𝑥∫

0

𝑢0𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) + 𝑎. (15)

Перепишем равенство (15), как

(𝑝𝑢′′0 )′ (𝑥) +
𝑥∫

0

𝑢0𝑑𝑄 = (𝑝𝑢′′0 )′ (0) + 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0). (16)

Рассмотрим теперь функции ℎ такие, что ℎ ∈ 𝐸,

ℎ(0) = ℎ′ (0) = 0, ℎ(𝑙) = 0 (17)
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и функции 𝑢 (𝑥) = 𝑢0 (𝑥) + 𝜆ℎ(𝑥), где 𝜆 ∈ 𝑅. Заметим, что 𝑢 ∈ 𝐸, 𝑢 (0) = 0, 𝑢 (𝑙) = 𝑢0 (𝑙) ∈ 𝐶 . Тогда

Φ(𝑢0) ≤ Φ(𝑢0 + 𝜆ℎ).

Зафиксировав ℎ, обозначим 𝜑ℎ (𝜆) = Φ(𝑢0 + 𝜆ℎ). Аналогично, по теореме Ферма 𝑑
𝑑𝜆
𝜑ℎ (𝜆) |𝜆=0 = 0, и из (12) с

учетом условий (17), получим

𝑝 (𝑙)𝑢′′0 (𝑙)ℎ′ (𝑙) −
∫ 𝑙

0
ℎ′𝑑 (𝑝𝑢′′0 ) −

∫ 𝑙

0
𝑔ℎ′𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0
𝐹ℎ′𝑑𝑥 = 0,

где 𝑔(𝑥) определена (11). С учетом (14), последнее равенство принимает вид

𝑝 (𝑙)𝑢′′0 (𝑙)ℎ′ (𝑙) −
∫ 𝑙

0
ℎ′ (𝐹 (𝑥) + 𝑎 − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 −

∫ 𝑙

0
𝑔ℎ′𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0
𝐹ℎ′𝑑𝑥 = 0.

Поскольку ℎ(𝑙) = ℎ(0) = 0, то
𝑝 (𝑙)𝑢′′0 (𝑙)ℎ′ (𝑙) = 0.

Следовательно,
𝑝 (𝑙)𝑢′′0 (𝑙) = 0. (18)

Аналогично, рассматривая функции ℎ ∈ 𝐸, удовлетворяющие условиям ℎ(0) = 0, ℎ(𝑙) = 0, ℎ′ (𝑙) = 0,
получим

𝑝 (0)𝑢′′0 (0) = 0. (19)

Зафиксируем теперь любой элемент 𝑐 ∈ 𝐶 . Рассмотримфункциюℎ такую, чтоℎ ∈ 𝐸,ℎ(0) = 0,ℎ(𝑙) = 𝑐−𝑢0 (𝑙).
Пусть 𝑢 (𝑥) = 𝑢0 (𝑥) + 𝜆ℎ(𝑥). Заметим, что 𝑢 ∈ 𝐸, и 𝑢 (0) = 0. Выпишем условие в точке 𝑥 = 𝑙 . Имеем

𝑢 (𝑙) = 𝑢0 (𝑙) + 𝜆ℎ(𝑙) = 𝑢0 (𝑙) + 𝜆(𝑐 − 𝑢0 (𝑙)) =

= 𝜆𝑐 + (1 − 𝜆)𝑢0 (𝑙).

Так как 𝑐 ∈ 𝐶 , 𝑢0 (𝑙) ∈ 𝐶 , множество 𝐶 выпуклое, то для всех 𝜆 ∈ [0, 1] имеем 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 . Таким образом,

Φ(𝑢0) ≤ Φ(𝑢0 + 𝜆ℎ).

Зафиксировав ℎ, введем функцию 𝜑ℎ (𝜆) = Φ(𝑢0 + 𝜆ℎ) вещественной переменной 𝜆 ∈ [0, 1]. Следовательно,

𝜑ℎ (0) ≤ 𝜑ℎ (𝜆).

Тогда правая производная удовлетворяет неравенству

𝑑+

𝑑𝜆
𝜑ℎ (𝜆) |𝜆=0 ≥ 0,

т. е.

𝑝 (𝑙)𝑢′′0 (𝑙)ℎ′ (𝑙) − 𝑝 (0)𝑢′′0 (0)ℎ′ (0) −
∫ 𝑙

0
ℎ′𝑑 (𝑝𝑢′′0 ) + ℎ(𝑙)𝑔(𝑙) − ℎ(0)𝑔(0) −

∫ 𝑙

0
𝑔ℎ′𝑑𝑥− (20)

−ℎ(𝑙)𝐹 (𝑙) + ℎ(0)𝐹 (0) +
∫ 𝑙

0
𝐹ℎ′𝑑𝑥 ≥ 0,

где 𝑔(𝑥) определена (11). Воспользовавшись ℎ(0) = 0, (14), (18) и (19), неравенство (20) может быть
переписано как

ℎ(𝑙) (𝑔(𝑙) − 𝐹 (𝑙) − 𝑎) ≥ 0.

Согласно (15),
𝑎 = (𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙) + 𝑔(𝑙) − 𝐹 (𝑙).

Следовательно, получим, что
−(𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙)ℎ(𝑙) ≥ 0,

т. е.
(𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙) (𝑐 − 𝑢0 (𝑙)) ≤ 0,

где 𝑐 ∈ 𝐶 . Значит, (𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙) ∈ 𝑁𝐶 (𝑢0 (𝑙)) .
Таким образом, доказана теорема.
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Теорема 3.1. Пусть функция 𝑢0 минимизирует функционал энергии (8) при условиях 𝑢 (0) = 0, 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 .
Тогда 𝑢0 — решение задачи (3), т. е.

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0
𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0),

𝑢 (0) = 0, 𝑢′′ (0) = 0,
𝑢′′ (𝑙) = 0,
(𝑝𝑢′′)′ (𝑙) ∈ 𝑁𝐶 (𝑢 (𝑙)),

где 𝑥 ∈ [0, 𝑙]𝜎 , 𝜎 (𝑥) определена (5).
4. Основные результаты. Рассмотрим задачу (3). Решением задачи (3) назовем функцию 𝑢 ∈ 𝐸,

удовлетворяющую уравнению (4) для всех 𝑥 ∈ [0, 𝑙]𝜎 , где 𝜎 (𝑥) определена (5), и удовлетворяющую
граничным условиям 𝑢 (0) = 0 = 𝑢′′ (0), 𝑢′′ (𝑙) = 0, (𝑝𝑢′′)′ (𝑙) ∈ 𝑁𝐶 (𝑢 (𝑙)).

Теорема 4.1. Если решение задачи (3) существует, то оно единственно.
Доказательство. Предположим, что функции 𝑢1 (𝑥) и 𝑢2 (𝑥) являются решениями задачи (3). Тогда
функция𝑤 (𝑥) = 𝑢1 (𝑥) − 𝑢2 (𝑥) удовлетворяет уравнению

(𝑝𝑤 ′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0

𝑤𝑑𝑄 = (𝑝𝑤 ′′)′ (0), (21)

и условиям𝑤 (0) = 𝑤 ′′ (0) = 0,𝑤 ′′ (𝑙) = 0. При этом для всех 𝑐 ∈ 𝐶 имеем

(𝑝𝑢′′1 )′ (𝑙) (𝑐 − 𝑢1 (𝑙)) ≤ 0,

(𝑝𝑢′′2 )′ (𝑙) (𝑐 − 𝑢2 (𝑙)) ≤ 0.

Поскольку 𝑢1 (𝑙) ∈ 𝐶 , 𝑢2 (𝑙) ∈ 𝐶 , то
(𝑝𝑢′′1 )′ (𝑙) (𝑢2 (𝑙) − 𝑢1 (𝑙)) ≤ 0,

(𝑝𝑢′′2 )′ (𝑙) (𝑢1 (𝑙) − 𝑢2 (𝑙)) ≤ 0.

Следовательно,
(𝑝𝑤 ′′)′ (𝑙)𝑤 (𝑙) ≥ 0.

Из равенства (21) следует, что ∫ 𝑙

0
𝑤𝑑 (𝑝𝑤 ′′)′ +

∫ 𝑙

0
𝑤2𝑑𝑄 = 0.

Таким образом,

𝑤 (𝑙) (𝑝𝑤 ′′)′ (𝑙) −
∫ 𝑙

0
(𝑝𝑤 ′′)′𝑤 ′𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0
𝑤2𝑑𝑄 = 0,

т. е.

𝑤 (𝑙) (𝑝𝑤 ′′)′ (𝑙) +
∫ 𝑙

0
𝑝𝑤 ′′2𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0
𝑤2𝑑𝑄 = 0.

Следовательно,𝑤 ≡ 0. Теорема доказана.
Пусть функции 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3, 𝜑4 — система решений однородного уравнения

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
𝑥∫

0

𝑢𝑑𝑄 = (𝑝𝑢′′)′ (0),

удовлетворяющая условиям 
𝜑1 (0) = 1,
𝜑 ′′

1 (0) = 0,
𝜑 ′′

1 (𝑙) = 0,
(𝑝𝜑 ′′

1 )′ (𝑙) = 0;
𝜑2 (0) = 0,
𝜑 ′′

2 (0) = 1,
𝜑 ′′

2 (𝑙) = 0,
(𝑝𝜑 ′′

2 )′ (𝑙) = 0;
𝜑3 (0) = 0,
𝜑 ′′

3 (0) = 0,
𝜑 ′′

3 (𝑙) = 1,
(𝑝𝜑 ′′

3 )′ (𝑙) = 0;
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
𝜑4 (0) = 0,
𝜑 ′′

4 (0) = 0,
𝜑 ′′

4 (𝑙) = 0,
(𝑝𝜑 ′′

4 )′ (𝑙) = 1.

Покажем существование функций 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3, 𝜑4. Рассмотрим задачу
(𝑝𝑤 ′′)′ (𝑥) +

𝑥∫
0
𝑤𝑑𝑄 = (𝑝𝑤 ′′)′ (0),

𝑤 (0) = 0,𝑤 ′′ (0) = 0,
𝑤 ′′ (𝑙) = 0,
(𝑝𝑤 ′′)′ (𝑙) = 0.

(22)

Заметим, что задача (22) имеет только нулевое решение. В самом деле, из уравнения (21) следует, что∫ 𝑙

0
𝑤𝑑 (𝑝𝑤 ′′)′ +

∫ 𝑙

0
𝑤2𝑑𝑄 = 0.

Интегрируя первый интеграл по частям 2 раза, получим∫ 𝑙

0
𝑝𝑤 ′′2𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0
𝑤2𝑑𝑄 = 0,

следовательно,𝑤 ≡ 0.
Рассмотрим следующие задачи.

(𝑝𝑤 ′′
1 )′ (𝑥) +

𝑥∫
0
𝑤1𝑑𝑄 = (𝑝𝑤 ′′

1 )′ (0),

𝑤1 (0) = 1,𝑤 ′
1 (0) = 0,

𝑤 ′′
1 (0) = 0, (𝑝𝑤 ′′

1 )′ (0) = 0,
(𝑝𝑤 ′′

2 )′ (𝑥) +
𝑥∫

0
𝑤2𝑑𝑄 = (𝑝𝑤 ′′

2 )′ (0),

𝑤2 (0) = 0,𝑤 ′
2 (0) = 1,

𝑤 ′′
2 (0) = 0, (𝑝𝑤 ′′

2 )′ (0) = 0,
(𝑝𝑤 ′′

3 )′ (𝑥) +
𝑥∫

0
𝑤3𝑑𝑄 = (𝑝𝑤 ′′

3 )′ (0),

𝑤3 (0) = 0,𝑤 ′
3 (0) = 0,

𝑤 ′′
3 (0) = 1, (𝑝𝑤 ′′

3 )′ (0) = 0,
(𝑝𝑤 ′′

4 )′ (𝑥) +
𝑥∫

0
𝑤4𝑑𝑄 = (𝑝𝑤 ′′

4 )′ (0),

𝑤4 (0) = 0,𝑤 ′
4 (0) = 0,

𝑤 ′′
4 (0) = 0, (𝑝𝑤 ′′

4 )′ (0) = 1.

Представим решение уравнения (21) в виде 𝑤 = 𝑑1𝑤1 + 𝑑2𝑤2 + 𝑑3𝑤3 + 𝑑4𝑤4 и подставим в условия (22).
Поскольку задача (22) имеет только нулевое решение, то определитель матрицы системы отличен от
нуля, т. е. ��������

𝑤1 (0) 𝑤2 (0) 𝑤3 (0) 𝑤4 (0)
𝑤 ′′

1 (0) 𝑤 ′′
2 (0) 𝑤 ′′

3 (0) 𝑤 ′′
4 (0)

𝑤 ′′
1 (𝑙) 𝑤 ′′

2 (𝑙) 𝑤 ′′
3 (𝑙) 𝑤 ′′

4 (𝑙)
(𝑝𝑤 ′′

1 )′ (𝑙) (𝑝𝑤 ′′
2 )′ (𝑙) (𝑝𝑤 ′′

3 )′ (𝑙) (𝑝𝑤 ′′
4 )′ (𝑙)

�������� ≠ 0. (23)

Представим 𝜑1 в виде 𝜑1 = 𝑐1𝑤1+𝑐2𝑤2+𝑐3𝑤3+𝑐4𝑤4. Воспользовавшись условиями для 𝜑1, получим систему
для определения 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4

𝑐1𝑤1 (0) + 𝑐2𝑤2 (0) + 𝑐3𝑤3 (0) + 𝑐4𝑤4 (0) = 1,
𝑐1𝑤

′′
1 (0) + 𝑐2𝑤

′′
2 (0) + 𝑐3𝑤

′′
3 (0) + 𝑐4𝑤

′′
4 (0) = 0,

𝑐1𝑤
′′
1 (𝑙) + 𝑐2𝑤

′′
2 (𝑙) + 𝑐3𝑤

′′
3 (𝑙) + 𝑐4𝑤

′′
4 (𝑙) = 0,

𝑐1 (𝑝𝑤 ′′
1 )′ (𝑙) + 𝑐2 (𝑝𝑤 ′′

2 )′ (𝑙) + 𝑐3 (𝑝𝑤 ′′
3 )′ (𝑙) + 𝑐4 (𝑝𝑤 ′′

4 )′ (𝑙) = 0.

Воспользовавшись (23), последняя система имеет единственное решение. Следовательно, функция 𝜑1
определена единственным образом. Существование функций 𝜑2, 𝜑3, 𝜑4 доказывается аналогично.

Обозначим
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Δ1 (𝑠) = −

������ 𝜑2 (𝑠) 𝜑3 (𝑠) 𝜑4 (𝑠)
𝜑 ′

2 (𝑠) 𝜑 ′
3 (𝑠) 𝜑 ′

4 (𝑠)
𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

2 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′
3 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

4 (𝑠)

������ ;Δ2 (𝑠) =

������ 𝜑1 (𝑠) 𝜑3 (𝑠) 𝜑4 (𝑠)
𝜑 ′

1 (𝑠) 𝜑 ′
3 (𝑠) 𝜑 ′

4 (𝑠)
𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

1 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′
3 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

4 (𝑠)

������ ;
Δ3 (𝑠) =

������ 𝜑1 (𝑠) 𝜑2 (𝑠) 𝜑4 (𝑠)
𝜑 ′

1 (𝑠) 𝜑 ′
2 (𝑠) 𝜑 ′

4 (𝑠)
𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

1 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′
2 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

4 (𝑠)

������ ;Δ4 (𝑠) = −

������ 𝜑1 (𝑠) 𝜑2 (𝑠) 𝜑3 (𝑠)
𝜑 ′

1 (𝑠) 𝜑 ′
2 (𝑠) 𝜑 ′

3 (𝑠)
𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

1 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′
2 (𝑠) 𝑝 (𝑠)𝜑 ′′

3 (𝑠)

������ .
Теорема 4.2. Если

��� 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠))

��� < 𝑚, то решение задачи (3) имеет

вид

𝑢 (𝑥) = 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑥)

𝑥∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)
∫ 𝑥

0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑3 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑4 (𝑥)
∫ 𝑙

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)) . (24)

Если 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)) ≥ 𝑚, то решение задачи (3) имеет вид

𝑢 (𝑥) = 𝑚𝜑4 (𝑥)
𝜑4 (𝑙)

+ 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
𝜑1 (𝑥)

𝑥∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑2 (𝑥)
𝑥∫

0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑3 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑4 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
− 𝜑4 (𝑥)𝜑1 (𝑙)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)−

− 𝜑2 (𝑙)𝜑4 (𝑥)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠). (25)

Если 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)) ≤ −𝑚, то решение задачи (3) имеет вид

𝑢 (𝑥) = −𝑚𝜑4 (𝑥)
𝜑4 (𝑙)

+ 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
𝜑1 (𝑥)

𝑥∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑2 (𝑥)
𝑥∫

0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑3 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑4 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
− 𝜑4 (𝑥)𝜑1 (𝑙)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)−

− 𝜑2 (𝑙)𝜑4 (𝑥)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠). (26)

Здесь через𝑊 обозначен вронскиан, определяемый равенством (7).
Доказательство. Легко видеть, что система функций 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3, 𝜑4 линейно независима, следовательно,
составляет фундаментальную систему решений однородного уравнения (6). Согласно теореме 2.2, имеем
𝑝 (0)𝑊 (0) ≠ 0.

Рассмотрим случай
��� 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠))

��� < 𝑚. Докажем, что функция (1)

является решением задачи (3). Сначала покажем, что функция (1) принадлежит множеству 𝐸. Заметим, что
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интегралы в правой части равенства (1) существуют, так как функцииΔ𝑖 (𝑠) непрерывны. Из представления
функции (1) для всех точек 𝑥 ∈ 𝑆 имеем

Δ𝑢 (𝑥) = 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
𝜑1 (𝑥 + 0)

𝑥+0∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑2 (𝑥 + 0)
𝑥+0∫
0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑3 (𝑥 + 0)
𝑙∫

𝑥+0

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑4 (𝑥 + 0)
𝑙∫

𝑥+0

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) − 𝜑1 (𝑥 − 0)
𝑥−0∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)−

−𝜑2 (𝑥 − 0)
𝑥−0∫
0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥 − 0)
𝑙∫

𝑥−0

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥 − 0)
𝑙∫

𝑥−0

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
=

=
Δ𝐹 (𝑥)

𝑝 (0)𝑊 (0)

(
𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑥) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑥) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑥) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑥)

)
= 0,

поскольку
𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑥) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑥) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑥) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑥) = (27)

= −

��������
𝜑1 (𝑥) 𝜑2 (𝑥) 𝜑3 (𝑥) 𝜑4 (𝑥)
𝜑1 (𝑥) 𝜑2 (𝑥) 𝜑3 (𝑥) 𝜑4 (𝑥)
𝜑 ′

1 (𝑥) 𝜑 ′
2 (𝑥) 𝜑 ′

3 (𝑥) 𝜑 ′
4 (𝑥)

(𝑝𝜑 ′′
1 ) (𝑥) (𝑝𝜑 ′′

2 ) (𝑥) (𝑝𝜑 ′′
3 ) (𝑥) (𝑝𝜑 ′′

4 ) (𝑥)

�������� = 0.

Следовательно, функция 𝑢 (𝑥) может быть определена по непрерывности на весь отрезок [0, 𝑙].
Покажем, что функция 𝑢 (𝑥) абсолютно непрерывна. Для любых 𝛼, 𝛽 ∈ [0, 𝑙]𝜎 имеем

𝑢 (𝛽) − 𝑢 (𝛼) = 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
(𝜑1 (𝛽) − 𝜑1 (𝛼))

∫ 𝛽

0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + (𝜑2 (𝛽) − 𝜑2 (𝛼))

∫ 𝛽

0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+(𝜑3 (𝛽) − 𝜑3 (𝛼))
∫ 𝑙

𝛽

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + (𝜑4 (𝛽) − 𝜑4 (𝛼))
∫ 𝑙

𝛽

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+
∫ 𝛽

𝛼

(𝜑1 (𝛼) − 𝜑1 (𝑠))Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) +
∫ 𝛽

𝛼

(𝜑2 (𝛼) − 𝜑2 (𝑠))Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+∫ 𝛽

𝛼

(𝜑3 (𝑠) − 𝜑3 (𝛼))Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) +
∫ 𝛽

𝛼

(𝜑4 (𝑠) − 𝜑4 (𝛼))Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+
∫ 𝛽

𝛼

(𝜑1 (𝑠)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑠)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑠)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑠)Δ4 (𝑠))𝑑𝐹 (𝑠)
)
.

Согласно (27) ∫ 𝛽

𝛼

(𝜑1 (𝑠)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑠)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑠)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑠)Δ4 (𝑠))𝑑𝐹 (𝑠) = 0

и следовательно, функция 𝑢 (𝑥) абсолютно непрерывна.
Покажем, что

𝑢′ (𝑥) = 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
(𝜑 ′

1 (𝑥)
𝑥∫

0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑 ′
2 (𝑥)

∫ 𝑥

0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+ (28)

+𝜑 ′
3 (𝑥)

𝑙∫
𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑 ′
4 (𝑥)

∫ 𝑙

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
.

Обозначим Δ𝜀𝑧 = 𝑧 (𝑥 + 𝜀) − 𝑧 (𝑥 + 0), где 𝜀 > 0. Покажем справедливость утверждения для правых
производных (для левых можно доказать аналогично). Имеем

Δ𝜀𝑢

𝜀
=

1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(Δ𝜀𝜑1

𝜀

𝑥+𝜀∫
0

Δ1𝑑𝐹 + Δ𝜀𝜑2

𝜀

𝑥+𝜀∫
0

𝜑2𝑑𝐹+
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+Δ𝜀𝜑3

𝜀

𝑙∫
𝑥+𝜀

Δ3𝑑𝐹 + Δ𝜀𝜑4

𝜀

𝑙∫
𝑥+𝜀

Δ4𝑑𝐹+

+
∫ 𝑥+𝜀

𝑥+0

𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑠)
𝜀

𝑑𝐹
)
.

Покажем, что

lim
𝜀→0+

∫ 𝑥+𝜀

𝑥+0

𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑠)
𝜀

𝑑𝐹 = 0. (29)

Имеем
1
𝜀

�� 𝑥+𝜀∫
𝑥+0

(𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑠)) 𝑑𝐹 (𝑠)
�� ≤

≤
sup

𝑥+0≤𝑠≤𝑥+𝜀
|𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑠) |

𝜀
𝑉 𝑥+𝜀
𝑥+0 (𝐹 ).

Пусть в точке 𝜏 непрерывная функция

|𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑠) |

достигает максимального значения на компакте [𝑥 + 0, 𝑥 + 𝜀]. Тогда выполняется неравенство

max
𝑥+0≤𝑠≤𝑥+𝜀

|𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑠) |

𝜀
≤

≤ |Δ1 (𝜏) |
����𝜑1 (𝑥) − 𝜑1 (𝜏)

𝜀

���� + |Δ2 (𝜏) |
����𝜑2 (𝑥) − 𝜑2 (𝜏)

𝜀

����+
+|Δ3 (𝜏) |

����𝜑3 (𝑥) − 𝜑3 (𝜏)
𝜀

���� + |Δ4 (𝜏) |
����𝜑4 (𝑥) − 𝜑4 (𝜏)

𝜀

����+
+1
𝜀
|Δ1 (𝜏)𝜑1 (𝜏) + Δ2 (𝜏)𝜑2 (𝜏) − Δ3 (𝜏)𝜑3 (𝜏) − Δ4 (𝜏)𝜑4 (𝜏) | .

Так как
1
𝜀
|𝜑𝑖 (𝑥) − 𝜑𝑖 (𝜏) | ≤

1
𝜀
|
∫ 𝜏

𝑥

𝜑 ′
𝑖 (𝑠) |𝑑𝑠 ≤

1
𝜀
|
∫ 𝑥+𝜀

𝑥

𝜑 ′
𝑖 (𝑠) |𝑑𝑠 ≤ 𝑐𝑖 ,

где (𝑖 = 1, 2, 3, 4), то используя (27) получим, что дробь

max
𝑥+0≤𝑠≤𝑥+𝜀

|𝜑1 (𝑥)Δ1 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)Δ2 (𝑠) − 𝜑3 (𝑥)Δ3 (𝑠) − 𝜑4 (𝑥)Δ4 (𝑠) |

𝜀
, где 𝜀 > 0

ограничена. Поскольку 𝑉 𝑥+𝜀
𝑥+0 (𝐹𝑖 ) → 0 при 𝜀 → 0+, получим равенство (29). Таким образом, доказано

представление (28).
Аналогично можно доказать, что функции 𝑢′ (𝑥) и (𝑝𝑢′′) (𝑥) абсолютно непрерывны и

𝑢′′ (𝑥) = 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
(𝜑 ′′

1 (𝑥)
𝑥∫

0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑 ′′
2 (𝑥)

∫ 𝑥

0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑 ′′
3 (𝑥)

𝑙∫
𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑 ′′
4 (𝑥)

∫ 𝑙

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
,

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) = 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
((𝑝𝜑 ′′

1 )′ (𝑥)
𝑥∫

0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + (𝑝𝜑 ′′
2 )′ (𝑥)

∫ 𝑥

0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+(𝑝𝜑 ′′
3 )′ (𝑥)

𝑙∫
𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + (𝑝𝜑 ′′
4 )′ (𝑥)

∫ 𝑙

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
.

Покажем, что функция (1) — решение уравнения (4). Рассмотрим интеграл
∫ 𝑥

0 𝑢𝑑𝑄 . Имеем∫ 𝑥

0
𝑢𝑑𝑄 =

1
𝑝 (0)𝑊 (0)

( ∫ 𝑥

0
𝜑1 (𝑠)

∫ 𝑠

0
Δ1 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠) +

∫ 𝑥

0
𝜑2 (𝑠)

∫ 𝑠

0
Δ2 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠)+
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+
∫ 𝑥

0
𝜑3 (𝑠)

∫ 𝑙

𝑠

Δ3 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠) +
∫ 𝑥

0
𝜑4 (𝑠)

∫ 𝑙

𝑠

Δ4 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠)
)
.

Изменив пределы интегрирования, получим∫ 𝑥

0
𝜑1 (𝑠)

∫ 𝑠

0
Δ1 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠) +

∫ 𝑥

0
𝜑2 (𝑠)

∫ 𝑠

0
Δ2 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠) =

=

∫ 𝑥

0
Δ1 (𝑡) ((−(𝑝𝜑 ′′

1 )′ (𝑥) + (𝑝𝜑 ′′
1 )′ (𝑡))𝑑𝐹 (𝑡) +

∫ 𝑥

0
Δ2 (𝑡) ((−(𝑝𝜑 ′′

2 )′ (𝑥) + (𝑝𝜑 ′′
2 )′ (𝑡))𝑑𝐹 (𝑡).∫ 𝑥

0
𝜑3 (𝑠)

∫ 𝑙

𝑠

Δ3 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠) +
∫ 𝑥

0
𝜑4 (𝑠)

∫ 𝑙

𝑠

Δ4 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡)𝑑𝑄 (𝑠) =

=

∫ 𝑥

0
Δ3 (𝑡) ((−(𝑝𝜑 ′′

3 )′ (𝑡) + (𝑝𝜑 ′′
3 )′ (0))𝑑𝐹 (𝑡) +

∫ 𝑙

𝑥

Δ3 (𝑡) ((−(𝑝𝜑 ′′
3 )′ (𝑥) + (𝑝𝜑 ′′

3 )′ (0))𝑑𝐹 (𝑡)+

+
∫ 𝑥

0
Δ4 (𝑡) ((−(𝑝𝜑 ′′

4 )′ (𝑡) + (𝑝𝜑 ′′
4 )′ (0))𝑑𝐹 (𝑡) +

∫ 𝑙

𝑥

Δ4 (𝑡) ((−(𝑝𝜑 ′′
4 )′ (𝑥) + (𝑝𝜑 ′′

4 )′ (0))𝑑𝐹 (𝑡).

Следовательно, имеем

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
∫ 𝑥

0
𝑢𝑑𝑄 =

=
1

𝑝 (0)𝑊 (0)
( ∫ 𝑥

0
(Δ1 (𝑡) (𝑝𝜑 ′′

1 )′ (𝑡) + Δ2 (𝑡) (𝑝𝜑 ′′
2 )′ (𝑡) − Δ3 (𝑡) (𝑝𝜑 ′′

3 )′ (𝑡) − Δ4 (𝑡) (𝑝𝜑 ′′
4 )′ (𝑡))𝑑𝐹 (𝑡)+

+(𝑝𝜑 ′′
3 )′ (0)

∫ 𝑙

0
Δ3 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡) + (𝑝𝜑 ′′

4 )′ (0)
∫ 𝑙

0
Δ4 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡) =

=
1

𝑝 (0)𝑊 (0)

∫ 𝑥

0
𝑝 (𝑡)𝑊 (𝑡)𝑑𝐹 (𝑡) + (𝑝𝑢′′)′ (0).

Согласно теореме 2.3, 𝑝 (𝑡)𝑊 (𝑡) = 𝑝 (0)𝑊 (0), и мы получаем

(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +
∫ 𝑥

0
𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0),

что и требовалось доказать. Легко проверить, что функция 𝑢 (𝑥) удовлетворяет условиям 𝑢 (0) = 𝑢′′ (0) =
𝑢′′ (𝑙) = 0. Поскольку

|𝑢 (𝑙) | =
��� 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)
𝑙∫

0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠))
��� < 𝑚,

то 𝑢 (𝑙) ∈ (−𝑚,𝑚), и

(𝑝𝑢′′)′ (𝑙) = 1
𝑝 (0)𝑊 (0) ((𝑝𝜑

′′
1 )′ (𝑙)

∫ 𝑙

0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + (𝑝𝜑 ′′

2 )′ (𝑙)
∫ 𝑙

0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)) = 0,

что и требовалось доказать.

Рассмотрим случай 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)) ≥ 𝑚. Аналогично первому слу-

чаю можно доказать, что функция, определяемая равенством (2), является решением уравнения (4) и
удовлетворяет условиям 𝑢 (0) = 𝑢′′ (0) = 𝑢′′ (𝑙) = 0. Так как 𝑢 (𝑙) =𝑚, то 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 = [−𝑚,𝑚]. Покажем, что
(𝑝𝑢′′)′ (𝑙) ∈ 𝑁𝐶 (𝑢 (𝑙)), т. е. (𝑝𝑢′′)′ (𝑙) ≥ 0.

Заметим, что 𝜑4 (𝑙) < 0. Поскольку

(𝑝𝜑 ′′
4 )′ (𝑥) +

∫ 𝑥

0
𝜑4𝑑𝑄 = (𝑝𝜑 ′′

4 )′ (0),

имеем ∫ 𝑙

0
𝜑4𝑑 (𝑝𝜑 ′′

4 )′ +
∫ 𝑙

0
𝜑2

4𝑑𝑄 = 0,

т. е.

𝜑4 (𝑙) (𝑝𝜑 ′′
4 )′ (𝑙) − 𝜑4 (0) (𝑝𝜑 ′′

4 )′ (0) −
∫ 𝑙

0
(𝑝𝜑 ′′

4 )′𝜑 ′
4𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0
𝜑2

4𝑑𝑄 = 0.
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С учетом условий на 𝜑4 (𝑥), получим

𝜑4 (𝑙) = −(
∫ 𝑙

0
𝜑2

4𝑑𝑄 +
∫ 𝑙

0
𝑝𝜑 ′′2

4 𝑑𝑥).

Если𝜑4 (𝑙) = 0, то
∫ 𝑙

0 𝜑
2
4𝑑𝑄+

∫ 𝑙

0 𝑝𝜑
′′2
4 𝑑𝑥 = 0, и𝜑4 ≡ 0, что противоречит условию (𝑝𝜑 ′′

4 )′ (𝑙) = 1. Следовательно,
𝜑4 (𝑙) < 0.

Тогда для (𝑝𝑢′′)′ (𝑙) имеем

(𝑝𝑢′′)′ (𝑙) = 1
𝜑4 (𝑙)

(
𝑚 − 𝜑1 (𝑙)

𝑝 (0)𝑊 (0)

∫ 𝑙

0
Δ1𝑑𝐹 − 𝜑2 (𝑙)

𝑝 (0)𝑊 (0)

∫ 𝑙

0
Δ2𝑑𝐹

)
≥ 0,

что и требовалось доказать.

Случай, когда 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)) ≤ −𝑚 может быть рассмотрен анало-

гично. Теорема доказана.
Теорема 4.3. Пусть функция𝑢0 (𝑥) является решением задачи (3). Тогда𝑢0 (𝑥) минимизирует функционал

энергии (8) при условиях 𝑢 (0) = 0, 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 .
Доказательство. Покажем, что для любой функции 𝑢 ∈ 𝐸, удовлетворяющей условиям 𝑢 (0) = 0, 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 ,
выполняется неравенство

Φ(𝑢) − Φ(𝑢0) ≥ 0.

Представим функцию 𝑢 (𝑥) в виде 𝑢 (𝑥) = 𝑢0 (𝑥) + ℎ(𝑥), где ℎ(𝑥) = 𝑢 (𝑥) −𝑢0 (𝑥). Заметим, что ℎ ∈ 𝐸, ℎ(0) = 0.
Имеем

Φ(𝑢0 + ℎ) − Φ(𝑢0) = −ℎ(𝑙) (𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙) +
∫ 𝑙

0

𝑝ℎ′′2

2
𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0

ℎ2

2
𝑑𝑄 =

−(𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙) (𝑢 (𝑙) − 𝑢0 (𝑙)) +
∫ 𝑙

0

𝑝ℎ′′2

2
𝑑𝑥 +

∫ 𝑙

0

ℎ2

2
𝑑𝑄.

Поскольку 𝑢 (𝑙) ∈ 𝐶 , (𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙) ∈ 𝑁𝐶 (𝑢0 (𝑙)) , имеем −(𝑝𝑢′′0 )′ (𝑙) (𝑢 (𝑙) − 𝑢0 (𝑙)) ≥ 0. С учетом условий на
функции 𝑝 (𝑥), 𝑄 (𝑥), получим Φ(𝑢0 + ℎ) − Φ(𝑢0) ≥ 0, что и требовалось. Теорема доказана.

Теорема 4.4. Если𝑚 → 0 то решение задачи (3) равномерно на [0, 𝑙]𝜎 стремится к решению задачи
(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +

𝑥∫
0
𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0),

𝑢 (0) = 0, 𝑢′′ (0) = 0,
𝑝 (𝑙)𝑢′′ (𝑙) = 0,
𝑢 (𝑙) = 0.

(30)

Доказательство. Воспользуемся формулами из теоремы 4.2 для представления решения 𝑢𝑚 (𝑥) задачи

(3). Так как𝑚 → 0, имеем
��� 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠))

��� ≥ 𝑚. Тогда

��𝑢𝑚 (𝑥) − 1
𝑝 (0)𝑊 (0)

(
𝜑1 (𝑥)

𝑥∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑥)
𝑥∫

0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑3 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑4 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
+ 𝜑4 (𝑥)𝜑1 (𝑙)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+ 𝜑2 (𝑙)𝜑4 (𝑥)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
�� = ����𝑚𝜑4 (𝑥)

𝜑4 (𝑙)

���� ≤ 𝑐𝑚 → 0.

Таким образом
𝑢𝑚 (𝑥) ⇒ 𝑢∗ (𝑥) =

=
1

𝑝 (0)𝑊 (0)

(
𝜑1 (𝑥)

𝑥∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+

+𝜑2 (𝑥)
𝑥∫

0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑3 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ3 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)+
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+𝜑4 (𝑥)
𝑙∫

𝑥

Δ4 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)
)
− 𝜑4 (𝑥)𝜑1 (𝑙)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠)−

− 𝜑2 (𝑙)𝜑4 (𝑥)
𝑝 (0)𝑊 (0)𝜑4 (𝑙)

𝑙∫
0

Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠).

Аналогично теореме 4.2, можно показать, что функция 𝑢∗ (𝑥) является решением задачи (30). Теорема
доказана.

Теорема 4.5. Если𝑚 → ∞, то решение задачи (3) равномерно на [0, 𝑙]𝜎 стремится к решению задачи
(𝑝𝑢′′)′ (𝑥) +

𝑥∫
0
𝑢𝑑𝑄 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (0) + (𝑝𝑢′′)′ (0),

𝑢 (0) = 0, 𝑢′′ (0) = 0,
𝑢′′ (𝑙) = 0,
(𝑝𝑢′′)′ (𝑙) = 0.

(31)

Доказательство. Воспользуемся формулами из теоремы 4.2 для представления решения 𝑢𝑚 (𝑥) задачи

(3). Так как𝑚 → ∞, имеем
��� 1
𝑝 (0)𝑊 (0) (𝜑1 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ1 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠) + 𝜑2 (𝑙)

𝑙∫
0
Δ2 (𝑠)𝑑𝐹 (𝑠))

��� < 𝑚, начиная с некоторых𝑚.

Обозначим через 𝑢∗ (𝑥) функцию, определяемую равенством (1). Тогда, начиная с некоторого𝑚, верно

|𝑢𝑚 (𝑥) − 𝑢∗ (𝑥) | = 0.

В ходе доказательства теоремы 4.1 установлено, что функция 𝑢∗ (𝑥) – решение задачи (31). Теорема
доказана.
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Kраткое сообщение

Квантовое описание каналирования позитронов
вблизи направления ⟨111⟩ кристалла кремния

Сыщенко В. В. , Парахин А. С.

Белгородский государственный национальный исследовательский университет,
Россия, 308015, г. Белгород, ул. Победы, 85
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Аннотация. Движение быстрой заряженной частицы в кристалле под малым углом к одной из плотно упакованных
атомами кристаллографических осей с хорошей точностью описывается как движение в непрерывных потенциалах
параллельных атомных цепочек, при котором сохраняется параллельная оси цепочки компонента импульса частицы.
При этом финитное движение частицы в поперечной плоскости называется аксиальным каналированием. Известно,
что в аксиальном каналировании могут проявляться квантовые эффекты, в частности, квантование значений
энергии движения в поперечной плоскости. В статье представлен численный метод поиска уровней энергии и
соответствующих им волновых функций поперечного движения позитронов, каналирующих в направлении ⟨111⟩
кристалла кремния.
Ключевые слова: каналирование, быстрые частицы, высокие энергии, спектральный метод, гексагональная сетка,
кремний
Для цитирования: Сыщенко В. В., Парахин А. С. 2024. Квантовое описание каналирования позитронов вблизи
направления ⟨111⟩ кристалла кремния. Прикладная математика & Физика, 56(1): 50–59.
DOI 10.52575/2687-0959-2024-56-1-50-59

Short Communication

Quantum Description of the Positrons Channeling
Near ⟨111⟩ Direction of the Silicon Crystal

Vladislav V. Syshchenko , Alexander S. Parakhin

Belgorod National Research University,
85 Pobedy st., Belgorod, 308015, Russia

syshch@yandex.ru

Abstract. The fast charged particle’s motion in the crystal under small angle to one of the crystallographic axes densely
packed with atoms can be described with high accuracy as the motion in the uniform potentials of the parallel atomic strings
that conserves the particle’s momentum component parallel to the string axis. The finite motion in the transverse plane in this
case is called as the axial channeling. The quantum effects in the axial channeling can manifest inselves, first of all, as the
energy quantization for the motion in the transverse plane. This paper describes the numerical method for the transverse
energy levels and the corresponding wave functions for the positrons channeling in the ⟨111⟩ direction of the Silicon crystal.
Keywords: Channeling, Fast Particles, High Energy, Spectral Method, Hexagonal Grid, Silicon
For citation: Syshchenko V. V., Parakhin A. S. 2024. Quantum Description of the Positrons Channeling Near ⟨111⟩ Direction
of the Silicon Crystal. Applied Mathematics & Physics, 56(1): 50–59. (in Russian)
DOI 10.52575/2687-0959-2024-56-1-50-59

1. Введение. Быстрая заряженная частица, движущаяся в кристалле вблизи одной из плотно упа-
кованных атомами кристаллографических осей или плоскостей, может захватываться в образованную
этими осями или плоскостями потенциальную яму, совершая финитное движение в плоскости, пер-
пендикулярной соответствующей оси (плоскости) и аномально глубоко проникая в кристалл. Такое
явление называется, соответственно, аксиальным или плоскостным каналированием. Оно было предска-
зано на основе численного моделирования в [1]; последующие теоретические и экспериментальные
исследования отражены в многочисленных монографиях и обзорах (см., например, [2, 3, 4, 5]). Движение
частицы в режиме аксиального каналирования с хорошей точность может быть описано как движение в
непрерывном потенциале атомной цепочки, то есть в потенциале, усредненном вдоль оси цепочки [6].
В таком потенциале сохраняется продольная компонента импульса частицы 𝑝𝑧 , и задача о движении
частицы сводится к двумерной задаче о движении в поперечной плоскости.
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В предыдущей статье [7] было развито классическое описание каналирования позитронов в направле-
нии ⟨111⟩ кристалла кремния. Известно, однако (см., например, [2]), что в каналировании быстрых частиц
в кристаллах могут проявляться квантовые эффекты. В настоящей статье будет дано квантовое описание
поперечного движения позитронов в направлении ⟨111⟩ кристалла кремния, описан численный метод
нахождения собственных функций и собственных значений энергии поперечного движения, найдены
уровни эергии поперечного движения позитрона в потенциальной ямке, образованной непрерывными
потенциалами трех соседних цепочек ⟨111⟩ кристалла кремния. Обсуждаются нефизические артефак-
ты, возникающие при численном интегрировании уравнения Шрёдингера с таким потенциалом на
квадратной дискретной сетке. Показано, что использование вместо последней гексагональной сетки,
учитывающей симметрию потенциала, приводит к устранению этих недостатков.

2. Квантовое описание каналирования. При движении частицы под малым углом 𝜓 ≪ 1 к оси
атомной цепочки и сохранении прараллельной оси цепочки компоненты импульса 𝑝𝑧 в непрерывном
потенциале цепочки𝑈𝑠 движение частицы в поперечной плоскости будет описываться нестационарным
уравнением Шрёдингера

�̂�Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑡
Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) (1)

с гамильтонианом
�̂� = −𝑐

2ℏ2

2𝐸𝑧

(
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2

)
+𝑈 (𝑥,𝑦) , (2)

что аналогично описанию двумерного движения нерелятивистской частицы с точностью до замены

𝑚 → 𝐸𝑧/𝑐2 , (3)

где 𝐸𝑧 =
√︁
𝑚2𝑐4 + 𝑝2

𝑧𝑐
2 = const ≈ 𝐸.

Непрерывный потенциал уединенной атомной цепочки может быть описан простой модификацией
потенциала Линдхарда [2]

𝑈 (1) (𝑥,𝑦) = 𝑈0 ln
[
1 + 𝛽𝑅2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝛼𝑅2

]
, (4)

где в случае цепочки ⟨111⟩ кристалла кремния 𝑈0 = 58.8 эВ, 𝛼 = 0.37, 𝛽 = 2.0, 𝑅 = 0.194 Å (радиус Томаса –
Ферми). Такие цепочки образуют в поперечной им плоскости (111) гексагональную центрированную
решетку. Для электронов потенциал (4) является притягивающим, поэтому каналирование электрона
будет происходить в потенциале одной цепочки, слабо возмущенной потенциалами шести ближайших
соседей, то есть поле будет обладать осью симметрии шестого порядка. Иная ситуация возникает
при движении в кристалле положительно заряженной частицы, например, позитрона или протона (в
дальнейшем, для определенности, мы будем говорить о позитроне). Для них потенциалы отдельных
цепочек будут отталкивающими, однако между тремя ближайшими соседними цепочками (чьи оси
расположены в вешинах равностороннего треуголькика со стороной 𝑎 = 𝑎𝑧/

√
6 ≈ 2.217 Å, где 𝑎𝑧 —

основной период кристалла кремния, то есть период цепочки ⟨100⟩) возникает небольшая потенциальная
ямка с осью симметрии третьего порядка, в которой возможно финитное в поперечной плоскости
движение частицы. Таким образом, потенциальная энергия позитрона в поле трех ближайших атомных
цепочек будет описываться формулой

𝑈
(+)
𝑠 (𝑥,𝑦) = 𝑈 (1) (𝑥,𝑦 − 𝑎/

√
3) +𝑈 (1) (𝑥 + 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2

√
3) +𝑈 (1) (𝑥 − 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2

√
3) − 7.8571 eV , (5)

где константа выбрана таким образом, чтобы потенциал в центре треугольника был равен нулю. Глубина
центральной ямки (или высота седловой точки потенциала) составляет приблизительно

𝑈0 = 0.3278 эВ. (6)

Интегрирование уравнения Шредингера (1) с потенциалом (5) возможно только численно; нами
использован для этой цели так называемый спектральный метод [8].

Спектральный метод поиска собственных значений энергии квантовой системы [8] основан на
вычислении корреляционной функции между волновыми функциями системы в начальный и текущий
моменты времени, Ψ(𝑥,𝑦, 0) и Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) (последняя должна быть предварительно найдена численно):

𝑃 (𝑡) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Ψ∗ (𝑥,𝑦, 0)Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑦 . (7)

Фурье-образ этой корреляционной функции,

𝑃𝐸 =

∫ ∞

−∞
𝑃 (𝑡) exp(𝑖𝐸𝑡/ℏ) 𝑑𝑡 , (8)
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содержит информацию о собственных значениях энергии. Действительно, любое решение временного
уравнения Шрёдингера (1) может быть представлено в виде суперпозиции

Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) =
∑︁
𝑛,𝑗

𝐴𝑛,𝑗𝑢𝑛,𝑗 (𝑥,𝑦) exp(−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ) (9)

собственных функций гамильтониана 𝑢𝑛,𝑗 (𝑥,𝑦),

�̂�𝑢𝑛,𝑗 (𝑥,𝑦) = 𝐸𝑛𝑢𝑛,𝑗 (𝑥,𝑦) ,

где индекс 𝑗 нумерует (различает) вырожденные состояния, соответствующие энергии 𝐸𝑛 . Вычисление
корреляционной функции (7) для волновой функции в виде (9) дает

𝑃 (𝑡) =
∑︁

𝑛,𝑛′, 𝑗, 𝑗 ′
exp(−𝑖𝐸𝑛′𝑡/ℏ)𝐴∗

𝑛,𝑗𝐴𝑛′, 𝑗 ′

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
𝑢∗𝑛,𝑗 (𝑥,𝑦)𝑢𝑛′, 𝑗 ′ (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
∑︁

𝑛,𝑛′, 𝑗, 𝑗 ′
exp(−𝑖𝐸𝑛′𝑡/ℏ)𝐴∗

𝑛,𝑗𝐴𝑛′, 𝑗 ′𝛿𝑛𝑛′𝛿 𝑗 𝑗 ′ =

=
∑︁
𝑛,𝑗

��𝐴𝑛,𝑗

��2 exp(−𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ) . (10)

Вычисление ее фурье-образа (10) приводит к выражению

𝑃𝐸 = 2𝜋ℏ
∑︁
𝑛,𝑗

��𝐴𝑛,𝑗

��2 𝛿 (𝐸 − 𝐸𝑛) . (11)

Мы видим, что фурье-образ корреляционной функции будет представлять собой серию 𝛿-образных пиков,
положения которых соответствуют собственным значениям гамильтониана (собственным значениям
энергии системы).

Рис. 1. Слева: проекция решетки кристалла типа алмаза на плоскость (111). В центре: Потенциал (5) и пример
инфинитной траектории, возникающей, когда энергия поперечного движения 𝐸⊥ немного превышает величину (6).

Справа: линии уровня потенциала (5); вблизи начала координат видна потенциальная ямка
Fig. 1. Left: Projection of the dimond-like lattice on the (111) plane. Center: The potential (5) and the sample infinite trajectory
that arizes while the transverse motion energy 𝐸⊥ slightly exceeds the value (6). Right: equipotentials of (5); the small potential

pit is seen near the origin of coordinates

Этот же метод позволяет найти собственные функции, соответствующие найденным на первом
этапе собственым значениям энергии. Подставляя волновую функцию Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) в виде суперпозиции (9),
нетрудно убедиться, что интегрирование

𝑢𝑛 (𝑥,𝑦) =
1
𝑇

∫ 𝑇

0
Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) exp

(
𝑖

ℏ
𝐸𝑛𝑡

)
𝑑𝑡 (12)

в течение достаточно длительного промежутка времени 𝑇 приведет к тому, что из всей суперпозиции
(9) существенный вклад в результат будет вносить единственная собственная функция 𝑢𝑛 (𝑥,𝑦), соот-
ветствующая собственному значению энергии 𝐸𝑛 (или некоторая суперпозиция собственных функций,
соответствующа вырожденному уровню энергии).

Обсудим теперь детали алгоритма, реализующего этот метод. Зависящее от времени уравнение
Шрёдингера (1) позволяет записать конечно-разностную формулу, описывающую временную эволюцию
волновой функции Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡):

Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡 + Δ𝑡) ≈ exp
[
−𝑖 Δ𝑡

ℏ
�̂�

]
Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) . (13)
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Сложность, однако, состоит в том, что гамильтониан (2) представляет собой суммудвухнекоммутирующих
между собой слагаемых, первое из которых диагонально в импульсном представлении, а второе — в
координатном. В этом случае удобно использовать так называемый метод расщепления (см., например,
[8, 9, 10]), который состоит в последовательном действии на волновую функцию тройки экспонент

exp
[
−𝑖 Δ𝑡 (𝑇𝑘𝑖𝑛 +𝑈 )/ℏ

]
= exp

[
−𝑖 Δ𝑡

2
𝑈 /ℏ

]
exp

[
−𝑖 Δ𝑡 𝑇𝑘𝑖𝑛/ℏ

]
exp

[
−𝑖 Δ𝑡

2
𝑈 /ℏ

] (
1 + O

(
(Δ𝑡)3) ) . (14)

Результат действия «кинетического» эволюционного оператора на волновую функцию легко может
быть найден, если последнюю представить в виде разложения по собственным функциям оператора
кинетической энергии, то есть в виде интеграла Фурье в общем случае, или в виде дискретного
ряда Фурье — в случае периодической функции или в случае функции, заданной на ограниченной
области пространства. В предыдущих работах [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] в качестве таковой
выбиралась квадратная область и, в свою очередь, значения функции задавались в пределах этой
области на квадратной сетке. Наряду с таким выбором, в настоящей работе мы представим результаты
моделирования при ином выборе пространственной области и дискретной пространственной сетки,
учитывающем симметрию потенциала (5).

3. Параметры численного моделирования на квадратной сетке. Волновая функция, заданная на
квадратной области −𝐿/2 ≤ 𝑥,𝑦 < 𝐿/2 будет выражаться рядом Фурье

Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘𝑥=−∞

∞∑︁
𝑘𝑦=−∞

Ψ𝑘 (𝑡) exp
[
𝑖
2𝜋
𝐿

(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦)
]
, (15)

Ψ𝑘 (𝑡) =
1
𝐿2

∫ 𝐿/2

−𝐿/2

∫ 𝐿/2

−𝐿/2
Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) exp

[
−𝑖 2𝜋

𝐿
(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦)

]
𝑑𝑥𝑑𝑦 . (16)

Для численных расчетов волновая функция определяется на дискретной сетке с шагом Δ𝑥 , то есть
𝑥 = 𝑛𝑥 Δ𝑥 , 𝑦 = 𝑛𝑦 Δ𝑥 , где 𝑛𝑥 = 0, . . . , 𝑁 − 1, 𝑛𝑥𝑦 = 0, . . . , 𝑁 − 1. Соответствующие формулы, аналогичные
(15), (16), будут иметь вид

Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑚𝑎𝑥−1∑︁

𝑘𝑥=−𝑘𝑚𝑎𝑥

𝑘𝑚𝑎𝑥−1∑︁
𝑘𝑦=−𝑘𝑚𝑎𝑥

Ψ𝑘 (𝑡) exp
[
𝑖
2𝜋
𝐿
(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦)

]
=

𝑘𝑚𝑎𝑥−1∑︁
𝑘𝑥=−𝑘𝑚𝑎𝑥

𝑘𝑚𝑎𝑥−1∑︁
𝑘𝑦=−𝑘𝑚𝑎𝑥

Ψ𝑘 (𝑡) exp
[
𝑖
2𝜋
𝑁

(𝑘𝑥𝑛𝑥 + 𝑘𝑦𝑛𝑦)
]
,

(17)

Ψ𝑘 (𝑡) =
1
𝑁 2

𝑁 /2−1∑︁
𝑛𝑥=−𝑁 /2

𝑁 /2−1∑︁
𝑛𝑦=−𝑁 /2

Ψ(𝑛𝑥Δ𝑥, 𝑛𝑦Δ𝑥, 𝑡) exp
[
−𝑖 2𝜋
𝑁

(𝑘𝑥𝑛𝑥 + 𝑘𝑦𝑛𝑦)
]
, (18)

где 𝑁 = 𝐿/Δ𝑥 — число шагов пространственной сетки,

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑁 /2 . (19)

Тогда результат действия кинетического оператора на волновую функцию (17) будет иметь вид

exp
[
−𝑖 Δ𝑡

ℏ
𝑇𝑘𝑖𝑛

]
Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) = exp

[
𝑖
Δ𝑡

ℏ

ℏ2𝑐2

2𝐸𝑧

(
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2

)]
Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) =

=

𝑘𝑚𝑎𝑥−1∑︁
𝑘𝑥=−𝑘𝑚𝑎𝑥

𝑘𝑚𝑎𝑥−1∑︁
𝑘𝑦=−𝑘𝑚𝑎𝑥

Ψ𝑘 (𝑡) exp

[
−𝑖 Δ𝑡

ℏ

ℏ2𝑐2

2𝐸𝑧

(
2𝜋
𝐿

)2
(𝑘2

𝑥 + 𝑘2
𝑦)

]
exp

[
𝑖
2𝜋
𝐿
(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦)

]
. (20)

Для нахождения уровней энергии поперечного движения и собственных функций позитрона в
потенциальной яме (5) была выбрана квадратная область со стороной 𝐿 = 0.987 Å (отмечена тонкой
штрих-пунктирной линией на рис. 2, a) и пространственная сетка 𝑁 × 𝑁 = 128 × 128 узлов с шагом
Δ𝑥 = 𝐿/𝑁 = 0.0077 Å. Шаг по времени был выбран равным Δ𝑡/ℏ = 10−4 эВ−1, число шагов по времени
𝑁𝑇 = 1.37 · 108; выбор этих двух параметров совпадает с таковым в работах [11, 12, 13, 17], где выполнялось
моделирование движения электронов, каналированных в направлении ⟨110⟩ кристалла кремния, и в
работах [14, 15, 16, 18, 19], посвященных каналированию электронов и позитронов в направлении ⟨100⟩.

При выборе параметров моделирования принимаются во внимание следующие соображения. Вели-
чина

ℏ2𝑐2

2𝐸𝑧

(
2𝜋
𝐿

)2
(𝑘2

𝑥 + 𝑘2
𝑦) ≡ 𝐸𝑘𝑖𝑛 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) (21)

в показателе первой экспоненты в (20) имеет смысл собственного значения кинетической энергии
поперечного движения, соответствующего собственной функции с данными 𝑘𝑥 , 𝑘𝑦 в разложении вида
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(17). Имея в виду использование вычисленной волновой функции Ψ(𝑥,𝑦, 𝑡) для нахождения уровней
энергии частицы в потенциальной яме, необходимо обеспечить покрытие собственными значениями
кинетической энергии всего интервала от дна потенциальной ямы до ее краев (то есть до значения
глубины потенциальной ямы |𝑈𝑚𝑎𝑥 |). Поэтому условие, определяющее величину 𝑘𝑚𝑎𝑥 максимального
значения |𝑘𝑥 | и |𝑘𝑦 |, будет иметь вид

𝐸𝑘𝑖𝑛 (𝑘𝑚𝑎𝑥 , 0) = 𝐸𝑘𝑖𝑛 (0, 𝑘𝑚𝑎𝑥 ) =
ℏ2𝑐2

2𝐸𝑧

(
2𝜋
𝐿

)2
𝑘2
𝑚𝑎𝑥 ≥ |𝑈𝑚𝑎𝑥 |. (22)

В силу (19) это условие определяет число точек 𝑁 на пространственной сетке или, что эквивалентно, шаг
по координате Δ𝑥 .

С другой стороны, для устойчивости метода расщепления необходимо (см., например, [10]), чтобы
абсолютное значение аргумента «кинетической» экспоненты в любой ситуации было меньше единицы,
откуда

Δ𝑡 · 2𝐸𝑘𝑖𝑛 (𝑘𝑚𝑎𝑥 , 0) < ℏ (23)

(поскольку максимальное значение кинетической энергии достигается при |𝑘𝑥 | = |𝑘𝑦 | = 𝑘𝑚𝑎𝑥 ). Условие
(23) определяет шаг по времени нашего итерационного алгоритма.

Отметим, что статья [8, Eq. (11)] устанавливает другое условие на величину Δ𝑡 ,

Δ𝑡 <
ℏ

|𝑈𝑚𝑎𝑥 |
, (24)

основанное на простом критерии Найквиста – Котельникова – Шеннона по времени. На первый взгляд,
оно не отличается от нашего условия (23) в силу (22). Однако, условие (23) включает в себя два важных
параметра, числошагов на пространственной сетке𝑁 (посредством (18)) и энергиюпродольного движения,
в то время как условие (24) о них «не знает». Поэтому использование критерия (24) вместо (23) может
привести к потере устойчивости алгоритма при некоторых обстоятельствах.

И, наконец, желательно использовать условие

Δ𝑡 · 2𝐸𝑘𝑖𝑛 (𝑘𝑚𝑎𝑥 , 0) ≪ ℏ (25)

для шага по времени вместо (23), чтобы уменьшить ошибку, вносимую расщеплением операторов (14). В
этом случае условие (24) (то есть Eq. (11) из статьи [8]) будет удовлетворено автоматически. Таким образом,
наиболее сильное ограничение на величину Δ𝑡 возникает для электронов наименьшей энергии 𝐸𝑧 .

С другой стороны, с ростом 𝐸𝑧 роль основного лимитирующего фактора начинает играть условие (22),
так как величина 𝐸𝑘𝑖𝑛 (𝑘𝑚𝑎𝑥 , 0) (22) при недостаточном количестве узлов координатной сетки перестает
дотягивать до краев потенциальной ямы.

4. Параметры численного моделирования на гексагональной сетке. Недостатком выбора
квадратной области задания функций в нашей задаче и, соответственно, квадратной дискретной
координатной сетки является то обстоятельство, что потенциальная энергия (5) обладает другим типом
симметрии, а именно, симметрией равностороннего треугольника, описываемой группой 𝐶3𝑣 . Такое
несоответствие, как мы увидим в следующем разделе, приводит к появлению артефактов численного
моделирования.

Описанный недостаток устраняется использованием области в виде правильного шестиугольника и,
соответственно, гексагональной решетки (рис. 2). В дальнейшем будет удобно, чтобы в треугольнике
потенциальной ямы, определяемом условием𝑈 (+)

𝑠 (𝑥,𝑦) = 𝑈0 (см. (5) и (6)), укладывалось нечетное число
строк гексагональной сетки 𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠 , причем один из узлов сетки попадал бы в центр треугольника – в
точку с координатами (0, 0) (на рис. 2, a узлы сетки на соответствующих строках отмечены красным).
Область задания функции, построенная на двух векторах трансляции

a1 = 𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠

(
Δ𝑥

2
,Δ𝑦 , 0

)
, a1 = 𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠

(
−Δ𝑥

2
,Δ𝑦 , 0

)
, Δ𝑦 = Δ𝑥

√
3

2
(26)

как на сторонах, будет представлять собой ячейку Браве (красный ромб на на рис. 2, a), узлы сетки внутри
которой отмечены красными кружочками. Для дальнейшего учета симметрии задачи следует, однако,
перейти к ячейке в форме Вигнера – Зейтца [20, 21] (синий шестиугольник на рис. 2, a), причем все
недостающие узлы сетки могут быть получены параллельным переносом узлов, оказавшихся снаружи
шестиугольника (пустые красные кружочки), векторами −a1, −a2 .
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Рис. 2. Схематическое изображение дискретной гексагональной сетки для процедуры численного моделирования
в конфигурационном пространстве (а) и в обратном пространстве (б)

Fig. 2. Sceme of the discrete hexagonal grid for the numerical simulation in the configuration space (a) and the reciprocal
space (b)

Как известно, функцию, заданную на конечном интервале, как и периодическую функцию, можно
представиь в виде бесконечного ряда Фурье,

Ψ(r) =
∞∑︁

𝑘1=−∞

∞∑︁
𝑘2=−∞

Ψ
𝑘1,𝑘2

exp
{
2𝜋𝑖

(
𝑘1𝜉1

𝑎1
+ 𝑘2𝜉2

𝑎2

)}
, (27)

где 𝑎1, 𝑎2 — минимальные периоды функции (в нашем случае — длины векторов (26)), 𝑘1, 𝑘2 — целые
числа, 𝜉1, 𝜉2 — координаты вдоль основных векторов трансляции. Однако, от косоугольных, вообще
говоря (и в нашем конкретном случае) координат 𝜉1, 𝜉2 удобно перейти к декартовым (в частности, чтобы
легко было применять к такой функции оператор кинетической энергии, см. (2) и (20)). С этой целью
вводится так называемая обратная решетка (см., например, [20, 21]) с основными векторами трансляции

b1 =
[a2, a3]

a1 · [a2, a3]
=

1
𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠Δ𝑥Δ𝑦

(
Δ𝑦 ,

Δ𝑥

2
, 0

)
, b2 =

[a2, a3]
a1 · [a2, a3]

=
1

𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠Δ𝑥Δ𝑦

(
−Δ𝑦 , Δ𝑥

2
, 0

)
, (28)

где вектор a3 = (0, 0, 1) дополняет (26) до трехмерного базиса. С их помощью разложение (27) может быть
записано в виде

Ψ(r) =
∞∑︁

𝑚1=−∞

∞∑︁
𝑚2=−∞

Ψ𝑚1,𝑚2 exp{2𝜋𝑖 (𝑚1b1 +𝑚2b2) · r} = (29)

=

∞∑︁
𝑚1=−∞

∞∑︁
𝑚2=−∞

Ψ𝑚1,𝑚2 exp{𝑖 (𝑚1g1 +𝑚2g2) · r} =
∑︁
𝑗

Ψ𝑗 exp(𝑖G𝑗 · r) .

Дискретность сетки в конфигурационномпростраствеприводит, в соответствии с теоремойНайквиста –
Котельникова – Шеннона, к ограниченности спектра функции в обратном пространстве, то есть к замене
бесконечной суммы в (27), (29) конечной, аналогично переходу от (15) к (17):

Ψ(r) =
𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠−1∑︁

𝑚1=−(𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠−1)

𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠−1∑︁
𝑚2=−(𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠−1)

Ψ𝑚1,𝑚2 exp{𝑖 (𝑚1g1 +𝑚2g2) · r}. (30)

При этом максимальные значения векторов обратной решетки будут равны 𝑁𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠g1,2 , что задает
ячейку Браве в обратном пространстве (красный ромб на рис. 2б). На основе последней с помощью
параллельных переносов (которые не нарушают справедливости разложения (29)) строится ячейка
Фигнера – Зейтца в обратном пространстве, известная в физике твердого тела как первая зона Бриллюэна
(синий шестиугольник на рис. 2б), в наибольшей степени соответствующая симметрии рассматриваемой
задачи.
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В нашем моделировании мы использовали величину Δ𝑥 ≈ 0.007487 Å, близкую к шагу квадратной
сетки (см. предыдущий раздел). Остальные параметры моделирования совпадают в обоих подходах.

5. Классификация стационарных состояний и выбор затравочных функций. Задаваемая в
начальный момент времени волновая функция общего вида Ψ(𝑥,𝑦, 0), например, в виде несимметричной
гауссианы

𝜓 (𝑥,𝑦) = 1
𝜋𝜎𝑥𝜎𝑦

exp

(
− (𝑥 − 𝑥0)2

2𝜎2
𝑥

− (𝑦 − 𝑦0)2

2𝜎2
𝑦

)
, (31)

содержит в себе, вообще говоря, все собственные функции гамильтониана (2), и описанный выше
спектральныйметод возвращает полный набор уровней энергии поперечного движения в потенциальной
яме (5). Однако, удобнее задавать начальные волновые функции специального вида, представляющие
собой суперпозиции собственных функций, обладающих симметрией только одного определенного
типа.

Из теории групп известно (см., например, [22]), что группа симметрии нашей треугольной потен-
циальной ямы — группа 𝐶3𝑣 — имеет два одномерных неприводимых представления 𝐴1 и 𝐴2 и одно
двумерное неприводимое представление 𝐸. Элементами группы являются тождественное преобразование
𝐼 , повороты 𝑅2 (на угля 2𝜋/3 и 4𝜋/3, соответственно), отражение в «вертикальной» плоскости 𝑃 , а также
комбинации 𝑃𝑅 и 𝑃𝑅2. Функция, остающаяся неизменной при всех преобразованиях симметрии тре-
угольника, образует базис неприводимого представления 𝐴1 . Затравочную функцию, удовлетворяющую
этому требованию, легко построить, подвергнув (31) всем преобразованиям группы и собрав из них
суперпозицию с одинаковыми коэффициентами:

𝜓 (𝐴1 ) = 𝜓 + 𝑅𝜓 + 𝑅2𝜓 + 𝑃𝜓 + 𝑃𝑅𝜓 + 𝑃𝑅2𝜓 (32)

(рис. 3, слева). Функция, меняющая знак при преобразованиях, содержащих отражение, преобразуется по
неприводимому представлению 𝐴2:

𝜓 (𝐴2 ) = 𝜓 + 𝑅𝜓 + 𝑅2𝜓 − 𝑃𝜓 − 𝑃𝑅𝜓 − 𝑃𝑅2𝜓 . (33)

Базис двумерного неприводимого представления 𝐸 образуют линейные комбинации с комплексными
коэффициентами:

𝜓
(𝐸 )
1 = 𝜓 + 𝑒2𝜋𝑖/3𝑅𝜓 + 𝑒4𝜋𝑖/3𝑅2𝜓 + 𝑃𝜓 + 𝑒−2𝜋𝑖/3𝑃𝑅𝜓 + 𝑒−4𝜋𝑖/3𝑃𝑅2𝜓 , (34)

𝜓
(𝐸 )
2 = 𝜓 + 𝑒−2𝜋𝑖/3𝑅𝜓 + 𝑒−4𝜋𝑖/3𝑅2𝜓 + 𝑃𝜓 + 𝑒2𝜋𝑖/3𝑃𝑅𝜓 + 𝑒4𝜋𝑖/3𝑃𝑅2𝜓 , (35)

так что𝜓 (𝐸 )
2 = 𝜓

(𝐸 )
1

∗
. Эти функции переходят друг в друга при отражениях, а при поворотах приобретают

фазовый множитель. Для наших целей, однако, будет удобно выбрать в качестве затравочных функций
вещественную и мнимую части (34):

𝜓
(𝐸 )
𝑅

= Re𝜓 (𝐸 )
1 , 𝜓

(𝐸 )
𝐼

= Im𝜓
(𝐸 )
1 (36)

(рис. 3, справа), поскольку известно, что полный набор собственнных функций вещественного гамильто-
ниана всегда можно выбрать вещественным.

Рис. 3. Затравочные волновые функции (32), (33) и (36)
Fig. 3. Initial waveforms with specific symmetry (32), (33) and (36)

Подстановка одной из функций (32), (33), (36) в (7) приводит к нахождению уровней энергии
связанных состояний в нашей потенциальной яме, отвечающих собственным функциям гамильтониана
с соответствующим типом симметрии.
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6. Обсуждение результатов. В таблице 1 перечислены уровни энергии поперечного движения
позитрона с энергией продольного движения 𝐸𝑧 = 1.5 ГэВ, найденные с помощью моделирования
на квадратной сетке (слева) и на гексагональной сетке (справа). Данный выбор энергии продольного
движения обусловлен тем обстоятельством, что в этом случае в потенциальной ямке (5) имеются всего
два связанных состояния: невырожденное основное, обладающее симметрией типа 𝐴1 , и двукратно
вырожденное первое возбужденное, обладающее симметрией типа 𝐸.

Таблица 1
Table 1

Уровни энергии поперечного движения позитрона (в эВах) с 𝐸𝑧 = 1.5 ГэВ в яме (5), найденные численно
на квадратной и гексагональной сетках

Energy levels of transverse motion of a positron (in eV) with 𝐸𝑧 = 1.5 GeV in a well (5), found numerically
on square and hexagonal grids

Квадратная сетка Гексагональная сетка
𝐴1 𝐸𝑅 𝐸𝐼 𝐴1 𝐸𝑅 𝐸𝐼

0.15028 0.15040
0.29277 0.29277 0.29281 0.29422 0.29422

Мы видим, что, помимо небольших отличий в найденных численно уровнях энергии стационар-
ных состояний, моделирование на квадратной сетке приводит к появлению двух типов артефактов:
появление ложных уровней энергии, несвойственных данному типу симметрии волновой функции, и
возникновение расщепления по энергии состояний, которые в силу симметрии гамильтониана должны
быть вырожденными.

Причина появления артефактов первого типа заключается в том, что функция с определенной
симметрией, такая как (32) или 𝜓 (𝐸 )

𝑅
из (36), будучи заданной на дискретной сетке, не обладающей

соответствующей симметрией, будет проявлять себя как суперпозиция функций с этими двумя типами
симметрии.

Кроме того, в случае квадратной сетки наблюдается артефакт второго типа — «нефизическое»
расщепление уровней, соответствующих𝜓 (𝐸 )

𝑅
и𝜓 (𝐸 )

𝐼
для состояний, которые, в силу симметрии задачи,

должны быть строго вырожденными. Причина такого расщепления заключается в том, что потенциал
(5), заданный на квадратной области, фактически, не будет обладать симметрией 3𝑣 , обусловливающей
данное вырождение.

Результаты моделирования на гексагональной сетке свободны от обоих этих недостатков.
Развитый метод будет использован в дальнейшем при исследовании квантового хаоса в данной

системе. Проблематика квантового хаоса (см., например, [23, 24]) означает поиск отличий в поведении
квантовых систем, чей классический аналог обладает хаотической динамикой, от поведения систем,
чей классический аналог обладает регулярной динамикой. Проявления квантового хаоса в аксиальном
каналировании электронов в кристалле кремния в направлении ⟨110⟩ исследовались ранее в работах
[11, 12, 13, 17], при каналировании электронов в направлении ⟨100⟩ — в работах [14, 15, 16], при
каналировании позитронов в направлении ⟨100⟩ — в работах [15, 18, 19].
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Аннотация. Синтезированы направленно закристаллизованные монокристаллические эвтектики InSb-MnSb и
выполнены исследования их электрических свойств. Игольчатые включения с высоким аспектным соотношением
ферромагнитного металла MnSb располагаются параллельно в полупроводниковой матрице InSb. Температурные
зависимости удельного сопротивления демонстрируют наличие высокой анизотропии электрических свойств в
образцах с различной ориентацией направления электрического тока и игольчатых включенийMnSb. При достаточно
высокой эффективной концентрации основных носителей заряда (дырок) 7 · 1020 см−3 их подвижность достигает 70
см2/(В·с). Удельное сопротивление игольчатых включений MnSb ниже, чем в объемных кристаллах, что говорит об
их более высоком кристаллическом совершенстве.
Ключевые слова: эвтектический сплав, антимонид индия, антимонид марганца, проводимость, эффективная
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Abstract. A single crystal of directionally crystallized eutectic InSb-MnSb were synthesized and the electrical properties
was determined. Needle inclusions with a high aspect ratio of MnSb ferromagnetic metal are arranged in parallel in the
InSb semiconductor matrix. The temperature dependences of the resistivity demonstrate the presence of high anisotropy of
electrical properties in samples with different orientations of the direction of electric current and MnSb needle inclusions.The
high effective concentration of the main charge carriers (holes) is 7 · 1020 см−3. The mobility of the main charge carriers
reaches 70 см2/(В·с). The resistivity of MnSb needle inclusions is lower than in bulk crystals, which indicates their higher
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1. Введение. Протяженные микро- и наноразмерные магнитные материалы в виде стержней с
высоким аспектным соотношением могут найти применение в устройствах спиновой электроники [1, 2],
а их внедрение в полупроводниковую матрицу может облегчить манипулирование спинами носителей
заряда в двухфазных магнитных системах. Примером такой системы может служить направленно
закристаллизованный эвтектический сплав InSb-MnSb. Он входит в состав группы эвтектических сплавов
InSb-MeSb, где одним из компонентов является атом 3d-металла Me = Mn, Ni, Fe, Cr. Ранее в композитах
InSb-MnSb было обнаружено гигантское положительное магнитосопротивление при температуре порядка
комнатной [3]. Кроме того, они могут выступать в качестве поляризаторов инфракрасного излучения
с эффективностью более 99 % [4]. Также предлагалось использовать InSb-MnSb в качестве элемента
Пельтье для детекторов дальнего инфракрасного диапазона [5]. Следует отметить, что MnSb является
ферромагнитным полуметаллом с температурой Кюри значительно выше комнатной Т𝑐 = 585 - 598 K
[6, 7]. С учетом того, что MnSb имеет достаточно хорошую структурную совместимость с традиционными
материалами электроники, ранее проводились исследования гибридных структур MnSb/полупроводник
(Si, GaAs, GaSb, InP) [8, 9, 10, 11]. Например, было показано, что внедрение включений MnSb в полупро-
водниковую матрицу приводит к возникновению магнито-оптического эффекта, что свидетельствует
о спиновой поляризации носителей заряда в немагнитной полупроводниковой матрице [12]. Второй
компонент системы InSb – узкозонный полупроводник с шириной запрещенной зоны 0,18 эВ (Т =
300 К) с подвижностью электронов 𝜇 = 8 м2·(В·с)−1, что на порядок превышает значение для наиболее
широко используемого в сверхбыстродействующих устройствах GaAs. Поэтому InSb является основным
материалом ряда инфракрасных детекторов, систем теплового зрения и высокоскоростных электронных
элементов [13]. Простое внедрение микро- и нановключенийMnSb в матрицу InSb сопровождается резким
снижением подвижности носителей заряда, поэтому представляет интерес исследование особенностей
проводимости гибридной анизотропной системы, в которой включения MnSb представляют собой
соориентированные монокристаллические иглы, внедренные в монокристалл InSb.

2. Материалы и методика эксперимента. Направленно закристаллизованные эвтектические
сплавы InSb-MnSb выращивали методом Бриджмена – Стокбаргера. Исходными материалами служили
монокристаллы InSb (чистота 99,999 %) и поликристаллы MnSb, синтезированные предварительно
прямым сплавлением Sb (чистота 99,99 %) и дважды сублимированного Mn (чистота 99,999 %). Исходные
материалы измельчали и загружали в ростовые ампулы. Содержание MnSb выдерживалось в 6,5 %
мол., что соответствует эвтектической области на фазовой диаграмме системы InSb-MnSb [14]. Было
установлено, что наиболее совершенные по структуре образцы с наименьшим количеством объемных
дефектов синтезировались в ходе пятиэтапного процесса. Вначале ампулы нагревали до 803 К в «горячей»
зоне, выдерживали при этой температуре 10 ч, затем температуру поднимали до 838 К. После выдержки
при этой температуре в течение 5 ч включали вращательный механизм ампулы и медленно опускали ее
до «холодной» зоны (593 К), чтобы температурный градиент был неменее 50 К/см. После полного перехода
ампулы в «холодную» зону подогрев отключали и осуществляли охлаждение в естественном режиме
до комнатной температуры. Дополнительно для выращивания эвтектических сплавов с однородным
распределением ориентированных игл MnSb требовалось выполнение ряда условий: температура
перегрева выставлялась выше температуры плавления не более чем на 3-5 К, скорость кристаллизации
поддерживалась не более 1 см/сут и для ориентированного роста использовался затравочный кристалл
InSb, помещенный на дно ампулы так, что его кристаллографическая плоскость (110) была ориентирована
поперек направления роста эвтектического сплава.

Состав синтезированных кристаллов изучали методами атомно-сканирующей электронной (СЭМ)
микроскопии и энергодисперсионного анализа. Для обнаружения возможных неосновных фаз был
проведен анализ порошковых рентгеновских дифрактограмм. Дифрактограммы образцов из центральной
части були имели только пики, принадлежащие InSb и MnSb, а также наблюдались слабые рефлексы
InMn3 и Mn2Sb, когда образцы были взяты с края були. InMn3 и Mn2Sb являются магнитными соединени-
ями – ферримагнетиками, у которых температуры Нееля равны 583 К [15] и 550 К [6], соответственно.
Поэтому для исключения их влияния на электрические свойства эвтектической композиции образцы
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для исследований вырезались только из центральной части були в параллельном (осевом) (образец №1)
и перпендикулярном (поперечном) (образец №2) направлении наиболее длинных сторон к оси роста.
Электрические и магнитотранспортные свойства исследовали в интервале от 1,6 до 320 К с использовани-
ем стандартной шестизондовой геометрии в постоянном (до 70 кГс) магнитном поле. Образцы имели
высокую проводимость p-типа и линейные вольт-амперные характеристики в выбранном для измерений
диапазоне.

3. Результаты и обсуждение. Исследование лауэграмм показало соориентацию кристаллических
структур полупроводниковой матрицы InSb [110] и монокристаллических игольчатых включений MnSb
[001] по отношению к направлению роста. По СЭМ изображениям хорошо видно, что игольчатые
включения были распределены равномерно (рис. 1), причем их длинная сторона была ориентирована
вдоль оси роста. Диаметр включений находился в диапазоне d = 9-15 мкм, а их длина l превышала 1 мм,
поэтому аспектное соотношение a = l/r > 100.

Рис. 1. СЭМ изображение поверхности скола слитка InSb-MnSb вдоль направления роста. Отдельное игольчатое
включение MnSb показано на увеличенной части рисунка

Fig. 1. SEM image of the chipping surface of an InSb-MnSb ingot along the growth direction. A separate needle-like inclusion
of MnSb is shown in the enlarged part of the figure

Для MnSb существует проблема нестехиометрии, возникающая из-за фазовой нестабильности всех
соединений со структурой арсенида никеля, которую имеет и MnSb, что отражено на бинарной фазовой
диаграмме системы Mn-Sb [6]. Так, в соединениях Mn1+𝛿Sb избыток Mn занимает межузельные позиции,
что вызывает уменьшениеT𝑐 инамагниченностинасыщения с увеличением𝛿 [16]. Энергодисперсионный
анализ состава монокристаллических игольчатых включений показал, что они содержат 2 % мол.
избытка Sb (MnSb1.02). В отличие от Mn максимальный предел растворимости Sb в MnSb близок к
стехиометрическому составу [17] и максимальное наблюдаемое ранее содержание Sb 52 ат. % в MnSb [18]
близко к нашему значению. Также ранее было установлено, что избыточное содержание Sb в MnSb не
приводит к снижению T𝑐 [18], в отличие от избытка Mn. Признаков присутствияMn в полупроводниковой
матрице InSb с точностью 0,1 % ат. обнаружено не было.

На рис. 2 представлены результаты исследования температурной зависимости продольного удельного
сопротивления 𝜌(T) образцов эвтектического сплава InSb-MnSb в диапазоне 1,6 - 320 К и эффективных
значений концентрации и подвижности основных носителей заряда.

Рис. 2. Зависимости основных электрических параметров от температуры образцов InSb-MnSb с разными
ориентациями игольчатых включений относительно протекающего тока: удельного сопротивления (а),
эффективной концентрации основных носителей заряда – дырок (б) и их эффективной подвижности (в)
Fig. 2. The dependences of the main electrical parameters on the temperature of InSb-MnSb samples with different

orientations of needle inclusions relative to the flowing current: resistivity (a), the effective concentration of the main charge
carriers – holes (b) and their effective mobility (c)
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Металлическое поведение преобладает при обоих ориентациях электрического тока относительно
игольчатых включений (рис. 2а). Лишь при Т < 20 К для образца №2 вид 𝜌(T) приобретает полупровод-
никовый характер. Недавно было показано, что в подобных эвтектических композициях при низких
температурах преобладает прыжковая проводимость с переменной длинной прыжка в режиме Мотта
[19]. Эффективная концентрация носителей заряда превышает 1020 см3, а ее измеренная величина
отличается для различных ориентаций игольчатых включений (рис. 2б), что связано с существенным
различием реальных концентраций дырок в узкозонном полупроводнике p𝐼𝑛𝑆𝑏 (InSb, легированный
марганцем) и ферромагнитном полуметалле p𝑀𝑛𝑆𝑏 (MnSb). Следует также указать, что при учете вклада в
проводимость нужно учитывать наличие двух подзон в валентной зоне InSb – легких и тяжелых дырок.
Однако, выполненные нами измерения проводимости и эффекта Холла недостаточны для разделения
вкладов всех трех видов дырок и требуют дополнительно проведения исследований зависимостей
магнитосопротивления от температуры и магнитных полей. Механизмы рассеяния носителей заряда
во включениях и основной матрице различны, на что указывает вид зависимостей их эффективной
подвижности от температуры (рис. 2в). Обращает на себя внимание достаточно высокое значение 𝜇
для двухфазной системы полупроводник/ферромагнетик (до 70 см2/(В·с)), что представляет интерес для
исследования влияния ферромагнитных включений на спиновую поляризацию основных носителей
заряда в полупроводниковой матрице.

Наличие температурных зависимостей 𝜌(T) для различных ориентаций игольчатых включений
в полупроводниковой матрице позволяет использовать теорию проводимости двухфазных систем,
состоящих из цилиндрических, ориентированных в одном направлении стержней, игл или волокон,
встроенных в непрерывную матрицу из другого материала. Согласно этой теории общая электропровод-
ность таких систем при измерениях в соосном (𝜎𝐴) и поперечном (𝜎𝑇 ) направлениях электрического тока
и игольчатых включений определяются системой уравнений [5]:

𝜎𝐴 = V1𝜎1 + V2𝜎2 (1)

𝜎𝑇 = 𝜎2 +
V1

1
𝜎1−𝜎2

+ V2
2𝜎2

, (2)

где V 1 – объемная доля включений, V 2 = 1 - V 1 – объемная доля матрицы, 𝜎1 и 𝜎2 – проводимости
включений и матрицы, соответственно. Структурные исследования показали, что для наших образцов
плотность распределения игл составляет 503 мм−2. Это позволило рассчитать V 1 = 0,057. Подставив
экспериментальные данные 𝜎(Т) = 1 / 𝜌(T) (рис. 2) в уравнения (1) и (2), можно решить обратную задачу и
найти отдельно температурную зависимость удельного сопротивления игольчатых включений MnSb
𝜌1(T) и полупроводниковой матрицы InSb 𝜌2(T) (рис. 3).
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Рис. 3. Восстановленные из экспериментальных зависимостей удельного сопротивления образцов InSb-MnSb
от температуры (Рис. 2а), согласно уравнениям (1) и (2), зависимости удельного сопротивления основной матрицы

InSb и игольчатых включений MnSb. Показаны также данные по зависимостям 𝜌(T) для кристаллов MnSb с
содержанием Sb 47 и 49 % ат., взятые из работы [20]. Интерполяция вычисленных и экспериментальных данных

выполнена с помощью 𝛽-сплайнов для наглядности
Fig. 3. Recovered from the experimental dependences of the resistivity of InSb-MnSb samples on temperature (Fig. 2a),

according to equations (1) and (2), the dependences of the resistivity of the main InSb matrix and MnSb needle inclusions. The
data on the dependences of 𝜌(T) for MnSb crystals with Sb content of 47 and 49 % at are also shown, taken from [20]. The

interpolation of the calculated and experimental data was performed using 𝛽 - splines for clarity
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Как следует из рис. 3, удeльное сопротивление матрицы InSb 𝜌2 примерно в 40–100 раз превышает 𝜌1 и
близко к наблюдаемому в пленках InSb, легированных Mn, и объемных образцах с неориентированными
микро- и нановключениями MnSb, выращиваемыми равновесными или околоравновесными методами
[21, 22, 23]. Это косвенно свидетельствует о возможном легировании основной матрицы InSb атомами Mn
и переходе ее из диамагнитного в парамагнитное состояние. Для сравнения температурных зависимостей
удельного сопротивления MnSb на рис. 3 приведены экспериментальные кривые, полученные в [20] при
изучении электропроводности образцов системыMn-Sb с избыткомMn. Для игольчатых включенийMnSb
в образцах №1 и №2, с избыточным содержанием Sb, удельное сопротивление меньше, чем для MnSb, с
избытком Mn из работы [20]. Это согласуется с тенденцией снижения 𝜌 с увеличением содержания Sb
в Mn1+𝛿 Sb [18]. Следует также отметить еще одну возможную причину пониженного сопротивления
игольчатых микровключений MnSb в образцах №1 и №2. Согласно исследованиям рентгеновской
дифракции, они являются монокристаллическими. В то время как синтез объемных монокристаллов
MnSb существенно затруднен высокой вероятностью образования трещин при их выращивании из
расплава, что способствует существенному увеличению концентрации основных носителей заряда и
значительному снижению их подвижности [24]. Это указывает на перспективность использования
методики синтеза эвтектической композиции в матрице для получения микро- и милиразмерных
монокристаллов MnSb со сниженным количеством структурных дефектов.

4. Заключение. Методом Бриджмена – Стокбаргера синтезированы направленно закристаллизо-
ванные монокристаллические эвтектические сплавы InSb-MnSb, обладающие высокой анизотропией
электрических свойств. По экспериментальным зависимостям удельного сопротивления с использо-
ванием теории проводимости двухфазных систем восстановлены значения удельного сопротивления
основной полупроводниковой матрицы InSb и игольчатых включений MnSb. Значение 𝜌 для последних
оказалось ниже, чем наблюдаемое ранее для кристаллов MnSb, что в совокупности с достаточно высокой
подвижностью основных носителей заряда делает эти материалы перспективными для исследования
спин-зависимых эффектов и использования их в устройствах спинтроники.
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Аннотация. Развита динамическая теория дифрагированного переходного излучения и переходного излучения
пучка релятивистских электронов, пересекающих пластинку из периодической слоистой среды в геометрии
рассеяния Брэгга в условиях асимметричного отражения поля электрона относительно поверхности пластины.
Учитывается поглощение излучения слоистой структурой. В рамках двухволнового приближения динамической
теории дифракции рентгеновских волн в периодической слоистой среде получены выражения, описывающие
спектрально-угловые плотности переходного излучения (ПИ) и дифрагированного переходного излучения (ДПИ).
Ключевые слова: дифрагированное переходное излучение, переходное излучение, релятивистский электрон,
асимметрия отражения, спектрально-угловая плотность
Для цитирования: Носков А. В., Киперша В. К., Плесканев А. А., Блажевич С. В., Ильинский Р. Ю., Волошки-
на Е. В. 2024. Спектрально-угловые плотности переходного излучения и дифрагированного переходного излучения
релятивистских электронов в периодической слоистой среде. Прикладная математика & Физика, 56(1): 66–74.
DOI 10.52575/2687-0959-2024-56-1-66-74

Short Communication

Spectral-angular Densities of Transition Radiation and Diffracted Transition 
Radiation of Relativistic Electrons in a Periodic Layered Medium

Anton V. Noskov1 , Vladislav K. Kipersha2 , Aleksey A. Pleskanev2 , Sergey V. Blazhevich3 ,
Roman Yu. Ilyinsky3 , Elena V. Voloshkina3

1Moscow Technical University of Communications and Informatics,
8a Aviamotornaya St., Moscow, 111024, Russia

2Belgorod State Shukhov’s Technological University,
46 Kostyukova St., Belgorod, 308012, Russia
3Belgorod National Research University,
85 Pobedy St., Belgorod, 308015, Russia

a.v.noskov@mtuci.ru

Abstract. A dynamic theory of diffracted transition radiation and transition radiation of a beam of relativistic electrons
crossing a plate from a periodic layered medium in the Bragg scattering geometry under conditions of asymmetric reflection
of the electron field relative to the surface of the plate has been developed. The absorption of radiation by the layered structure
is taken into account. Within the framework of the two-wave approximation of the dynamic theory of diffraction of X-ray
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1. Введение. При пересечении заряженной частицы границы раздела двух различных сред возникает
переходное излучение (ПИ) [1, 2]. В работах [3, 4] было показано, что в монокристаллической мишени
ПИ от передней границы может дифрагировать в направлении рассеяния Брэгга на атомных плоскостях
монокристалла. При этом образуется дифрагированное переходное излучение (ДПИ), которое в геометрии
рассеянии Брэгга выходит из мишени через переднюю границу. В недавних работах [5, 6, 7] ДПИ
рассматривалось в монокристалле в случае асимметрического отражения поля электрона относительно
поверхности мишени. Дифрагированное переходное излучение в периодической слоистой среде с двумя
разными слоями на периоде в рамках двухволнового приближения динамической теории дифракции
впервые рассматривалось в работе [8]. По аналогии с монокристаллом ДПИ генерируется вследствие
дифракции на слоях мишени переходного излучения, генерируемого на входной поверхности мишени.

ДПИ релятивистского электрона в периодической слоистой среде для общего случая асимметричного
отражения поля электрона относительно поверхности мишени в геометрии рассеяния Лауэ впервые
рассматривалось в работе [9], а в геометрии рассеяния Брэгга в работах [10, 11].

Переходное излучение в монокристаллической пластине в общем случае асимметричного отраже-
ния поля электрона относительно поверхности мишени впервые рассматривалось в работах [12, 13].
В периодической слоистой среде ПИ в условиях асимметрической дифракции в геометриях рассеяния
Лауэ и Брэгга впервые рассматривалось в работах [14, 15], однако в них не учитывалось поглощение
рентгеновского излучения материалом среды.

В настоящей работе рассматривается ПИ и ДПИ релятивистских электронов, пересекающих мишень
из периодической слоистой среды с двумя слоями на периоде в геометрии рассеяния Брэгга в общем
случае асимметричного отражения поля электрона относительно поверхности мишени. В рамках
двухволнового приближения динамической теории дифракции получены выражения, описывающие
спектрально-угловые плотности ДПИ и ПИ с учетом их фотопоглощения слоистой структуры.

2. Геометрия излучения электронов в периодической слоистой среде. Рассмотрим излучение
пучка релятивистских электронов, которые пересекают пластинку из периодической слоистой среды в
геометрии рассеяния Брэгга (Рис.1).

Рис. 1. Геометрия процесса излучения
Fig. 1. Geometry of the radiation process

Периодическая слоистая среда состоит из слоев c толщинами 𝑎 и 𝑏, и соответственно диэлектри-
ческими восприимчивостями 𝜒𝑎 и 𝜒𝑏 , 𝑇 = 𝑎 + 𝑏 – период слоистой среды. Слои мишени находятся
под произвольным углом 𝛿 к поверхности пластинки (Рис.1), что означает асимметричное отражение
поля электрона относительно поверхности мишени. Введем угловые переменные 𝚿, 𝚯 и 𝚯0 согласно
выражениям:

V =

(
1 − 1

2
𝛾−2 − 1

2
Ψ2

)
e1 + 𝚿, e1𝚿 = 0,

n =

(
1 − 1

2
Θ2

0

)
e1 + 𝚯0, e1𝚯0 = 0, e1e2 = cos 2𝜃𝐵,

n𝑔 =
(
1 − 1

2
Θ2

)
e2 + 𝚯, e2𝚯 = 0,

(1)

V – скорость электрона, n – направление импульса излученного вблизи направления вектора скорости
электрона фотона, ng – направление импульса излученного фотона вблизи направления рассеяния
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Брэгга, 𝚯 – угол излучения, отсчитываемый от оси детектора излучения e2, 𝚿 – угол отклонения
рассматриваемого электрона в пучке, отсчитываемый от оси электронного пучка e1 , 𝚯0 – угол между
направлением распространения падающего фотона и осью e1 , 𝛾 = 1/

√
1 −𝑉 2 – Лоренц-фактор электрона.

Угловые переменные рассматриваются в виде суммы составляющих, параллельных и перпендикулярных
плоскости рисунка: 𝚯 = 𝚯∥ + 𝚯⊥ , 𝚯0 = 𝚯0∥ + 𝚯0⊥ , 𝚿 = 𝚿∥ + 𝚿⊥. Вектор g (Рис.1) аналогичен вектору

обратной решетки в кристалле – он перпендикулярен слоям мишени и его длина равна 𝑔 =
2𝜋𝑛
𝑇

,
𝑛 = 0,±1,±2, ... .

3. Амплитуды напряжённостей электрических полей ПИ и ДПИ. Рассмотрим уравнение для
Фурье-образа электрического поля, возбуждаемого электроном в периодической слоистой среде, которое
следует из системы уравнений Максвелла:(

𝑘2 − 𝜔2 (1 + 𝜒0)
)
E𝜔,k − k

(
kE𝜔,k

)
− 𝜔2

∑︁
g≠0

𝜒−gE𝜔,k+g = 4𝜋𝑖𝜔J (k, 𝜔) , (2)

где E𝜔,k =
∫
𝑑𝑡𝑑3𝑟E (r, 𝑡) exp(𝑖𝜔𝑡 − 𝑖kr), J𝜔,k = 2𝜋𝑒V𝛿 (𝜔 − kV) – Фурье-образы напряженности электриче-

ского поля и плотности тока излучающего электрона, 𝜒0 (𝜔) – средняя диэлектрическая восприимчивость
в ПСС, 𝜒g и 𝜒−g коэффициенты Фурье разложения диэлектрической восприимчивости по векторам g:
𝜒 (𝜔, r) = ∑

g
𝜒g (𝜔) exp(𝑖gr) = ∑

𝑔
𝜒𝑔 (𝜔) exp(−𝑖𝑔𝑥) . Для рассматриваемой структуры параметры рассеяния

и поглощения рентгеновских волн принимают вид:
𝜒0 (𝜔) = (𝑎𝜒𝑎 + 𝑏𝜒𝑏) /𝑇 , 𝜒g = (𝜒𝑏 − 𝜒𝑎)

(
1 − 𝑒𝑖𝑔𝑎

)
/𝑖𝑔𝑇 . Из этих выражений следуют соотношения:

𝜒 ′0 =
𝑎

𝑇
𝜒 ′𝑎 +

𝑏

𝑇
𝜒 ′
𝑏
, 𝜒 ′′0 =

𝑎

𝑇
𝜒 ′′𝑎 + 𝑏

𝑇
𝜒 ′′
𝑏
,

���𝜒 ′g��� = 2
𝑔𝑇

���sin
(𝑔𝑎

2

) (
𝜒 ′
𝑏
− 𝜒 ′𝑎

) ��� , ���𝜒 ′′g ��� = 2
𝑔𝑇

���sin
(𝑔𝑎

2

) (
𝜒 ′′
𝑏
− 𝜒 ′′𝑎

) ��� (3)

Так как электрическое поле релятивистского электрона практически поперечно, представим Фурье-
образ вектора его напряженности в виде:

E𝜔,k = 𝐸
(1)
𝜔,ke

(1) + 𝐸 (2)
𝜔,ke

(2) E𝜔,k+g = 𝐸
(1)
𝜔,k+ge

(1)
g + 𝐸 (2)

𝜔,k+ge
(2)
g . (4)

Векторы поляризации e(1) и e(2) перпендикулярны волновому вектору k, а векторы e(1)g и e(2)g пер-
пендикулярны вектору kg = k + g . Векторы поляризации e(2) и e(2)g лежат в плоскости векторов k и kg
соответствующие им напряженности электрического поля 𝜋-поляризованные. e(1) и e(1)g перпендику-
лярны плоскости волновых векторов k и kg, а напряженности 𝜎-поляризованные. Подставляя (4) в (2), в
рамках двухволнового приближения динамической теории дифракции, в которой значимы две волны –
падающая и отражённая, получим систему уравнений для Фурье-образов напряженностей электрических
полей 𝐸 (𝑠 )

𝜔,k и 𝐸
(𝑠 )
𝜔,k+g:(

𝑘2 − 𝜔2 (1 + 𝜒0 (𝜔))
)
𝐸
(𝑠 )
𝜔,k − 𝜔

2𝜒−g (𝜔) 𝐸 (𝑠 )
𝜔,k+g𝐶

𝑠,𝜏 = 8𝜋2𝑖𝑒𝜔e(𝑠 )V𝛿 (𝜔 − kV) ,(
(k + g)2 − 𝜔2 (1 + 𝜒0 (𝜔))

)
𝐸
(𝑠 )
𝜔,k+g − 𝜔

2𝜒g (𝜔) 𝐸 (𝑠 )
𝜔,k𝐶

𝑠,𝜏 = 0.
(5)

Здесь введены следующие обозначения: 𝐶𝑠,𝜏 = e(𝑠 )g e(𝑠 ) = (−1)𝜏 𝐶 (𝑠 ) , 𝐶 (1) = 1, 𝐶 (2) = |cos 2𝜃𝐵 |, которые при
значениях параметров 𝑠 = 1 и 𝜏 = 2 описывают напряженности 𝜎 – поляризованных электрических
полей. При значениях параметра 𝑠 = 2 напряженности электрических полей будут 𝜋-поляризованными.
В случае значения угла Брэгга: 2𝜃𝐵 <

𝜋

2
, параметр 𝜏 имеет значение: 𝜏 = 2. Если 2𝜃𝐵 ≥ 𝜋

2
, то параметр

𝜏 = 1, где 𝜃𝐵 – угол Брэгга.
Решим следующее из системы (5) дисперсионное уравнение для рентгеновских волн в периодической

слоистой среде: (
𝜔2 (1 + 𝜒0) − 𝑘2) (

𝜔2 (1 + 𝜒0) − 𝑘2
g

)
− 𝜔4𝜒−g𝜒g𝐶

(𝑠 )2 = 0. (6)

Длины волновых векторов имеют вид: 𝑘 = 𝜔
√

1 + 𝜒0+𝜆0, 𝑘g = 𝜔
√

1 + 𝜒0+𝜆g, где неизвестные динамические

добавки 𝜆0 и 𝜆g . Учтем соотношение, связывающее динамические добавки [16]: 𝜆g =
𝜔𝛽

2
+ 𝜆0

𝛾g

𝛾0
. Где

𝛽 = 𝛼−𝜒0

(
1 −

𝛾g

𝛾0

)
,𝛼 =

1
𝜔2

(
𝑘2
g − 𝑘2

)
,𝛾0 = cos𝜑0,𝛾g = cos𝜑g,𝜑0 – угол между волновым вектором подающей

волны k = 𝑘n и вектором нормали к поверхности пластинки N , 𝜑g– угол между волновым вектором
kg = 𝑘gng и вектором нормали (см. рис.1). Так как динамические добавки малы |𝜆0 | ≪ 𝜔 ,

��𝜆g�� ≪ 𝜔 , можно
показать, что 𝜃0 ≈ 𝜃 (см. рис.1), и поэтому в дальнейшем будем это использовать.
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Решая уравнение (6) относительно 𝜆0 и 𝜆g, получим выражения, описывающие динамические добавки
для падающего и дифрагированного фотонов в периодической слоистой среде:

𝜆
(1,2)
0 =

1
2𝜀𝐿 (𝑠 )𝑒𝑥𝑡

(
𝜉 (𝑠 ) (𝜔) − 𝑖𝜌 (𝑠 ) (1 + 𝜀)

2
± 𝐾 (𝑠 )

)
, (7)

𝜆
(1,2)
0 =

1
2𝐿 (𝑠 )𝑒𝑥𝑡

(
𝜉 (𝑠 ) (𝜔) − 𝑖𝜌 (𝑠 ) (1 + 𝜀)

2
± 𝐾 (𝑠 )

)
, (8)

при этом заметим, что дисперсионное уравнение (6) дает только два значимых решения в рентгеновской
области частот, так как выполняются неравенства: 𝜆2

0 ≪ 2𝜔𝜆0 и 𝜆2
g ≪ 2𝜔𝜆g. В выражениях (7–8) приняты

обозначения:

𝜉 (𝑠 ) (𝜔) = 𝜂 (𝑠 ) (𝜔) + 1 + 𝜀
2𝜈 (𝑠 )

, 𝜂 (𝑠 ) (𝜔) = 2𝜋2𝑛2

𝑇 2𝜔𝐵

𝐿
(𝑠 )
𝑒𝑥𝑡

©­«1 − 𝜔

𝜔𝐵

©­«1 − 𝜃 ∥

√︄
𝑇 2𝜔2

𝐵

𝜋2𝑛2 − 1ª®¬ª®¬ ,
𝐿
(𝑠 )
𝑒𝑥𝑡 =

1
𝜔

𝜋𝑛���sin
( 𝜋𝑛
1 + 𝑟

)��� ��𝜒 ′2 − 𝜒 ′1��𝐶 (𝑠 )
, 𝜔𝐵 =

𝜋𝑛

𝑇 sin𝜃𝐵
, 𝜀 =

sin (𝜃𝐵 − 𝛿)
sin (𝜃𝐵 + 𝛿) ,

𝐾 (𝑠 ) =

√︄
𝜉 (𝑠 ) (𝜔)2 − 𝜀 − 𝑖𝜌 (𝑠 )

(
(1 + 𝜀) 𝜉 (𝑠 ) (𝜔) − 2𝜅 (𝑠 )𝜀

)
− 𝜌 (𝑠 )2

(
(1 + 𝜀)2

4
− 𝜅 (𝑠 )2𝜀

)
𝜈 (𝑠 ) =

𝐶 (𝑠 )
���sin

( 𝜋𝑛
1 + 𝑟

)���
𝜋𝑛

1 + 𝑟

���� 𝜒 ′2 − 𝜒 ′1𝜒 ′1 + 𝑟 𝜒 ′2

���� , 𝜅 (𝑠 ) =
𝐶 (𝑠 )

���sin
( 𝜋𝑛
1 + 𝑟

)���
𝜋𝑛

1 + 𝑟

���� 𝜒 ′′2 − 𝜒 ′′1
𝜒 ′′1 + 𝑟 𝜒 ′′2

���� ,
𝜌 (𝑠 ) =

𝐿
(𝑠 )
𝑒𝑥𝑡

𝐿𝑎𝑏𝑠
, 𝜒 ′0 =

𝑙1𝜒
′
1 + 𝑙2𝜒 ′2
𝑇

, 𝑟 =
𝑙2

𝑙1
, 𝐿𝑎𝑏𝑠 =

1 + 𝑟
𝜔

(
𝜒 ′′1 + 𝑟 𝜒 ′′2

) . (9)

Решение первого уравнения системы (5) для падающего поля в вакууме имеет вид:

𝐸
(𝑠 )𝑣𝑎𝑐
0 =

8𝜋2𝑖𝑒𝑉Ω (𝑠 )

𝜔

1
𝛾0��𝛾g��

(
−𝜒0 (𝜔) −

2
𝜔

𝛾0

𝛾g
𝜆g + 𝛽

𝛾0

𝛾g

) 𝛿 (
𝜆∗g − 𝜆g

)
, (10)

где 𝜆∗g =
𝜔𝛽

2
+
𝛾g

𝛾0

(
𝛾−2 + (𝜃⊥ −𝜓⊥)2 +

(
𝜃 ∥ +𝜓 ∥

)2 − 𝜒0

2

)
, Ω (1) = 𝜃⊥ −𝜓⊥, Ω (2) = 𝜃 ∥ +𝜓 ∥ .

Решение системы уравнений (5) для дифрагированного поля в рассматриваемой периодической
слоистой среде имеет вид:

𝐸
(𝑠 )𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚
g =

8𝜋2𝑖𝑒𝑉Ω (𝑠 )

𝜔

𝜔2𝜒g𝐶
(𝑠,𝜏 )

4
𝛾2

0

𝛾2
g

(
𝜆g − 𝜆 (1)g

) (
𝜆g − 𝜆 (2)g

) 𝛿 (
𝜆∗g − 𝜆g

)
+

+ 𝐸 (𝑠 )
g

(1)
𝛿

(
𝜆g − 𝜆 (1)g

)
+ 𝐸 (𝑠 )

g
(2)
𝛿

(
𝜆g − 𝜆 (2)g

)
, (11)

где 𝐸 (𝑠 )
g

(1)
и 𝐸 (𝑠 )

g
(2)

– свободные поля, соответствующие двум решениям (8) дисперсионного уравнения
(6).

Дифрагированное поле в вакууме запишем в следующем виде: 𝐸 (𝑠 )𝑣𝑎𝑐
g = 𝐸

(𝑠 )
𝑅𝑎𝑑

𝛿

(
𝜆g +

𝜔𝜒0

2

)
, где 𝐸 (𝑠 )

𝑅𝑎𝑑
–

искомое поле излучения. Выражение, связывающее дифрагированное и падающее поля в среде, следует

из второго уравнения системы (5): 𝐸 (𝑠 )𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚

0 =
2𝜔𝜆g

𝜔2𝜒g𝐶 (𝑠,𝜏 ) 𝐸
(𝑠 )𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚
g .

Воспользовавшись граничными условиями на входной и выходной поверхностях мишени:∫
𝐸
(𝑠 )𝑣𝑎𝑐
0 𝑑𝜆g =

∫
𝐸
(𝑠 )𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚

0 𝑑𝜆g,

∫
𝐸
(𝑠 )𝑣𝑎𝑐
g 𝑑𝜆g =

∫
𝐸
(𝑠 )𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚
g 𝑑𝜆g,

∫
𝐸
(𝑠 )𝑚𝑒𝑑𝑖𝑢𝑚
g exp

(
𝑖
𝜆g

𝛾g
𝐿

)
𝑑𝜆g = 0,

получим выражение для Фурье-образа напряженности электрического поля излучения из периодической
слоистой среды в направлении kg:

𝐸
(𝑠 )
ДПИ =

8𝜋2𝑖𝑒Ω (𝑠 )

𝜔
𝜀

[
1
Λ

− 1
Λ − 𝜒0

] (
𝑒−𝑖𝑏

(𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )
𝜀 − 𝑒𝑖𝑏 (𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )

𝜀

Δ(𝑠 )

)
. (12)
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Аналогично находим Фурье-образ напряженности электрического поля в направлении k:

𝐸
(𝑠 )
ПИ = −

8𝜋2𝑖𝑒Ω (𝑠 )
0

𝜔
𝑒

𝑖𝜔Λ0
2 sin(𝛿+𝜃𝐵 ) 𝐿

[
1
Λ0

− 1
Λ0 − 𝜒0

] 
2𝐾 (𝑠 )𝑒

−𝑖𝑏 (𝑠 )
(
𝜎
(𝑠 )
0 + 𝑖𝜌

(𝑠 ) (1−𝜀 )
2𝜀 − 𝜉

(𝑠 )
𝜀

)
Δ(𝑠 ) + 1

 . (13)

В выражениях (12) и (13) введены следующие обозначения:

Ω (1)
0 = 𝜃0⊥ −𝜓⊥, Ω

(2)
0 = 𝜃0 −𝜓, Ω (1) = 𝜃⊥ −𝜓⊥, Ω

(2) = 𝜃 +𝜓, Λ0 = 𝛾
−2 + (𝜃0⊥ −𝜓⊥)2 +

(
𝜃0∥ −𝜓 ∥

)2
,

Λ = 𝛾−2 + (𝜃⊥ −𝜓⊥)2 +
(
𝜃 ∥ +𝜓 ∥

)2
, 𝑏 (𝑠 ) =

𝐿𝑒

2𝐿 (𝑠 )𝑒𝑥𝑡

, 𝐿𝑒 =
𝐿

sin (𝛿 + 𝜃𝐵)
,

𝜎
(𝑠 )
0 =

1��𝜒 ′g��𝐶 (𝑠 )
(
𝛾−2 + (𝜃0⊥ −𝜓⊥)2 + (𝜃0 −𝜓 )2 − 𝜒 ′0

)
,

Δ(𝑠 ) =

(
𝜉 (𝑠 ) − 𝑖 𝜌

(𝑠 ) (1 + 𝜀)
2

− 𝐾 (𝑠 )
)
𝑒−𝑖𝑏

(𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )
𝜀 −

(
𝜉 (𝑠 ) − 𝑖 𝜌

(𝑠 ) (1 + 𝜀)
2

+ 𝐾 (𝑠 )
)
𝑒𝑖𝑏

(𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )
𝜀 , (14)

𝜂 (𝑠 ) (𝜔) – является быстрой функцией от частоты 𝜔 и ее удобно рассматривать в качестве спектральной
переменной. Параметр 𝜀 характеризует асимметрию отражения излучения относительно поверхности
мишениипрификсированном угле Брэгга𝜃𝐵 определяет угол 𝛿 . Параметр 𝜌 (𝑠 ) характеризует поглощение
рентгеновского излучение в слоистой среде. Параметр 𝜈 (𝑠 ) определяет степень отражения рентгеновского
излучения от слоистой структуры, которая обуславливается конструктивной (𝜈 (𝑠 ) ≈ 1) или деструктивной
(𝜈 (𝑠 ) ≈ 0) интерференцией волн, отраженных от разных плоскостей. Параметр 𝜅 (𝑠 ) характеризует
расположения пучностей стоячих волн относительно слоев мишени.

4. Спектрально-угловые плотности излучений. Найдем спектрально-угловые плотности ПИ и
ДПИ с учетом асимметрии отражения (параметр 𝜀 ) и фотопоглощения излучения в веществе (параметр
𝜌 (𝑠 ) ). Подставим амплитуды Фурье-образов напряженностей электрического поля ПИ и ДПИ (12) и (13) в
выражение для спектрально-угловой плотности рентгеновского излучения [17]:

𝜔
𝑑3𝑁

(𝑠 )
ПИ,ДПИ

𝑑𝜔𝑑𝜃⊥𝑑𝜃
= 𝜔2 (2𝜋)−6

���𝐸 (𝑠 )
ПИ,ДПИ

���2 . (15)

Получены выражения, описывающие спектрально-угловые плотности ДПИ и ПИ:

𝜔
𝑑3𝑁

(𝑠 )
ДПИ

𝑑𝜔𝑑𝜃⊥𝑑𝜃 ∥
=
𝑒2

𝜋2

(
Ω (𝑠 )

Λ
− Ω (𝑠 )

Λ − 𝜒 ′0

)2

𝑅
(𝑠 )
ДПИ, (16)

𝑅
(𝑠 )
ДПИ = 𝜀2

������𝑒−𝑖𝑏
(𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )

𝜀 − 𝑒𝑖𝑏 (𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )
𝜀

Δ(𝑠 )

������
2

, (17)

𝜔
𝑑3𝑁

(𝑠 )
ПИ

𝑑𝜔𝑑𝜃⊥𝑑𝜃0
=
𝑒2

𝜋2

(
Ω (𝑠 )

0
Λ0

−
Ω (𝑠 )

0
Λ0 − 𝜒 ′0

)2

𝑅
(𝑠 )
ПИ, (18)

𝑅
(𝑠 )
ПИ = 1 + 𝑅 (𝑠 )

1 + 𝑅 (𝑠 )
𝑖𝑛𝑡
,

𝑅
(𝑠 )
1 = 4

�������𝐾
(𝑠 )𝑒

−𝑖𝑏 (𝑠 )
(
𝜎
(𝑠 )
0 + 𝑖𝜌

(𝑠 ) (1−𝜀 )
2𝜀 − 𝜉

(𝑠 )
𝜀

)
Δ(𝑠 )

�������
2

, 𝑅
(𝑠 )
𝑖𝑛𝑡

= 4Re


𝐾 (𝑠 )𝑒

−𝑖𝑏 (𝑠 )
(
𝜎
(𝑠 )
0 + 𝑖𝜌

(𝑠 ) (1−𝜀 )
2𝜀 − 𝜉

(𝑠 )
𝜀

)
Δ(𝑠 )

 . (19)

Выражения 𝑅 (𝑠 )
ДПИ и 𝑅 (𝑠 )

ПИ являются спектральными функциями, описывающими спектры ДПИ и ПИ.
При этом в спектральную функцию переходного излучения 𝑅 (𝑠 )

ПИ вносят вклад спектральные функции: 𝑅 (𝑠 )
1

и 𝑅 (𝑠 )
𝑖𝑛𝑡

. 𝑅 (𝑠 )
1 описывает спектр ПИ сгенерированного на передней границы мишени, далее испытавшего

динамическую дифракцию на слоях мишени и вышедшего за заднюю границу мишени. 𝑅 (𝑠 )
𝑖𝑛𝑡

описывает
влияние на суммарную спектральную плотность интерференции переходных излучений.
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Для рассматриваемых рентгеновских волн коэффициент поглощения в периодической слоистой среде
𝜌 (𝑠 ) ≪ 1 . Вычислим в этом случае спектральную функцию ДПИ (17) для случая, когда спектральная пере-
менная принимает значения из промежутков 𝜉 (𝑠 ) (𝜔)2 > 𝜀 и 𝜉 (𝑠 ) (𝜔)2 < 𝜀. Выражение для спектральных
функций (17) принимает вид:

𝑅
𝜉2>𝜀
ДПИ = 𝜀2

𝑒−2𝑁
(𝑠 )
𝜀

𝑏 (𝑠 ) + 𝑒2𝑁
(𝑠 )
𝜀

𝑏 (𝑠 ) − 2 cos
(

2
𝜀

(√︁
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 + 𝐹 (𝑠 )

𝜌

)
𝑏 (𝑠 )

)
𝑀

(𝑠 )
1

, (20)

𝑅
𝜉2<𝜀
ДПИ = 𝜀2

𝑒2

√
𝜀−𝜉 (𝑠 )2+𝐹 (𝑠 )𝜌

𝜀
𝑏 (𝑠 ) + 𝑒−2

√
𝜀−𝜉 (𝑠 )2+𝐹 (𝑠 )𝜌

𝜀
𝑏 (𝑠 ) − 2 cos

(
2𝑁 (𝑠 )

𝜀
𝑏 (𝑠 )

)
𝑀

(𝑠 )
2

. (21)

В полученных выражениях введены обозначения:

𝑀
(𝑠 )
1 =

[
Σ(𝑠 )2

2 + 𝐹 (𝑠 )2
2

]
𝑒−2𝑁

(𝑠 )
𝜀

𝑏 (𝑠 ) +
[
Σ(𝑠 )2

1 + 𝐹 (𝑠 )2
1

]
𝑒2𝑁

(𝑠 )
𝜀

𝑏 (𝑠 )−

− 2
[
Σ(𝑠 )

1 Σ(𝑠 )
2 + 𝐹 (𝑠 )

1 𝐹
(𝑠 )
2

]
cos

©­­«
2𝑏 (𝑠 )

(√︁
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 + 𝐹 (𝑠 )

𝜌

)
𝜀

ª®®¬−
− 2

[
2𝑁 (𝑠 )𝜉 (𝑠 ) − 𝜌 (𝑠 ) (1 + 𝜀)

√︃
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀

]
sin

©­­«
2𝑏 (𝑠 )

(√︁
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 + 𝐹 (𝑠 )

𝜌

)
𝜀

ª®®¬ , (22)

𝑀
(𝑠 )
2 =

[(
𝜉 (𝑠 ) + 𝑁 (𝑠 )

)2
+ 𝑁 (𝑠 )2

1

]
𝑒2𝑏 (𝑠 )

√
𝜀−𝜉 (𝑠 )2
𝜀 +

[(
𝜉 (𝑠 ) − 𝑁 (𝑠 )

)2
+ 𝑁 (𝑠 )2

2

]
𝑒−2𝑏 (𝑠 )

√
𝜀−𝜉 (𝑠 )2
𝜀 −

− 2
[
𝜉 (𝑠 )2 − 𝑁 (𝑠 )2 − 𝑁 (𝑠 )

1 𝑁
(𝑠 )
2

]
cos

(
2𝑏 (𝑠 )

𝑁 (𝑠 )

𝜀

)
+

+ 2
[
2𝜉 (𝑠 )

√︃
𝜀 − 𝜉 (𝑠 )2 − 𝜌 (𝑠 ) (1 + 𝜀) 𝑁 (𝑠 )

]
sin

(
2𝑏 (𝑠 )

𝑁 (𝑠 )

𝜀

)
, (23)

где:

𝑁 (𝑠 ) =
𝜌 (𝑠 )

2
©­­«
(1 + 𝜀)𝜉 (𝑠 ) − 2𝜅 (𝑠 )𝜀√︃��𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀�� ª®®¬ , Σ

(𝑠 )
1 = 𝜉 (𝑠 ) +

√︃
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 + 𝐹 (𝑠 )

𝜌 ,

Σ(𝑠 )
2 = 𝜉 (𝑠 ) −

√︃
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 − 𝐹 (𝑠 )

𝜌 , 𝐹
(𝑠 )
𝜌 =

𝜌 (𝑠 )2

2
√︃��𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀��

(
(1 + 𝜀)2

4
− 𝜅 (𝑠 )2𝜀

)
,

𝑁
(𝑠 )
1 =

√︃
𝜀 − 𝜉 (𝑠 )2 + 𝜌 (𝑠 ) 𝜀 + 1

2
, 𝑁

(𝑠 )
1 =

√︃
𝜀 − 𝜉 (𝑠 )2 − 𝜌 (𝑠 ) 𝜀 + 1

2
.

Далее вычислим спектральные функции ПИ (17) для спектральных интервалов интервала
𝜉 (𝑠 ) (𝜔)2 > 𝜀 и 𝜉 (𝑠 ) (𝜔)2 < 𝜀, получим следующие выражения:

𝑅
(𝑠 )𝜉2>𝜀
1 =

4
(
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 + 𝑁 (𝑠 )2)

𝑀
(𝑠 )
1

𝑒−2𝜌 (𝑠 ) 𝜀−1
𝜀
𝑏 (𝑠 )

, 𝑅
(𝑠 )𝜉2<𝜀
1 =

4
(
𝑁 (𝑠 )2 + 𝜀 − 𝜉 (𝑠 )2

)
𝑀

(𝑠 )
2

𝑒−2𝜌 (𝑠 ) 𝜀−1
𝜀
𝑏 (𝑠 )

,

𝑅
(𝑠 )𝜉2>𝜀
𝑖𝑛𝑡

=
4𝑒

𝜌 (𝑠 ) (1−𝜀 )
2𝜀 𝑏 (𝑠 )

𝑀
(𝑠 )
1

×

×
[(
Σ(𝑠 )

2

√︃
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 − 𝑁 (𝑠 )𝐹 (𝑠 )

2

)
cos

((
Σ(𝑠 )

1 + 𝜉 (𝑠 )

𝜀
− 2𝜎 (𝑠 )

0

)
𝑏 (𝑠 )

)
𝑒−

𝐹
(𝑠 )
2 +𝜌 (𝑠 )

𝜀
𝑏 (𝑠 )+

+
(
Σ(𝑠 )

2 𝑁 (𝑠 ) + 𝐹 (𝑠 )
2

√︃
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀

)
sin

((
Σ(𝑠 )

1 + 𝜉 (𝑠 )

𝜀
− 2𝜎 (𝑠 )

0

)
𝑏 (𝑠 )

)
𝑒−

𝐹
(𝑠 )
2 +𝜌 (𝑠 )

𝜀
𝑏 (𝑠 )−

−
(
Σ(𝑠 )

1

√︃
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 + 𝑁 (𝑠 )𝐹 (𝑠 )

1

)
cos

((
Σ(𝑠 )

2 + 𝜉 (𝑠 )

𝜀
− 2𝜎 (𝑠 )

0

)
𝑏 (𝑠 )

)
𝑒
𝐹
(𝑠 )
1 −𝜌 (𝑠 )

𝜀
𝑏 (𝑠 )−

−
(
𝐹
(𝑠 )
1

√︃
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 − Σ(𝑠 )

1 𝑁 (𝑠 )
)

sin

((
Σ(𝑠 )

2 + 𝜉 (𝑠 )

𝜀
− 2𝜎 (𝑠 )

0

)
𝑏 (𝑠 )

)
𝑒
𝐹
(𝑠 )
1 −𝜌 (𝑠 )

𝜀
𝑏 (𝑠 )

]
.
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𝑅
(𝑠 )𝜉2<𝜀
𝑖𝑛𝑡

=
4𝑒

𝜌 (𝑠 ) (1−𝜀 )
2𝜀 𝑏 (𝑠 )

𝑀
(𝑠 )
2

Re

[
𝑒
−𝑖

(
𝜎 (𝑠 )− 𝜉

(𝑠 )
𝜀

)
𝐾 (𝑠 )Δ(𝑠 )∗

]
.

5. Заключение. В работе рассматриваются дифрагированное переходное излучение и переходное
излучение релятивистских электронов, пересекающих мишень из периодической слоистой среды.
В рамках двухволнового приближения динамической теории дифракции получены выражения, опи-
сывающие амплитуду Фурье-образов напряженности электрических полей волн ПИ и ДПИ. Далее
получены выражения, описывающие спектрально-угловые плотности ДПИ и ПИ. Получены выражения,
описывающие спектральные функции ПИ и ДПИ для интервалов спектральной переменной 𝜉 (𝑠 ) (𝜔)2 > 𝜀

и 𝜉 (𝑠 ) (𝜔)2 < 𝜀 . Эти выражения позволят в дальнейшем исследовать спектрально-угловые свойства ПИ и
ДПИ релятивистских электронов в периодической слоистой среде c учетом многократного рассеяния
электронов на атомах мишени. Они учитывают поглощение рентгеновских волн материалом среды, а
также асимметрию отражения поля электрона относительно поверхности мишени.
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Оригинальное исследование

Теоретико-множественный подход к определению прочностных характеристик
дискретной модели цилиндрической оболочки на основе векторной

аппроксимации
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Аннотация. Для определения напряженно-деформированного состояния оболочечной конструкции использована
дискретная модель эллиптического цилиндра. Вся исследуемая область была разбита на конечное число непере-
секающихся множеств (конечные элементы), взаимодействующих только в узловых точках. В качестве узловых
неизвестных приняты компоненты вектора перемещения и компоненты вектора угла поворота нормали. В данной
работе представлен алгоритм прочностного расчета эллиптического цилиндра при отсчете угла наклона нормали
от ее деформированного состояния при учете векторной интерполяционной процедуры. На конкретном примере
показана высокая эффективность предложенного алгоритма, который решает проблему учета смещения конечного
элемента как жесткого целого.
Ключевые слова: угол наклона нормали, векторная и скалярная аппроксимации, конечный элемент дискретизации

Дляцитирования:Ищанов Т. Р. 2024. Теоретико-множественныйподход к определениюпрочностных характеристик
дискретной модели цилиндрической оболочки на основе векторной аппроксимации. Прикладная математика &
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Abstract. To determine the stress-strain state of the shell structure, a discrete model of an elliptical cylinder was used. The
entire study area was divided into a finite number of disjoint sets (finite elements), interacting only at nodal points. The
derivation of basic geometric relationships involves two calculation options: counting the angle of rotation of the normal
from its initial state and from its deformed position. The components of the displacement vector, their first derivatives, and
the components of the normal rotation angle vector are taken as nodal unknowns. Approximating expressions between the
components of the displacement vector, their derivatives, the vector of the normal rotation angle of the internal point of the
finite element and the components of the displacement vectors, their derivatives, the vectors of the normal rotation angles
of its node points were obtained on the basis of a vector interpolation procedure, which makes it possible to automatically
take into account the displacements of the cylindrical shell as absolutely solid body. This paper presents an algorithm for
the strength calculation of an elliptical cylinder when measuring the angle of inclination of the normal from its deformed
state, taking into account the vector interpolation procedure. A specific example shows the high efficiency of the proposed
algorithm, which solves the problem of taking into account the displacement of a finite element as a rigid whole.
Keywords: Normal Slope Angle, Vector and Scalar Approximation, Finite Sampling Element
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1. Введение.Винженернойпрактике для определенияпрочностных характеристик реальная конструк-
ция заменяется математической моделью, что позволяет провести ее анализ и составить объективный
прогноз будущего состояния системы при заданных нагрузках [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Вычислительные мощности
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современных компьютеров обеспечили успешную интеграцию численных методов в инженерные
расчеты облочечных конструкций различной геометрии [7].

В данной работе проведено исследование напряженно-деформированного состояния (НДС) дискрет-
ной модели эллиптического цилиндра на основе метода конечных элементов (МКЭ) и раздела дискретной
математики – теории множеств. В рамках деформационной теории Тимошенко [8, 9, 10, 11] предложен
математический алгоритм расчета дискретной модели цилиндрической конструкции при отсчете угла
поворота нормали от ее деформированного состояния [12], который показал неоспоримые преимущества
в сравнении с общепринятым подходом отсчета угла поворота нормали от ее исходного состояния
[13, 14, 15]. На основе векторной аппроксимации получены аппроксимирующие соотношения между
компонентами вектора перемещения, вектора угла поворота нормали внутренней точки конечного
элемента и компонентами векторов перемещений, векторов угла поворота нормали его узловых точек.
Предложенный алгоритм в сочетании с векторной интерполяцией позволяет учитывать смещения ци-
линдрической оболочки как абсолютно твердого тела, вне зависимости от выбранной системы координат,
что является общепризнанной проблемой МКЭ.

2. Геометрия эллиптического цилиндра. В ходе исследования рассматриваются положения то-
чек, находящиеся на срединной поверхности цилиндра и в произвольном слое на расстоянии 𝜁 до
деформирования цилиндрической оболочки

(
𝑀0, 𝑀0𝜁 ) и после ее деформации

(
𝑀, 𝑀𝜁

)
.

Опишем положение точки𝑀0 формулой

−→
𝑅
𝑜

= 𝑥
−→
𝑖 + 𝑏 · sin(𝑡)−→𝑗 + 𝑐 · cos(𝑡)−→𝑘 , (1)

где 𝑏 , 𝑐 – полуоси эллиптического цилиндра, −→𝑖 , −→𝑗 , −→𝑘 – орты декартовой системы координат, 𝑥 , 𝑡 –
криволинейные координаты.

Дифференцированием (1) по глобальным координатам найдем векторы, касательные к срединной
поверхности цилиндра в точке𝑀0

−→𝑎 𝑜

1 =
−→
𝑅
𝑜

,𝑥 =
−→
𝑖 ,

−→𝑎 𝑜

2 =
−→
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(2)

где 𝑑1 = 0, 𝑑2 = 𝑐 · sin(𝑡), 𝑑3 = 𝑏 · cos(𝑡), 𝑑 =

√︃
𝑑2

1 + 𝑑2
2 + 𝑑2

3 .
Соотношения (2) запишем в матричном виде{−→𝑎 𝑜}

= [𝑟𝑜 ]
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}
;
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Определим в базисе
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Радиус-векторы, которые определяют положения точек𝑀, 𝑀0𝜁 , 𝑀𝜁 , описываются формулами

−→
𝑅 =

−→
𝑅

0
+ −→𝑣 ;

−→
𝑅

0𝜁
=
−→
𝑅

0
+ 𝜁−→𝑎 0

𝑛 ;
−→
𝑅
𝜁

=
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𝑅

0𝜁
+ −→
𝑉 . (5)

Вектор перемещения −→𝑣 представляется в базисе
{−→𝑎 𝑜} (3) следующей записью

−→𝑣 = 𝑣𝑖−→𝑎 0
𝑖 . (6)

Дифференцированием (6) по 𝑥 , 𝑡 , воспользовавшись (4), найдем производные вектора перемещения−→𝑣

−→𝑣 ,𝛼= 𝑞
𝑠
𝛼
−→𝑎 𝑜

𝑠 ; −→𝑣 ,𝛼𝛽= 𝑞
𝑠
𝛼𝛽
−→𝑎 𝑜

𝑠 , (7)

где 𝑞𝑠𝛼 𝑞𝑠
𝛼𝛽

– содержат компоненты −→𝑣 , их первые и вторые производные; 𝛼 и 𝛽 определяют операции
дифференцирования по 𝑥 и 𝑡 .
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При отсчете угла поворота нормали от ее исходного состояния вектор
−→
𝑉 , входящий в (5), задается

соотношением

−→
𝑉 =

−→𝑣 + 𝜁 −→𝛾 , (8)

где −→𝛾 = 𝛾1−→𝑎 0
1 + 𝛾2−→𝑎 0

2 + 𝛾−→𝑎
0
𝑛 – вектор углов поворота нормали.

Предложенный вариант отсчета угла поворота нормали от ее деформированного состояния определяет
вектор

−→
𝑉 согласно следующей формуле:

−→
𝑉 =

−→𝑣 + 𝜁
(−→𝑣 𝑛 × −→𝑎 0

𝑛

)
+ 𝜁

(−→𝛾 × −→𝑎 0
𝑛

)
, (9)

где −→𝑣 𝑛
=
−→𝑎 𝑛 − −→𝑎 0

𝑛 – вектор разности нормалей в деформированном и исходном состояниях.
Определим деформации в произвольном слое оболочки, который находится на расстоянии 𝜁 от

срединной поверхности, воспользовавшись формулами механики сплошной среды [16]

𝜀
𝜁

𝛼𝛽
=

(
g𝛼𝛽 − g

0
𝛼𝛽

)
2

; 𝜀
𝜁

𝛼3 =

(
g𝛼3 − g

0
𝛼3

)
2

, (10)

где g𝛼𝛽 =
−→
g 𝛼 · −→g 𝛽 ; g0

𝛼𝛽
=
−→
g

0
𝛼 · −→g 0

𝛽 ; g𝛼3 =
−→
g 𝛼 · −→g 3; g0

𝛼3 =
−→
g

0
𝛼 · −→g 0

3.

Дифференцированием радиус-векторов по глобальным координатам найдем базисные векторы (10) в
произвольном слое оболочки

−→
g

0
𝛼 =

−→
𝑅

0𝜁
,𝛼 ; −→

g 𝛼 =
−→
𝑅
𝜁

,𝛼 ; −→
g

0
3 =

−→
𝑅

0𝜁
,𝜁 =

−→𝑎 0
𝑛 ; −→

g 3 =
−→
𝑅
𝜁

,𝜁 =
−→𝑎 0

𝑛 + −→
𝑉 ,𝜁 . (11)

3. Элемент дискретизации. Под элементами дискретизации понимаются подмножества, объедине-
ние которых составляет поверхность эллиптического цилиндра. В данной статье рассматриваются четы-
рехугольные объекты дискретизации. Для реализации численного интегрирования четырехугольный
фрагмент отображается на квадрат, между элементами которых устанавливается взаимно-однозначное
соответствие. Элементами данных множеств являются точки интегрирования, в программной реализа-
ции алгоритма использовалось 36 точек интегрирования. Локальная система координат представлена
следующим образом: −1 ≤ 𝜉, 𝜂 ≤ 1.

При использовании векторной аппроксимации в качестве узловых варьируемых параметров ис-
пользуются векторы перемещений узловых точек и векторы углов поворота нормали в локальной и
глобальной системах координат {

−→
𝑈

𝐿

𝑦

}𝑇
1×16

=

{{−→𝑣 𝐿

𝑦

}𝑇
1×12

{−→𝛾 }𝑇
1×4

}
; (12)

{
−→
𝑈

𝐺

𝑦

}𝑇
1×16

=

{{−→𝑣 𝐺

𝑦

}𝑇
1×12

{−→𝛾 }𝑇
1×4

}
, (13)

где {−→𝑣 𝐿

𝑦

}𝑇
1×12

=

{−→𝑣 𝑖−→𝑣 𝑗−→𝑣 𝑘−→𝑣 𝑙−→𝑣 𝑖

,𝜉
−→𝑣 𝑗

,𝜉
−→𝑣 𝑘

,𝜉
−→𝑣 𝑙

,𝜉
−→𝑣 𝑖

,𝜂
−→𝑣 𝑗

,𝜂
−→𝑣 𝑘

,𝜂
−→𝑣 𝑙

,𝜂

}
;

{−→𝑣 𝐺

𝑦

}𝑇
1×12

=

{−→𝑣 𝑖−→𝑣 𝑗−→𝑣 𝑘−→𝑣 𝑙−→𝑣 𝑖

,𝑥
−→𝑣 𝑗

,𝑥
−→𝑣 𝑘

,𝑥
−→𝑣 𝑙

,𝑥
−→𝑣 𝑖

,𝑡
−→𝑣 𝑗

,𝑡
−→𝑣 𝑘

,𝑡
−→𝑣 𝑙

,𝑡

}
;

{−→𝛾 }𝑇
1×4

=

{−→𝛾 𝑖−→𝛾 𝑗−→𝛾 𝑘−→𝛾 𝑙
}
.

Матрица [𝐿𝐺] устанавливает взаимосвязь между узловыми неизвестными (12) и (13){
−→
𝑈

𝐿

𝑦

}
16×1

= [𝐿𝐺]
16×16

{
−→
𝑈

𝐺

𝑦

}
16×1

. (14)

Посредством следующих формул вектор перемещения точки𝑀 выражается через узловые величины
(12), (13)

−→𝑣 = {𝑓 }𝑇
1×12

{−→𝑣 𝐿

𝑦

}
12×1

= {𝑓 }𝑇
1×12

[𝑃𝐾]
12×12

{−→𝑣 𝐺

𝑦

}
12×1

; −→𝛾 = {𝜆}𝑇
1×4

{−→𝛾 𝑦

}
4×1

, (15)
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где {𝑓 }𝑇
1×12

= {𝑓1 𝑓2 . . . 𝑓12} ; {𝜆}𝑇
1×4

= {𝜆1𝜆2𝜆3𝜆4} – функции формы, представляющие собой произведения

полиномов Эрмита третьей степени и билинейные функции локальных координат соответственно; [𝑃𝐾] –
матрица перехода от столбца

{−→𝑣 𝐿

𝑦

}
к столбцу

{−→𝑣 𝐺

𝑦

}
(14).

Используя соотношения (6), (7) и (11), запишем формулы (15) в следующем виде

−→𝑣 = {𝑓 }𝑇
1×12

[𝑃𝐾]
12×12

[−→
𝐵 𝑣

]
12×36

{ℎ𝑣}
36×1

= {𝑓 }𝑇
1×12

[−→
𝐵 𝑣

]
12×36

[𝐾𝑃]
36×36

{ℎ𝑣}
36×1

;

−→𝛾 = {𝜆}𝑇
1×4

[−→
𝐵 𝛾

]
4×8

{
ℎ𝛾

}
8×1

,
(16)

где
[−→
𝐵 𝑣

]
и

[−→
𝐵 𝛾

]
– квазидиагональные матрицы, элементами которых являются векторы локальных

базисов узлов КЭ; [𝐾𝑃] – матрица перехода от столбца
{−→𝑣 𝐺

𝑦

}
к столбцу

{−→𝑣 𝐿

𝑦

}
;

{ℎ𝑣}𝑇
1×36

=

{
𝑣1𝑖𝑣2𝑖𝑣𝑖 . . . 𝑣𝑙𝑞1𝑖

1 𝑞
2𝑖
1 𝑞

𝑖
1 . . . 𝑞

𝑙
1𝑞

1𝑖
2 𝑞

2𝑖
2 𝑞

𝑖
2 . . . 𝑞

𝑙
2

}
;

{
ℎ𝛾

}𝑇
1×8

=

{
𝛾1𝑖𝛾2𝑖𝛾1𝑗𝛾2𝑗𝛾1𝑘𝛾2𝑘𝛾1𝑙𝛾2𝑙

}
.

Выразим векторы базиса узловых точек через векторы базиса внутренней точки КЭ

{−→𝑎 𝑜𝑤}
= [𝑛𝑜𝑤]

{−→𝑎 𝑜}
, (17)

где
{−→𝑎 𝑜𝑤}

=
{−→𝑎 𝑜𝑤

1
−→𝑎 𝑜𝑤

2
−→𝑎 𝑜𝑤

𝑛

}
; верхний индекс𝑤 обозначает узел КЭ 𝑖, 𝑗, 𝑘 или 𝑙 .

Принимая во внимание (6) и (17), формулы (16) перепишем в следующем виде

𝑣1−→𝑎 𝑜

1 + 𝑣2−→𝑎 𝑜

2 + 𝑣−→𝑎
𝑜

𝑛 = {𝑓 }𝑇
1×12

( [
𝐵1
𝑣

]
12×36

−→𝑎 𝑜

1 +
[
𝐵2
𝑣

]
12×36

−→𝑎 𝑜

2 + [𝐵𝑣]
12×36

−→𝑎 𝑜

𝑛

) {
𝐷𝑣𝑦

}
36×1

;

𝛾1−→𝑎 𝑜

1 + 𝛾2−→𝑎 𝑜

2 = {𝜆}𝑇
1×4

( [
𝐵1
𝛾

]
4×8

−→𝑎 𝑜

1 +
[
𝐵2
𝛾

]
4×8

−→𝑎 𝑜

2

) {
𝑁𝛾𝑦

}
8×1

,

(18)

где
{
𝐷𝑣𝑦

}
36×1

= [𝐾𝑃]
36×36

[𝐾𝑣]
36×36

{{
𝑣1
𝑦

}
12×1

{
𝑣2
𝑦

}
12×1

{
𝑣𝑦

}
12×1

}
;
{
𝑁𝛾𝑦

}
8×1

=
[
𝐾𝛾

]
8×8

{{
𝛾1
𝑦

}
4×1

{
𝛾2
𝑦

}
4×1

}
.

Компоненты вектора перемещения и вектора углов поворота нормалей получим из (18), приравняв
коэффициенты при векторах −→𝑎 𝑜

1,
−→𝑎 𝑜

2
−→𝑎 𝑜

𝑛

𝑣1 = {𝑓 }𝑇
[
𝐵1
𝑣

] {
𝐷𝑣𝑦

}
; 𝑣2 = {𝑓 }𝑇

[
𝐵2
𝑣

] {
𝐷𝑣𝑦

}
; 𝑣 = {𝑓 }𝑇 [𝐵𝑣]

{
𝐷𝑣𝑦

}
;

𝛾1 = {𝜆}𝑇
[
𝐵1
𝛾

] {
𝑁𝛾𝑦

}
; 𝛾2 = {𝜆}𝑇

[
𝐵2
𝛾

] {
𝑁𝛾𝑦

}
.

(19)

Анализ формул (19) показывает, что при векторном варианте аппроксимации каждая компонента
вектора перемещения произвольной точки конечного элемента зависит от узловых значений всех трех
компонент и их производных, каждая компонента угла поворота нормали зависит от узловых значений
обеих компонент вектора угла поворота нормали [12].

Матрицажесткостии столбец узловыхусилий записываются согласно стандартнойдляМКЭпроцедуре
в форме метода перемещений [17].

4. Результаты численных расчетов. Решена тестовая задача по определению НДС эллиптического
цилиндра, нагруженного вдоль образующей линейной нагрузкой интенсивности q, с пружинными
опорами (рис.1). Исходные данные: 𝑞 = 5 · 10−3МПа; 𝑏 = 0, 1 м; 𝑐 = 0, 025 ; 𝐸 = 2 · 105 МПа; 𝜈 = 0, 3; h=0,001 м;
L=0,4 м.
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Рис. 1. Расчетная схема эллиптического цилиндра
Fig. 1. Calculation diagram of an elliptical cylinder

Расчеты осуществлялись в двух вариантах: в первом варианте отсчет угла наклона нормали произво-
дился от ее исходного состояния (8), во втором – от ее деформированного состояния (9) на основании
скалярной [17] и векторной форм аппроксимаций (15).

В таблицах 1-4 представлены значения физических кольцевых напряжений на внутренней 𝜎𝐵𝑡𝑡 и
наружной 𝜎𝐻𝑡𝑡 поверхностях цилиндрической оболочки в точках 1 и 2 в зависимости от густоты сетки
дискретизации и величины жесткого смещения эллиптического цилиндра для скалярной и векторной
форм аппроксимаций перемещений при использовании первого и второго вариантов отсчета угла
поворота нормали.

В качестве основных критериев достоверности производимых расчетов были выбраны сходимость
вычислительного процесса и условие равенства численных значений окружных напряжений в точках
1 и 2.

Согласно статическому условию равновесия в точках 1 и 2 должно соблюдаться равенство кольцевых
напряжений, что не выполняется при скалярном варианте аппроксимации как в первом (таблица 1), так
и во втором (таблица 2) вариантах поворота нормали. При векторной интерполяции данное условие
соблюдается при различных вариантах сетки дискретизации и способах отсчета угла наклона нормали.

Таблица 1
Table 1

Значения напряжений 𝜎𝑡𝑡 в зависимости от густоты сетки дискретизации и величины жесткого
смещения 0,1 м (первый вариант расчета)

Voltage values 𝜎𝑡𝑡 depending on sampling grid density and hard displacement
value 0.1 m (first calculation option)

Жесткость пружины 102 Н/м
Величина жесткого смещения 0,1 м

Интерполяция Координаты (x; t) Напряжения, МПа Сетка дискретизации
145x2 193x2 337x2 529x2

Скалярная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 38,42 49,23 120,39 143,03
𝜎н
𝑡𝑡 -39,03 -48,73 -120,47 -143,13

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 183,03 246,33 187,11 175,27

𝜎н
𝑡𝑡 -177,63 -244,77 -186,13 -175,13

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 3,51298 7,24479 9,73310 9,99627

Векторная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 158,37 158,37 158,37 158,37
𝜎н
𝑡𝑡 -158,73 -158,73 -158,73 -158,73

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 158,37 158,37 158,37 158,37

𝜎н
𝑡𝑡 -158,73 -158,73 -158,73 -158,73

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 10 10 10 10

При смещении цилиндрической конструкции на 0,1 и 0,2 м традиционная аппроксимация и в первом
(таблицы 1 и 3) и во втором (таблицы 2 и 4) вариантах расчета не позволяет получить удовлетворительные
результаты. Значения напряжений 𝜎𝑡𝑡 при векторном варианте аппроксимации полей перемещений с
использованием различных сеток дискретизации и смещениях цилиндра на 0,1 и 0,2 м в обоих вариантах
отсчета угла наклона нормали остаются достоверными и неизменными по величине.

Также важно отметить, что при смещении цилиндрической оболочки на 0,2 м в первом варианте
расчета при более редкой сетке дискретизации наблюдается небольшая погрешность, которая устраняется
при увеличении числа конечных элементов, во втором варианте результаты стабильны при различном
числе элементов дискретизации.
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Таблица 2
Table 2

Значения напряжений 𝜎𝑡𝑡 в зависимости от густоты сетки дискретизации и величины жесткого
смещения 0,1 м (второй вариант расчета)

Voltage values 𝜎𝑡𝑡 depending on sampling grid density and hard displacement
value 0.1 m (second calculation option)

Жесткость пружины 102 Н/м
Величина жесткого смещения 0,1 м

Интерполяция Координаты (x; t) Напряжения, МПа Сетка дискретизации
145x2 193x2 337x2 529x2

Скалярная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 108,33 99,84 114,33 126,15
𝜎н
𝑡𝑡 -109,47 -98,37 -115,23 -126,17

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 69,23 733,36 156,72 168,38

𝜎н
𝑡𝑡 -67,17 -79,17 -155,12 -167,73

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 0,74323 1,82233 5,32218 9,44288

Векторная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 158,37 158,37 158,37 158,37
𝜎н
𝑡𝑡 -158,73 -158,73 -158,73 -158,73

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 158,37 158,37 158,37 158,37

𝜎н
𝑡𝑡 -158,73 -158,73 -158,73 -158,73

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 10 10 10 10

Таблица 3
Table 3

Значения напряжений 𝜎𝑡𝑡 в зависимости от густоты сетки дискретизации и величины жесткого
смещения 0,2 м (первый вариант расчета)

Voltage values 𝜎𝑡𝑡 depending on sampling grid density and hard displacement value 0.2 m (first calculation option)

Жесткость пружины 102 Н/м
Величина жесткого смещения 0,2 м

Интерполяция Координаты (x; t) Напряжения, МПа Сетка дискретизации
145x2 193x2 337x2 529x2

Скалярная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 0,37 -33,04 69,13 119,67
𝜎н
𝑡𝑡 -3,97 31,07 -68,49 -119,53

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 217,63 279,11 247,11 193,27

𝜎н
𝑡𝑡 -220,33 -269,15 -245,16 -192,13

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 9,38166 13,1367 19,93754 19,97153

Векторная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 155,53 156,36 157,33 157,84
𝜎н
𝑡𝑡 -154,87 -155,84 -156,93 -157,53

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 155,53 156,36 157,33 157,84

𝜎н
𝑡𝑡 -154,87 -155,84 -156,93 -157,53

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 20 20 20 20

Таблица 4
Table 4

Значения напряжений 𝜎𝑡𝑡 в зависимости от густоты сетки дискретизации и величины жесткого
смещения 0,2 м (второй вариант расчета)

Voltage values 𝜎𝑡𝑡 depending on sampling grid density and hard displacement
value of 0.2 m (second calculation option)

Жесткость пружины 102 Н/м
Величина жесткого смещения 0,2 м

Интерполяция Координаты (x; t) Напряжения, МПа Сетка дискретизации
145x2 193x2 337x2 529x2

Скалярная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 107,37 86,23 91,63 149,53
𝜎н
𝑡𝑡 -107,23 -87,43 -93,29 -149,31

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 49,23 68,27 154,27 163,41

𝜎н
𝑡𝑡 -48,36 -67,36 -152,16 -162,74

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 0,81326 2,55477 10,54611 4,93624

Векторная
Точка (1) 𝜎в

𝑡𝑡 158,37 158,37 158,37 158,37
𝜎н
𝑡𝑡 -158,73 -158,73 -158,73 -158,73

Точка (2) 𝜎в
𝑡𝑡 158,37 158,37 158,37 158,37

𝜎н
𝑡𝑡 -158,73 -158,73 -158,73 -158,73

Вертикальное смещение оболочки, 10−2 м 20 20 20 20

5. Заключение. Анализируя результаты вышеприведенных расчетов, можно сделать вывод, что
разработанный алгоритм может быть использован в инженерной практике для численного анализа НДС
тонких оболочек с учетом деформации поперечного сдвига.
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Данные таблиц 1-4 показывают, что векторная интерполяция позволяет получать достоверные
численные значения напряжений и при значительном вертикальном смещении цилиндрической
оболочки как абсолютно твердого тела, а в сочетании с предложенным вариантом отсчета угла поворота
нормали от ее деформированного состояния при редкой сетке элементов дискретизации.

Традиционная аппроксимация не позволяет получать достоверные значения напряжений в контро-
лируемых точках цилиндрической конструкции при ее смещении как жесткого целого, что является
общепризнанной проблей МКЭ. Предложенный алгоритм позволяет автоматически учитывать смещения
КЭ оболочки как абсолютно твердого тела.
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