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Оригинальное исследование

Критерий однозначной разрешимости спектральной смешанной задачи
для многомерного уравнения Лаврентьева – Бицадзе

Алдашев С. А. ,
(Статья представлена членом редакционной коллегии А. П. Солдатовым)

Институт математики и математического моделирования Министерства образования и науки,
Казахстан, 050010, г. Алматы, ул. Пушкина, 125
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Аннотация. Многомерные гиперболо-эллиптические уравнения описывают важные физические, астрономические
и геометрические процессы. Известно, что колебания упругих мембран в пространстве по принципу Гамильтона
можно моделировать многомерным волновым уравнением. Полагая, что в положении изгиба мембрана находится в
равновесии, из принципа Гамильтона также получаем многомерное уравнение Лапласа. Так, колебания упругих
мембран в пространстве можно моделировать в качестве многомерного уравнения Лавреньтева – Бицадзе. Теория
краевых задач для гиперболо-эллиптических уравнений на плоскости хорошо изучена, а их многомерные ана-
логи интенсивно исследуются. Двумерные спектральные задачи для уравнений гиперболо-эллиптического типа
достаточно хорошо изучены, однако их многомерные аналоги исследованы мало. В данной работе рассматривается
спектральная смешанная задача для многомерного уравнения Лаврентьева – Бицадзе и устанавливается ее критерий
однозначной разрешимости. Найдены собственные значения и соответствующие им собственные функции этой
задачи.
Ключевые слова: критерий, спектральная смешанная задача, собственные значения, собственные функции,
сферические функции
Для цитирования: Алдашев С. А. 2025. Критерий однозначной разрешимости спектральной смешанной за-
дачи для многомерного уравнения Лаврентьева – Бицадзе. Прикладная математика & Физика, 57(1): 5–10. DOI
10.52575/2687-0959-2025-57-1-5-10

Original Research

Criterion for Unique Solvability of the Spectral Mixed Problem
for the Multidimensional Lavrentiev – Bitsadze Equation

Serik A. Aldashev ,
(Article submitted by a member of the editorial board A. P. Soldatov)

Institute of Mathematics and Mathematical Modelling, Ministry of Education and Science,
125 Pushkina St., Almaty 050010, Kazakhstan

aldash51@mail.ru

Abstract.Multidimensional hyperbolic-elliptic equations describe important physical, astronomical, and geometric processes. It
is known that vibrations of elastic membranes in space according to Hamilton’s principle can be modeled by a multidimensional
wave equation. Assuming that the membrane is in equilibrium in the bending position, we also obtain the multidimensional
Laplace equation fromHamilton’s principle. Thus, vibrations of elasticmembranes in space can bemodeled as amultidimensional
Lavrent’ev-Bitsadze equation. The theory of boundary value problems for hyperbolic-elliptic equations on a plane is well-
explored, and their multidimensional analogues are intensively analyzed. Two-dimensional spectral problems for equations of
hyperbolic-elliptic type have been well researched, but their multidimensional analogues have been relatively under-studied.
In this paper, we consider the spectral mixed problem for the multidimensional Lavrent’ev-Bitsadze equation and establish a
criterion for its unique solvability. We also determine the eigenvalues and the corresponding eigenfunctions of this problem.
Keywords: Criterion, Spectral Mixed Problem, Eigenvalues, Eigenfunctions, Spherical Functions
For citation: Aldashev S. A. 2025. Criterion for Unique Solvability of the Spectral Mixed Problem for the Multidimensional
Lavrentiev – Bitsadze Equation. Applied Mathematics & Physics, 57(1): 5–10. (in Russian)
DOI 10.52575/2687-0959-2025-57-1-5-10

1. Введение.Многомерные гиперболо-эллиптические уравнения описывают важные физические,
астрономические и геометрические процессы. Известно, что колебания упругих мембран в пространстве
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моделируются уравнениями в частных производных. Если прогибмембраны считать функцией𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑥 =

(𝑥1, ..., 𝑥𝑚),𝑚 ≥ 2, то по принципу Гамильтона приходим к многомерному гиперболическому уравнению.
Полагая, что в положении изгиба мембрана находится в равновесии, из принципа Гамильтона также

получаем многомерное уравнение Лапласа.
Следовательно, колебания упругих мембран в пространстве можно моделировать в качестве много-

мерного уравнения Лаврентьева – Бицадзе [1, 2].
Теория краевых задач для гиперболо-эллиптических уравнений на плоскости хорошо изучена, а их

многомерные аналоги интенсивно исследуются (см. например, монографии [2, 3] и приведенную в них
библиографию).

Двумерные спектральные задачи для уравнений гиперболо-эллиптического типа изучены в [4, 5, 6, 7,
8, 9], однако, насколько известно автору, их многомерные аналоги мало исследованы [10, 11, 12, 13].

В данной работе рассматривается спектральная смешанная задача для многомерного уравнения
Лаврентьева – Бицадзе и устанавливается ее критерий однозначной разрешимости. Найдены собственные
значения и соответствующие им собственные функции этой задачи.

2. Постановка задачи и результат. Пусть Ω𝛼− конечная область евклидова пространства 𝐸𝑚+1 точек
(𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡), ограниченная при 𝑡 > 0 сферической поверхностью 𝜎 : |𝑥 |2 + 𝑡2 = 1, а при 𝑡 < 0 цилиндром
Γ = {(𝑥, 𝑡) : |𝑥 | = 1} и плоскостью 𝑡 = 𝛼 < 0, где |𝑥 | – длина вектора 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑚) .

Обозначим через Ω+ и Ω−
𝛼 части области Ω𝛼 , лежащие в полупространствах 𝑡 > 0 и 𝑡 < 0, через 𝑆 –

общую часть границ Ω+, Ω−
𝛼 , представляющих собой множество {𝑡 = 0, 0 < |𝑥 | < 1} точек из 𝐸𝑚 .

Пусть, далее, Γ𝛼 есть часть цилиндра Γ, ограничивающая область Ω−
𝛼 .

В области Ω𝛼 рассмотрим многомерное уравнение Лаврентьева – Бицадзе со спектральным действи-
тельным параметром 𝜇:

Δ𝑥𝑢 + (𝑠𝑔𝑛𝑡)𝑢𝑡𝑡 = 𝜇𝑢, (1)

где Δ𝑥 – оператор Лапласа по переменным 𝑥1, ..., 𝑥𝑚 ,𝑚 ≥ 2.
Рассмотрим спектральную смешанную задачу.
Задача 1.Найти решение уравнения (1) в области Ω𝛼 при 𝑡 ≠ 0 из класса𝐶 (Ω𝛼 ) ∩𝐶1 (Ω𝛼 ) ∩𝐶2 (Ω+∪Ω−

𝛼 ),
удовлетворяющее краевому условию

𝑢

���
𝜎
= 0, 𝑢

���
Γ𝛼

= 0. (2)

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат 𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡 к сферическим

𝑟, 𝜃1, ..., 𝜃𝑚−1, 𝑡, 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃1 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃𝑖 ≤ 𝜋, 𝑖 = 2, ..., 𝑚 − 1, 𝜃 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑚−1).

Пусть
{
𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 )

}
− система линейно независимых сферических функций порядка 𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘𝑛,

(𝑚 − 2)!𝑛!𝑘𝑛 = (𝑛 +𝑚 − 3)!(2𝑛 +𝑚 − 2).
Справедлива следующая теорема.
Теорема. Задача 1 однозначно разрешима тогда и только тогда, когда 𝜇 ≠ −𝛾2

𝑠 .
Следствие. Задача 1 имеет собственные значения 𝜇 = −𝛾2

𝑠 и соответствующие им собственные функции.
Здесь 𝛾𝑠− положительные нули функции Бесселя первого рода 𝐽𝑠 (𝑧) целого порядка 𝑠 ≥ 𝑚+1

2 .

3. Доказательство теоремы. Искомое решение задачи 1 в сферических координатах в области Ω+

будем искать в виде

𝑢 (𝑟, 𝜃, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡)𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), (3)

где 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) – функции, подлежащие определению.
Тогда, как показано в [13], функция (3) представляется следующим образом

𝑢𝜇 (𝑟, 𝜃, 𝑡) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 , 𝑠 = 0, 1, ...

∞∑
𝑛=1

𝑘𝑛∑
𝑘=1

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙 𝐽𝑠 (
√︁
−𝜇 (𝑟 2 + 𝑡2)) (𝑟 2 + 𝑡2) 𝑛2 +

(𝑚−3)
4 𝑟 2−𝑚−𝑛

[
𝐹

(
−𝑛

2
+ 3 −𝑚

4
+ 𝑠

2
, −𝑛

2
+ 3 −𝑚

4
− 𝑠

2
,

1
2

;
𝑡2

𝑟 2 + 𝑡2

)
−

−
2Γ

(
1 + 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
− 𝑠

2

)
Γ

(
1 + 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
+ 𝑠

2

)
Γ

(
1
2
+ 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
− 𝑠

2

)
Γ

(
1
2
+ 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
+ 𝑠

2

) 𝑡 (𝑟 2 + 𝑡2)− 1
2

𝐹

(
−𝑛

2
+ 5 −𝑚

4
+ 𝑠

2
, −𝑛

2
+ 5 −𝑚

4
− 𝑠

2
,

3
2

;
𝑡2

𝑟 2 + 𝑡2

)]
𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 . (4)
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При этом она принадлежит классу

𝐶 (Ω̄+) ∩𝐶1 (Ω+ ∪ 𝑆) ∩𝐶2 (Ω+), если 𝑝 ≥ 𝑚 + 1
2

, 𝑙 >
3𝑚
2
,

где 𝐹 (𝛼, 𝛽,𝛾, 𝑧) − гипергеометрическая функция Гаусса, а Γ(𝑧) – гамма-функция.
Из (4) при 𝑡 −→ +0 будет иметь

𝑢𝜇 (𝑟, 𝜃, 0) = 𝜏𝜇 (𝑟, 𝜃 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑛=1

𝑘𝑛∑
𝑘=1

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙𝑟 (1−𝑚)/2 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 )𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .
(5)

𝑢𝜇𝑡 (𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈𝜇 (𝑟, 𝜃 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑛=1

𝑘𝑛∑
𝑘=1

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙𝑟−(3+𝑚)/2 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 )𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .

Таким образом, из (5) следует, что задача 1 сводится к смешанной задаче в области Ω−
𝛼 для гипербо-

лического уравнения
Δ𝑥𝑢 − 𝑢𝑡𝑡 = 𝜇𝑢, (6)

с условием
𝑢
��
𝑆
= 𝜏𝜇 (𝑟, 𝜃 ), 𝑢𝑡

��
𝑆
= 𝜈𝜇 (𝑟, 𝜃 ), 𝑢

��
Γ𝛼

= 0. (7)

Пусть𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝑟
(1−𝑚)

2 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), а𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ), 𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) –коэффициентыразложенияряда (3)функции𝜏𝜇 (𝑟, 𝜃 ), 𝜈𝜇 (𝑟, 𝜃 )
по сферическим функциям

𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜆𝑛 = 𝑛(𝑛 +𝑚 − 2), 𝜆𝑛 =
[(𝑚 − 1) (3 −𝑚) − 4𝜆𝑛]

4
.

Решение задачи (6), (7) будем искать в виде (3). Подставляя (3) в (6), получим

𝑢𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝑢𝑘𝑛𝑡𝑡 +
𝜆𝑛

𝑟 2 𝑢
𝑘
𝑛 − 𝜇𝑢𝑘𝑛 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... . (8)

При этом краевые условия (7) имеют вид

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 0) = 𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .

𝑢𝑘𝑛𝑡 (𝑟, 0) = 𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−1𝑟−1 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .
(9)

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝛼) = 0. (10)

Решение задачи (8) – (10) будем искать в виде

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑙=1

𝑅𝑙 (𝑟 )𝑇𝑙 (𝑡), (11)

при этом пусть

𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =
∞∑︁
𝑙=1

𝑎𝑘
𝑛,𝑙
𝑅𝑙 (𝑟 ), 𝜈𝑘𝜇,𝑛 =

∞∑︁
𝑙=1

𝑏𝑘
𝑛,𝑙
𝑅𝑙 (𝑟 ). (12)

Подставляя (11) в (8) – (10), с учетом (12), получим

𝑅𝑙𝑟𝑟 +
𝜆𝑛

𝑟 2 𝑅𝑙 + (𝛾 − 𝜇)𝑅𝑙 = 0, 0 < 𝑟 < 1, 𝑅𝑠 (1) = 0, |𝑅𝑠 (0) | < ∞. (13)

𝑇𝑙𝑡𝑡 + 𝛾𝑇𝑙 (𝑡) = 0, 𝛼 < 𝑡 < 0, 𝑇𝑙 (0) = 𝑎𝑘𝑒,𝑛, 𝑇𝑙,𝑡 (0) = 𝑏𝑘𝑙,𝑛 . (14)

Ограниченным решением задачи (13) является функция [14]

𝑅𝑙 (𝑟 ) =
√
𝑟 𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝑟 ), 0 < 𝑟 < 1, (15)

𝜈 = 𝑛 + 𝑚−2
2 , 𝜇𝑙,𝑛 – нули функции Бесселя 𝐽𝜈 (𝑧), 𝛾 = 𝜇 + 𝜇2

𝑙,𝑛
.
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Подставляя (15) в (12), получим ряды

𝑟−
1
2 𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =

∞∑︁
𝑙=1

𝑎𝑘
𝑙,𝑛
𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝑟 ), 𝑟−

1
2𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =

∞∑︁
𝑙=1

𝑏𝑘
𝑙,𝑛
𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝑟 ), 0 < 𝑟 < 1,

которые являются рядами Фурье – Бесселя [15], если

𝑎𝑘
𝑙,𝑛

= 2
[
𝐽𝜈+1 (𝜇𝑙,𝑛)

]−2
∫ 1

0

√︁
𝜉𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝜉) 𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉,

𝑏𝑘
𝑙,𝑛

= 2
[
𝐽𝜈+1 (𝜇𝑙,𝑛)

]−2
∫ 1

0

√︁
𝜉𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝜉) 𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉, (16)

где 𝜇𝑙,𝑛 – положительные нули функции Бесселя 𝐽𝜈 (𝑧), расположенные в порядке возрастания их
величины.

Далее, произведя замену 𝑉𝑙 (𝑡) = 𝑇𝑙 (𝑡) − 𝑎𝑘𝑙,𝑛 − 𝑡𝑏
𝑘
𝑙,𝑛
, задачу (14) приведем к следующей задаче:

𝑉𝑙𝑡𝑡 + 𝛾𝑉𝑙 (𝑡) = 𝑔𝑘𝑙,𝑛 (𝑡), 𝑉𝑙 (0) = 0, 𝑉𝑙𝑡 (0) = 0, (17)

𝑔𝑘
𝑙,𝑛
(𝑡) = −𝛾 (𝑎𝑘

𝑙,𝑛
+ 𝑡𝑏𝑘

𝑙,𝑛
). (18)

Задача (17), (18) сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода относительно 𝑉𝑙 (𝑡) [2]

𝑉𝑙 (𝑡) + 𝛾
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝜉)𝑉𝑙 (𝜉)𝑑𝜉 =

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝜉)𝑔𝑘

𝑙,𝑛
(𝜉)𝑑𝜉, (19)

которое имеет решение, и притом единственное.
Следовательно, из (11), (15), (19) следует, что решением задачи (6), (7) в области Ω−

𝛼 является функция

𝑢 (𝑟, 𝜃, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑙=1

√
𝑟

[
𝑎𝑘
𝑙,𝑛

+ 𝑡𝑏𝑘
𝑙,𝑛

+𝑉𝑙 (𝑡)
]
𝐽𝑛+𝑚−2

2
(𝜇𝑙,𝑛𝑟 )𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), (20)

где 𝑎𝑘
𝑙,𝑛
, 𝑏𝑘

𝑙,𝑛
определяются из (16).

Аналогично, как в [16], можно показать, что решение (20) принадлежит классу

𝐶 (Ω̄−
𝛼 ) ∩𝐶1 (Ω−

𝛼 ∪ 𝑆) ∩𝐶2 (Ω−
𝛼 ).

Таким образом, решение задачи 1 записывается в виде (4) и (20), при этом из класса

𝐶 (Ω̄𝛼 ) ∩𝐶1 (Ω𝛼 ) ∩𝐶2 (Ω+ ∪ Ω−
𝛼 ).

При 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 из представления решении (4), (20), а также из формул (9), (16) вытекает, что решение

задачи 1 тривиальное.
Пусть теперь решение задачи 1 𝑢 (𝑟, 𝜃, 𝑡) ≡ 0. Покажем, что 𝜇 ≠ −𝛾2

𝑠 .

Предположим противное, т. е. 𝜇 = −𝛾2
𝑠 . Если 𝜇 = −𝛾2

𝑠 , то из видов решений (4), (20) следует, что задача
1 имеет ненулевые решения. Приходим к противоречию.

Теорема установлена. Ее следствие вытекает из вышеприведенных фактов.
Отметим, что доказанная теорема анонсирована в [17].
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Периодические в среднем решения мультипликативно возмущенной гауссовым
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Аннотация. Рассмотрена задача Коши для линейной неоднородной системы дифференциальных уравнений
первого порядка со случайным гауссовым возмущением и случайной неоднородностью. Построена вспомогательная
детерминированная линейная система дифференциальных уравнений, содержащая обычную и вариационную
производные, с детерминированным начальным условием. Решение детерминированной задачи Коши позволяет
получить формулу математического ожидания решения исходной задачи Коши. Найдены условия существования
периодических в среднем решений системы и явная формула для периодического математического ожидания. Кроме
того, получены условия периодичности второй моментной функции решения и явная формула для периодической
второй моментной функции.
Ключевые слова: системы линейных дифференциальных уравнений, вариационная производная, математическое
ожидание, периодическое в среднем решение, вторая моментная функция
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Abstract. The Cauchy problem for a first-order differential equations linear inhomogeneous system of with a random Gaussian
perturbation and random inhomogeneity considered. Constructed an auxiliary deterministic differential equations linear
system , containing ordinary and variational derivatives, with a deterministic initial condition. The deterministic Cauchy
problem solution allows one to obtain a formula for the solution mathematical expectation to the original Cauchy problem.
We found periodic on the mean system solutions existence conditions and an explicit formula for the periodic mathematical
expectation. A similar technique is used to obtain a deterministic problem that allows finding an explicit formula for the
second moment function solution to the original Cauchy problem. Second moment function solution periodicity conditions
and an explicit formula for the periodic second moment function are also obtained.
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1. Введение. Если коэффициенты линейного дифференциального уравнения и неоднородность явля-
ются детерминированными периодическими функциями, то хорошо известны условия существования
периодического решения уравнения (например, [1, с. 90-98]). Однако, если рассматривать линейное
дифференциальное уравнение со случайными коэффициентами, проблема нахождения периодического
решения становится гораздо труднее. Вопросы существования периодических решений для диффе-
ренциальных уравнений со случайной правой частью были рассмотрены в [2, с. 69-90, 238-244]. При
этом предполагается представление коэффициентов в виде суммы детерминированной функции и
белого шума. В работах [3, 4] получены условия, гарантирующие периодичность математического
ожидания и второй моментной функции решения скалярного линейного дифференциального уравнения
первого порядка со случайным коэффициентом и случайной неоднородностью. В указанных работах
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предполагается, что коэффициент уравнения является гауссовым случайным процессом или имеет рав-
номерное распределение, при этом коэффициент уравнения и неоднородность являются статистически
независимыми.

Определение 1.1. Решение дифференциального уравнения со случайными коэффициентами называется
периодическим в среднем [2, с. 70], если его математическое ожидание является периодической функцией.

В работах [5, 6] приведены условия существования периодического в среднем решения скалярного
линейного уравнения теплопроводности со случайными коэффициентами, коэффициенты уравнения
предполагаются статистическинезависимыми гауссовымипроцессами. В статье [7] рассмотреныусловиях
существования периодического в среднем решения векторного линейного уравнения со случайным
коэффициентом 𝜀 (𝑡) и случайной неоднородностью 𝑓 вида

𝑥 ′ = 𝐴𝑥 + 𝜀 (𝑡)𝑥 + 𝑓 (𝑡),

коэффициент 𝜀 (𝑡) предполагается гауссовым случайным процессом или имеет равномерное распределе-
ние и не зависит от векторного случайного процесса 𝑓 .

2. Постановка задачи. Пусть 𝑇 = [𝑡0,∞] ⊂ R, где R – вещественное множество, 𝑋 – банахово
пространство с нормой ∥ · ∥𝑋 .

Рассмотрим задачу Коши для векторного линейного дифференциального уравнения

𝑥 ′ = 𝜀 (𝑡, 𝜛)𝐴𝑥 + 𝑓 (𝑡, 𝜛), (1)

𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, (2)

где 𝜀 (𝑡, 𝜛) – случайный процесс (при дальнейших записях зависимость от случайного события 𝜛
отражаться не будет), функция 𝑥 : 𝑇 → 𝑋 искомое отображение, 𝐴 – линейный ограниченный оператор,
действующий в 𝑋, 𝑓 : 𝑇 → 𝑋 – векторный случайный процесс, 𝑥0 ∈ 𝑋 – заданный случайный вектор.

Уравнение (1) носит название мультипликативно возмущенное случайным шумом линейное диффе-
ренциальное уравнение.

Будем предполагать, что процессы 𝜀 и 𝑓 являются независимыми и заданы своими характеристиче-
скими функционалами

𝜑𝜀 (𝑢) = 𝐸 [exp(𝑖
∫
𝑇

𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠)],

𝜑 𝑓 (𝑣) = 𝐸 [exp(𝑖
∫
𝑇

< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠) > 𝑑𝑠)],

где < 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>=
𝑛∑
𝑖=1
𝑓𝑖 (𝑠)𝑣𝑖 (𝑠) – скалярное произведение. Символ 𝐸 обозначает математическое ожидание,

вычисляемое по функции распределения случайных процессов 𝜀 (𝑡) и 𝑓 (𝑡) соответственно, функция 𝑢
из пространства суммируемых функций 𝐿1 (𝑇,R), 𝑣 – векторная суммируемая функция из пространства
𝐿1 (𝑇,𝑋 ).

Целью настоящей работы является нахождение условий существования периодических в среднем и
периодических вторых моментных функций решений задачи Коши (1), (2) и получение явных формул
для периодического математического ожидания и второй моментной функции решения задачи (1), (2).

3. Переход к детерминированной задаче. В дальнейшей работе понадобится понятие вариационной
производной [8]. Напомним её определение

Определение 3.1. Если

𝜓 (𝑣 + ℎ) −𝜓 (𝑣) =
∫
R

𝜑 (𝑡, 𝑣)ℎ(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜 (ℎ),

где 𝑜 (ℎ) – бесконечно малая высшего порядка относительно ℎ и интеграл (Лебега) является линейным огра-
ниченным функционалом по переменной ℎ, тогда отображение 𝜑 : R × 𝐿1 (R) → C называется вариационной

производной функционала 𝜓 в точке 𝑣 и обозначается
𝛿𝜓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . Подробно техника дифференцирования

изложена в [8].
Введем в рассмотрение обозначение

𝑤 = exp(𝑖
∫
𝑇

(𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠)+< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>)𝑑𝑠)

и вспомогательное отображение, построенное на его основе𝑤 и отображения 𝑥

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑤] .
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Легко заметить, что
𝑦 (𝑡, 0, 0) = 𝐸 [𝑥 (𝑡)] . (3)

Умножим уравнение (1) и начальное условие (2) на𝑤 и усредним по функциям распределения 𝜀, 𝑓 , 𝑥0.
Получим

𝐸 [𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑤] = 𝐸 [𝜀 (𝑡)𝐴𝑥 (𝑡)𝑤] + 𝐸 [𝑓 (𝑡)𝑤], (4)

𝐸 [𝑥 (𝑡0)𝑤] = 𝐸 [𝑥0𝑤] . (5)

Используем введенное отображение 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) и соотношения

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= 𝐸


𝑑𝑥

𝑑𝑡
exp(𝑖

∫
𝑇

(𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠)+< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>)𝑑𝑠)
 ,

𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) = 𝑖𝐸

𝜀 (𝑡)𝑥 (𝑡) exp(𝑖
∫
𝑇

(𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠)+< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>)𝑑𝑠)
 ,

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) = 𝑖𝐸

𝑓 (𝑡) exp(𝑖
∫
𝑇

< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>𝑑𝑠)
 ,

где 𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢,𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡 ) – частная вариационная производная по переменной 𝑢 [8, с. 14].

С учетом предположения о независимости случайных процессов 𝜀 и 𝑓 равенство (4) можно записать
следующим образом

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖𝜑𝜀 (𝑢)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . (6)

Если считать, что случайный вектор 𝑥0 не зависит от 𝜀 и 𝑓 , то равенство (5) можно переписать в виде

𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥0]𝜑𝜀 (𝑢)𝜑 𝑓 (𝑣). (7)

Таким образом, было формально получено детерминированное дифференциальное уравнение (6)
первого порядка с обычной и вариационной производными и детерминированное начальное условие
для этого уравнения (7).

Решением задачи (6), (7) называется отображение 𝑦 : 𝑇 × 𝐿1 (𝑇,R) × 𝐿1 (𝑇,𝑋 ) → 𝑋, удовлетворяющее
почти всюду уравнению (6) и начальному условию (7).

Задача (6), (7) была получена формально, однако равенство (3) дает возможность сформулировать
следующее определение:

Определение 3.2. Математическим ожиданием 𝐸 [𝑥 (𝑡)] решения задачи (1), (2) называется функция
𝑦 (𝑡, 0, 0), где 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) является решением задачи (6), (7).

4. Оператор𝑈 (𝑠, 𝑡) и его свойства. Рассмотрим функцию переменной 𝜏 𝜒 (𝑠, 𝑡, 𝜏), равную 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜏 − 𝑠),
при 𝜏 , принадлежащем отрезку с концами 𝑡, 𝑠 , и равную нулю в противном случае, 𝐼 – единичный
оператор в пространстве 𝑋 . Заметим, что функция 𝜒 обладает свойством 𝜒 (𝑠, 𝑡1 + 𝑡2) = 𝜒 (𝑠, 𝑡1) + 𝜒 (𝑠, 𝑡2)
при всех 𝑡1, 𝑡2 ∈ R.

Построим операторнозначную функцию на основе заданного функционала [9, 10, 11]. Пусть 𝜑 :
𝐿1 (𝑇,R) → C –аналитический функционал

𝜑 (𝑢) =
∞∑︁
𝑘=0

∫
𝑇

. . .

∫
𝑇

𝑐𝑘 (𝑠1, . . . , 𝑠𝑘 )𝑢 (𝑠1) . . . 𝑢 (𝑠𝑘 )𝑑𝑠1 . . . 𝑑𝑠𝑘 ,

где 𝑐𝑘 – симметричные по любым двум переменным функции. Тогда можно определить матричное
отображение 𝜑 (𝑢𝐼 ), где 𝐼 – единичный оператор, как 𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢)𝐼 .

На множестве аналитических операторных функций зададим оператор 𝑈 (𝑠, 𝑡) по следующему
правилу:

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑 (𝑢𝐼 ) =
∞∑︁
𝑘=0

∫
𝑇

. . .

∫
𝑇

𝑐𝑘 (𝑠1, . . . , 𝑠𝑘 ) (𝑢 (𝑠1)𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝑡)𝐴) . . . (𝑢 (𝑠𝑘 )𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠𝑘 , 𝑡)𝐴)𝑑𝑠1 . . . 𝑑𝑠𝑘 .

Эту сумму будем обозначать 𝜑 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴).
Таким образом,

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴).
Свойства оператора𝑈 (𝑠, 𝑡) подробно изучены в работах [9, 10]. Перечислим его свойства:
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1. 𝑈 (𝑡0, 𝑡0)𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢)𝐼 ,

2. 𝑈 (𝑡, 𝜏)𝑈 (𝜏, 𝑠) = 𝑈 (𝑡, 𝑠),

3. 𝐴𝑈 (𝑡, 𝑠) = 𝑈 (𝑡, 𝑠)𝐴,

4. 𝑈 (𝑡 + 𝜏, 𝑠) = 𝑈 (𝑡, 𝑠)𝑈 (𝑡 + 𝜏, 𝑡),

5. 𝑈 (𝑡, 𝑠) [𝛼𝜑1 (𝑢𝐼 ) + 𝛽𝜑2 (𝑢𝐼 )] = 𝛼𝑈 (𝑡, 𝑠)𝜑1 (𝑢𝐼 ) + 𝛽𝑈 (𝑡, 𝑠)𝜑2 (𝑢𝐼 ), где 𝛼, 𝛽 ∈ C,

6. 𝑈 (𝑡0, 𝑡) = 𝑈 −1 (𝑡, 𝑡0),

7. 𝛿
𝛿𝑢 (𝑡 )𝑈 (𝑡, 𝑠)𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (𝑡, 𝑠) 𝛿𝜑 (𝑢𝐼 )

𝛿𝑢 (𝑡 ) .

Рассмотрим характеристический функционал гауссова случайного процесса 𝜀, он имеет вид [8, с. 206]

𝜓𝜀 (𝑢) = exp ©­«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠− 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2
ª®¬ , (8)

где 𝐸 [𝜀 (𝑠)] – математическое ожидание, 𝑏 (𝑠1, 𝑠2) = 𝐸 [𝜀 (𝑠1)𝜀 (𝑠2)] − 𝐸 [𝜀 (𝑠1)]𝐸 [𝜀 (𝑠2)] – ковариационная
функция случайного процесса 𝜀.

Лемма 4.1. Если 𝜓𝜀 (𝑢) имеет вид (8) и при этом 𝐸 [𝜀 (𝑠)] – 𝜔-периодическая функция, 𝑏 (𝑠1, 𝑠2) – 𝜔-
периодическая функция по обеим переменным, то

1. 𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (0, 𝜔)𝑈 (0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ),

2. 𝑈 (𝑡 + 𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (𝑡, 0)𝑈 (𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑡, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) .

Доказательство.Докажем первое свойство. Отметим, что ковариационная функция𝑏 (𝑠1, 𝑠2) симметрична
по двум своим переменным, применяя теорему Фубини, приходим к следующему результату:

𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (0, 𝑡 + 𝜔)𝐴) = exp ©­«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠𝐼+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴−

− 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐼 + 𝑖
∫
R

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴 + 𝑖
∫
R

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴+

+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+ 1

2

𝑡∫
0

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+ 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+ 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬.

Отметим, что если функция 𝑎(·) – 𝜔-периодическая при любом 𝑡 ∈ R, то справедливо следующее
равенство:

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑎(𝑠)𝑑𝑠 =
𝜔∫

0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠.

С учетом предположения леммы о 𝜔-периодичности 𝐸 [𝜀 (𝑠)] и 𝑏 (𝑠1, 𝑠2) приходим к следующему резуль-
тату:

𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = exp ©­«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠𝐼+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴−

− 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐼 + 𝑖
∫
R

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴 + 𝑖
∫
R

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴+

+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝑡∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +1

2

𝜔∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬ .
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Кабанцова Л. Ю. 15

С другой стороны,

𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )=𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (0, 𝜔)𝐴)=𝑈 (0, 𝜔)𝑈 (0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )=

= exp ©­«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠𝐼+
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴 − 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐼+

+ 𝑖
∫
R

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴 + 𝑖
∫
R

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴+
1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

+ 1
2

𝑡∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝜔∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬ .

Последнее выражение полностью совпадает с выражением, полученным ранее для 𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ). Их
совпадение говорит о справедливости первой формулы леммы. Вторая формула доказывается аналогично.

5. Математическое ожидание решения задачи (1), (2). Формула для математического ожидания и
смешанных моментных функций получена в работе [9, 11] для случая, когда случайный коэффициент 𝜀
задан гауссовым характеристическим функционалом и может быть статистически зависим с случайным
процессом 𝑓 .

По нашему предположению процессы 𝜀 и 𝑓 независимы, тогда справедлива следующая теорема
Теорема 5.1. Если процессы 𝜀 и 𝑓 независимы и 𝜀 – гауссов процесс с характеристическим функционалом

(8), кроме того существуют вариационные производные 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡 ) и 𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼−𝑖 𝜒 (𝑡0,𝑡 )𝐴)

𝛿𝑢 (𝑡 ) , тогда решение задачи (6),
(7) имеет вид

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

= 𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠. (9)

Доказательство. Легко убедиться, что формула (9) удовлетворяет начальному условию (7). Покажем, что
она определяет решение уравнения (6). Для этого найдем 𝜕𝑦 (𝑡,𝑢,𝑣)

𝜕𝑡
от формулы (9)

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

=
𝜕

𝜕𝑡
𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫
𝑡0

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

= −𝑖𝐴𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)
𝛿𝑢 (𝑡) 𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) −𝐴

𝑡∫
𝑡0

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝑢 (𝑡)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠,

и вариационную производную 𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢,𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡 )

𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝑢 (𝑡) 𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖

𝑡∫
𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡) 𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝑢 (𝑡)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

=
𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)

𝛿𝑢 (𝑡) 𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝑢 (𝑡)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Тогда нетрудно увидеть, что

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) .

Следовательно, 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣), определяемая формулой (9), является решением уравнения (6).
Замечание 5.1. С подробным обоснованием теоремы 5.1 можно ознакомиться в статье [9, 11].
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Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, тогда математическое ожидание решения задачи
(1), (2) определяется формулой

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)𝐸 [𝑥0] +
𝑡∫

𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 (10)

или с учетом вида функционала 𝜑𝜀 (𝑢) (8) получаем

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = exp ©­«
𝑡∫

𝑡0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑡0

𝑡∫
𝑡0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡∫

𝑡0

exp


𝑡∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠. (11)

Доказательство. В силу определения 𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝑦 (𝑡, 0, 0). Полагая в равенстве (9) 𝑢 = 0, 𝑣 = 0, так как
𝜑 𝑓 (0) = 1, а 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠 )

���
𝑣=0

= 𝑖𝐸 [𝑓 (𝑠)] [8, с. 30], получаем формулы (10) и (11).

6. Существование периодических решений уравнения (6).
Теорема 6.1. Пусть выполнено условие леммы 4.1, кроме того 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑡 ) есть 𝜔-периодическая функция и
определен оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, тогда

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 (12)

является 𝜔-периодическим решением уравнения (6).
Доказательство. Отметим, что в случае 𝜔-периодичности функции 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) по переменной 𝑡 , всегда
справедливо равенство𝑦 (𝜔,𝑢, 𝑣) = 𝑦 (0, 𝑢, 𝑣). Запишем это равенство для𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣), определяемого формулой
(9), при условии, что 𝑡0 = 0.

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] = 𝑈 (0, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Преобразуем полученное равенство

𝑈 (0, 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] = −𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

По условию теоремы существует оператор (𝑈 (𝜔, 0)−𝐼 )−1, что позволяет из последнего равенства получить
уравнение для нахождения начального условия (7)

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] = −𝑖 (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Подстановим найденное выражение в формулу (9) в случае 𝑡0 = 0

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 − 𝑖

𝑡∫
0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

=−𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1

𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠−

−
𝑡∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠

 =−𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1

𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠+

+
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠

 .
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Кабанцова Л. Ю. 17

Преобразуем второй интеграл с учетом леммы 4.1 и предположения теоремы о 𝜔-периодичности по 𝑡
функции 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑡 )

𝑡∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑡∫
0

𝑈 (𝑠 + 𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 = |𝑠 + 𝜔 = 𝑠1 | =

=

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠1 − 𝜔)
𝑑𝑠1 =

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝑑𝑠1 .

Подставляя полученный результат в формулу для 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) и объединяя интегралы, получаем формулу
(12).

Осталось установить, что 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣), определяемая формулой (12), является 𝜔-периодической функцией
переменной 𝑡 . Вычислим 𝑦 (𝑡 + 𝜔,𝑢, 𝑣)

𝑦 (𝑡 + 𝜔,𝑢, 𝑣) = −𝑖𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+2𝜔∫
𝑡+𝜔

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 = |𝑠1 = 𝑠 − 𝜔 | =

= −𝑖𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠1 + 𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠1 + 𝜔)
𝑑𝑠1 =

= −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (0, 𝜔)
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝑑𝑠1 =

= −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝑑𝑠1 = 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣).

7. Периодические в среднем решения уравнения (1).
Теорема 7.1. Пусть выполнены условия теоремы 6.1, тогда периодическое в среднем решение уравнения

(1) представимо в виде

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (𝑖 𝜒 (0, 𝑠)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠. (13)

Доказательство.В силу теоремы6.1математическое ожидание𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝑦 (𝑡, 0, 0) является𝜔-периодической
функцией. Полагая в формуле (12) 𝑢 = 0 и 𝑣 = 0, и так как 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠 )

���
𝑣=0

= 𝑖𝐸 [𝑓 (𝑠)], получаем формулу (13).
Замечание 7.1. Полученная формула (13) имеет один существенный недостаток, это трудность

вычисления оператора (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1.

Найдем другую форму представления периодического в среднем решения уравнения (1).
Теорема 7.2. Пусть справедливы условия леммы 4.1, существует оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, матема-

тическое ожидание 𝐸 [𝑓 (𝑡)] является 𝜔-периодическим, кроме того выполнено условие 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) ≠ 𝐼 ,
тогда периодическое в среднем решения уравнения (1) задается формулой

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠.

Доказательство. На основании формулы (12) математическое ожидание 𝐸 [𝑥 (𝑡)] имеет вид

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = ©­«−𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠

ª®¬
������ 𝑢 = 0
𝑣 = 0

.

Заметим, что
(𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

��
𝑢=0 = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

��
𝑢=0 .

Основываясь на лемме 4.1, можно утверждать, что операторы (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1 и 𝑈 (𝑠, 0) перестановочны.
Тогда

𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
��
𝑢=0 = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴),
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что и приводит к необходимому результату.
Теорема 7.3. Если справедливы условия теоремы 5.2 и 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) = 𝐼 , тогда для существования

𝜔-периодического математического ожидания решения уравнения (1) необходимо выполнение условия
𝜔∫

0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 0)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 0. (14)

Доказательство. Пусть 𝐸 [𝑥 (𝑡)] 𝜔 – периодическая функция. Тогда справедливо 𝐸 [𝑥 (0)] = 𝐸 [𝑥 (𝜔)] .
Запишем данное равенство, основываясь на формуле (10) в предположении, что 𝑡0 = 𝜔

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴)𝐸 [𝑥0] +
0∫

𝜔

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 0)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 𝐸 [𝑥0] .

Отсюда легко сделать вывод о справедливости теоремы.
Используя вид функционала 𝜑𝜀 (𝑢), напомним, что он определяет характеристический функционал

гауссова случайного процесса 𝜀 (8), мы можем получить уточнённые версии теорем 7.2 и 7.3.
Теорема 7.4. Пусть 𝐸 [𝜀 (𝑠)], 𝐸 [𝑓 (𝑠)] –𝜔-периодические функции по 𝑠 , а 𝑏 (𝑡, 𝑠) –𝜔-периодическая по обоим

переменным. Кроме того, существует оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1 и оператор

−
𝜔∫

0
𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴

2 не имеет собственных значений вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = ©­«exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×
𝑡+𝜔∫
𝑡

exp


𝑡∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠

является 𝜔-периодическим математическим ожиданием решения уравнения (1).
Доказательство. Отметим, что требование отсутствия в спектре оператора

−
𝜔∫

0
𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴

2 собственных значений вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, равносильно выполнению

условия теоремы 7.2 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) ≠ 𝐼 с учетом вида характеристического функционала (8). Убедимся
непосредственно в 𝜔-периодичности 𝐸 [𝑥 (𝑡)] . Выпишем 𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)]

𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)] = ©­«exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×
𝑡+2𝜔∫
𝑡+𝜔

exp

𝑡+𝜔∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡+𝜔∫
𝑠

𝑡+𝜔∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = |𝑠 = 𝜉 + 𝜔 | =

=
©­«exp(−

𝜔∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1 𝑡+𝜔∫
𝑡

exp


𝑡+𝜔∫

𝜉+𝜔

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+

+1
2

𝑡+𝜔∫
𝜉+𝜔

𝑡+𝜔∫
𝜉+𝜔

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2

𝐸 [𝑓 (𝜉 + 𝜔)]𝑑𝜉 =
©­«exp(−

𝜔∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×
𝑡+𝜔∫
𝑡

exp


𝑡∫

𝜉

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝜉

𝑡∫
𝜉

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2

 𝐸 [𝑓 (𝜉)]𝑑𝜉 = 𝐸 [𝑥 (𝑡)] .
Пусть теперь не выполнено условие теоремы 7.4, т. е. спектр оператора −

𝜔∫
0
𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+

+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴

2 содержит хотя бы одно собственное значение вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, тогда справед-

ливо

exp ©­«−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬ = 𝐼 . (15)
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Согласно теореме 7.3, если существует 𝜔-периодическое математическое ожидание 𝐸 [𝑥 (𝑡)], то должно
выполняться условие (14). В нашем случае

𝜔∫
0

exp
−

𝑠∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑠∫
0

𝑠∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 0.

Выясним, существует ли при выполнении условия (15) 𝜔-периодическое математическое ожидание
𝐸 [𝑥 (𝑡)] .

Лемма 7.1. Пусть 𝑓 (𝑡, 𝑠) – 𝜔-периодическая функция по 𝑠 и 𝑡, 𝐴 – линейный ограниченный оператор.

Тогда интеграл
𝑡∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 является 𝜔-периодической функцией по 𝑡 тогда и только тогда, когда выполнено

условие
𝜔∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 = 0 для любого 𝑡 ∈ [0, 𝜔). Кроме того, функция exp(
𝑡∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴) является𝜔-периодической

по 𝑡 тогда и только тогда, когда выполнено условие exp
[
𝜔∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴
]
= 𝐼 для любого 𝑡 ∈ [0, 𝜔).

Доказательство. Справедливость первого утверждения леммы следует из равенства

𝑡+𝜔∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 =
𝑡∫

𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 =
𝑡∫

𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 +
𝜔∫

0

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠.

Второе утверждение показывается аналогично.
Теорема 7.5. Если выполнено условие (15) и 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0, то для существования ненулевого 𝜔- периодиче-

ского в среднем решения уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴) = 𝐼 ,
𝜔∫

0

𝑏 (𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0. (16)

Если условия (16) выполняются, и кроме того выполнено условие при всех 𝑡 ∈ [0, 𝜔)

𝜔∫
0

exp©­«
0∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

0∫
𝑠

0∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +

0∫
𝑠

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 0, (17)

то все решения уравнения (1) являются 𝜔-периодическими в среднем и 𝐸 [𝑥 (𝑡)] имеет вид

𝐸 [𝑥 (𝑡)] =
exp(

𝑡∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2)𝐸 [𝑥0]

 +
+


𝑡∫

0

exp ©­«
𝑡∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠

 . (18)

Доказательство. Пусть 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0. Предположим, что уравнение (1) имеет 𝜔-периодическое в среднем
решение 𝐸 [𝑥 (𝑡)] ≠ 0. Формула (10) для случая 𝑡0 = 0 принимает вид

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = exp(
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2)𝐸 [𝑥0],

а

𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)] = exp(
𝑡+𝜔∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1
2

𝑡+𝜔∫
0

𝑡+𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2)𝐸 [𝑥0] =

= exp(
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝐴+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2
 𝑑𝑠)𝐸 [𝑥 (𝑡)] .
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Учитывая предположение о существовании 𝜔-периодического в среднем решения
𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)], получаем

exp(
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝐴+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2
 𝑑𝑠) = 𝐼 .

Продифференцируем полученное равенство по 𝑡, имеем

exp(
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝐴+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2
 𝑑𝑠)

𝐸 [𝜀 (𝑡 + 𝜔)]𝐴 − 𝐸 [𝜀 (𝑡)]𝐴 +

+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑡 + 𝜔)𝑑𝑠1𝐴
2 −

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑡)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑡 + 𝜔)𝑑𝑠1𝐴
2 − 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑡)𝑑𝑠1𝐴
2 +

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴2+

+1
2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡 + 𝜔, 𝑠)𝑑𝑠𝐴2 − 1
2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴2
 = ∅.

Учитывая предположения о периодичности 𝐸 [𝜀 (𝑠)] и 𝑏 (𝑡, 𝑠), получаем условие
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 = 0, что

эквивалентно требованию
𝜔∫

0
𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 = 0. Тогда очевидно, что

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 0. С учетом этого условие

(15) принимает вид

exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴) = 𝐼 .

Таким образом, условия (16) получены и необходимость доказана.
Покажем достаточность условий (16) для существования 𝜔-периодического в среднем решения урав-

нения (1) в случае 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0. Из равенства (10) легко получить представление (18) для математического
ожидания задачи (1), (2). Из равенств (16) с применением леммы 7.1 можно установить 𝜔-периодичность
первого слагаемого для 𝐸 [𝑥 (𝑡)] в формуле (18), записанного в квадратных скобках. Следовательно, при
𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0 из условий (16) вытекает 𝜔-периодичность математического ожидания 𝐸 [𝑥 (𝑡)] решения
задачи (1), (2).

Осталось доказать вторую часть теоремы для случая 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≠ 0. Для этого достаточно установить,
что выполнение условий (16) и (17) приведет к 𝜔-периодичности второго слагаемого в выражении (18),
записанного в фигурных скобках.

Перепишем функцию, стоящую в фигурных скобках из выражения (18) следующим образом

𝑡∫
0

exp ©­«
0∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

0∫
𝑠

0∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +

0∫
𝑠

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

+1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = exp ©­«

𝑡∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬×

×
𝑡∫

0

exp ©­«
0∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

0∫
𝑠

0∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +

0∫
𝑠

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠.

Тогда из условий (16) и (17) на основании леммы 7.1 делаем вывод о 𝜔-периодичности последнего
выражения.

8. Вторая моментная функция решения уравнения (1). Найдем вторую моментную функцию
решения задачи (1), (2) в тех же предположениях, т. е. будем считать процессы 𝜀 и 𝑓 независимыми и
заданными характеристическими функционалами 𝜑𝜀 (𝑢) и 𝜑 𝑓 (𝑣), а случайный вектор 𝑥0 независимым от
𝜀 и 𝑓 .

Умножим уравнение (1) на 𝑥𝑇 (𝜏)𝑤 и возьмем математическое ожидание полученного равенства

𝐸 [𝑑𝑥 (𝑡)
𝑑𝑡

𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] = 𝐸 [𝜀 (𝑡)𝐴𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] + 𝐸 [𝑓 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] . (19)
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Введем обозначение
𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] .

Тогда уравнение (19) формально можно переписать в виде

𝜕𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣)

𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖
𝛿𝑝𝑦 (𝜏,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . (20)

Умножимначальное условие (2) на 𝑥𝑇 (𝑡0)𝑤 и вычислимматематическое ожидание полученного равенства
с учетом предположения

𝐸 [𝑥 (𝑡0)𝑥𝑇 (𝑡0)𝑤] = 𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ]𝜑𝜀 (𝑢)𝜑 𝑓 (𝑣).
Тогда получаем

𝜁 (𝑡0, 𝑡0, 𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ]𝜑𝜀 (𝑢)𝜑 𝑓 (𝑣). (21)

Определение 8.1. Второй моментной функцией 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] решения задачи Коши (1), (2) называется
𝜁 (𝑡, 𝜏, 0, 0), где 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) – симметричное по переменным 𝑡, 𝜏 решение уравнения (20), удовлетворяющее
условию 𝜁 (𝑡0, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥 (𝑡0)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤], в некоторой окрестности точки 𝑢 = 0, 𝑣 = 0.

Нам необходимо в первую очередь получить начальное условие для уравнения (20). Запишем
уравнение (20) при 𝜏 = 𝑡0

𝜕𝜁 (𝑡, 𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝜁 (𝑡, 𝑡0, 𝑢, 𝑣)

𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖
𝛿𝑝𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . (22)

Задача (22), (21) имеет вид задачи (6), (7). Запишем ее решение по формуле (9)

𝜁 (𝑡, 𝑡0, 𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)
𝛿𝑝𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Так как 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) должна быть симметрична по переменным 𝑡 и 𝜏, то

𝜁 (𝑡0, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)
𝛿𝑝𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Подставим вид 𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣) из формулы (9), получаем начальное условие для уравнения (20)

𝜁 (𝑡0, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠. (23)

Задача (20), (23) имеет вид задачи (6), (7). Выпишем ее решение по формуле (9)

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (𝑡0, 𝑡)
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

−𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)
𝛿𝑝𝑦 (𝜏,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Подставляя в последний интеграл представление для 𝑦 (𝜏,𝑢, 𝑣) из формулы (9), окончательно получаем

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (𝑡0, 𝑡)
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

− 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝑡∫
𝑡0

𝜏∫
𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠. (24)

Заметим, что функция 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣), определяемая формулой (24), симметрична по переменным 𝑡 и 𝜏 .
Замечание 8.1. Все приведенные выше рассуждения по нахождению решения задачи (20), (23)

сделаны в следующих предположениях: характеристический функционал 𝜑𝜀 имеет вариационную
производную

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝜎, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝜉, 𝜏)𝐴)
𝛿𝑢 (𝜉) ,
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кроме того существуют вариационные производные

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) и

𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)

.

Теорема 8.1. В условиях замечания 8.1 формула вида

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] +
𝜏∫

𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡∫

𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0] +
𝑡∫

𝑡0

𝜏∫
𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠

является второй моментной функцией решения задачи (1), (2).
Доказательство. Отметим, что

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠)

����
𝑣=0

= 𝑖𝐸 [𝑓 (𝑠)], а
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)

�����
𝑣=0

= 𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)] .

Подставляя в (24) 𝑢 = 0 и 𝑣 = 0, получаем требуемое равенство.
9. Существование периодического решения уравнения (20).
Теорема 9.1. Пусть справедливы предположения леммы 4.1, существует оператор

(𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, кроме того, 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠 ) является𝜔-периодической функцией и 𝛿2𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠 )𝛿𝑣 (𝑠1 ) является𝜔-периодической
функцией по 𝑠 и 𝑠1, тогда уравнение (20) имеет 𝜔-периодическое симметричное по 𝑡 и 𝜏 решение вида

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
−𝑖

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]−

−
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 . (25)

Доказательство. Запишем решение (24) в предположении, что 𝑡0 = 0

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (0, 𝑡)
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝑡∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠. (26)

Если предположить, что уравнение (20) имеет 𝜔-периодическое по 𝑡 решение, то должно выполняться
условие 𝜁 (𝜔, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝜁 (0, 𝜏,𝑢, 𝑣). Запишем данное равенство, используя представление (26)

𝑈 (0, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (0, 𝜔)
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

− 𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

= 𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠.

Перепишем полученное равенство в виде

𝑈 (0, 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )
𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠

 =

= −𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠.
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Кабанцова Л. Ю. 23

По предположению теоремы существует обратный оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, тогда

𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 = (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (𝜔, 0)×

×
−𝑖

𝜔∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 .
Подставляя полученное выражение в формулу (26), получаем

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (𝜔, 0)
−𝑖

𝜔∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

−
𝜔∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 − 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

−
𝑡∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1×

×
−𝑖

𝜔∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 −

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 + 𝑖

𝑡∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

−
𝑡∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 .
Преобразуем третий и пятый интеграл последней суммы, используя лемму 4.1 и предположение теоремы,
имеем

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 =

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔+𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 = −𝑖

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠1 − 𝜔)
𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠1 =

− 𝑖
𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠1,

а

−
𝑡∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠,0)𝑈 (𝑠1,𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 =−

𝑡∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝜔+𝑠,0)𝑈 (𝑠1,𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

=−
𝑡+𝜔∫
𝜔

𝜏∫
0

𝑈 (𝜎, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝜎−𝜔)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝜎 =−

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝜏∫
0

𝑈 (𝜎, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝜎)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝜎.

Подставляя эти выражения в соотношение для 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) и объединяя интегралы, получаем равенство
(25).

Непосредственными вычислениями нетрудно убедиться в том, что 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣), определяемая формулой
(25), является𝜔-периодическойфункцией переменных 𝑡 и 𝜏 .Для этого достаточно вычислить 𝜁 (𝑡+𝜔, 𝜏,𝑢, 𝑣)
и по аналогии с теоремой 7.1 убедиться в том, что 𝜁 (𝑡 + 𝜔, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣).

Так как вторая моментная функция симметрична по переменным 𝑡 и 𝜏, то получаем периодичность
второй моментной функции по обеим переменным.
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10. Периодическая вторая моментная функция решения уравнения (1).
Теорема 10.1. Пусть выполнены условия теоремы 9.1, тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠


определяет 𝜔-периодическую по 𝑡 и 𝜏 вторую моментную функцию решения уравнения (1).
Доказательство. Доказывается по аналогии с теоремой 8.1.

Теорема 10.2. Если в случае выполнения условия теоремы 10.1 выполнено соотношение
𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) ≠ 𝐼 , тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠

 .
определяет 𝜔-периодическую по 𝑡 и 𝜏 вторую моментную функцию решения уравнения (1).

Используя вид функционала 𝜑𝜀 (𝑢) – характеристического функционала гауссова случайного процесса
𝜀 (8), можно получить уточнение теоремы 10.2.

Теорема 10.3.Пусть 𝐸 [𝜀 (𝑠)], 𝐸 [𝑓 (𝑠)] –𝜔-периодические функции по 𝑠 , а𝑏 (𝑡, 𝑠) –𝜔-периодическая функция
по обеим переменным. Кроме того, существует оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1 и оператор

−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2

не имеет собственных значений вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = ©­«exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑒𝑥𝑝


𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

𝜏∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜎)]𝑑𝜎𝐴+ 1
2

𝜏∫
𝑠

𝜏∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 ×

×𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0] +
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

exp


𝑡∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

𝜏∫
𝑠1

𝐸 [𝜀 (𝜎)]𝑑𝜎𝐴+

+ 1
2

𝜏∫
𝑠1

𝜏∫
𝑠1

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠


является 𝜔-периодической по 𝑡 и 𝜏 второй моментной функцией решения задачи (1), (2).

Замечание 10.1. Используя теоремы 8.2 и 10.3 в случае 𝜏 = 𝑡, можно найти периодическую дисперси-
онную функцию 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝑡)] − (𝐸 [𝑥 (𝑡)])2 и тем самым получить условия существования периодического
в широком смысле [2, с. 70] решения задачи (1), (2).

11. Заключение. В предположении, что коэффициент уравнения (1) 𝜀 (𝑡) является гауссовым случай-
ным процессом и при этом статистически не зависит от векторного случайного процесса 𝑓 , получены
условия существования периодического в среднем решения и периодической второй моментной функ-
ции решения, а также явные формулы периодического математического ожидания и периодической
второй моментной функции. В работе были рассмотрены две ситуации, когда однородное уравнение,
соответствующее уравнению (1), не имеет отличных от нуля 𝜔-периодических в среднем решений и
более сложная ситуация, когда линейное однородное уравнение со случайными коэффициентами имеет
ненулевое периодическое в среднем решение.
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Степенные асимптотики решений двусторонней задачи Коши
для вырождающихся дифференциальных уравнений второго порядка
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Аннотация. Для обыкновенных линейных вырождающихся дифференциальных уравнений второго порядка
получены представления решения двусторонней задачи Коши с условиями в точке вырождения. Приведён алгоритм
построения степенных асимптотик решений. Рассмотрены примеры.
Ключевые слова: вырождающиеся дифференциальные уравнения, двусторонняя задача Коши, степенные асимпто-
тики решений
Для цитирования: Архипов В. П., Глушак А. В. 2025. Степенные асимптотики решений двусторонней задачи
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Abstract. For ordinary linear degenerate differential equations of the second order, representations of the solution of the
two-sided Cauchy problem with conditions at the degeneracy point are obtained. An algorithm for constructing power
asymptotics of solutions is given. Examples are considered.
Keywords: Degenerate Differential Equations, Two-Sided Cauchy Problem, Power Asymptotics of Solutions
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1. Введение.Основные свойства линейных дифференциальных уравнений определяются слагаемыми
со старшей производной. Вырождение их в отдельных точках приводит к серьёзным изменениям
локального характера решений. В настоящей работе исследуется поведение решений обыкновенного
дифференциального уравнения второго порядка

(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) (1)

с действительными достаточно гладкими коэффициентами и такими, что 𝑎(0) = 0, 𝑎(𝑡) ≠ 0 при 𝑡 ≠ 0,
𝑏 (0) ≠ 0.

Изучение уравнений с обращающимся в ноль коэффициентом при старшей производной проводилось
широким кругом исследователей. К ним относятся, в частности, уравнения Эйлера, Бесселя и ряд других.
К таким уравнениям приводит рассмотрение уравнений в частных производных переменного типа
(см. обзорную работу [1]), а также изучение нелинейных [2] и бисингулярных задач [3]. Двухточечные
краевые задачи для уравнения (1) исследованы в [4, 5, 6, 7]. Вырождающимся дифференциальным
уравнениям в банаховом пространстве посвящены работы [8, 9]. Наряду с нахождением точных ре-
шений, важное значение в теории дифференциальных уравнений имеют также методы построения
приближённых решений, в том числе и асимптотические методы (см., например, [10]).
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Вопросы существования решений уравнения (1) при определённых условиях и их применение
к нелинейным уравнениям исследовалось в [2]. Результаты по асимптотическим представлениям
решений уравнения (1) были получены в [11] и развиты в [12, 13]. В статье [14] построены двусторонние
асимптотические разложения решений, а в [15, 16] были получены первые асимптотики решений
односторонней задачи Коши вблизи точки вырождения. Двусторонняя задача Коши рассматривалась в
[2] и [17], где былипостроеныпервые асимптотики её решений.Настоящая работа является продолжением
исследований, проведённых авторами в [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17], а полученные в указанных статьях
результаты позволяют предложить несложный алгоритм построения степенных асимптотик решений в
окрестности точки вырождения.

2. Существование решений задачи Коши и асимптотика решений. Рассмотрим дифференциаль-
ное уравнение второго порядка (1) с вырождающимся старшим коэффициентом в точке 𝑡 = 0 и гладкими
действительными коэффициентами. Поскольку нами исследуется локальная разрешимость и асимп-
тотика решений вблизи точки вырождения, то будем рассматривать это уравнение на отрезке [−𝛿, 𝛿]
при некотором 𝛿 > 0. Двусторонней задачей Коши будем называть задачу нахождения непрерывного на
[−𝛿, 𝛿] решения уравнения (1), удовлетворяющего условию

lim
𝑡→0±

𝑢 (𝑡) = 𝑢0. (2)

Задача (1), (2) подробно исследовалась в статье [17], в которой доказана её разрешимость и построены
первые асимптотики решений. Приведем здесь соответствующие результаты в необходимой для нас
форме.

Условие 1. Коэффициенты уравнения (1) и правая часть 𝑓 (𝑡) — действительные бесконечно диффе-
ренцируемые в окрестности точки 𝑡 = 0 функции, причём 𝑎(0) = 0, 𝑎(𝑡) ≠ 0 при 𝑡 ≠ 0 и 𝑏 (0) = 𝑏0 ≠ 0.

Для некоторого 𝛿 > 0 на отрезке [−𝛿, 𝛿] определим функции:

𝑑 (𝑡) =
√︁
𝑏2 (𝑡) − 4𝑎(𝑡)𝑐 (𝑡),

𝑠 (𝑡) =
𝑡∫

0

ℎ(𝜏) 𝑑𝜏, ℎ(𝑡) = 1
4𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)

(
𝑑 ′ (𝑡)
𝑑 (𝑡)

)2
− 2

(
𝑎(𝑡)𝑑 ′ (𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
− 2𝑏′ (𝑡)

)
. (3)

Если выполнено условие 1, то всегда можно выбрать достаточно малое 𝛿 > 0 так, чтобы на [−𝛿, 𝛿]
выполнялось следующее условие.

Условие 2. Существует такое 𝛿 > 0, что на отрезке 𝑡 ∈ [−𝛿, 𝛿] справедливы неравенства

𝑑 (𝑡) =
√︁
𝑏2 (𝑡) − 4𝑎(𝑡)𝑐 (𝑡) > |𝑏0 |

2
, 𝑏 (𝑡) ≠ 0,

𝛿∫
−𝛿

|ℎ(𝑡) | 𝑑𝑡 < 1
2
.

Решения задачи (1), (2) существенно зависят от распределения знаков коэффициентов 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡)
на отрезке [−𝛿, 𝛿]. Этот факт подробнее сформулируем в виде нижеследующих теорем, доказательство
которых приводится в [17]. В этой же статье приведено и представление в виде абсолютно сходящихся
асимптотических рядов используемых в следующей теореме функций𝑤1 (𝑡),𝑤2 (𝑡), 𝑢+2 (𝑡), 𝑢−2 (𝑡).

Теорема 1. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнены условия 1, 2 и 𝑎(𝑡) > 0 при
𝑡 ∈ [−𝛿, 0)⋃(0, 𝛿]. Тогда существует однопараметрическое семейство решений 𝑢 (𝑡,𝐶) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] этого
уравнения, каждая функция которого удовлетворяет условию (2). Для 𝑏0 < 0 это семейство имеет вид

𝑢 (𝑡,𝐶) = 𝑤1 (𝑡) +𝐶𝑢+2 (𝑡), (4)

где 𝑤1 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿], 𝐶 — произвольная постоянная, 𝑢+2 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝛿] — продолженное на [−𝛿, 0) нулём
решение однородного уравнения (1) такое, что (𝑢+2 ) (𝑘 ) (0) = 0 для любых 𝑘 ∈ N0, и при этом

lim
𝑡→0±

𝑤1 (𝑡) = 𝑢0, 𝑢′ (0,𝐶) = 1
𝑏0

(𝑓 (0) − 𝑐 (0)𝑢0).

А для 𝑏0 > 0 это семейство имеет вид

𝑢 (𝑡,𝐶) = 𝑤2 (𝑡) +𝐶𝑢−2 (𝑡), (5)

где 𝑤2 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿], 𝐶 — произвольная постоянная, 𝑢−2 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 0] — продолженное на (0, 𝛿] нулём
решение однородного уравнения (1) такое, что (𝑢−2 ) (𝑘 ) (0) = 0 для любых 𝑘 ∈ N0, и при этом

lim
𝑡→0±

𝑤2 (𝑡) = 𝑢0, 𝑢′ (0,𝐶) = 1
𝑏0

(𝑓 (0) − 𝑐 (0)𝑢0).
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Отметим, что при выполнении условий теоремы 1 имеет место равенство 𝑎′ (0) = 0, а в следующей
теореме 2 это равенство, вообще говоря, не выполнено.

Теорема 2. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнены условия 1, 2 и 𝑡𝑎(𝑡) < 0
при 𝑡 ∈ [−𝛿, 0)⋃(0, 𝛿]. Тогда при 𝑏0 < 0 существует единственное непрерывное решение 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿]
этого уравнения, удовлетворяющее условию (2), и при этом

𝑢′ (0) = 1
𝑏0 + 𝑎′ (0)

(𝑓 (0) − 𝑐 (0)𝑢0).

Если 𝑏0 > 0, то существует двухпараметрическое семейство

𝑢 (𝑡,𝐶−,𝐶+) ∈ 𝐶𝑘0 [−𝛿, 𝛿], 𝑘0 = max{𝑘 ∈ N : 𝑏0 + 𝑘𝑎′ (0) > 0},

решений уравнения (1), каждая функция которого удовлетворяет условию (2). Это семейство имеет вид

𝑢 (𝑡,𝐶−,𝐶+) = 𝑤3 (𝑡) +𝐶−𝑢−2 (𝑡) +𝐶+�̃�+2 (𝑡), (6)

где 𝐶−,𝐶+ — произвольные постоянные,

𝑤3 (𝑡) ∈ 𝐶𝑘0 [−𝛿, 𝛿], lim
𝑡→0±

𝑤3 (𝑡) = 𝑢0,

𝑢−2 (𝑡) ∈ 𝐶𝑘0 [−𝛿, 0] —продолженное на (0, 𝛿] нулём решение однородного уравнения (1)такое, что (𝑢−2 ) (𝑘 ) (0) = 0
для любых 𝑘 ≤ 𝑘0, �̃�+2 (𝑡) ∈ 𝐶𝑘0 [0, 𝛿] — продолженное на [−𝛿, 0) нулём решение однородного уравнения (1) такое,
что (�̃�+2 ) (𝑘 ) (0) = 0 для любых 𝑘 ≤ 𝑘0.

Замечание 1. Если в условиях теоремы 2 𝑎′ (0) = 0, то полагаем 𝑘0 = +∞. Кроме того, используе-
мые в этой теореме представления в виде абсолютно сходящихся асимптотических рядов функций
𝑢 (𝑡),𝑤3 (𝑡), �̃�+2 (𝑡), 𝑢−2 (𝑡) также приведены в [17].

Отметим, что первые асимптотики решений в [15], [16], [17] построены в предположении степенного
порядка вырождения коэффициента 𝑎(𝑡) и постоянства 𝑏 (𝑡) = 𝑏0. Результатами этих работ и обусловлено
следующее условие.

Условие 3. Коэффициенты уравнения (1) и его правая часть 𝑓 (𝑡) — действительные бесконечно
дифференцируемые при 𝑡 ∈ [−𝛿, 𝛿] функции, причём 𝑎(𝑡) = (−𝑡)𝑚+1𝑎0 (𝑡), 𝑚 ∈ N, 𝑎0 (𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [−𝛿, 𝛿]
и 𝑏 (𝑡) = 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0.

Укажем, что в силу условия 3 при 𝑡 → 0 справедливы следующие асимптотические представления,
определяемых равенством (3) функций:

𝑎(𝑡) = 𝑡𝑚+1𝑂 (1), 𝑑 (𝑡) = |𝑏 |
(
1 + 𝑡𝑚+1𝑂 (1)

)
, ℎ(𝑡) = 𝑡2𝑚𝑂 (1), 𝑠 (𝑡) = 𝑡2𝑚+1𝑂 (1).

Покажем далее, что при выполнении условия 3 можно установить первые асимптотики главных
членов решений в теоремах 1 и 2. Результат сформулируем в виде следующих двух теорем, в которых
будут использованы функции

Φ0 (𝑡) = 1 + 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡) + 𝑎(𝑡)

𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
, Ψ0 (𝑡) = 1 − 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑑 (𝑡) − 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
. (7)

Теорема 3. Пусть выполнены условие 2 и условие 3 при 𝑚 = 2𝑛 − 1, 𝑛 ∈ N. Тогда существует
однопараметрическое семейство решений 𝑢 (𝑡,𝐶) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] уравнения (1), каждая функция которого
удовлетворяет условию (2). При 𝑏 < 0 функции этого семейства могут быть записаны в виде (4), где 𝐶 —
произвольная постоянная,

𝑤1 (𝑡) =


𝑢0

√︄
|𝑏 |
𝑑 (𝑡)Φ0 (𝑡) exp ©­«

0∫
𝑡

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + 𝑢−★ (𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [−𝛿, 0],

𝑢0

√︄
|𝑏 |
𝑑 (𝑡)Φ0 (𝑡) exp ©­«−

𝑡∫
0

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + 𝑢+∗ (𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [0, 𝛿],

𝑢−★ (𝑡) = Φ0 (𝑡)
0∫

𝑡

Ψ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏−
−Ψ0 (𝑡)

0∫
𝑡

Φ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏 + 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1),
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𝑢+∗ (𝑡) = −Φ0 (𝑡)
𝑡∫

0

Ψ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏−
−Ψ0 (𝑡)

𝛿∫
𝑡

Φ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏 + 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1). (8)

При 𝑏 > 0 функции этого семейства могут быть записаны в виде (5), где 𝐶 — произвольная постоянная,

𝑤2 (𝑡) =


𝑢0

√︄
𝑏

𝑑 (𝑡)Ψ0 (𝑡) exp ©­«
0∫

𝑡

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + 𝑢−∗ (𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [−𝛿, 0],

𝑢0

√︄
𝑏

𝑑 (𝑡)Ψ0 (𝑡) exp ©­«−
𝑡∫

0

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + 𝑢+★(𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [0, 𝛿],

𝑢+★(𝑡) = −Φ0 (𝑡)
𝑡∫

0

Ψ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏+
+Ψ0 (𝑡)

𝑡∫
0

Φ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏 + 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1),

𝑢−∗ (𝑡) = −Ψ0 (𝑡)
0∫

𝑡

Φ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏−
−Φ0 (𝑡)

𝑡∫
−𝛿

Ψ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏 + 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1). (9)

Теорема 4. Пусть выполнены условие 2 и условие 3 при𝑚 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N. Тогда при 𝑏 < 0 существует
единственное ограниченное решение 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] уравнения (1), удовлетворяющее условию (2) и оно
имеет вид

𝑢 (𝑡) =


𝑢0

√︄
|𝑏 |
𝑑 (𝑡)Φ0 (𝑡) exp ©­«

0∫
𝑡

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + 𝑢−★ (𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [−𝛿, 0],

𝑢0

√︄
|𝑏 |
𝑑 (𝑡)Φ0 (𝑡) exp ©­«−

𝑡∫
0

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + �̃�+★(𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [0, 𝛿],

где функция 𝑢−★ (𝑡) определена в (8),

�̃�+★(𝑡) = −Φ0 (𝑡)
𝑡∫

0

Ψ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏+
+Ψ0 (𝑡)

𝑡∫
0

Φ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏 + 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1).

(10)

При 𝑏 > 0 существует двухпараметрическое семейство решений 𝑢 (𝑡,𝐶−,𝐶+) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] уравнения (1),
каждая функция которого удовлетворяет условию (2). Функции этого семейства могут быть записаны в
виде (6), где 𝐶−,𝐶+ — произвольные постоянные,

𝑤3 (𝑡) =


𝑢0

√︄
𝑏

𝑑 (𝑡)Ψ0 (𝑡) exp ©­«−
𝑡∫

0

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + 𝑢−∗ (𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [−𝛿, 0],

𝑢0

√︄
𝑏

𝑑 (𝑡)Ψ0 (𝑡) exp ©­«−
𝑡∫

0

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ + �̃�+★(𝑡) + 𝑡4𝑚+2𝑂 (1), 𝑡 ∈ [0, 𝛿],

(11)
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�̃�+∗ (𝑡) = −Φ0 (𝑡)
𝛿∫

𝑡

Ψ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏 + 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏+
+Ψ0 (𝑡)

𝑡∫
0

Φ0 (𝜏) 𝑓 (𝜏)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏 − 𝑑 (𝜉)
2𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏 + 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1),

а функция 𝑢−∗ (𝑡), определена в формуле (9).
3. Построение степенных асимптотик фундаментальной системы решений однородного

уравнения. Теоремы 1–4 и формулы (7)–(11) уже позволяют получать степенные асимптотики реше-
ний, так как в функции Φ0 (𝑡),Ψ0 (𝑡) входят только известные функции и достаточно использовать их
разложение в точке 𝑡 = 0 по формуле Тейлора. Однако эти же формулы и результаты работ [15, 16, 17], в
которых установлено существование хотя бы одного бесконечно дифференцируемого в нуле решения
двусторонней задачи Коши (1), (2), позволяют найти простой алгоритм прямого построения степенного
представления решений с любой заданной точностью.

Поставим задачу определения фундаментальной системы решений уравнения (1). В дальнейшем нам
потребуется установить преобразование, связывающее следующие дифференциальные выражения с
переменными коэффициентами

𝐿(𝑢 (𝑡)) = (𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑢′ (𝑡), 𝐿∗ (𝑢 (𝑡)) = (𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ − (𝑏 (𝑡)𝑢 (𝑡))′ .

Введём в рассмотрение функцию

𝑞(𝑡) =


exp ©­«−

𝑡∫
−𝛿

𝑏 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬ при 𝑡 ∈ [−𝛿, 0),

exp ©­«
𝛿∫

𝑡

𝑏 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎(𝜉)

ª®¬ при 𝑡 ∈ (0, 𝛿] .

(12)

Следует отметить, что в зависимости от соотношения знаков коэффициентов 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡) справа и слева
от точки вырождения 𝑡 = 0, в точке 𝑡 = 0 функция 𝑞(𝑡) имеет ноль или бесконечность произвольного
порядка. Функция 𝑞(𝑡) была использована в [17] при рассмотрении весовой задачи Коши.

Лемма 1. Пусть 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡) ∈ 𝐶1 [−𝛿, 𝛿] и 𝑎(𝑡) ≠ 0 при 𝑡 ≠ 0. Тогда для любой функции 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶2 [−𝛿, 𝛿] при
𝑡 ≠ 0 справедливо равенство

𝐿(𝑞(𝑡)𝑣 (𝑡)) = 𝑞(𝑡)𝐿∗ (𝑣 (𝑡)) .

Доказательство. Действительно, элементарная проверка показывает, что

𝐿(𝑞(𝑡)𝑣 (𝑡)) = (𝑎(𝑡) (𝑞(𝑡)𝑣 (𝑡)′))′ + 𝑏 (𝑡) (𝑞(𝑡)𝑣 (𝑡))′ =

= (𝑎(𝑡) (𝑞′ (𝑡)𝑣 (𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑣 ′ (𝑡)))′ + 𝑏 (𝑡) (𝑞′ (𝑡)𝑣 (𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑣 ′ (𝑡)) =

= (𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡)𝑣 (𝑡))′ + 𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡)𝑣 ′ (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑞′ (𝑡)𝑣 (𝑡) + 𝑞(𝑡) (𝑎(𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑞(𝑡)𝑣 ′ (𝑡) =

= ((𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑞′ (𝑡))𝑣 (𝑡) + 2𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡)𝑣 ′ (𝑡) + 𝑞(𝑡) ((𝑎(𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡)) =

= ((𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑞′ (𝑡))𝑣 (𝑡) + 2(𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑞(𝑡))𝑣 ′ (𝑡) + 𝑞(𝑡) ((𝑎(𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′ − 𝑏 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡)) =

= (𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑞(𝑡))′𝑣 (𝑡) + 2(𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑞(𝑡))𝑣 ′ (𝑡) + 𝑞(𝑡)𝐿∗ (𝑣 (𝑡)) = 𝑞(𝑡)𝐿∗ (𝑣 (𝑡)),

поскольку, учитывая определение (12) функции 𝑞(𝑡), легко проверить, что при 𝑡 ≠ 0 справедливо
равенство 𝑎(𝑡)𝑞′ (𝑡) + 𝑏𝑞(𝑡) = 0. Лемма доказана.

При 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0 в окрестности точки 𝑡 = 0 рассмотрим соответствующее уравнению (1) однородное
уравнение с бесконечно гладкими коэффициентами

(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏𝑢′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑢 (𝑡) = 0, (13)

для которого выполнены условия 1–3 и, следовательно, для любого сколь угодно большого 𝑁 ∈ N его
коэффициенты могут быть представлены в виде

𝑎(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑗=𝑚

𝑎 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑁+1𝑂 (1), 𝑎𝑚 ≠ 0, 𝑚 − 1 ∈ N, 𝑐 (𝑡) =

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑁+1𝑂 (1). (14)
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Перейдём к построению асимптотик при 𝑡 → 0± для фундаментальной системы решений уравнения
(13). Как следует из теорем 1, 2, при любых соотношениях знаков коэффициентов уравнения в окрестности
точки 𝑡 = 0 и 𝑘 ∈ N, существует хотя бы одно бесконечно гладкое решение уравнения (13) с асимптотикой
вида

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) (15)

и подлежащими определению коэффициентами 𝑢 𝑗 .
Первое решение для фундаментальной системы решений будем искать именно в таком виде,

выбирая 𝑢0 = 1. Подставив в уравнение (13) асимптотические разложения (14), (15) для решения и для
коэффициентов уравнения и, приравняв коэффициенты при 𝑡𝑛 нулю, получим рекуррентные формулы
для вычисления всех коэффициентов 𝑢𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 .

Если доопределить коэффициенты 𝑎 𝑗 = 0 при 𝑗 ≤ 𝑚 − 1, то асимптотические представления
коэффициентов (14) можно записать в виде

𝑎(𝑡) =
𝑘+1∑︁
𝑗=𝑚

𝑎 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1) =

𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝑎 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1), 𝑐 (𝑡) =

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (16)

при этом решение уравнения (13) запишем в виде

𝑢 (𝑡) =
𝑘+2∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+3𝑂 (1). (17)

Чтобы подставить разложения (16), (17) в уравнение (13), проведём следующие предварительные
вычисления:

𝑢′ (𝑡) =
𝑘+2∑︁
𝑗=1

𝑗𝑢 𝑗𝑡
𝑗−1 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1), 𝑏𝑢′ (𝑡) = 𝑏

𝑘+1∑︁
𝑛=0

(𝑛 + 1)𝑢𝑛+1𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1). (18)

В дальнейшем зависящие от 𝑢𝑛 коэффициенты будем обозначать греческими буквами.

𝑐 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑡
𝑗

(
𝑘+1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑡
𝑖

)
+ 𝑡𝑘+1𝑂 (1) =

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛾𝑛𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), где 𝛾𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖 , (19)

(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ =
((
𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝑎 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1)

) (
𝑘+1∑︁
𝑛=0

(𝑛 + 1)𝑢𝑛+1𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1)

)) ′
=

=

((
𝑘+1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑡
𝑖

) (
𝑘+1∑︁
𝑗=0

( 𝑗 + 1)𝑢 𝑗+1𝑡
𝑗

)
+ 𝑡𝑘+2𝑂 (1)

) ′
=

(
𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝛼 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1)

) ′
=

=

𝑘+1∑︁
𝑗=𝑚

𝑗𝛼 𝑗𝑡
𝑗−1 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) =

𝑘∑︁
𝑛=𝑚−1

(𝑛 + 1)𝛼𝑛+1𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (20)

где 𝛼 𝑗 = 0 при 𝑗 ≤ 𝑚 − 1, а при остальных

𝛼 𝑗 =

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 ( 𝑗 − 𝑖 + 1)𝑢 𝑗−𝑖+1 =

𝑗∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 ( 𝑗 − 𝑖 + 1)𝑢 𝑗−𝑖+1.

После подстановки разложений (16)–(20) в уравнение (13) получим

𝐿(𝑢 (𝑡)) + 𝑐 (𝑡)𝑢 (𝑡) = (𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏𝑢′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁

𝑛=𝑚−1
(𝑛 + 1)𝛼𝑛+1𝑡

𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1)+

+𝑏
𝑘+1∑︁
𝑛=0

(𝑛 + 1)𝑢𝑛+1𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1) +

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛾𝑛𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) =

=

𝑘∑︁
𝑛=𝑚−1

(𝑛 + 1)𝛼𝑛+1𝑡
𝑛 + +

𝑘∑︁
𝑛=0

(𝑏 (𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 + 𝛾𝑛) 𝑡𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) = 0. (21)

Приведя в уравнении (21) подобные и приравняв коэффициенты при 𝑡𝑛 нулю, считая 𝑢0 = 1, получим
рекуррентные формулы для вычисления коэффициентов 𝑢𝑛 .
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Если 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 2, то 𝑏 (𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 + 𝛾𝑛 = 0 и тогда

𝑢𝑛+1 = − 𝛾𝑛

𝑏 (𝑛 + 1) = − 1
𝑏 (𝑛 + 1)

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖 . (22)

Если𝑚 − 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 , то 𝑏 (𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 + (𝑛 + 1)𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛 = 0 и тогда

𝑢𝑛+1 = − (𝑛 + 1)𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛
𝑏 (𝑛 + 1) =

−1
𝑏 (𝑛 + 1)

(
(𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)𝑢𝑛−𝑖+2 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖

)
. (23)

Отметим, что в отличие от предыдущих значений, значение 𝑢𝑘+1, вычисленное по формуле (23), не
может рассматриваться как точное, а функция

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗

с коэффициентами, вычисленными по формулам (22), (23), даёт решение уравнения (13) с точностью до
𝑡𝑘+1𝑂 (1) при 𝑡 → 0±.

При 𝑡 ≠ 0 второе решение𝑤 (𝑡), линейно независимое с первым, будем искать в виде

𝑤 (𝑡) = 𝑞(𝑡)𝑣 (𝑡) = 𝑞(𝑡)
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑣 𝑗𝑡
𝑗 ,

где функция 𝑞(𝑡) определена в (12), а 𝑣0 = 1.
Подставляя𝑤 (𝑡) в уравнение (13) и учитывая лемму 1, получим уравнение

𝐿(𝑤 (𝑡)) + 𝑐 (𝑡)𝑤 (𝑡) = 𝐿(𝑞(𝑡)𝑤 (𝑡)) + 𝑐 (𝑡)𝑞(𝑡)𝑤 (𝑡) = 𝑞(𝑡) (𝐿∗ (𝑣 (𝑡)) + 𝑐 (𝑡)𝑣 (𝑡)) = 0

и, следовательно, функция 𝑣 (𝑡) может быть выбрана из равенства 𝐿∗ (𝑣 (𝑡)) + 𝑐 (𝑡)𝑣 (𝑡) = 0. Коэффициенты
𝑣𝑘 могут быть рассчитаны по формулам (22), (23) с заменой в них коэффициента 𝑏 на −𝑏. Таким образом,
нами доказана следующая теорема.

Теорема 5. Пусть коэффициенты 𝑎(𝑡), 𝑐 (𝑡) уравнения (13) удовлетворяют условию 1, причем для 𝑗 ≤
𝑚 − 1 ∈ N производные 𝑎 ( 𝑗 ) (0) = 0, 𝑎 (𝑚) (0) ≠ 0, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0. Тогда образующие фундаментальную систему
решений этого уравнения функции 𝑢 (𝑡) и𝑤 (𝑡) для любого 𝑘 ∈ N при 𝑡 → 0± допускают асимптотические
представления вида

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), 𝑤 (𝑡) = 𝑞(𝑡)
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑣 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (24)

и коэффициенты 𝑢 𝑗 , 𝑣 𝑗 этих разложений вычисляются по рекуррентным формулам

𝑢0 = 1, 𝑢𝑛+1 = − 1
𝑏 (𝑛 + 1)

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 2,

𝑢𝑛+1 = − 1
𝑏 (𝑛 + 1)

(
(𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)𝑢𝑛−𝑖+2 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖

)
, 𝑚 − 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘, (25)

𝑣0 = 1, 𝑣𝑛+1 =
1

𝑏 (𝑛 + 1)

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑣𝑛−𝑖 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 2,

𝑣𝑛+1 =
1

𝑏 (𝑛 + 1)

(
(𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)𝑣𝑛−𝑖+2 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑣𝑛−𝑖

)
, 𝑚 − 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘, (26)

где 𝑎𝑖 , 𝑐𝑖 — коэффициенты разложения функций 𝑎(𝑡), 𝑐 (𝑡) по формуле Тейлора в точке 𝑡 = 0, функция 𝑞(𝑡)
определена в (12) и, в зависимости от соотношения знаков коэффициентов 𝑎(𝑡) и 𝑏 справа и слева от точки
вырождения 𝑡 = 0, в этой точке она имеет ноль или бесконечность произвольного порядка.

4.Построение степенныхасимптотикрешения двусторонней задачиКошидлянеоднородного
уравнения. Результаты теорем 1–4 о разрешимости двусторонней задачи Коши позволяют использовать
методику теоремы 5 и для построения решения неоднородного уравнения (1), которая приводит нас к
следующему утверждению.

Теорема 6. Пусть коэффициенты 𝑎(𝑡), 𝑐 (𝑡) уравнения (13) удовлетворяют условию 1, причем для
𝑗 ≤ 𝑚 − 1 ∈ N производные 𝑎 ( 𝑗 ) (0) = 0, 𝑎 (𝑚) (0) ≠ 0, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0. Тогда существует решение �̃� (𝑡) ∈
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𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] уравнения (1), удовлетворяющее условию (2), которое для любого 𝑘 ∈ N при 𝑡 → 0± допускает
асимптотическое представление

�̃� (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
�̃� 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (27)

где коэффициенты �̃� 𝑗 вычисляются по рекуррентным формулам:

�̃�0 = 𝑢0, �̃�𝑛+1 =
1

𝑏 (𝑛 + 1)

(
𝑓𝑛 −

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖�̃�𝑛−𝑖

)
, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 2, (28)

�̃�𝑛+1 =
1

𝑏 (𝑛 + 1)

(
𝑓𝑛 − (𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)�̃�𝑛−𝑖+2 −
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖�̃�𝑛−𝑖

)
, 𝑚 − 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘, (29)

𝑎𝑖 , 𝑐𝑖 , 𝑓𝑖 — коэффициенты разложения функций 𝑎(𝑡), 𝑐 (𝑡), 𝑓 (𝑡) по формуле Тейлора в точке 𝑡 = 0.
Доказательство. Как уже отмечалось ранее в теоремах 1–4, при любых соотношениях знаков коэффи-

циентов уравнения (1) в окрестности точки 𝑡 = 0 существует хотя бы одно бесконечно дифференцируемое
решение двусторонней задачи Коши (1), (2). Запишем для него, для коэффициентов и правой части
уравнения (1) представления вида (16), (17) и подставим в уравнение (1). Получим

𝐿(�̃� (𝑡)) + 𝑐 (𝑡)�̃� (𝑡) =
𝑘∑︁

𝑛=𝑚−1
(𝑛 + 1)𝛼𝑛+1𝑡

𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1)+

+𝑏
𝑘+1∑︁
𝑛=0

(𝑛 + 1)�̃�𝑛+1𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+2𝑂 (1) +

𝑘∑︁
𝑛=0

𝛾𝑛𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) =

=

𝑘∑︁
𝑛=𝑚−1

(𝑛 + 1)𝛼𝑛+1𝑡
𝑛 +

𝑘∑︁
𝑛=0

(𝑏 (𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 + 𝛾𝑛) 𝑡𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) =
𝑘∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1). (30)

Аналогично доказательству теоремы 5, приравняв в равенстве (30) коэффициенты при 𝑡𝑛 , получим
требуемые представления (27)–(29) для решения задачи (1), (2). Полученные представления и завершают
доказательство теоремы.

5. Асимптотика решений двусторонней задачи Коши в случае сверхбыстрого вырождения.
В теоремах 3–5 асимптотические представления решений уравнения (1) получены для степенного
вырождения его старшего коэффициента. Покажем, что аналогичные результаты могут быть установлены
и при «сверхбыстрых» вырождениях. Для бесконечно дифференцируемой функции 𝜑 (𝑡), такой, что
𝜑 (𝑘−1) (0) = 0, 𝑘 ∈ N, будемиспользовать обозначение𝜑 (𝑡) = 𝑜 (𝑡∞) при 𝑡 → 0иназывать бесконечномалой
произвольного порядка малости. Таковы, например, функции 𝜑 (𝑡) = exp

(
−𝑡−2𝑘 ) , 𝑘 ∈ N, доопределённые

нулём при 𝑡 = 0.
Теорема 7. Пусть коэффициенты 𝑎(𝑡), 𝑐 (𝑡) и правая часть 𝑓 (𝑡) уравнения (1) удовлетворяют условию 1,

причём 𝑎(𝑡) = 𝑜 (𝑡∞) при 𝑡 → 0, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0. Тогда справедливы утверждения:
1◦. Существует решение задачи Коши (1), (2), которое для любого 𝑘 ∈ N при 𝑡 → 0± допускает асимптоти-
ческое представление

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (31)

где

𝑢0 = 𝑢0, 𝑢𝑛+1 =
1

𝑏 (𝑛 + 1)

(
𝑓𝑛 −

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖

)
, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘,

𝑐𝑖 , 𝑓𝑖 — коэффициенты разложения функций 𝑐 (𝑡), 𝑓 (𝑡) по формуле Тейлора в точке 𝑡 = 0;
2◦. При 𝑡 → 0± образующие фундаментальную систему решений этого уравнения функции 𝑢 (𝑡) и𝑤 (𝑡) для
любого 𝑘 ∈ N допускают асимптотические представления вида

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), 𝑤 (𝑡) = 𝑞(𝑡)
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑣 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (32)

где коэффициенты 𝑢 𝑗 , 𝑣 𝑗 этих разложений вычисляются по рекуррентным формулам

𝑢0 = 1, 𝑢𝑛+1 = − 1
𝑏 (𝑛 + 1)

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘,
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𝑣0 = 1, 𝑣𝑛+1 =
1

𝑏 (𝑛 + 1)

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑣𝑛−𝑖 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘,

𝑐𝑖 — коэффициенты разложения функции 𝑐 (𝑡) по формуле Тейлора в точке 𝑡 = 0, функция 𝑞(𝑡) определена в
(12) и в зависимости от соотношения знаков коэффициентов 𝑎(𝑡) и 𝑏 справа и слева от точки вырождения
𝑡 = 0, в этой точке она имеет ноль или бесконечность произвольного порядка.

Доказательство 1◦. Существование решения задачи Коши (1), (2) установлено в теоремах 1 и 2.
Как и при доказательстве теоремы 5, асимптотические представления решения 𝑢 (𝑡) и коэффициентов
уравнения запишем в виде

𝑢 (𝑡) =
𝑘+2∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+3𝑂 (1), 𝑐 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), 𝑓 (𝑡) =

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑓𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1). (33)

Из условия теоремы следует, что при 𝑡 → 0

(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ = 𝑜 (𝑡+∞) и 𝑎 𝑗 = 0, 𝑗 ∈ N0, (34)

поэтому после подстановки разложений (33) в уравнение (1) получим

(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏𝑢′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑢 (𝑡) =

= (𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏
𝑘+1∑︁
𝑛=0

(𝑛 + 1)𝑢𝑛+1𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘𝑂 (1) +

𝑘∑︁
𝑛=0

(
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖

)
𝑡𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) =

=

𝑘∑︁
𝑛=0

(
𝑏 (𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 +

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖

)
𝑡𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1) =

𝑘∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛𝑡
𝑛 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1). (35)

Приведя в уравнении (35) подобные и приравняв коэффициенты при 𝑡𝑛 в левой и правой частях,
получим рекуррентные формулы для вычисления коэффициентов 𝑢𝑛 , которые и приводят к (31).

Доказательство 2◦ вытекает из теоремы 5, если учесть асимптотику (34). Теорема доказана.
Замечание 2. Как показывают лемма 1 и ход доказательства теорем 5–7, требование постоянства

коэффициента 𝑏 (𝑡) уравнения (1) в этих теоремах не существенно, а лишь сокращает необходимые
преобразования.

6. Степенные асимптотики фундаментальной системы решений однородного уравнения в
случае слабого вырождения. В предыдущих пунктах при построении асимптотик рассматривался
случай так называемого сильного вырождения коэффициента 𝑎(𝑡), когда 𝑎(0) = 𝑎′ (0) = 0. Процесс
построения степенных асимптотик фундаментальной системы решений однородного уравнения в случае
слабого вырождения, когда 𝑎(0) = 0, 𝑎′ (0) ≠ 0, таков же, как и в п. 3, поэтому в этом пункте мы укажем
лишь окончательные результаты проведённого исследования.

Рассмотрим однородное уравнение (13) в случае слабого вырождения, когда

𝑎(𝑡) =
𝑁+1∑︁
𝑗=0

𝑎 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑁+2𝑂 (1), где 𝑎0 = 0, 𝑎1 < 0, 𝑁 ∈ N.

Далее во всех формулах 𝑎𝑖 и 𝑐𝑖 — коэффициенты разложения в ряд Тейлора в точке 𝑡 = 0 функций 𝑎(𝑡)
и 𝑐 (𝑡).

Согласно теореме 2, при 𝑏 > 0 существует решение 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶𝑘0 [−𝛿, 𝛿] уравнения (13), где 𝑘0 = max{𝑘 ∈
N : 𝑏 + 𝑘𝑎1 > 0}, а при 𝑏 < 0 у этого уравнения существует решение 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿].

В рассматриваемом случае слабого вырождения определяемую равенством (12) функцию 𝑞(𝑡) с
точностью до постоянной можно записать в виде

𝑞(𝑡) =
{
(−𝑡)−𝑏/𝑎1 (1 + 𝑡 ·𝑂 (1)) при 𝑡 ∈ [−𝛿, 0),
𝑡−𝑏/𝑎1 (1 + 𝑡 ·𝑂 (1)) при 𝑡 ∈ (0, 𝛿] .

(36)

Действительно, при 𝑡 ∈ (0, 𝛿] имеем

𝑞(𝑡) = exp ©­«
𝛿∫

𝑡

𝑏 𝑑𝜉

𝑎(𝜉)
ª®¬ = exp ©­«

𝛿∫
𝑡

𝑏 𝑑𝜉

𝑎1𝜉 (1 + 𝜉𝑂 (1))
ª®¬ = exp ©­« 𝑏𝑎1

𝛿∫
𝑡

(1 + 𝜉𝑂 (1)) 𝑑𝜉
𝜉

ª®¬ =

= exp ©­« 𝑏𝑎1

©­«
𝛿∫

𝑡

𝑑𝜉

𝜉
+

𝛿∫
𝑡

𝑂 (1) 𝑑𝜉ª®¬ª®¬ = exp
(
𝑏

𝑎1

(
ln
𝛿

𝑡
+ 𝑡𝑂 (1)

))
=
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=

(
𝛿

𝑡

)𝑏/𝑎1

exp
(
𝑏

𝑎1
𝑡𝑂 (1)

)
= 𝑞1𝑡

−𝑏/𝑎1 (1 + 𝑡 ·𝑂 (1))

с некоторой постоянной 𝑞1 > 0. Аналогично рассматривается функция 𝑞(𝑡) и при 𝑡 ∈ [−𝛿, 0). Степенные
асимптотики фундаментальной системы решений однородного уравнения в случае слабого вырождения
устанавливаются в следующей теореме.

Теорема 8. Пусть коэффициенты уравнения (13) удовлетворяют условию 1, причём 𝑎0 = 0, 𝑎1 < 0, 𝑏 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0. Функции𝑢 (𝑡) и𝑤 (𝑡), образующие фундаментальную систему решений этого уравнения, для любого
𝑘 ∈ N допускают при 𝑡 → 0± асимптотические представления вида

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), 𝑤 (𝑡) = 𝑞(𝑡)
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑣 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (37)

где функция 𝑞(𝑡) определена равенством (36) при некотором 𝛿 > 0.
1◦. При 𝑏 < 0 функция 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] и для любого 𝑘 ∈ N коэффициенты 𝑢 𝑗 в представлении (37)
вычисляются по рекуррентным формулам

𝑢0 = 1, 𝑢1 = − 𝑐0

𝑎1 + 𝑏
𝑢0,

𝑢𝑛+1 = − 1
(𝑛 + 1) (𝑎1 (𝑛 + 1) + 𝑏)

(
(𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=2

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)𝑢𝑛−𝑖+2 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖

)
, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘.

Функция 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶𝑘1 [−𝛿, 𝛿], где 𝑘1 = max{𝑘 ∈ N : −𝑏 + 𝑘𝑎1 > 0} и для любого 𝑛 ≤ 𝑘1 − 2 коэффициенты 𝑣 𝑗 в
представлении (37) вычисляются по рекуррентным формулам

𝑣0 = 1, 𝑣1 = − 𝑐0

𝑎1 − 𝑏
𝑣0,

𝑣𝑛+1 =
−1

(𝑛 + 1) (𝑎1 (𝑛 + 1) − 𝑏)

(
(𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=2

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)𝑣𝑛−𝑖+2 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑣𝑛−𝑖

)
, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘1 − 2,

и при этом
lim
𝑡→0±

𝑞(𝑡) = lim
𝑡→0±

𝑤 (𝑡) = +∞.

2◦. При 𝑏 > 0 функция 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶𝑘0 [−𝛿, 𝛿], где 𝑘0 = max{𝑘 ∈ N : 𝑏 + 𝑘𝑎1 > 0} и для любого 𝑛 ≤ 𝑘0 − 2
коэффициенты 𝑢 𝑗 в представлении (37) вычисляются по рекуррентным формулам

𝑢0 = 1, 𝑢1 = − 𝑐0

𝑎1 + 𝑏
𝑢0,

𝑢𝑛+1 = − 1
(𝑛 + 1) (𝑎1 (𝑛 + 1) + 𝑏)

(
(𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=2

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)𝑢𝑛−𝑖+2 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑢𝑛−𝑖

)
, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘0 − 2.

Функция 𝑣 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] и для любого 𝑘 ∈ N коэффициенты 𝑣 𝑗 в представлении (37) вычисляются по
рекуррентным формулам

𝑣0 = 1, 𝑣1 = − 𝑐0

𝑎1 − 𝑏
𝑣0,

𝑣𝑛+1 =
−1

(𝑛 + 1) (𝑎1 (𝑛 + 1) − 𝑏)

(
(𝑛 + 1)

𝑛+1∑︁
𝑖=2

𝑎𝑖 (𝑛 − 𝑖 + 2)𝑣𝑛−𝑖+2 +
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑣𝑛−𝑖

)
, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘,

и при этом
lim
𝑡→0±

𝑞 (𝑘 ) (𝑡) = lim
𝑡→0±

𝑤 (𝑘 ) (𝑡) = 0, 𝑘 ≤ 𝑘0,

а доопределённая нулём при 𝑡 = 0 функция𝑤 (𝑡) принадлежит пространству 𝐶𝑘0 [−𝛿, 𝛿].
7. Примеры.
Пример 1. При𝑚 ≥ 2, 𝑏, 𝑐 ∈ R, 𝑏 ≠ 0 рассмотрим однородное уравнение

(𝑡𝑚𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏𝑢′ (𝑡) + 𝑐𝑢 (𝑡) = 0. (38)

По теореме 5 одно решение 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] из фундаментальной системы решений имеет вид (см.
(24))

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=0
𝑢 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), (39)
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а коэффициенты вычисляются по формулам (см. (25))

𝑢0 − произвольно, 𝑢𝑛+1 =
(
−𝑐
𝑏

)𝑛+1 𝑢0

(𝑛 + 1)! , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 2,

𝑢𝑛+1 = − (𝑛 + 1) (𝑛 −𝑚 + 2)𝑢𝑛−𝑚+2 + 𝑐𝑢𝑛
𝑏 (𝑛 + 1) , 𝑚 − 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘. (40)

Другое решение𝑤 (𝑡) из фундаментальной системы решений имеет вид (см. (24))

𝑤 (𝑡) = 𝑞(𝑡)
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑣 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑘+1𝑂 (1), 𝑞(𝑡) = exp

(
𝑏𝑡1−𝑚

𝑚 − 1

)
, (41)

а коэффициенты вычисляются по формулам (см. (26))

𝑣0 − произвольно, 𝑣𝑛+1 =
( 𝑐
𝑏

)𝑛+1 𝑣0

(𝑛 + 1)! , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 2,

𝑣𝑛+1 =
(𝑛 + 1) (𝑛 −𝑚 + 2)𝑣𝑛−𝑚+2 + 𝑐𝑣𝑛

𝑏 (𝑛 + 1) , 𝑚 − 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘. (42)

В частности, при𝑚 = 2, как следует из (40) и (42), одно решение 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] имеет вид (39), где
𝑢0 – произвольно,

𝑢1 = −𝑐
𝑏
𝑢0, 𝑢𝑛+1 = −𝑛(𝑛 + 1) + 𝑐

𝑏 (𝑛 + 1) 𝑢𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘,

а другое решение𝑤 (𝑡) имеет вид (41), где 𝑣0 — произвольно,

𝑞(𝑡) = exp
(
𝑏

𝑡

)
, 𝑣1 =

𝑐

𝑏
𝑣0, 𝑣𝑛+1 =

𝑛(𝑛 + 1) + 𝑐
𝑏 (𝑛 + 1) 𝑣𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘.

Как следует из этих формул, при значениях𝑚 = 2, 𝑐 = −𝑙 (𝑙 + 1), 𝑙 ∈ N функции 𝑢 (𝑡) и𝑤 (𝑡) могут быть
выписаны в явном виде. Например, при 𝑙 = 1, 𝑐 = −2 фундаментальная система решений имеет вид

𝑢 (𝑡) = 𝑢0

(
2
𝑏
𝑡 + 1

)
, 𝑤 (𝑡) = 𝑣0

(
−2
𝑏
𝑡 + 1

)
exp

(
𝑏

𝑡

)
,

а при 𝑙 = 2, 𝑐 = −6

𝑢 (𝑡) = 𝑢0

(
12
𝑏2 𝑡

2 + 6
𝑏
𝑡 + 1

)
, 𝑤 (𝑡) = 𝑣0

(
12
𝑏2 𝑡

2 − 6
𝑏
𝑡 + 1

)
exp

(
𝑏

𝑡

)
.

Отметим также, что при𝑚 = 2 точные значения функций𝑢 (𝑡) и𝑤 (𝑡) выражаются через вырожденную
гипергеометрическую функцию

1𝐹1

(
1
2
− 1

2
√

1 − 4𝑐, 1 −
√

1 − 4𝑐;
𝑏

𝑡

)
,

которая, как известно, становится полиномом при

𝑐 = −𝑙 (𝑙 + 1), 1
2
− 1

2
√

1 − 4𝑐 = −𝑙, 𝑙 ∈ N,

что подтверждает полученные ранее в явном виде асимптотические решения.
Пример 2. Пусть 𝑎(𝑡) = 𝑜 (𝑡∞) при 𝑡 → 0±, а коэффициенты 𝑏, 𝑐 ∈ R, 𝑏 ≠ 0. Тогда по теореме 7 одно

решение 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [−𝛿, 𝛿] из фундаментальной системы решений уравнения

(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏𝑢′ (𝑡) + 𝑐𝑢 (𝑡) = 0

имеет вид (32), и коэффициенты вычисляются по формулам

𝑢𝑛+1 =
(
−𝑐
𝑏

)𝑛+1 1
(𝑛 + 1)! , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘.

Таким образом, для любого 𝑘 ∈ N

𝑢 (𝑡) =
𝑘∑︁
𝑛=0

1
𝑛!

(
−𝑐
𝑏
𝑡

)𝑛
+ 𝑡𝑘+1𝑂 (1) = exp

(
−𝑐
𝑏
𝑡

)
+ 𝑡𝑘+1𝑂 (1).
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Аналогично, также по теореме 7, для любого 𝑘 ∈ N асимптотическое представление для другого
решения𝑤 (𝑡) из фундаментальной системы решений имеет вид

𝑤 (𝑡) = 𝑞(𝑡)
𝑘∑︁
𝑛=0

1
𝑛!

( 𝑐
𝑏
𝑡

)𝑛
+ 𝑡𝑘+1𝑂 (1) = 𝑞(𝑡) exp

( 𝑐
𝑏
𝑡

)
+ 𝑡𝑘+1𝑂 (1),

где функция 𝑞(𝑡) определена равенством (12) при некотором 𝛿 > 0.
Пример 3. Пусть 𝑓 (𝑡) является действительной бесконечно дифференцируемой на отрезке [−𝛿, 𝛿]

функцией. Определим решение неоднородного уравнения(
𝑡2𝑢′ (𝑡)

) ′ + 𝑢′ (𝑡) − 2𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), (43)

удовлетворяющего условию (2).
Общее решение уравнения (43) имеет вид

𝑢 (𝑡) = 𝐶1 (2𝑡 + 1) +𝐶2 (2𝑡 − 1) exp
(

1
𝑡

)
+ 𝑢𝑓 (𝑡), (44)

где 𝐶1,𝐶2 — произвольные постоянные,

𝑢1 (𝑡) = 2𝑡 + 1, 𝑢2 (𝑡) = (2𝑡 − 1) exp
(

1
𝑡

)
есть фундаментальная система решений уравнения (43) (см. пример 2), а частное решение 𝑢𝑓 (𝑡) можно
выбрать в виде

𝑢𝑓 (𝑡) =


(2𝑡 + 1)

0∫
𝑡

(2𝜉 − 1) 𝑓 (𝜉)𝑑𝜉 + (2𝑡 − 1) exp
(

1
𝑡

) 𝑡∫
−𝛿

(2𝜉 + 1) exp
(
−1
𝜉

)
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉, 𝑡 < 0,

−(2𝑡 + 1)
𝑡∫

0

(2𝜉 − 1) 𝑓 (𝜉)𝑑𝜉 + (2𝑡 − 1) exp
(

1
𝑡

) 𝑡∫
0

(2𝜉 + 1) exp
(
−1
𝜉

)
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉, 𝑡 > 0.

Нетрудно проверить, что

lim
𝑡→0+

(2𝑡 − 1) exp
(

1
𝑡

) 𝑡∫
0

(2𝜉 + 1) exp
(
−1
𝜉

)
𝑓 (𝜉) 𝑑𝜉 = 0 ⇒ lim

𝑡→0±
𝑢𝑓 (𝑡) = 0,

что позволяет доопределить 𝑢𝑓 (0) = 0 и обеспечить нужную гладкость решения.
Для выполнения начального условия (2) следует выбрать 𝐶1 = 𝑢0, 𝐶2 = 0.
В рассматриваемом примере предел при 𝑡 → 0− функций 𝑢 (𝑘 )

2 (𝑡), 𝑘 ∈ N0 равен нулю. Поэтому
функция

𝑢−2 (𝑡) =
 (2𝑡 − 1) exp

(
1
𝑡

)
, 𝑡 < 0,

0, 𝑡 ≥ 0

является бесконечно малым при 𝑡 → 0 решением однородного уравнения (13), а указанное в формуле (5)
теоремы 1 семейство решений уравнения (1), каждая функция которого удовлетворяет условию (2), имеет
вид

𝑢 (𝑡) = 𝑢0 (2𝑡 + 1) + 𝑢𝑓 (𝑡) +𝐶𝑢−2 (𝑡).
Заметим, что асимптотика функции 𝑢𝑓 (𝑡) для конкретных 𝑓 (𝑡) может быть получена с помощью

различных пакетов математических вычислений.
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Аннотация. В работе изучается поведение траекторий абстрактных параболических задач с дробной по времени
производной в окрестности гиперболической стационарной точки, где дробная производная понимается по
Капуто – Джрбашяну. Хорошо известно, что для динамических систем с целой производной фазовое пространство
в окрестности гиперболической стационарной точки расщепляется таким образом, что данная начальная задача
сводится к начальным задачам с экспоненциально убывающими решениями в противоположных направлениях.
В случае с дробной производной ситуация драматически меняется. Во-первых, отсутствует экспоненциальное
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выполняются, в частности, для операторов с компактной резольвентой и могут быть проверены для метода конечных
элементов и разностных методов.
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1. Введение. Дихотомические оценки. Пусть 𝐵(𝐸) обозначает банахову алгебру всех ограниченных
линейных операторов на комплексном банаховом пространстве 𝐸. Множество всех линейных замкнутых
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плотно определенных операторов в 𝐸 будем обозначать C(𝐸). Для 𝐵 ∈ C(𝐸) обозначим через 𝜎 (𝐵) спектр,
через 𝜌 (𝐵) – его резольвентное множество, а через 𝐷 (𝐵) – область определения оператора 𝐵.

Мы напомним как возникают задачи дихотомии для уравнений с целой производной на примере
полулинейного уравнения в банаховом пространстве 𝐸𝛽 , т. е. 𝐸𝛽 := 𝐷 ((−𝐴)𝛽 ) наделено нормой графика
∥𝑥 ∥𝐸𝛽 = ∥(−𝐴)𝛽𝑥 ∥𝐸 ,

𝑢′ (𝑡) = 𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢 (𝑡)), 𝑡 ≥ 0,
𝑢 (0) = 𝑢0 ∈ 𝐸𝛽 , (1)

где 𝑓 (·) : 𝐸𝛽 ⊆ 𝐸 → 𝐸, 0 ≤ 𝛽 < 1, предполагается непрерывной, ограниченной и непрерывно дифферен-
цируемой функцией по Фреше. Более точно, предположим, что выполнено условие:

(F1) Для любого 𝜖 > 0 найдется 𝛿 > 0 такое, что ∥ 𝑓 ′ (𝑤) − 𝑓 ′ (𝑧)∥𝐵 (𝐸𝛽 ,𝐸 ) ≤ 𝜖 при ∥𝑤 − 𝑧∥𝐸𝛽 ≤ 𝛿 для всех
𝑤, 𝑧 ∈ U𝐸𝛽 (𝑢∗; 𝜌), где 𝑢∗ – гиперболическая стационарная точка задачи (1).

Здесь U𝐸𝛽 (0; 𝜌) – замкнутый шар в пространстве 𝐸𝛽 с центром в 0 и радиусом 𝜌 > 0.
Всюду далее 𝐴 : 𝐷 (𝐴) ⊆ 𝐸 → 𝐸 – замкнутый оператор, такой что

∥(𝜆𝐼 −𝐴)−1∥𝐵 (𝐸 ) ≤
𝑀

1 + |𝜆 | для всехℜ𝜆 ≥ 0. (2)

При условии (2) спектр оператора 𝐴 лежит слева от мнимой оси sup{ℜ𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎 (𝐴)} < 0 так, что можно
определить дробные степени (−𝐴)𝛽 , 𝛽 ∈ R+ = [0,∞), (см. [1, 2, 3]) оператора (−𝐴) и пространства 𝐸𝛽 .

Делая замену переменных 𝑣 (·) = 𝑢 (·) − 𝑢∗ в задаче (1), где 𝑢∗ – гиперболическая стационарная точка,
мы приходим к задаче

𝑣 ′ (𝑡) = (𝐴 + 𝑓 ′ (𝑢∗))𝑣 (𝑡) + 𝑓 (𝑣 (𝑡) + 𝑢∗) − 𝑓 (𝑢∗) − 𝑓 ′ (𝑢∗)𝑣 (𝑡),
𝑣 (0) = 𝑢0 − 𝑢∗ = 𝑣0.

Эта задача может быть записана в виде:

𝑣 ′ (𝑡) = 𝐴𝑢∗𝑣 (𝑡) + 𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡)), 𝑣 (0) = 𝑣0, 𝑡 ≥ 0, (3)

где 𝐴𝑢∗ = 𝐴 + 𝑓 ′ (𝑢∗), 𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡)) = 𝑓 (𝑣 (𝑡) + 𝑢∗) − 𝑓 (𝑢∗) − 𝑓 ′ (𝑢∗)𝑣 (𝑡). Заметим, что из условия (F1) следует,
что функция 𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡)) = 𝑓 (𝑣 (𝑡) + 𝑢∗) − 𝑓 (𝑢∗) − 𝑓 ′ (𝑢∗)𝑣 (𝑡) при малых ∥𝑣0∥𝐸𝛽 имеет порядок 𝑜 (∥𝑣 (𝑡)∥𝐸𝛽 ).
Поскольку 𝑓 ′ (𝑢∗) ∈ 𝐵(𝐸𝛽 , 𝐸), 0 ≤ 𝛽 < 1, то оператор 𝐴𝑢∗ = 𝐴 + 𝑓 ′ (𝑢∗) является генератором аналитической
𝐶0-полугруппы [4]. Рассмотрим случай, когда спектр оператора 𝐴𝑢∗ расщепляется на две части 𝜎+ и 𝜎− .

Предположим, что часть 𝜎+ спектра оператора 𝐴 + 𝑓 ′ (𝑢∗), которая находится справа от мнимой оси,
состоит из конечного числа собственных значений конечной корневой кратности. Такое предположение
выполняется, например, для операторов 𝐴, у которых резольвента компактна. Условия, при которых
оператор 𝐴𝑢∗ имеет свойство дихотомии, изучались, например, в [5, 6, 7]. В случае гиперболической
стационарной точки 𝑢∗ оператор𝐴𝑢∗ не имеет спектра на мнимой оси 𝑖R. Пусть𝑈 (𝜎+) ⊂ {𝜆 ∈ C : Re𝜆 > 0}
является открытой связанной окрестностью множества 𝜎+ с границей 𝜕𝑈 (𝜎+). Разложим 𝐸𝛽 , используя
проектор Рисса

𝑃 (𝜎+) := 𝑃 (𝜎+, 𝐴𝑢∗ ) :=
1

2𝜋𝑖

∫
𝜕𝑈 (𝜎+ )

(
𝜁 𝐼 −𝐴𝑢∗

)−1
𝑑𝜁 ,

определенный по 𝜎+. В соответсвии с этим определением и аналитичностью𝐶0-полугруппы 𝑒𝑡𝐴𝑢∗ , 𝑡 ∈ R+,
существуют такие положительные константы𝑀1, 𝛾 > 0, что{

∥𝑒𝑡𝐴𝑢∗𝑧∥𝐸𝛽 ≤ 𝑀1𝑒
−𝛾𝑡 ∥𝑧∥𝐸𝛽 , 𝑡 ≥ 0,

∥𝑒𝑡𝐴𝑢∗𝑤 ∥𝐸𝛽 ≤ 𝑀1𝑒
𝛾𝑡 ∥𝑤 ∥𝐸𝛽 , 𝑡 ≤ 0, (4)

для всех𝑤 ∈ 𝑃 (𝜎+)𝐸𝛽 и 𝑧 ∈ (𝐼−𝑃 (𝜎+))𝐸𝛽 .Поскольку 𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡)) = 𝑜 (∥𝑣 (𝑡)∥𝐸𝛽 ) прималых 𝑣 (·) дихотомические
оценки (4) являются основными при рассмотрении поведения решения задачи (1) в окрестности
гиперболической стационарной точки 𝑢∗ .

Если элемент 𝑣0 близок к 0, т. е., скажем, 𝑣0 ∈ U𝐸𝛽 (0; 𝜌) при малом 𝜌 > 0, тогда обобщенное решение
𝑣 (𝑡 ; 𝑣0) задачи (3) будет некоторое время оставаться в шареU𝐸𝛽 (0; 𝜌).Мы обозначим максимальное время
нахождения решения 𝑣 (𝑡 ; 𝑣0) в шаре U𝐸𝛽 (0; 𝜌) через 𝑇 = 𝑇 (𝑣0) = sup { 𝑡 ≥ 0 : ∥𝑣 (𝑡 ; 𝑣0)∥𝐸𝛽 ≤ 𝜌 или 𝑣 (𝑡 ; 𝑣0) ∈
U𝐸𝛽 (0; 𝜌)}. Возвращаясь к решению задачи (3) для любых 𝑣0, 𝑣𝑇 ∈ U𝐸𝛽 (0; 𝜌), мы рассмотрим граничную
задачу {

𝑣 ′ (𝑡) = 𝐴𝑢∗𝑣 (𝑡) + 𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,
(𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝑣 (0) = (𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝑣0, 𝑃 (𝜎+)𝑣 (𝑇 ) = 𝑃 (𝜎+)𝑣𝑇 . (5)

Обобщенное решение задачи (5), как было показано в [8], удовлетворяет интегральному уравнению

𝑣 (𝑡) = 𝑒 (𝑡−𝑇 )𝐴𝑢∗𝑃 (𝜎+)𝑣𝑇 + 𝑒𝑡𝐴𝑢∗ (𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝑣0 + (6)
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+
∫ 𝑡

0
𝑒 (𝑡−𝑠 )𝐴𝑢∗ (𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠 −

∫ 𝑇

𝑡

𝑒 (𝑡−𝑠 )𝐴𝑢∗𝑃 (𝜎+)𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

Предложение 1.1. [8] Пусть 0 < 𝑇 ≤ ∞ и выполняется условие (𝐹1). Тогда существует 𝜌 > 0 такое, что
для любых 𝑣0, 𝑣𝑇 ∈ U𝐸𝛽 (0; 𝜌) уравнение (6) имеет единственное решение 𝑣 (·) ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];U𝐸𝛽 (0; 𝜌)). Если
𝑇 = ∞, то ∥𝑣 (𝑡)∥𝐸𝛽 → 0 при 𝑡 → ∞.

Итак, если мы дискретизируем задачу (3) по пространственным или временной переменным, то
удается доказать, что оценки типа (4) для аппроксимирующих решений сохраняются. Если оценки
типа (4) выполняются равномерно по параметру дискретизации, то эти оценки будут выполняться для
аппроксимирующих решений задачи (6) и можно доказать, что имеет место затенение, т. е. близость
решений исходной и аппроксимирующих задач равномерно по времени 𝑇 . Затенение рассматривалось,
например, в работах [8, 9, 10, 11, 12, 13].

В настоящей работе мы рассмотрим затенение (shadowing) траекторий для дробных уравнений.

1. Подготовительные сведения. Рассмотрим корректно поставленную задачу Коши

D𝛼𝑡 𝑢 (𝑡) = 𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢 (𝑡)), 0 < 𝑡 ≤ 𝑇 ; 𝑢 (0) = 𝑢0, (7)

гдеD𝛼𝑡 – производная Капуто – Джрбашяна, функция 𝑓 (·) является достаточно гладкой (см. условие (F1)), а
оператор 𝐴 порождает аналитическое и компактное 𝛼–разрешающее семейство 𝑆𝛼 (·, 𝐴). О разрешимости
задач (7) см., например, [15].

Дробный интеграл порядка 𝛼 > 0 определяется как

(𝐽𝛼𝑞) (𝑡) := (𝑔𝛼 ∗ 𝑞) (𝑡), 𝑡 > 0,

где 𝑔𝛼 (𝑡) :=
{

𝑡𝛼−1

Γ (𝛼 ) , 𝑡 > 0,
0, 𝑡 ≤ 0,

а Γ(𝛼) есть гамма-функция. Производная Римана—Лиувилля порядка

0 < 𝛼 ≤ 1 определяется как (
𝐷𝛼𝑡 𝑞

)
(𝑡) =

(
𝑑

𝑑𝑡

)
(𝐽 1−𝛼𝑞) (𝑡), 𝑡 > 0,

а дробная производная Капуто – Джрбашяна порядка 0 < 𝛼 ≤ 1 определяется как

(D𝛼𝑡 𝑞) (𝑡) =
(
𝐷𝛼𝑡 𝑞

)
(𝑡) − 𝑞(0)

Γ(1 − 𝛼) 𝑡
−𝛼 , 𝑡 > 0.

Решение задачи Коши (7) с 𝑓 ≡ 0 дается 𝛼-разрешающим семейством операторов 𝐸𝛼 (·), которое
является операторным обобщением функции Миттаг-Леффлера, и обычно его записывают 𝑢 (𝑡) =

𝐸𝛼 (𝑡𝛼𝐴)𝑢0. Мы обозначим это семейство операторов через 𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴) ≡ 𝐸𝛼 (𝑡𝛼𝐴).
Решение задачи (7) с неоднородным уравнением записывается в виде

𝑢 (𝑡) = 𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴)𝑢0 +
∫ 𝑡

0
𝑃𝛼 (𝑡 − 𝑠, 𝐴) 𝑓 (𝑢 (𝑠))𝑑𝑠, (8)

где

(𝜆𝛼 𝐼 −𝐴)−1𝑥 =

∫ ∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑃𝛼 (𝑡, 𝐴)𝑥𝑑𝑡, 𝜆𝛼−1 (𝜆𝛼 𝐼 −𝐴)−1𝑥 =

∫ ∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴)𝑥𝑑𝑡

для любых 𝑅𝑒 𝜆 > 𝜔, 𝑥 ∈ 𝐸.
Общая аппроксимационная схема (см. [14]) может быть описана следующим образом. Пусть 𝐸𝑛

и 𝐸 — банаховы пространства, а {𝑝𝑛} — последовательность линейных ограниченных операторов
𝑝𝑛 : 𝐸 → 𝐸𝑛, 𝑝𝑛 ∈ 𝐵(𝐸, 𝐸𝑛), 𝑛 ∈ N = {1, 2, · · · }, обладающих следующим свойством:

∥𝑝𝑛𝑥 ∥𝐸𝑛 → ∥𝑥 ∥𝐸 при 𝑛 → ∞ для любого 𝑥 ∈ 𝐸. (9)

Определение 1.1. Последовательность элементов {𝑥𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ 𝐸𝑛, 𝑛 ∈ N, называется P–сходящейся к

𝑥 ∈ 𝐸, если ∥𝑥𝑛 − 𝑝𝑛𝑥 ∥𝐸𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞; это записывается как 𝑥𝑛
P−→𝑥 .

Определение 1.2. Последовательность ограниченных линейных операторов 𝐵𝑛 ∈ 𝐵(𝐸𝑛), 𝑛 ∈ N, на-
зывается PP–сходящейся к ограниченному оператору 𝐵 ∈ 𝐵(𝐸), если для любого 𝑥 ∈ 𝐸 и для любой

последовательности {𝑥𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ 𝐸𝑛, 𝑛 ∈ N, такой, что 𝑥𝑛
P−→𝑥 , имеем 𝐵𝑛𝑥𝑛

P−→𝐵𝑥. Это записывается в виде

𝐵𝑛
PP−→𝐵.

Обозначим Σ𝜃 = {𝜆 ∈ C : 𝑎𝑟𝑔(𝜆) < 𝜃 }.
Теорема 1.1. [15] Предположим, что 0 < 𝛼 ≤ 2 и операторы 𝐴, 𝐴𝑛 порождают экспоненциально

ограниченные аналитические 𝛼–разрешающие семейства 𝑆𝛼 (·, 𝐴), 𝑆𝛼 (·, 𝐴𝑛) в банаховых пространствах 𝐸,
𝐸𝑛 , соответственно. Следующие условия (A) и (B) вместе эквивалентны условию (C).
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(A) (согласованность): существует такое 𝜆 ∈ 𝜌 (𝐴) ∩ ⋂
𝑛 𝜌 (𝐴𝑛), что резольвенты сходятся:(

𝜆𝐼𝑛 −𝐴𝑛
)−1 PP−→(𝜆𝐼 −𝐴)−1;

(B) (устойчивость): найдутся такие константы 𝑀 ≥ 1, 0 < 𝜑 ≤ 𝜋/2 и 𝜔 ∈ R, не зависящие от 𝑛, что
сектор 𝜔 + Σ𝜑+𝜋/2 содержится в 𝜌 (𝐴𝑛) и


𝜆𝛼−1 (𝜆𝛼 𝐼𝑛 −𝐴𝑛 )−1





𝐵 (𝐸𝑛 )

≤ 𝑀

|𝜆 − 𝜔 | , 𝜆 ∈ 𝜔 + Σ𝛽+𝜋/2,

для любых 𝑛 ∈ N и 0 < 𝛽 < 𝜑 ;
(C) (сходимость): для некоторого конечного 𝜔1 > 0 имеем

sup
𝑧∈Σ𝛽

𝑒−𝜔1ℜ𝑧



𝑆𝛼 (𝑧,𝐴𝑛)𝑥𝑛 − 𝑝𝑛𝑆𝛼 (𝑧,𝐴)𝑥




𝐸𝑛
→ 0 при 𝑛 → ∞,

если 𝑥𝑛
P−→𝑥 при всех 𝑥𝑛 ∈ 𝐸𝑛 , 𝑥 ∈ 𝐸 и любого 0 < 𝛽 < 𝜑 . При полудискретизации естественно предполагать,

что условия (𝐴) и (𝐵) выполняются.
2. Формулировка основных результатов. Следуя конструкциям раздела 1, задаче Коши (7) сопоста-

вим граничную задачу {
D𝛼𝑡 𝑣 (𝑡) = 𝐴𝑢∗𝑣 (𝑡) + 𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,
(𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝑣 (0) = (𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝑣0, 𝑃 (𝜎+)𝑣 (𝑇 ) = 𝑃 (𝜎+)𝑣𝑇 . (10)

Здесь 𝑢∗ – cтационарная точка, т. е.
𝐴𝑢∗ + 𝑓 (𝑢∗) = 0. (11)

В случае 𝑇 = ∞ второе граничное условие исчезает. Обобщенное решение задачи (10), в силу равенства
[16, (8.2.16)])

𝑢 (𝑇 ) = 𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗ )𝑢 (𝑡) +
∫ 𝑇

𝑡

𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ )𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠,

удовлетворяет интегральному уравнению

𝑣 (𝑡) = 𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝑣0 +
∫ 𝑡

0
𝑃𝛼 (𝑡 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠 + (12)

𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗ )−1
(
𝑃 (𝜎+)𝑣𝑇 −

∫ 𝑇

𝑡

𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ )𝑃 (𝜎+)𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠
)
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

В последнем уравнении оператор 𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗ )−1 ≡ 𝐸𝛼 ((𝑡 −𝜏)𝛼𝐴+
𝑢∗ )−1 на конечномерном подпространстве

𝑃 (𝜎+)𝐸𝛽 корректно определен [17], поскольку все корни функции Миттаг-Леффлера имеют аргумент
в интервале (𝛼𝜋/2, 𝛼𝜋), см. [18]. В силу теоремы об отображении спектра нули не появятся в спектре
оператора 𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗ )𝑃 (𝜎+), если спектр оператора 𝐴𝑢∗𝑃 (𝜎+) принадлежит сектору от −𝛼𝜋/2 до 𝛼𝜋/2.

Заметим, что множество 𝜎−, т. е. подмножество спектра 𝜎 (𝐴𝑢∗ ) ⊈ Σ𝛼𝜋/2, в дробном случае может содер-
жать несколько точек 𝜆 ∈ C сℜ𝜆 ≥ 0. В силу условия (2) оператор 𝐴𝑢∗ также порождает аналитическую
полугруппу и поэтому число таких точек конечно. Обозначим это множество через Σ+

𝛼 .

Теорема 2.1. Пусть оператор 𝐴, имеющий компактную резольвенту, и функция 𝑓 (·) удовлетворяют
условиям (2) и (𝐹1). Тогда найдется такое 𝜌 > 0, что для любого 0 < 𝜌2 ≤ 𝜌 можно указать 0 < 𝜌1 ≤ 𝜌2 со
свойством, что уравнение (12) имеет единственное решение 𝑣 (·) = 𝑣 (𝑣0, 𝑣𝑇 , ·) ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];U𝐸𝛽 (0; 𝜌2)) для всех
𝑣0, 𝑣𝑇 ∈ U𝐸𝛽 (0, 𝜌1) и всех 0 < 𝑇 ≤ ∞. Если 𝑇 = ∞, то ∥𝑣 (𝑡)∥𝐸𝛽 → 0 при 𝑡 → ∞.

В случае компактных операторов естественно рассмотреть аппроксимацию, сохраняющую указанное
свойство.

Определение 2.1. Последовательность элементов {𝑥𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ 𝐸𝑛 , 𝑛 ∈ N, называется P-компактной,

если для любого N′ ⊆ N, найдутся N′′ ⊆ N′ и 𝑥 ∈ 𝐸 такие что 𝑥𝑛
P−→𝑥 при 𝑛 → ∞ из N′′.

Определение 2.2. Последовательность операторов {𝐵𝑛}, 𝐵𝑛 : 𝐸𝑛 → 𝐸𝑛, 𝑛 ∈ N, называется компактно
сходящейся к оператору 𝐵 : 𝐸 → 𝐸, если 𝐵𝑛

PP−→𝐵 и выполняется следующее условие:

∥𝑥𝑛 ∥𝐸𝑛 = 𝑂 (1) =⇒ {𝐵𝑛𝑥𝑛} является P-компактной.

Определение 2.3. Областью компактной сходимости резольвент Δ𝑐𝑐 , где 𝐴𝑛 ∈ C(𝐸𝑛) и 𝐴 ∈ C(𝐸),
называется множество всех 𝜆 ∈ 𝜌 (𝐴) таких, что (𝜆𝐼𝑛 −𝐴𝑛)−1 PP−→(𝜆𝐼 −𝐴)−1 компактно.

Определение2.4. Последовательность линейных замкнутых операторов𝐴𝑛 ∈ C(𝐸𝑛), 𝑛 ∈ N, называется
согласованной с замкнутым линейным оператором 𝐴 ∈ C(𝐸), если для любого 𝑥 ∈ 𝐷 (𝐴) найдется такая
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последовательность элементов {𝑥𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ 𝐷 (𝐴𝑛) ⊆ 𝐸𝑛, 𝑛 ∈ N, что 𝑥𝑛
P−→𝑥 и 𝐴𝑛𝑥𝑛

P−→𝐴𝑥. Пишут (𝐴𝑛, 𝐴) –
согласованы.

Рассмотрим в банаховых пространствах 𝐸𝛽𝑛 задачи Коши

D𝛼𝑡 𝑢𝑛 (𝑡) = 𝐴𝑛𝑢𝑛 (𝑡) + 𝑓𝑛 (𝑢𝑛 (𝑡)), 𝑡 ≥ 0,
𝑢𝑛 (0) = 𝑢0

𝑛 ∈ 𝐸𝛽𝑛 ,
(13)

где 𝑢0
𝑛

P𝛽−→𝑢0, операторы (𝐴𝑛, 𝐴) – согласованы, в функции 𝑓𝑛 (·) : 𝐸𝛽𝑛 → 𝐸𝑛 глобально ограничены и
глобально Липшицево непрерывны равномерно по 𝑛 ∈ N, и непрерывно дифференцируемы по Фреше,

причем 𝑓𝑛 (·)
P𝛽 P−→ 𝑓 (·) в подходящем смысле (см. условия (F2)–(F3)).

Эти условия имеют вид:
(F2) Для любого 𝜖 > 0 найдется такое 𝛿 > 0, что ∥ 𝑓 ′𝑛 (𝑤𝑛) − 𝑓 ′𝑛 (𝑧𝑛)∥𝐵 (𝐸𝛽𝑛 ,𝐸𝑛 ) ≤ 𝜖 при ∥𝑤𝑛 − 𝑧𝑛 ∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝛿

для всех𝑤𝑛, 𝑧𝑛 ∈ U
𝐸
𝛽
𝑛
(𝑢∗𝑛 ;𝛿), где 𝑢∗𝑛 – гиперболические стационарные точки задачи (13).

(F3) Отображения 𝑓𝑛 непрерывно дифференцируемы в U
𝐸
𝛽
𝑛
(𝑝𝛽𝑛𝑢∗, 𝜌) и как только 𝑥𝑛 ∈ U

𝐸
𝛽
𝑛
(𝑝𝛽𝑛𝑢∗, 𝜌)

и 𝑥𝑛
P𝛽−→𝑥, то 𝑓𝑛 (𝑥𝑛)

P−→𝑓 (𝑥) и 𝑓 ′𝑛 (𝑥𝑛)
P𝛽 P−→ 𝑓 ′ (𝑥).

Замечание 2.1. Как результат мы получаем ∥𝐹 ′
𝑢∗𝑛,𝑛

(𝑤𝑛)∥ ≤ 𝑐𝜌 ∥𝑤𝑛 ∥𝐸𝛽𝑛 с константами 𝑐𝜌 → 0 при
𝜌 → 0. Здесь 𝜌 > 0 являются радиусами шаров U

𝐸
𝛽
𝑛
(0; 𝜌), для которых найдется такое 𝛿 > 0, что

sup
𝑛∈N

sup
∥𝑤𝑛 ∥

𝐸
𝛽
𝑛

≤𝛿
∥ 𝑓 ′𝑛 (𝑤𝑛 + 𝑝

𝛽
𝑛𝑢

∗) − 𝑓 ′𝑛 (𝑝
𝛽
𝑛𝑢

∗)∥
𝐵 (𝐸𝛽𝑛 ,𝐸𝑛 )

≤ 𝜌.

Пусть задача (11) имеет гиперболическую стационарную точку 𝑢∗ и выполняются условия (𝐹2),(𝐹3).
Тогда существуют такие 𝑛∗ ∈ N и 𝜌∗ > 0, что уравнения 𝐴𝑛𝑢𝑛 + 𝑓𝑛 (𝑢𝑛) = 0 имеют единственные решения
𝑢∗𝑛 ∈ 𝐷 (𝐴𝑛) ∩ U

𝐸
𝛽
𝑛
(𝑝𝛽𝑛𝑢∗, 𝜌∗) для каждого 𝑛 ≥ 𝑛∗ . Более того [8], каждая 𝑢∗𝑛 является гиперболической и

удовлетворяет ∥𝑢∗𝑛 − 𝑝
𝛽
𝑛𝑢

∗∥
𝐸
𝛽
𝑛
→ 0 при 𝑛 → ∞. В случае Δ𝑐𝑐 ≠ ∅ этот факт можно установить, например,

так. Определим операторы M(𝑤) = 𝐼𝑤 +𝐴−1 𝑓 (𝑤), M𝑛 (𝑤𝑛) = 𝐼𝑛𝑤𝑛 +𝐴−1
𝑛 𝑓𝑛 (𝑤𝑛). Производная по Фреше

M′ (𝑤) = 𝐼 +𝐴−1 𝑓 ′ (𝑤) – это оператор, действующий из 𝐸𝛽 в 𝐸𝛽 , поскольку 𝐴−1 отображает 𝐸 в 𝐷 (𝐴) ⊂ 𝐸𝛽 .

Из условия (F3) мы получаем M𝑛 (𝑣𝑛)
P𝛽 P𝛽−→ M(𝑣) при 𝑣𝑛

P𝛽−→𝑣 и ∥M′
𝑛 (𝑤𝑛 + 𝑝

𝛽
𝑛𝑢

∗) −M′
𝑛 (𝑝

𝛽
𝑛𝑢

∗)∥
𝐸
𝛽
𝑛
≤ 𝜌, если

∥𝑤𝑛 ∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝛿 с 𝜌 = 𝜌 (𝛿) → 0 при 𝛿 → 0 равномерно по 𝑛. Из условия (F2) следует, чтоM′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢∗)

P𝛽 P𝛽−→ M′ (𝑢∗)
собственно, операторы M′

𝑛 (𝑝
𝛽
𝑛𝑢

∗) Фредгольмовы с нулевым индексом и N(𝐴 + 𝑓 ′ (𝑢∗)) = {0}. По теореме

2 из [14] следует сходимость 𝑢∗𝑛
P𝛽−→𝑢∗ .

Рассмотрим теперь гиперболическую стационарную точку 𝑢∗ задачи (1) и гиперболические стацио-

нарные точки 𝑢∗𝑛
P𝛽−→𝑢∗ задачи (13). В этом случае

D𝛼𝑡 𝑣𝑛 (𝑡) = 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛𝑣𝑛 (𝑡) + 𝐹𝑢∗𝑛,𝑛 (𝑣𝑛 (𝑡)), 𝑣𝑛 (0) = 𝑣
0
𝑛, 𝑡 ≥ 0,

где 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛 = 𝐴𝑛 + 𝑓 ′𝑛 (𝑢∗𝑛), 𝐹𝑢∗𝑛,𝑛 (𝑣𝑛 (𝑡)) = 𝑓𝑛 (𝑣𝑛 (𝑡) + 𝑢∗𝑛) − 𝑓𝑛 (𝑢∗𝑛) − 𝑓 ′𝑛 (𝑢∗𝑛)𝑣𝑛 (𝑡).

Теорема 2.2. (О затенении) Пусть оператор𝐴 порождает экспоненциально убывающую аналитическую
𝐶0-полугруппу и 0 ≤ 𝛽 < 𝛾 < 1. Пусть резольвенты операторов 𝐴𝑛, 𝐴 компактны, Δ𝑐𝑐 ≠ ∅ и выполнены
условия (𝐵), (𝐹1), (𝐹2), (𝐹3). Тогда найдется такое 𝜌0 > 0, что для любого 𝜀0 > 0 существует число
𝑛0 = 𝑛0 (𝜀0) ∈ N такое, что для любого обобщенного решения 𝑢 (𝑡) задачи (1), удовлетворяющего 𝑢 (𝑡) ∈
U𝐸𝛾 (𝑢∗, 𝜌0), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 при некотором 0 < 𝑇 ≤ ∞ найдутся такие начальные условия 𝑢0

𝑛 ∈ 𝐸𝛽𝑛 , 𝑛 ≥ 𝑛0, что
обобщенные решения 𝑢𝑛 (𝑡 ;𝑢0

𝑛) задач (13) существуют на [0,𝑇 ] и удовлетворяют

sup
0≤𝑡≤𝑇

∥𝑝𝛽𝑛𝑢 (𝑡) − 𝑢𝑛 (𝑡 ;𝑢0
𝑛)∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝜀0 ∀𝑛 ≥ 𝑛0 (𝜀). (14)

Теорема 2.3. (О затенении) Пусть выполнены условия теоремы 2.2. Тогда найдется такое 𝜌0 > 0, что
для любого 𝜀0 > 0 существует число 𝑛0 = 𝑛0 (𝜀0) ∈ Nтакое, что для любых обобщенных решений 𝑢𝑛 (𝑡), 𝑛 ≥ 𝑛0
задачи (13), удовлетворяющих 𝑢𝑛 (𝑡) ∈ U𝐸

𝛾
𝑛
(𝑢∗𝑛, 𝜌0), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 для некоторого 0 < 𝑇 ≤ ∞ существуют такие

начальные условия 𝑢𝑛,0 ∈ 𝐸𝛽 , 𝑛 ≥ 𝑛0, что обобщенные решения 𝑢 (𝑡 ;𝑢𝑛,0) задачи (1) существуют на [0,𝑇 ] и
удовлетворяют

sup
0≤𝑡≤𝑇

∥𝑢𝑛 (𝑡) − 𝑝𝛽𝑛𝑢 (𝑡 ;𝑢𝑛,0)∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝜀0 ∀𝑛 ≥ 𝑛0 (𝜀0).
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3. Доказательство теоремы 2.1. Дадим некоторые определения.
Определение 3.1. Стационарная точка 𝑢∗ называется гиперболической, если оператор𝐴𝑢∗ = 𝐴 + 𝑓 ′ (𝑢∗)

не имеет спектра на границе 𝜕Σ𝛼𝜋/2 .

Определение 3.2. Точки спектра оператора 𝐴𝑢∗ , лежащие внутри Σ𝛼𝜋/2 = {𝜆 ∈ C : 𝑎𝑟𝑔(𝜆) < 𝛼𝜋/2} и
обозначаемые 𝜎+, назовем неустойчивым спектром, а точки спектра оператора 𝐴𝑢∗ , лежащие вне Σ𝛼𝜋/2, и
обозначаемые 𝜎− , назовем устойчивым спектром оператора 𝐴𝑢∗ .

Заметим, что множество 𝜎− может содержать несколько (конечное число) точек 𝜆 ∈ C с ℜ𝜆 > 0. В
силу условия (2) оператор 𝐴𝑢∗ также порождает аналитическую полугруппу и поэтому число таких точек
конечно. Обозначим это множество через Σ+

𝛼 .

Теорема 2.1. имеет следующее
Доказательство. Определим оператор𝐺 (𝑧; 𝑣 (·)) как правую часть выражения (12), где 𝑧 =

(
𝑣0

𝑣𝑇

)
– вектор

с нормой ∥𝑧∥ = ∥𝑣0∥𝐸𝛽 + ∥𝑣𝑇 ∥𝐸𝛽 . Во-первых, например, в [19, 20, 21, 15] установлено, что компактность
резольвенты 𝑅(𝜆𝛼 ;𝐴) для некоторого 𝜆𝛼 ∈ 𝜌 (𝐴) эквивалентна компактности семейства 𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴) для любого
𝑡 > 0, а также компактности 𝑃𝛼 (𝑡, 𝐴) для любого 𝑡 > 0. Во-вторых, рассмотрим уравнение

𝑣 (𝑡) = 𝐺 (𝑧; 𝑣 (·)) (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], (15)

в пространстве непрерывных функций Υ = 𝐶
(
[0,𝑇 ];𝐸𝛽

)
. В [22] установлено, что оператор 𝐺 (𝑧; ·) : Υ → Υ

непрерывен. Наконец, в силу компактности резольвенты 𝑅(𝜆𝛼 ;𝐴) в [22] показано, что оператор𝐺 (𝑧; 𝑣 (·)) :
Υ → Υ компактен при любом векторе 𝑧. Компактность оператора 𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼−𝑃 (𝜎+))𝑣0+

∫ 𝑡
0 𝑃𝛼 (𝑡−𝑠, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼−

𝑃 (𝜎+))𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠 в пространстве Υ установлена в [22], теорема 4.5. Обратим внимание лишь на то, что
проектор 𝑃 (𝜎+) конечномерен, и, кроме того, часть оператора 𝐴−

𝑢∗ , где 𝐴
−
𝑢∗ – сужение оператора 𝐴𝑢∗ на

подпространство (𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝐸𝛽 , отвечающая спектру Σ+
𝛼 , также действует в конечномерном пространстве,

т. к. часть спектра Σ+
𝛼 состоит из конечного числа точек конечной корневой кратности. Оператор

𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗ )−1
(
𝑃 (𝜎+)𝑣𝑇 −

∫ 𝑇
𝑡
𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ )𝑃 (𝜎+)𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠

)
является компактным в пространстве Υ

согласно теореме 4.1 из [23].
Производная оператора 𝐺 ′

𝑣 (𝑧; 𝑣 (·)) при 𝑧0 = 0 и 𝑣0 (·) = 0 существует и оператор 𝐼 − 𝐺 ′
𝑣 (𝑧0; 𝑣0 (·))

имеет ограниченный обратный. Остается воспользоваться теоремой 54.3 из [24], которая утверждает
существование таких 𝜌1 > 0 и 𝜌2 > 0, что уравнение (15) имеет при любых ∥𝑧∥ ≤ 𝜌1 решение 𝑣 (·) в
𝐶

(
[0,𝑇 ];𝐸𝛽

)
с ∥𝑣 (·)∥Υ ≤ 𝜌2.

Случай 𝑇 = ∞ вытекает из оценок раздела 3 в [22], леммы 2 в [25] и (11) из [23].
4. Доказательство теорем 2.2 и 2.3. Определим операторы

𝑝
𝛽
𝑛 = (−𝐴𝑛)−𝛽𝑝𝑛 (−𝐴)𝛽 ∈ 𝐵(𝐸𝛽 , 𝐸𝛽𝑛 ). (16)

Сходимость 𝑥𝑛
P𝛽−→𝑥 имеет место тогда и только тогда, когда ∥𝑥𝑛 − 𝑝𝛽𝑛𝑥 ∥𝐸𝛽𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞. Имеем

∥𝑥𝑛 − 𝑝𝛽𝑛𝑥 ∥𝐸𝛽𝑛 = ∥(−𝐴𝑛)𝛽𝑥𝑛 − 𝑝𝑛 (−𝐴)𝛽𝑥 ∥ и

∥𝑝𝛽𝑛𝑥 ∥𝐸𝛽𝑛 = ∥𝑝𝑛 (−𝐴)𝛽𝑥 ∥𝐸𝑛 → ∥(−𝐴)𝛽𝑥 ∥𝐸 = ∥𝑥 ∥𝐸𝛽 при 𝑛 → ∞

для любого 𝑥 ∈ 𝐷 ((−𝐴)𝛽 ) и, следовательно, выполняется (9) для пространств 𝐸𝛽 , 𝐸𝛽𝑛 .
Кроме связывающих отображений 𝑝𝑛, 𝑝

𝛽
𝑛 нам понадобятся отображения, согласованные с гипербо-

лической точкой. Заметим, что проекторы 𝑃 = 𝑃 (𝜎+) и 𝑃𝑛 = 𝑃𝑛 (𝜎+𝑛 ) конечномерны и сходятся 𝑃𝑛
PP−→𝑃

компактно. Определим отображения 𝑝𝑛 : 𝐸 ↦→ 𝐸𝑛 по формуле

𝑝𝑛 = 𝑃𝑛𝑝𝑛𝑃 + (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝑝𝑛 (𝐼 − 𝑃) (17)

и отображения 𝑝𝛽𝑛 : 𝐸𝛽 ↦→ 𝐸
𝛽
𝑛 по формуле

𝑝
𝛽
𝑛𝑥 =

{
(𝐴𝑢∗𝑛,𝑛)−𝛽𝑃𝑛𝑝𝑛 (𝐴𝑢∗ )𝛽𝑃𝑥, 𝑥 ∈ 𝑃𝐸𝛽 ,
(−𝐴𝑢∗𝑛,𝑛)−𝛽 (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝑝𝑛 (−𝐴𝑢∗ )𝛽 (𝐼 − 𝑃)𝑥, 𝑥 ∈ (𝐼 − 𝑃)𝐸𝛽 . (18)

Без потери общности мы можем определить норму в 𝐸𝛽 таким образом, что

∥𝑣 ∥𝐸𝛽 = max(∥𝑃 (𝜎+)𝑣 ∥𝐸𝛽 , ∥(𝐼 − 𝑃 (𝜎+))𝑣 ∥𝐸𝛽 ). (19)

В силу равенства
(𝑝𝑛 − 𝑝𝑛)𝑥 = 2(𝑃𝑛𝑝𝑛 − 𝑝𝑛𝑃)𝑃𝑥 − (𝑃𝑛𝑝𝑛 − 𝑝𝑛𝑃)𝑥,
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получаем, что система отображений {𝑝𝑛} эквивалентна системе отображений {𝑝𝑛} на 𝐸, а система {𝑝𝛽𝑛 }
эквивалентна системе {𝑝𝛽𝑛 } на 𝐸𝛽 (это показывается как и в [8]).

Доказательство теоремы 2.2. Пусть 𝑢 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, является обобщенным решением задачи (1),
а точнее 𝑢 (𝑡) ∈ U𝐸𝛾 (𝑢∗, 𝜌0) для всех 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 . Тогда 𝑣 (𝑡) := 𝑢 (𝑡) − 𝑢∗ ∈ U𝐸𝛾 (0, 𝜌0) является решением
уравнения (12) с краевыми условиями

𝑣− = (𝐼 − 𝑃)𝑣 (0), 𝑣+ = 𝑃𝑣 (𝑇 ).

В силу выбора нормы (19) имеем
∥𝑣− ∥𝐸𝛾 ≤ 𝜌0, ∥𝑣+∥𝐸𝛾 ≤ 𝜌0 .

Применим теорему 2.1 с 𝛾 вместо 𝛽 . В силу единственности в 𝐶 ( [0,𝑇 ],U𝐸𝛾 (0, 𝜌2)) решение 𝑣 (𝑣−, 𝑣+, ·) по
теореме 2.1 удовлетворяет 𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑣−, 𝑣+, 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 . Определим далее полудискретные граничные
задачи с условиями

𝑣−𝑛 = 𝑝
𝛽
𝑛𝑣

−, 𝑣+𝑛 = 𝑝
𝛽
𝑛𝑣

+.

По определению (18) имеем 𝑣−𝑛 = 𝑝
𝛽
𝑛𝑣

− = (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝑝𝛽𝑛𝑣− и 𝑣+𝑛 = 𝑝
𝛽
𝑛𝑣

+ = 𝑃𝑛𝑝
𝛽
𝑛𝑣

+ и в силу (4.3) из [8]

∥𝑣±𝑛 ∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝐶𝛽 ∥𝑣±∥𝐸𝛽 ≤ 𝐶𝛽𝜌0.

Выбирая сходящиеся стационарные точки 𝑢∗𝑛
P−→𝑢∗ и соответствующие единственные решения 𝑣𝑛 (·) =

𝑣𝑛 (𝑣−𝑛 , 𝑣+𝑛 , ·) ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ];U𝐸
𝛽
𝑛
(0, 𝜌)) задач

𝑣𝑛 (𝑡) = 𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛 ) (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝑣
−
𝑛 +

∫ 𝑡

0
𝑃𝛼 (𝑡 − 𝑠, 𝐴𝑢∗𝑛 ) (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝐹𝑢∗𝑛 (𝑣𝑛 (𝑠))𝑑𝑠 + (20)

𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛 )
−1

(
𝑃𝑛𝑣

+
𝑛 −

∫ 𝑇

𝑡

𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗𝑛 )𝑃𝑛𝐹𝑢∗𝑛 (𝑣𝑛 (𝑠))𝑑𝑠
)
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

мы получаем, что
𝑢0
𝑛 = 𝑢∗𝑛 + 𝑣𝑛 (0), 𝑢𝑛 (𝑡) = 𝑣𝑛 (𝑡) + 𝑢∗𝑛

удовлетворяют утверждению настоящей теоремы. Выберем 𝜌0 так, чтобы для (12) и (20) можно было
применить оценку из теоремы о неявной функции см., например, лемма 1 в [14] или лемма 6.1 в [8].
Таким образом, для решения 𝑣𝑛 (𝑡) и функции 𝑝𝛽𝑛𝑣 (𝑡) получаем

sup
0≤≤𝑇

∥𝑣𝑛 (𝑡) − 𝑝𝛽𝑛𝑣 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 ≤ (21)

≤ 𝐶∗∥𝑣𝑛 −𝐺𝑛 (𝑣−𝑛 , 𝑣+𝑛 , 𝑣𝑛) − 𝑝
𝛽
𝑛𝑣 (𝑡) +𝐺𝑛 (𝑣−𝑛 , 𝑣+𝑛 , 𝑝

𝛽
𝑛𝑣 (𝑡))∥𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸𝛽𝑛 )

≤

≤ 𝐶∗ sup
0≤𝑡≤𝑇

∥𝜂−𝑛 (𝑡) + 𝜂+𝑛 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 ,

где члены справа заданы равенствами

𝜂−𝑛 (𝑡) = 𝑝
𝛽
𝑛𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼 − 𝑃)𝑣− + 𝑝𝛽𝑛

∫ 𝑡

0
𝑃𝛼 (𝑡 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼 − 𝑃)𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠

−𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛) (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛))𝑣
−
𝑛 −

∫ 𝑡

0
𝑃𝛼 (𝑡 − 𝑠, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛) (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝐹𝑢∗𝑛 (𝑝

𝛽
𝑛𝑣 (𝑠))𝑑𝑠

𝜂+𝑛 (𝑡) = 𝑝
𝛽
𝑛𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗ )−1

(
𝑃𝑣+ −

∫ 𝑇

𝑡

𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ )𝑃𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠
)

−𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛)
−1

(
𝑃𝑛𝑣

+
𝑛 +

∫ 𝑇

𝑡

𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛)𝑃𝑛𝐹𝑢∗𝑛 (𝑝
𝛽
𝑛𝑣 (𝑠))𝑑𝑠

)
.

Оценим 𝜂−𝑛 , полагая 𝐸 = (𝐼 − 𝑃)𝐸, 𝑔(𝑡) = (𝐼 − 𝑃)𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡)), 𝑔𝑛 (𝑡) = (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝐹𝑢∗𝑛,𝑛 (𝑝
𝛽
𝑛𝑣 (𝑡)), 𝐾1 = U𝐸𝛾 (0, 𝜌0),

𝐾2 = {(𝐼 − 𝑃)𝐹𝑢∗ (𝑤) : 𝑤 ∈ U𝐸𝛾 (0, 𝜌0)}, 𝑢0 = 𝑣− , 𝑢𝑛 (0) = 𝑝𝛽𝑛𝑢 (0) = 𝑝
𝛽
𝑛𝑣

− . Заметим, что в силу непрерывности
𝐹𝑢∗ из 𝐸𝛽 в 𝐸 и компактному вложению пространства 𝐸𝛾 в 𝐸𝛽 множество𝐾1 компактно в 𝐸𝛽 , а𝐾2 компактно
в 𝐸. Остается заметить, что сильная дискретная сходимость становится равномерной на компакте, т. е.
для любого 𝜀 > 0 при 𝑛 ≥ 𝑛1 = 𝑛(𝜖)

sup
0≤𝑡≤𝑇

∥𝑔𝑛 (𝑡) − 𝑝𝑛𝑔(𝑡)∥�̃�𝑛 ≤ sup
0≤𝑡≤𝑇

∥(𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)
(
𝐹𝑢∗𝑛,𝑛 (𝑝

𝛽
𝑛𝑣 (𝑡)) − 𝑝𝑛𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑡))

)
∥𝐸𝑛

+ sup
𝑤∈𝐾2

∥(𝐼𝑛 − 𝑃𝑛) (𝑝𝑛𝑃 − 𝑃𝑛𝑝𝑛)𝐹𝑢∗ (𝑤)∥𝐸𝑛

≤ 𝜀.
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Поэтому мы получаем ∥𝜂−𝑛 ∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝜀 при 𝑛 ≥ 𝑛1. Аналогичным образом получаем оценку для ∥𝜂+𝑛 ∥𝐸𝛽𝑛
при 𝑛 ≥ 𝑛2. Наконец, в силу (21) и сходимости стационарных точек 𝑢∗𝑛

P𝛽−→𝑢∗ мы получаем для всех
𝑛 ≥ 𝑐 max(𝑛1, 𝑛2) и всех 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

∥𝑢𝑛 (𝑡) − 𝑝𝛽𝑛𝑢 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 ≤ ∥𝑣𝑛 (𝑡) − 𝑝𝛽𝑛𝑣 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 + ∥𝑢∗𝑛 − 𝑝
𝛽
𝑛𝑢

∗∥
𝐸
𝛽
𝑛
≤ 𝜀

2
+ 𝜀

2
= 𝜀.

Доказательство теоремы 2.3. Как и в теореме 2.2, возьмем некоторое 𝜀0 > 0. Рассмотрим обобщенные
решения 𝑢𝑛 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, задач (13), которые лежат в U𝐸

𝛾
𝑛
(𝑢∗𝑛, 𝜌0) и определим

𝑣𝑛 (𝑡) = 𝑢𝑛 (𝑡) − 𝑢∗𝑛, 𝑣−𝑛 = (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝑣𝑛 (0), 𝑣+𝑛 = 𝑃𝑛𝑣𝑛 (𝑇 ).

В силу равномерной ограниченности проекторов имеем для некоторой константы 𝐶𝑏 ≥ 1

∥𝑣−𝑛 ∥𝐸𝛾𝑛 ≤ 𝐶𝑏𝜌0, ∥𝑣+𝑛 ∥𝐸𝛾𝑛 ≤ 𝐶𝑏𝜌0.

Применимтеорему 2.1 к данным 𝑣±𝑛 с𝛾 вместо 𝛽.Пусть𝐶𝑏𝜌0 ≤ 𝜌 так что выполняется 𝑣𝑛 (𝑡) = 𝑣𝑛 (𝑣−𝑛 , 𝑣+𝑛 , 𝑡), 0 ≤
𝑡 ≤ 𝑇 в силу единственности решений в 𝐶 ( [0,𝑇 ],U𝐸

𝛾
𝑛
(0, 𝜌)). Положим 𝛽 < 𝜇 < 𝛾 и воспользуемся леммой

4.5 из [8] для утверждения существований граничных условий 𝑣𝑛,− ∈ (𝐼 − 𝑃)𝐸𝜇, 𝑣𝑛,+ ∈ 𝑃𝐸𝜇, 𝑛 ≥ 𝑛1 (𝜀0) для
исходной задачи (12) таких, что

∥𝑣−𝑛 − 𝑝𝛽𝑛𝑣𝑛,− ∥𝐸𝛽𝑛 + ∥𝑣+𝑛 − 𝑝
𝛽
𝑛𝑣
𝑛,+∥

𝐸
𝛽
𝑛
≤ 𝐶∗𝜀0, ∥𝑣𝑛,±∥𝐸𝜇 ≤ 𝐶𝜌0 . (22)

Напомним вкратце эти рассуждения. Пусть задана последовательность {𝑣0
𝑛}, 𝑣0

𝑛 ∈ 𝐸𝛾𝑛 с ∥(−𝐴𝑛)𝛾𝑣0
𝑛 ∥ ≤ 𝑏.

Предположим от противного, что найдутся N′ ⊆ N и 𝑣 ∈ 𝐸𝛽 со свойством ∥𝑣0
𝑛 − 𝑝

𝛽
𝑛𝑣 ∥ ≥ 𝜀 > 0 при всех

𝑛 ∈ N′ . Понятно, что последовательность (−𝐴𝑛)−𝛽 (−𝐴𝑛)𝛽𝑣0
𝑛 = 𝑣0

𝑛 является P−компактной, и, значит,
для некоторой N′′ ⊂ N′ имеем 𝑣0

𝑛

P−→𝑣 при 𝑛 ∈ N′′ . Кроме того, (−𝐴𝑛)𝛽−𝛾 (−𝐴𝑛)𝛾𝑣0
𝑛 = (−𝐴𝑛)𝛽𝑣0

𝑛 тоже
P−компактна. Поэтому для N′′′ ⊂ N′′ имеем (−𝐴𝑛)𝛽𝑣0

𝑛

P−→𝑧 при 𝑛 ∈ N′′′ . Значит, 𝑣 = (−𝐴)−𝛽𝑧 ∈ 𝐸𝛽 .
Наконец, ∥𝑣0

𝑛 − 𝑝
𝛽
𝑛𝑣 ∥𝐸𝛽𝑛 = ∥(−𝐴𝑛)𝛽𝑣0

𝑛 − 𝑝𝑛𝑧∥𝐸𝑛 → 0 при 𝑛 ∈ N′′′, что противоречит нашему допущению.
Далее, мы применяем теорему 2.2 с граничными условиями 𝑣𝑛,±. Обозначим единственное решение в

𝐶 ( [0,𝑇 ];U𝐸𝛾 (0; 𝜌2)) через 𝑣𝑛 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 . Покажем, что

𝑢𝑛,0 = 𝑣𝑛 (0) + 𝑢∗, 𝑢 (𝑡 ;𝑢𝑛,0) = 𝑣𝑛 (𝑡) + 𝑢∗, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

удовлетворяет (14). Для этой цели мы подставим 𝑣𝑛 (·) и 𝑝𝛽𝑛𝑣𝑛 (·) в неравенство (21). Это неравенство
выполняется, поскольку ∥𝑣𝑛 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝐶𝜌0, с должной константой 𝐶.

Мы получили оценку
∥𝑣𝑛 (·) − 𝑝𝛽𝑛𝑣𝑛 (·)∥𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸𝛽𝑛 )

≤ (23)

∥𝑝𝛽𝑛𝑣𝑛 −𝐺𝑛 (𝑣−𝑛 , 𝑣+𝑛 , 𝑝
𝛽
𝑛𝑣
𝑛)∥

𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐸𝛽𝑛 )
≤ sup

0≤𝑡≤𝑇
∥𝜂−𝑛 (𝑡) + 𝜂+𝑛 (𝑡) + 𝜑−

𝑛 (𝑡) + 𝜑+
𝑛 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 ,

где члены справа заданы как

𝜂−𝑛 (𝑡) = 𝑝
𝛽
𝑛𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼 − 𝑃)𝑣− + 𝑝𝛽𝑛

∫ 𝑡

0
𝑃𝛼 (𝑡 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ ) (𝐼 − 𝑃)𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠

−𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛) (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛))𝑣
−
𝑛 −

∫ 𝑡

0
𝑃𝛼 (𝑡 − 𝑠, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛) (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛)𝐹𝑢∗𝑛 (𝑝

𝛽
𝑛𝑣 (𝑠))𝑑𝑠

𝜂+𝑛 (𝑡) = 𝑝
𝛽
𝑛𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗ )−1

(
𝑃𝑣+ −

∫ 𝑇

𝑡

𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗ )𝑃𝐹𝑢∗ (𝑣 (𝑠))𝑑𝑠
)

−𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛)
−1

(
𝑃𝑛𝑣

+
𝑛 +

∫ 𝑇

𝑡

𝑃𝛼 (𝑇 − 𝑠, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛)𝑃𝑛𝐹𝑢∗𝑛 (𝑝
𝛽
𝑛𝑣 (𝑠))𝑑𝑠

)
.

𝜑−
𝑛 (𝑡) = 𝑆𝛼 (𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛) (𝐼𝑛 − 𝑃𝑛) (𝑝

𝛽
𝑛𝑣
𝑛,− − 𝑣−𝑛 ),

𝜑+
𝑛 (𝑡) = 𝑆𝛼 (𝑇 − 𝑡, 𝐴𝑢∗𝑛,𝑛)

−1𝑃𝑛 (𝑝𝛽𝑛𝑣𝑛,+ − 𝑣+𝑛 ).

Мы получили оценку ∥𝜂±𝑛 ∥ ≤ 𝐶𝜀0 практически как и в теореме 2.2, см. (21), основное отличие состоит в
том, что 𝑣 (𝑠) заменено на 𝑣𝑛 (𝑠), а компактные множества даны как 𝐾2 = {(𝐼 − 𝑃)𝐹𝑢∗ (𝑤) : 𝑤 ∈ U𝐸𝛾 (0, 𝜌0)} и
𝐾1 = U𝐸𝛾 (0,𝐶𝜌0), см. (22).
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Для почти всех 𝑛, т. е. при 𝑛 ≥ 𝑛1 (𝜀0), мы имеем

∥𝜑−
𝑛 (𝑡) + 𝜑+

𝑛 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 ≤ 𝜀0

2
.

Используя (23) мы, наконец, получаем для 𝑛 ≥ max(𝑛1 (𝜀0), 𝑛2 (𝜀0))

∥𝑢𝑛 (𝑡) − 𝑝𝛽𝑛𝑢 (𝑡,𝑢𝑛,0)∥𝐸𝛽𝑛 ≤ ∥𝑣𝑛 (𝑡) − 𝑝𝛽𝑛𝑣𝑛 (𝑡)∥𝐸𝛽𝑛 + ∥𝑢∗𝑛 − 𝑝
𝛽
𝑛𝑢

∗∥
𝐸
𝛽
𝑛
≤ 𝜀0

равномерно по 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .
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Оригинальное исследование

Численный метод решения уравнения «реакция – диффузия»

Барабаш О. П. ,
(Статья представлена членом редакционной коллегии В. В. Меньших)
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Россия, 394064, г. Воронеж, ул. Старых Большевиков, 54A
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Аннотация. В работе рассматривается квазилинейное уравнение «реакция – диффузия», более известное как
уравнение Колмогорова – Петровского – Пискунова – Фишера. Для численного решения начально-краевой задачи с
данным уравнением была построена двухслойная разностная схема с весами, имеющая порядок аппроксимации
𝑂 (ℎ2 +𝜏). Используемая схема позволила свести задачу поиска решения нелинейного уравнения к решению системы
линейных алгебраических уравнений методом прогонки. Приведены результаты численной реализации схемы на
нескольких модельных примерах с точным решением типа «бегущей волны». Демонстрируемые расчеты показали
высокую точность предложенной разностной схемы.
Ключевые слова: уравнение «реакция – диффузия», уравнение Фишера, уравнение КПП, разностная схема, схема с
весами, конечно-разностная аппроксимация, вычислительный эксперимент
Для цитирования: Барабаш О. П. 2025. Численный метод решения уравнения «реакция – диффузия». Прикладная
математика & Физика, 57(1): 52–58. DOI 10.52575/2687-0959-2025-57-1-52-58
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Numerical Method for Solving the Reaction-Diffusion Equation
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Abstract. Mathematical models with this equation are widely used in ecology, physiology, combustion, crystallization, plasma
physics, and in general phase transition problems. In this article, we are interested in the finite-difference approximation of
the initial-boundary value problem with the KPP-F equation. For this, a two-layer difference scheme "with weights"was built,
having an approximation order of 𝑂 (ℎ2 + 𝜏). The used scheme made it possible to reduce the problem of finding a solution
to a nonlinear equation to solving a system of linear algebraic equations using the sweep method. If 𝑛 is the dimension of
the system, then the sweep method provides a solution in approximately 8𝑛 arithmetic operations, and therefore is a more
economical method than others. The results of numerical implementation of the scheme on several model examples with an
exact "traveling wave"solution.
Keywords: Reaction-Diffusion Equation, Fisher Equation, KPP Equation, Difference Scheme, Weighted Scheme, Finite
Fifference Approximation, Computational Experiment
For citation: Barabash O. P. 2025. Numerical Method for Solving the Reaction-Diffusion Equation. Applied Mathematics &
Physics, 57(1): 52–58. (in Russian) DOI 10.52575/2687-0959-2025-57-1-52-58

1. Введение. Важнейшей моделью среды, допускающей процессы самоорганизации, является урав-
нение «реакция – диффузия» (УРД):

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐷∇2𝑢 + 𝑓 (𝑢),

где – 𝐷 матрица коэффициентов диффузии,𝑢 – неизвестная векторная функция. Реакционно-диффузион-
ные системы широко встречаются в химии, биологии, экологии и физике.

В 1937 г. советские математики А. Н. Колмогоров, И. Г. Петровский и Н. С. Пискунов [1] и Р. Фишер [2]
одновременно предложили модель, которая описывает распространение биологических популяций:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝑢 (1 − 𝑢).
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Уравнение в честь авторов получило название Колмогорова – Петровского – Пискунова. Справедливости
ради, стоит отметить, что первоначально уравнение было предложено Хотеллингом [3, 4] в 1921 г. в
качестве модели, описывающей популяционный рост и распространение. На основе принципов Малтуса
рост моделировался как логистический процесс. Построение миграционных процессов в пространстве
осуществлялось с использованием теории Фурье распространения тепла.

Указанному уравнению посвящено большое количество работ, связанных с распространением в
пространстве волн различной природы [5]. В работе [6] получены точные решения двух типов уравнения
Фишера. Однако особую роль играет конечно-разностная аппроксимация уравнений рассматриваемого
класса. В этой связи необходимо отметить работы П. П. Матуса [7, 8], посвященные численной аппрок-
симации уравнения Ф-КПП, а также статью [9], в которой приведены и исследованы на устойчивость
монотонные разностные схемы для уравнения КПП.

В настоящей работе строится разностная схема c весами, имеющая второй порядок точности по ℎ и
первый – по 𝜏 . Для рассматриваемой разностной схемы приведены результаты численного эксперимента
на разных пространственно-временных сетках, а также для различных значений весовых параметров.

Целью данной работы является получение асбсолютных и относительных погрешностей решения.
2. Постановка задачи. Разностная схема. Рассмотрим начально-краевую задачу для одномерного

уравнения Фишера – Колмогорова – Петровского – Пискунова:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +𝐴𝑢 (𝑆 − 𝑢), 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇,𝐴, 𝑆 > 0, (1)

с неоднородными граничными и начальным условиями:

𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢1 (𝑡), 𝑢 (1, 𝑡) = 𝑢2 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (2)

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. (3)

В уравнении (1) параметры 𝐴 и 𝑆 имеют значения постоянной роста и теоретического максимума для
функции 𝑢 соотвественно.

Разобьем отрезки [0, 1] оси 𝑥 на 𝑁 частей, отрезок [0,𝑇 ] оси 𝑡 𝑀 частей. Введем сетку

𝑤ℎ𝜏 = 𝑤ℎ ×𝑤𝜏 = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, .., 𝑁 } × {𝑡 𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, .., 𝑀}

с постоянными шагами ℎ = 1/𝑁 и 𝜏 = 𝑇 /𝑀 .
Значение сеточной функции𝑦 в узле (𝑥𝑖 , 𝑡 𝑗 ) будем обозначать𝑦 𝑗

𝑖
. Будем использовать шеститочечный

шаблон с центром в точке (𝑥𝑖 , 𝑡 𝑗+1), состоящий из узлов

(𝑥𝑖±1, 𝑡 𝑗+1), (𝑥𝑖 , 𝑡 𝑗+1), (𝑥𝑖±1, 𝑡 𝑗 ), (𝑥𝑖 , 𝑡 𝑗 ).

Заменим 𝜕𝑢
𝜕𝑡

первой разностной производной, а 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 – второй разностной производной и введем

произвольные вещественные параметры 𝜎, 𝜂, 𝛼, 𝛽 . Следуя методике А.А. Самарского [10], рассмотрим
семейство разностных схем «c весами»:

𝑦
𝑗+1
𝑖

− 𝑦 𝑗
𝑖

𝜏
= Λ(𝜎𝑦 𝑗+1

𝑖
+ 𝜂𝑦 𝑗

𝑖
) + 𝛼 (𝑆 − 𝑦 𝑗

𝑖
)𝑦 𝑗+1
𝑖

+ 𝛽 (𝑆 − 𝑦 𝑗+1
𝑖

)𝑦 𝑗
𝑖
, 0 < 𝑖 < 𝑁, 0 ≤ 𝑗 < 𝑀, (4)

где
Λ𝑦𝑖 =

𝑦𝑖−1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖+1

ℎ2 .

Начальные и краевые условия аппроксимируем точно

𝑦
𝑗

0 = 𝑢
𝑗

1, 𝑦
𝑗

𝑁
= 𝑢

𝑗

2, (5)

𝑦0
𝑖 = 𝑦 (𝑥𝑖 , 0) = 𝑢0 (𝑥𝑖 ). (6)

Для дальнейшего удобства перейдем к безындексным обозначениям, принятым в работе [11]:

𝑦
𝑗

𝑖
= 𝑦,𝑦

𝑗+1
𝑖

= 𝑦,𝑦𝑡 =
𝑦 − 𝑦
𝜏

.

Для определения погрешности введенной схемы необходимо оценить разность решения 𝑦 𝑗
𝑖
задачи

(4) – (6) функции и непрерывной функции 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡) в узлах сетки:

𝑧
𝑗

𝑖
= 𝑦

𝑗

𝑖
− 𝑢 𝑗

𝑖
.
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Запишем задачу (4) – (6) в безындексном виде
𝑦𝑡 = Λ(𝜎𝑦 + 𝜂𝑦) + 𝛼 (𝑆 − 𝑦)𝑦 + 𝛽 (𝑆 − 𝑦)𝑦, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑤ℎ𝜏 ,
𝑦 (0, 𝑡) = 𝑢1 (𝑡), 𝑦 (1, 𝑡) = 𝑢2 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝑤𝜏 ,
𝑦 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑤ℎ .

(7)

Подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в (7), перейдем к задаче для 𝑧:
𝑧𝑡 = Λ(𝜎�̂� + 𝜂𝑧) +𝜓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑤ℎ𝜏 ,
𝑧 (0, 𝑡) = 𝑧 (1, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝑤𝜏 ,
𝑧 (𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝑤ℎ,

где невязка схемы при решении определяется уравнением:

𝜓 = Λ(𝜎𝑢 + 𝜂𝑢) − 𝑢𝑡 + 𝛼 (𝑆 − 𝑢)𝑢 + 𝛽 (𝑆 − 𝑢)𝑢.

C учетом линейности оператора Λ запишем:

𝜓 = 𝜎Λ𝑢 + 𝜂Λ𝑢 − 𝑢𝑡 + 𝛼 (𝑆 − 𝑢)𝑢 + 𝛽 (𝑆 − 𝑢)𝑢. (8)

Считая функцию 𝑢 (𝑥, 𝑡) достаточно гладкой и используя разложение в ряд Тейлора в окрестности
точки (𝑥, 𝑡), получаем:

Λ𝑢 =
𝑢 (𝑥 − ℎ, 𝑡) − 2𝑢 (𝑥, 𝑡) + 𝑢 (𝑥 − ℎ, 𝑡)

ℎ2 = 𝑢
′′
𝑥 + ℎ

2

12
𝑢
(4)
𝑥 +𝑂 (ℎ4),

𝑢𝑡 =
𝑢 − 𝑢
𝜏

=
1
𝜏

(
𝑢 + 𝜏𝑢 ′

𝑡 +𝑂 (𝜏2) − 𝑢
)
=

1
𝜏

(
𝜏𝑢

′
𝑡 +𝑂 (𝜏2)

)
= 𝑢

′
𝑡 +𝑂 (𝜏).

Обозначим 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 = 𝐿𝑢 и 𝑢 ′

𝑡 = ¤𝑢, запишем невязку:

𝜓 = 𝜎𝐿𝑢 + 𝜂𝐿𝑢 − ¤𝑢 +𝑂 (ℎ2 + 𝜏) + 𝛼 (𝑆 − 𝑢)𝑢 + 𝛽 (𝑆 − 𝑢)𝑢. (9)

Подставим ¤𝑢 = 𝐿𝑢 +𝐴𝑢 (𝑆 − 𝑢) в уравнение (9), тогда приходим к следующему виду невязки:

𝜓 = ¤𝑢 (𝜎 + 𝜂 − 1) −𝐴𝑢 (𝜎 + 𝜂) (𝑆 − 𝑢) + 𝛼 (𝑆 − 𝑢)𝑢 + 𝛽 (𝑆 − 𝑢)𝑢 +𝑂 (ℎ2 + 𝜏).

Далее примем 𝜎 + 𝜂 − 1 = 0, тогда, используя разложение функции 𝑢 = 𝑢 +𝑂 (𝜏), имеем:

𝜓 = −𝐴𝑢 (𝑆 − 𝑢) + 𝛼 (𝑆 − 𝑢)𝑢 + 𝛽 (𝑆 − 𝑢)𝑢 +𝑂 (ℎ2 + 𝜏) =
= 𝑢 (−𝐴𝑆 + 𝛼𝑆 + 𝛽𝑆) + 𝑢2 (𝐴 − 𝛼 − 𝛽) +𝑂 (ℎ2 + 𝜏).

Отсюда очевидно, что при выполнении условий{
𝜎 + 𝜂 = 1,
𝛼 + 𝛽 = 𝐴,

(10)

погрешность аппроксимации
𝜓 = 𝑂 (ℎ2 + 𝜏).

Таким образом, схема обладает первым порядком аппроксимации по 𝜏 и вторым по ℎ.
В статье [12] разностная схема (4) представлена в виде системы линейных алгебраических уравнений,

решение которых осуществляется методом прогонки.
В рамках настоящей статьи не рассматривается вопрос об устойчивости построенного семейства

разностных схем. По этой причине мы придаем существенную роль численному эксперименту, который
будет описан далее.

3. Вычислительный эксперимент. В этом разделе приведены результаты численного эксперимента
для задачи (1) – (3) для параметров 𝑇 = 4, 𝐴 = 1, 𝑆 = 1 и различных сеточных значений.

Численная реализация производилась на языке Python. Результаты расчета сравнивались с точным
решением, определенным по формуле [13]:

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 1

(1 + 𝑒1/
√

6𝑥−5𝑡/6)2 .

Первый модельный пример выполнен для значений весовых коэффициентов 𝜎 = 0, 5, 𝛽 = 0, 5 и
включает расчеты при количестве разбиений 𝑁 = 10, 50 по оси 𝑥 и количестве отрезков разбиения
𝑀 = 40, 100, 400 по оси 𝑡 .

На рисунке 1 изображены графики точного (зеленым цветом) и численного решения (голубым
цветом) в различные моменты времени: 𝑡1 = 𝑇 /4 (линия 1), 𝑡2 = 𝑇 /2 (линия 2), 𝑡3 = 𝑇 (линия 3) при
𝑁 = 10, 𝑀 = 40.
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Рис. 1. Численное и точное решения в различные моменты времени для 𝜎 = 0, 5, 𝛽 = 0, 5,𝑁 = 10,𝑀 = 40
Fig. 1. Numerical and exact solutions at various points in time for 𝜎 = 0.5, 𝛽 = 0.5, 𝑁 = 10,𝑀 = 40

Как видно из рисунка, графики точного и численного решения совпадают. Кроме того, полученный
графический результат соответствует поведению функции на границах интервала:

𝑢 (0, 𝑡) = 1
(1 + 𝑒−5𝑡/6)2 −−−−→

𝑡→∞
1,

𝑢 (1, 𝑡) = 1

(1 + 𝑒1/
√

6−5𝑡/6)2 −−−−→
𝑡→∞

1.

В таблице 1 представлены результаты расчета абсолютных ошибок для первого примера. Сравнение
абсолютных ошибок демонстирует, что предложенный метод позволяет добиться хорошей точности и
на грубой сетке.

Таблица 1
Table 1

Абсолютные ошибки в разные моменты времени для двух значений шага пространственной сетки
и трех значений шага временной сетки

Absolute errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid spacing values

M 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡1 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡2 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡3
N = 10

40 2.57065e-05 2.34178e-05 5.53951e-06
100 4.08557e-06 4.22129e-06 8.53315e-07
400 2.24928e-07 7.93971e-07 1.58376e-08

N = 50
40 9.29992e-06 7.98158e-06 1.90455e-06
100 1.49558e-06 1.2847e-06 3.03764e-07
400 9.43145e-08 8.76976e-08 1.83649e-08

Таблица 2 содержит относительную погрешность численного решения, выраженную в процентах.

Таблица 2
Table 2

Относительные ошибки в разные моменты времени для двух значений шага пространственной сетки
и трех значений шага временной сетки, %

Relative errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid spacing,%

M 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡1 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡2 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡3
N = 10

40 0.00280051 0.00355238 0.00130186
100 0.000445089 0.000640349 0.00020054
400 2.45041e-05 0.000120442 3.72205e-06

N = 50
40 0.00100039 0.00114312 0.000401929
100 0.00016088 0.000183995 6.41051e-05
400 1.01454e-05 1.25601e-05 3.87565e-06
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В таблице 3 приведены абсолютные погрешности расчетов при количестве разбиений 𝑁 = 50 по оси 𝑥
и количестве отрезков разбиения𝑀 = 40, 400, 1000 по оси 𝑡 и различных значениях сеточных параметров
𝜎 и 𝛽 .

Таблица 3
Table 3

Абсолютные ошибки в разные моменты времени для двух значений шага пространственной сетки
и трех значений шага временной сетки

Absolute errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid spacing values

M 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡1 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡2 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡3
𝜎 = 0.7, 𝛽 = 0.3

40 0.000207816 0.000182228 6.30258e-05
400 1.99601e-05 1.74301e-05 6.06282e-06
1000 7.96264e-06 6.95561e-06 2.41838e-06

𝜎 = 0.9, 𝛽 = 0.1
40 0.000405633 0.000358037 0.000125668
400 3.98215e-05 3.47889e-05 1.21221e-05
1000 1.59088e-05 1.38932e-05 4.83675e-06

𝜎 = 1.5, 𝛽 = 0.7
40 0.000333032 0.000232901 2.75878e-05
400 3.46869e-05 2.25883e-05 2.60522e-06
1000 1.39021e-05 9.00973e-06 1.03895e-06

𝜎 = 3, 𝛽 = −3
40 0.00339879 0.0032342 0.00119964
400 0.00035967 0.00030966 0.000104345
1000 0.000143991 0.000123394 4.13592e-05

Результаты, представленные в таблице 3, свидетельствуют о том, что используемая разностная схема
обладает порядком аппроксимации не ниже 𝑂 (ℎ2 + 𝜏).

В следующем модельном примере расширим интервал пространственной переменной. Будем рас-
сматривать задачу:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +𝐴𝑢 (𝑆 − 𝑢),−20 < 𝑥 < 20, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇,𝐴, 𝑆 > 0,

𝑢 (−20, 𝑡) = 𝑢1 (𝑡), 𝑢 (20, 𝑡) = 𝑢2 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥),−20 ≤ 𝑥 ≤ 20.

Расчет произведем для параметров 𝑇 = 4, 𝐴 = 1, 𝑆 = 1, значений весовых коэффициентов 𝜎 = 0, 5, 𝛽 = 0, 5
и количестве разбиений 𝑁 = 200 по оси 𝑥 и количестве отрезков разбиения𝑀 = 400 по оси 𝑡 .

Рис. 2. Численное и точное решения в различные моменты времени
для 𝜎 = 0, 5, 𝛽 = 0, 5, 𝑁 = 200, 𝑀 = 400, −20 ≤ 𝑥 ≤ 20

Fig. 2. Numerical and exact solutions at various points in time for 𝜎 =0.5, 𝛽 =0.5, 𝑁 =200,𝑀 =400, −20 ≤ 𝑥 ≤20
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График демонстрирует, что численное решение совпадает с точным решением, имеющим профиль
«бегущей волны». В таблице 4 приведены абсолютные и относительные ошибки численного решения на
разных временах.

Таблица 4
Table 4

Абсолютные и относительные ошибки в разные моменты времени для двух значений шага
пространственной сетки и трех значений шага временной сетки

Absolute and relative errors at different time points for two spatial grid pitch values and three temporary grid
spacing values

M 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡1 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡2 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑡3
Абсолютная ошибка

400 2.65924e-08 2.08158e-08 7.09457e-09
1000 2.78334e-08 2.17883e-08 7.42831e-09

Относительная ошибка
400 2.65932e-06 2.08191e-06 7.09721e-07
1000 2.78342e-06 2.17919e-06 7.43107e-07

4. Заключение. В работе для численного решения начально-краевой задачи для квазилинейно-
го уравнения Ф–КПП предложена разностная схема, линеаризирующая рассматриваемое уравнение
и имеющая порядок аппроксимации 𝑂 (ℎ2 + 𝜏). При решении методом прогонки системы линейных
алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей число арифметических операций пропорци-
онально количеству узлов сетки, а значит, такая разностная схема является экономичной. Сравнение
приведенных в статье результатов численного расчета на разных пространственно-временных сетках с
точным решением подтверждает теоретический порядок аппроксимации, а также свидетельствует об
устойчивости разностной схемы.
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Аннотация. Работа посвящена исследованию возможности проявления эффекта асимметрической дифракции в
когерентном рентгеновском излучении релятивистских электронов в периодической слоистой среде с тремя слоями
в периоде. Когерентное рентгеновское излучение рассматривается как сумма параметрического рентгеновского
излучения и дифрагированного переходного излучения. Получены и исследованы выражения, описывающие
спектрально-угловые плотности когерентного рентгеновского излучения.
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Abstract. The work is devoted to the study of the possibility of manifestation of the effect of asymmetric diffraction in
coherent X-ray radiation of relativistic electrons in a periodic layered medium with three layers in the period. Coherent X-ray
radiation is considered as the sum of parametric X-ray radiation and diffracted transition radiation. Expressions describing the
spectral-angular densities of coherent X-ray radiation are obtained and studied.
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1. Введение. Впервые когерентное рентгеновское излучение (КРИ) релятивистских электронов,
пересекающих мишень из периодической слоистой среды в рамках динамической теории дифрак-
ции рентгеновских волн, исследовалось в работе [1]. КРИ рассматривалось в работе [1] как результат
интерференции вкладов параметрического рентгеновского излучения (ПРИ) и дифрагированного пе-
реходного излучения (ДПИ). ПРИ генерируется вследствие дифракции псевдо-фотонов кулоновского
поля релятивистского электрона на слоях периодической среды, аналогично ПРИ в монокристалле
на атомных плоскостях [2, 3]. ДПИ возникает вследствие дифракции на слоях мишени переходного
излучения, генерируемого вблизи передней поверхности мишени так же, как генерируется ДПИ в
монокристалле [4, 5]. Следует отметить, что формулы динамической теории [1] хорошо описывают
данные эксперимента по излучению релятивистских электронов в периодической слоистой среде [6].
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Когерентное рентгеновское излучение релятивистского электрона в периодической слоистой среде
для общего случая асимметричного отражения поля электрона относительно поверхности мишени
в геометрии рассеяния Лауэ впервые рассматривался в работе [7], а в геометрии рассеяния Брэгга в
работе [8]. В работах [7, 8] было показано, что в периодической слоистой среде интенсивность КРИ
релятивистских электронов должна быть в несколько раз выше, чем КРИ релятивистского электрона в
монокристалле в аналогичных условиях. Также в работах [7, 8] была показана возможность увеличения
интенсивности параметрического рентгеновского излучения и дифрагированного переходного излу-
чения за счет изменения параметров динамического рассеяния, определяющих степень отражения и
поглощения рентгеновского излучения в периодической слоистой среде.

Примечательно, что слоистые структуры представляют большой интерес для генерации излучения в
мягком рентгеновском диапазоне (100–2000 эВ), текущие исследования активно изучают эту область
[9, 10, 11]. Стоит отметить недавние исследования по генерации мягкого рентгеновского излучения
электронами низких энергий порядка десятков и сотен кэВ из структур Ван-дер-Ваальса [12, 13, 14]. Такие
структуры могут быть использованы для создания настольных квазимонохроматических источников
мягкого рентгеновского излучения с перестраиваемой длиной волны. Во всех цитируемых выше работах
по излучению релятивистских электронов рассматривалась периодическая слоистая среда с двумя
различными слоями в периоде. В недавних работах авторов [15, 16, 17, 18] исследовалось когерентное
рентгеновское излучение в периодической слоистой среде и монокристалле в динамической дифракции
рентгеновских волн.

В настоящей работе рассматривается когерентное рентгеновское излучение релятивистских электро-
нов, пересекающих периодическую слоистую среду с тремя слоями в периоде. Получены выражения,
описывающие спектрально-угловые плотности ПРИ, ДПИ релятивистского электрона, пересекающего
периодическую слоистую мишень конечной толщины в геометрии рассеяния Брэгга. Исследована
возможность влияния асимметрической дифракции на спектрально-угловые плотности ПРИ и ДПИ.

2. Спектрально угловая плотность излучения. Рассмотрим излучение релятивистских электронов,
пересекающих в геометрии рассеяния Брэгга периодическую слоистую структуру, состоящую из трех
различных чередующихся слоев c толщинами 𝑎, 𝑏 и 𝑐 на периоде 𝑇 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 (рис. 1). Обозначим
диэлектрические восприимчивости атомных веществ, из которых состоят слои, соответственно 𝜒𝑎 , 𝜒𝑏
и 𝜒𝑐 . Отражающие слои периодической слоистой структуры расположены под некоторым углом 𝛿 к
поверхности мишени (pис. 1), что соответствует случаю асимметричного отражения поля излучения
(𝛿=0 – частный случай симметричного отражения).

Рис. 1. Геометрия когерентного рентгеновского излучения в многослойной структуре
Fig. 1. Geometry of coherent X-ray radiation in a multilayer structure

Введем угловые переменные 𝚿, 𝜽 и 𝜽 0 в соответствии с определениями скорости релятивистского
электронаVи единичных векторов:n– внаправленииимпульсафотона, излученного вблизинаправления
вектора скорости электрона, и ng – в направлении рассеяния Брэгга:

V =

(
1 − 1

2
𝛾−2 − 1

2
Ψ2

)
e1 + 𝚿, e1𝚿 = 0

n =

(
1 − 1

2
𝜃 2

0

)
e1 + 𝜽 0, e2𝜽 0 = 0, e1e2 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝐵,

ng =
(
1 − 1

2
𝜃 2

)
e2 + 𝜽 , e2𝜽 = 0, (1)

где 𝜽 – угол излучения, отсчитываемый от оси детектора излучения e2, 𝚿 – угол отклонения рассматри-
ваемого электрона в пучке, отсчитываемый от оси электронного пучка e1, 𝜽 0 – угол между направлением
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распространения падающего фотона и осью e1, 𝛾 = 1/
√

1 −𝑉 2 – лоренц-фактор электрона. Угловые пере-
менные рассматриваются в виде суммы составляющих параллельных и перпендикулярных плоскости
рисунка: 𝜽 = 𝜽 ∥ + 𝜽⊥, 𝜽 0 = 𝜽 0∥ + 𝜽 0⊥, 𝚿 = 𝚿∥ +𝚿⊥. Вектор g (рис. 1) аналогичен вектору обратной решетки
в монокристалле, он перпендикулярен слоям мишени и его длина равна 𝑔 = 2𝜋

𝑇
.

Запишем уравнение для фурье-образа напряженности электрического поля E𝜔,k, которое следует из
системы уравнений Максвелла:(

𝑘2 − 𝜔2 (1 + 𝜒0)
)
E𝜔,k − k(kE𝜔,k) − 𝜔2

∑︁
g

′𝜒−gE𝜔,k+g = 4𝜋𝑖𝜔j𝜔,k. (2)

Фурье-образ напряженности электрического поля и плотности тока излучающего электрона имеют
следующий вид: E𝜔,k =

∫
𝑑𝑡 𝑑3𝑟 E(r, 𝑡) exp(𝑖𝜔𝑡 − 𝑖kr), j𝜔,k = 2𝜋𝑒V𝛿 (𝜔 − kV).

𝜒0 (𝜔) – средняя диэлектрическая восприимчивость периодической слоистой среды, 𝜒g и 𝜒−g –
коэффициенты Фурье разложения диэлектрической восприимчивости по векторам g:

𝜒 (𝜔, r) =
∑︁
g
𝜒g (𝜔) exp(𝑖gr) =

∑︁
𝑔

𝜒𝑔 (𝜔) exp(−𝑖𝑔𝑥),

где 𝜒g = 𝜒 ′g (𝜔) + 𝑖 𝜒 ′′g (𝜔).
Средняя диэлектрическая восприимчивость 𝜒0 и 𝜒g в рассматриваемой периодической структуре

имеет вид:
𝜒0 (𝜔) =

𝑎

𝑇
𝜒𝑎 +

𝑏

𝑇
𝜒𝑏 +

𝑐

𝑇
𝜒𝑐 .

𝜒g =
1
𝑖𝑔𝑇

(
𝜒𝑐 − 𝜒𝑎 + (𝜒𝑎 − 𝜒𝑏)𝑒𝑖𝑔𝑎 + (𝜒𝑏 − 𝜒𝑐 )𝑒−𝑖𝑔𝑐

)
. (3)

Излучаемое релятивистским электроном электромагнитное поле в рентгеновском диапазоне частот
является практически поперечным, значит фурье-образы напряженностей электрического поля падаю-
щего излучения E𝜔,k и дифрагированного излучения E𝜔,k+g в периодической слоистой среде представим
в виде:

E𝜔,k = 𝐸
(1)
𝜔,ke

(1) + 𝐸 (2)
𝜔,ke

(2) ,

E𝜔,k+g = 𝐸
(1)
𝜔,k+ge

(1)
g + 𝐸 (2)

𝜔,k+ge
(2)
g , (4)

где векторы e(1) и e(2) перпендикулярны вектору k, а векторы e(1)g и e(2)g перпендикулярны вектору
kg = k + g. Векторы e(2) , e(2)g лежат в плоскости векторов k и kg (𝜋-поляризация), а векторы e(1) и e(1)g
перпендикулярны ей (𝜎-поляризация). Векторы поляризации имеют вид:

e(1) = eg (1) =
[k, g]
| [k, g] | , e

(2) =
[k, e(1) ]
𝑘

, e(2)g =
[kg, e(1) ]

𝑘g
.

Подставим выражения (4) в уравнение (2), получим в рамках двухволнового приближения дина-
мической теории дифракции систему уравнений, которая связывает падающее и дифрагированное
электромагнитные поля:(

𝑘2 − 𝜔2 (1 + 𝜒0 (𝜔))
)
𝐸
(𝑠 )
𝜔,k − 𝜔

2𝜒−g (𝜔)𝐸 (𝑠 )
𝜔,k+g𝐶

(𝑠,𝜏 ) = 8𝜋2𝑖𝜔𝑒Ω (𝑠 )𝛿 (𝜔 − kV),(
(k + g)2 − 𝜔2 (1 + 𝜒0 (𝜔))

)
𝐸
(𝑠 )
𝜔,k+g − 𝜔

2𝜒g (𝜔)𝐸 (𝑠 )
𝜔,k𝐶

(𝑠,𝜏 ) = 0. (5)

В (5) введены следующие обозначения:

𝐶 (𝑠,𝜏 ) = eg (𝑠 )e(𝑠 ) = (−1)𝜏𝐶 (𝑠 ) , 𝐶 (1) = 1, 𝐶 (2) = | cos 2𝜃𝐵 |,

Ω (1) = e(1)V = 𝜃⊥ − Ψ⊥, Ω
(2) = e(2)V = 𝜃 ∥ − Ψ∥ .

Поступая аналогично работе [9], найдем спектрально-угловую плотность когерентного рентгеновского
излучения. Сначала решаем систему уравнений для падающего и дифрагированного полей в периодиче-
ской слоистой среде. Затем, используя обычные граничные условия, найдем амплитуду фурье-образа
напряженности электрического поля когерентного рентгеновского излучения. Используя выражение,
описывающее спектрально-угловую плотность распределения фотонов когерентного рентгеновского
излучения:

𝜔
𝑑2𝑁 (𝑠 )

𝑑𝜔𝑑Ω
= 𝜔2 (2𝜋)−6

���𝐸 (𝑠 )
Rad

���2 , (6)
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получим выражения, описывающие спектрально-угловые плотности ПРИ, ДПИ и их интерференцию:

𝜔
𝑑3𝑁

(𝑠 )
ПРИ

𝑑𝜔𝑑𝜃⊥𝑑𝜃 ∥
=
𝑒2

𝜋2
Ω (𝑠 )2

(Γ − 𝜒 ′0)2𝑅
(𝑠 )
ПРИ, (7)

𝑅
(𝑠 )
ПРИ =

�����Ω (𝑠 )
+

Δ(𝑠 )
1 − 𝑒−𝑖𝐵 (𝑠 )Δ(𝑠 )

+

Δ(𝑠 )
+

− Ω (𝑠 )
−

Δ(𝑠 )
1 − 𝑒−𝑖𝐵 (𝑠 )Δ(𝑠 )

−

Δ(𝑠 )
−

�����2 , (8)

𝜔
𝑑3𝑁

(𝑠 )
ДПИ

𝑑𝜔𝑑𝜃⊥𝑑𝜃 ∥
=
𝑒2

𝜋2 Ω
(𝑠 )2

(
1
Г
− 1
Г − 𝜒 ′0

)2
𝑅
(𝑠 )
ДПИ, (9)

𝑅
(𝑠 )
ДПИ = 𝜀2

������
(
𝑒−𝑖𝐵

(𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )
𝜀 − 𝑒𝑖𝐵 (𝑠 ) 𝐾 (𝑠 )

𝜀

Δ(𝑠 )

)������
2

, (10)

где введены обозначения:

Ω (1) = 𝜃⊥ −𝜓⊥, Ω
(2) = 𝜃 ∥ −𝜓 ∥ , Ω

(𝑠 )
± = 𝜀

((
𝜎 (𝑠 ) − 𝑖𝜌 (𝑠 )

)
𝑒−𝑖𝑏

(𝑠 )Δ(𝑠 )
± + Δ(𝑠 )

±

)
,

Г = 𝛾−2 + (𝜃⊥ −𝜓⊥)2 + (𝜃 ∥ −𝜓 ∥ )2, 𝜎 (𝑠 ) =
1

𝜈 (𝑠 )
��𝜒 ′0�� (

𝛾−2 + (𝜃⊥ −𝜓⊥)2 + (𝜃 ∥ −𝜓 ∥ )2 +
��𝜒 ′0��) ,

Δ(𝑠 )
± =

𝜉 (𝑠 ) ± 𝐾 (𝑠 )

𝜀
− 𝜎 (𝑠 ) + 𝑖 𝜌

(𝑠 ) (𝜀 − 1)
2𝜀

, 𝜒 ′0 =
𝑎

𝑇
𝜒 ′𝑎 +

𝑏

𝑇
𝜒 ′
𝑏
+ 𝑐

𝑇
𝜒 ′𝑐 = 𝜒 ′

𝑏

(
𝛿 ′
𝑎𝑏
𝐼1 + 𝐼2 +

𝛿 ′
𝑎𝑏

𝛿 ′𝑎𝑐
𝐼3

)
,

𝑃
(𝑠 )
± = 𝜉 (𝑠 ) ± 𝐾 (𝑠 ) − 𝑖𝜌 (𝑠 ) 1 + 𝜀

2
, 𝐵 (𝑠 ) =

1
2 sin(𝛿 + 𝜃𝐵)

𝐿

𝐿
(𝑠 )
ext

,

𝐿
(𝑠 )
ext =

𝜋

𝐶 (𝑠 )𝜔 |𝜒 ′
𝑏
|
√︃
(1 − 𝛿 ′

𝑎𝑏
)𝛿 ′1 sin2 (𝐼1𝜋) + (𝛿 ′

𝑎𝑏
− 1)𝛿 ′2 sin2 (𝐼2𝜋) + 𝛿 ′1𝛿 ′2 sin2 (𝐼3𝜋)

,

𝐾 (𝑠 ) =

√︄
𝜉 (𝑠 )2 − 𝜀 − 𝑖𝜌 (𝑠 ) (

(1 + 𝜀)𝜉 (𝑠 ) − 2𝜅 (𝑠 )𝜀
)
− 𝜌 (𝑠 )2

(
(1 + 𝜀)2

4
− 𝜅 (𝑠 )2𝜀

)
, 𝜀 =

sin(𝜃𝐵 − 𝛿)
sin(𝜃𝐵 + 𝛿)

,

𝜉 (𝑠 ) (𝜔) = 𝜂 (𝑠 ) (𝜔) + 1 + 𝜀
2𝜈 (𝑠 )

, 𝜂 (𝑠 ) (𝜔) =
2𝜋2𝐿

(𝑠 )
ext

𝑉 2𝑇 2𝜔𝐵

©­«1 − 𝜔

𝜔𝐵

©­«1 − 𝜃 ∥

√︄
𝑇 2𝜔2

𝐵

𝜋2 − 1ª®¬ª®¬ ,
𝛿 ′1 =

𝛿 ′
𝑎𝑏

𝛿 ′𝑎𝑐
− 𝛿 ′

𝑎𝑏
, 𝛿 ′2 =

𝛿 ′
𝑎𝑏

𝛿 ′𝑎𝑐
− 1, 𝛿 ′

𝑎𝑏
=
𝜒 ′𝑎
𝜒 ′
𝑏

, 𝛿 ′𝑎𝑐 =
𝜒 ′𝑎
𝜒 ′𝑐
, 𝐼1 =

(
1 +

(𝑎
𝑐

)−1
+

(𝑎
𝑏

)−1
)−1

,

𝐼2 =

(
1 + 𝑎

𝑏
+ 𝑎
𝑏

(𝑎
𝑐

)−1
)−1

, 𝐼3 =

(
1 + 𝑎

𝑐
+ 𝑎
𝑐

(𝑎
𝑏

)−1
)−1

,

𝜌𝑎 =
𝜒 ′′𝑎
|𝜒 ′
𝑏
| , 𝜌𝑏 =

𝜒 ′′
𝑏

|𝜒 ′
𝑏
| , 𝜌𝑐 =

𝜒 ′′𝑐
|𝜒 ′
𝑏
| , 𝜌1 = (𝜌𝑎 − 𝜌𝑏) (𝜌𝑎 − 𝜌𝑐 ), 𝜌2 = (𝜌𝑏 − 𝜌𝑎) (𝜌𝑏 − 𝜌𝑐 ),

𝜌3 = (𝜌𝑐 − 𝜌𝑎) (𝜌𝑐 − 𝜌𝑏). (11)

Получены выражения для параметров динамического рассеяния рентгеновского излучения в перио-
дической слоистой среде c тремя слоями в периоде:

𝜈 (𝑠 ) =
𝐶 (𝑠 )

𝜋

√︃
(1 − 𝛿 ′

𝑎𝑏
)𝛿 ′1 sin2 (𝐼1𝜋) + (𝛿 ′

𝑎𝑏
− 1)𝛿 ′2 sin2 (𝐼2𝜋) + 𝛿 ′1𝛿 ′2 sin2 (𝐼3𝜋)

𝐼2

���𝑎𝑏𝛿 ′𝑎𝑏 + 1 + 𝑎
𝑏

(
𝑎
𝑐

)−1 𝛿 ′𝑎𝑏
𝛿 ′𝑎𝑐

��� ,

𝜌 (𝑠 ) =
𝜋

𝐶 (𝑠 )

𝐼2

���𝑎𝑏 𝜌𝑎 + 𝜌𝑏 + 𝑎
𝑏

(
𝑎
𝑐

)−1
𝜌𝑐

���√︃
(1 − 𝛿 ′

𝑎𝑏
)𝛿 ′1 sin2 (𝐼1𝜋) + (𝛿 ′

𝑎𝑏
− 1)𝛿 ′2 sin2 (𝐼2𝜋) + 𝛿 ′1𝛿 ′2 sin2 (𝐼3𝜋)

,

𝜅 (𝑠 ) =
𝐶 (𝑠 )

𝜋

√︃(
𝜌1 sin2 (𝐼1𝜋) + 𝜌2 sin2 (𝐼2𝜋) + 𝜌3 sin2 (𝐼3𝜋)

)
𝐼2

���𝑎𝑏 𝜌𝑎 + 𝜌𝑏 + 𝑎
𝑏

(
𝑎
𝑐

)−1
𝜌𝑐

��� . (12)
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Рассмотрим физический смысл параметров в (12), определяющих процесс распространения рентге-
новского излучения в периодической слоистой среде. 𝜉 (𝑠 ) (𝜔) и 𝜂 (𝑠 ) (𝜔) – спектральные функции, быстро
изменяющиеся с изменением частоты излучения 𝜔 в окрестности частоты Брэгга 𝜔𝐵 . Параметр 𝜈 (𝑠 ) ,
характеризующий отражение электромагнитных волн на слоистой структуре мишени, может принимать
значения из промежутка 0 ≤ 𝜈 (𝑠 ) ≤ 1. Значение параметра 𝜈 (𝑠 ) показывает степень интерференции рент-
геновских волн, отраженных от различных слоев на периоде рассматриваемой мишени. Если 𝜈 (𝑠 ) ≈ 1, то
интерференция наиболее конструктивна, а при 𝜈 (𝑠 ) ≈ 0 интерференция наиболее деструктивна. Параметр
𝜌 (𝑠 ) определяет степень фотопоглощения рентгеновского излучения в слоистой среде. Фотопоглощение
излучения в слоях мишени определено отношениями 𝜌𝑎 , 𝜌𝑏 и 𝜌𝑐 . Чем меньше значение параметра 𝜌 (𝑠 ) ,
тем меньше фотопоглощение рентгеновского излучения. Этот параметр может быть представлен как

отношение 𝜌 (𝑠 ) =
𝐿
(𝑠 )
𝑒𝑥𝑡

𝐿𝑎𝑏𝑠
длины экстинкции рентгеновского излучения 𝐿 (𝑠 )𝑒𝑥𝑡 в слоистой среде к средней

длине его фотопоглощения 𝐿𝑎𝑏𝑠 = 𝑇 /𝜔 (𝑎𝜒 ′′𝑎 + 𝑏𝜒 ′′
𝑏
+ 𝑐 𝜒 ′′𝑐 ).

Значение параметра 𝜅 (𝑠 ) определяет расположение в слоистой среде пучностей стоячей волны,
которая образуется в результате интерференции падающей и дифрагированной волн. Параметр 𝜅 (𝑠 )

принимает значения из промежутка 0 ≤ 𝜅 (𝑠 ) ≤ 1. Если максимумы пучностей лежат на слое с большей
электронной плотностью, то значение параметра 𝜅 (𝑠 ) ближе к нулю, если максимумы пучностей лежат
на слое с меньшей плотностью электронов (меньше фотопоглощение рентгеновского излучения), то
значение параметра 𝜅 (𝑠 ) ближе к единице.

Параметр 𝜀 определяет асимметрию отражения поля электрона и рентгеновского излучения относи-
тельно поверхности мишени. При фиксированном 𝜃𝐵 параметр 𝜀 определяет угол между поверхностью
мишени и отражающими слоями 𝛿 . На рис. 1 показано положительное направление угла 𝛿 . В случае
симметричного отражения поля электрона и рентгеновских волн относительно поверхности мишени,
когда отражающие слои и поверхность мишени параллельны (𝛿 = 0), параметр асимметрии равен
единице 𝜀 = 1.

Параметр 𝐵 (𝑠 ) характеризует толщину мишени 𝐿, он равен половине длины пути электрона 𝐿𝑒 =

𝐿/𝑠𝑖𝑛(𝛿 + 𝜃𝐵), выраженной в длине экстинкции.
3. Численные расчеты. Далее на основе полученных выражений проведем численные расчеты

и исследуем зависимость спектрально-угловых плотностей ПРИ и ДПИ от асимметрии отражения
поля электрона относительно поверхности мишени. Положим угол между осью пучка релятивистских
электронов и отражающими слоями (угол Брэгга) 𝜃𝐵 = 2.25𝑜 , при этом частота Брэгга 𝜔𝐵 = 8 кэВ. Период
слоистой среды положим равным 𝑇 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0.002 мкм. Действительную часть диэлектрической
восприимчивости положим при рассматриваемой частоте излучения как у углерода: 𝜒 ′

𝑏
= −2.25 × 10−5.

Вычисления проведем для значения параметра 𝑆 = 1 (𝜎-поляризация).
На рис. 2 представлена геометрия когерентного рентгеновского излучения при асимметричной

дифракции. Из рисунка следует, что при фиксированном пути электрона в мишени, при увеличении
параметра асимметрии 𝜀 длина пути излученных фотонов уменьшается.

Рис. 2. Асимметричные (𝜀 > 1, 𝜀 < 1) отражения излучения от слоистой структуры в геометрии рассеяния Брэгга.
Случай 𝜀 = 1 (𝛿 = 0) соответствует симметричному отражению. Параметр асимметрии: 𝜀 = sin(𝜃𝐵−𝛿 )

sin(𝜃𝐵+𝛿 )
Fig. 2. Asymmetric (𝜀 > 1, 𝜀 < 1) reflections of radiation from a layered structure in the Bragg scattering geometry. The case

𝜀 = 1 (𝛿 = 0) corresponds to symmetric reflection. The asymmetry parameter: 𝜀 = sin(𝜃𝐵−𝛿 )
sin(𝜃𝐵+𝛿 )

В случае уменьшения параметра асимметрии 𝜀 длина пути излученного фотона растет, и в случае
поглощающей среды интенсивность излучения будет падать. На рис. 3 представлены кривые, постро-
енные по формуле (7), описывающие спектрально-угловую плотность ПРИ при фиксированном угле
наблюдения. Отметим, что на следующих рисунках параметры такие же, как на рис. 3, если нет указания
к другим значениям параметров на рисунках. Кривые построены для различной асимметрии отражения,
которая определяется параметром 𝜀. Из рисунка следует существенное увеличение спектрально-угловой
плотности ПРИ при увеличении параметра асимметрии 𝜀, что приводит к значительному росту угловой
плотности ПРИ.
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Рис. 3. Спектрально-угловые плотности ПРИ при различных значениях параметра асимметрии 𝜀. Параметры: 𝛿 ′
𝑎𝑏

= 3,
𝛿 ′𝑎𝑐 = 0.5, 𝑎

𝑏
= 1, 𝑎𝑐 = 1, 𝜌𝑎 = 0.1, 𝜌𝑏 = 0.05, 𝜌𝑐 = 0.08, 𝜌 (1) = 0.064, 𝛾 = 500, 𝐵 (1) = 55, 𝜃⊥ = 10 mrad, 𝜃 ∥ = 0

Fig. 3. Spectral-angular densities of PXR for different values of the asymmetry parameter 𝜀. Parameters: 𝛿 ′
𝑎𝑏

= 3, 𝛿 ′𝑎𝑐 = 0.5,
𝑎
𝑏
= 1, 𝑎𝑐 = 1, 𝜌𝑎 = 0.1, 𝜌𝑏 = 0.05, 𝜌𝑐 = 0.08, 𝜌 (1) = 0.064, 𝛾 = 500, 𝐵 (1) = 55, 𝜃⊥ = 10 mrad, 𝜃 ∥ = 0

Значительный рост спектрально-угловой и угловой плотности ПРИ при увеличении параметра
асимметрии 𝜀 возникает по двум причинам. Первой причиной является то, что при увеличении параметра
асимметрии 𝜀 уменьшается длина пути и, как следствие, фотопоглощение рентгеновского излучения.
Если положить, что фотопоглощения нет, то есть параметр поглощения равен нулю 𝜌 (1) = 0, то амплитуда
спектра будет одинаковой при разных асимметриях, что демонстрируют кривые, представленные на
рис. 4.

При этом ширина пиков спектра ПРИ остаётся разной. Таким образом ширина спектра ПРИ уве-
личивается при увеличении параметра 𝜀. Это связано с тем, что резонансное условие Re

(
Δ(𝑠 )
+

)
≈

𝜉 (𝑠 ) (𝜔 )+
√
𝜉 (𝑠 ) (𝜔 )2−𝜀
𝜀

−𝜎 (𝑠 ) = 0 зависит от параметра асимметрии 𝜀. При увеличении параметра 𝜀 резонансное
условие меняется медленнее с изменением частоты излучения 𝜔 , поэтому ширина спектра ПРИ растет.

Рис. 4. То же, что на рис. 3, но при отсутствии фотопоглощения рентгеновского излучения: 𝜌 (1) = 0
Fig. 4. Same as in Fig. 3, but in the absence of photoabsorption of X-ray radiation: 𝜌 (1) = 0

На рис. 5 представлены кривые, построенные по формуле (9), описывающей спектрально-угловую
плотность ДПИ при фиксированном угле наблюдения. Кривые демонстрируют рост спектрально-угловой
плотности ДПИ при увеличении параметра асимметрии 𝜀.
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Рис. 5. Спектрально-угловые плотности ДПИ при различных значениях параметра асимметрии 𝜀. Угол наблюдения:
𝜃⊥ = 2 mrad, 𝜃 ∥ = 0

Fig. 5. Spectral-angular densities of the DTR for different values of the asymmetry parameter 𝜀. Угол наблюдения: 𝜃⊥ = 2
mrad, 𝜃 ∥ = 0

3. Заключение. Развита динамическая теория когерентного рентгеновского излучения релятивист-
ских электронов в периодической слоистой среде с тремя слоями в периоде. Получены выражения для
параметров динамического рассеяния рентгеновского излучения в периодической слоистой среде. Полу-
чены выражения, описывающие спектрально-угловые плотности ПРИ и ДПИ релятивистского электрона,
пересекающего периодическую слоистую среду. Показано значительное увеличение спектрально-угловой
плотности ПРИ при увеличении параметра асимметрии 𝜀. Показан значительный рост спектрально-
угловой плотности ДПИ при увеличении параметра асимметрической дифракции 𝜀.
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ПЕРСОНАЛИИ
PERSONNEL

К 80-летию доктора физико-математических наук, профессора,
академика АН Республики Узбекистан
Шавката Арифджановича Алимова

Шавкат Арифджанович Алимов – известный ученый в области математической физики и функцио-
нального анализа. Академик АН Узбекистана (2000).
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