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Ранги планарности модулярных многообразий полугрупп

Соломатин Д. В.
(Статья представлена членом редакционной коллегии Васильевым В. Б.)
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solomatin_dv@omgpu.ru

Аннотация. Рангом планарности многообразия полугрупп называем наибольшее число образующих свободной
полугруппы многообразия, относительного которых полугруппа допускает планарный граф Кэли. За прошедшее
время, смомента когдаЛ.М.Мартыновымбыла сформулирована задача описанияранговпланарностиполугрупповых
многообразий, было получено много конкретных результатов в этом направлении. Модулярным многообразием
полугрупп называется многообразие полугрупп с модулярной решеткой подмногообразий. В настоящей статье
вычислены точные значения рангов планарности бесконечного счетного множества всех возможных модулярных
многообразий полугрупп. Оказалось, что эти значения не превосходят 3. При доказательстве в большинстве своём
используются машинные вычисления. Средствами Prover9 и Mace4 проверяются равенства элементов свободных
полугрупп многообразий, задаваемых тождествами в большом количестве. Для доказательства непланарности
графов используется критерий Понтрягина – Куратовского, а при обосновании планарности косвенно задействован
инвариант Колен де Вердьера.
Ключевые слова: модулярные многообразия, графы Кэли полугрупп, свободные полугруппы многообразий,
проблема равенства слов
Для цитирования: Соломатин Д.В. Ранги планарности модулярных многообразий полугрупп. Прикладная матема-
тика & Физика. 2025;57(3):159–171. DOI 10.52575/2687-0959-2025-57-3-159-171 EDN CJVXUK

Original Research

Planarity Ranks of Modular Varieties of Semigroups

Denis V. Solomatin
(Article submitted by a member of the editorial board Vasilyev V. B.)

Omsk State Pedagogical University,
14 Tukhachevsky Emb., Omsk 644099, Russia

solomatin_dv@omgpu.ru

Abstract. By the planarity rank of a semigroup variety we mean the largest number of generators of a free semigroup of a
variety with respect to which the semigroup admits a planar Cayley graph. Since the time when L.M. Martynov formulated the
problem of describing the planarity ranks of semigroup varieties, many specific results have been obtained in this direction. A
modular variety of semigroups is a variety of semigroups with a modular lattice of subvarieties. In this paper, we calculate the
exact values of the planarity ranks of an infinite countable set of all possible modular varieties of semigroups. It turns out that
these values do not exceed 3. Machine calculations are mostly used in the proof. Prover9 and Mace4 are used to check the
equalities of elements of free semigroups of varieties defined by a large number of identities. To prove the non-planarity of
graphs, the Pontryagin–Kuratovsky criterion is used, and the Colin de Verdière invariant is indirectly used to justify planarity.
Keywords:Modular Varieties, Cayley Graphs of Semigroups, Free Semigroups of Varieties, Word Problem
For citation: Solomatin DV. Planarity Ranks ofModular Varieties of Semigroups.AppliedMathematics & Physics. 2025;57(3):159–
171 (In Russ). DOI 10.52575/2687-0959-2025-57-3-159-171EDN CJVXUK

1. Введение. Исследование возможности представления полугрупп при помощи графов активно
занимает умы современников [1], мы же рассматриваем такое представление в контексте вычисления
рангов планарности полугрупповых многообразий.

Напомним [4], что модулярным многообразием полугрупп называется многообразие полугрупп
с модулярной решеткой подмногообразий, другими словами, с такой решёткой, в которой каждая
пара элементов 𝑎 , 𝑏 ∈ 𝐿 модулярна, то есть справедлив закон модулярности — квазитождество:
∀ 𝑥 ∈ 𝐿 : 𝑥 ⩽ 𝑏 ⇒ 𝑥 ∨ ( 𝑎 ∧ 𝑏 ) = ( 𝑥 ∨ 𝑎 ) ∧ 𝑏. Любая немодулярная решётка содержит
пятиэлементный пентагон 𝑁5 в качестве подрешётки.

© Соломатин Д. В., 2025
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Модулярные многообразия полугрупп давно охарактеризованы разными способами. В следующей
лемме приведем одну из известных характеризаций на языке тождеств.

Лемма. [[4], Теорема 1 (эквациональный вариант) как результат из [3]] Многообразие полугрупп
модулярно тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет одной из следующих систем тождеств (где 𝑛 —
натуральное число):

(𝑚1𝑛) : 𝑥𝑦 = (𝑥𝑦)𝑛+1 ;
(𝑚2𝑛) : 𝑥𝑦 = 𝑥𝑛+1𝑦, (𝑥𝑦)𝑛+1 = 𝑥𝑦𝑛+1, 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑥𝑦𝑥𝑛𝑧𝑡 ;
(𝑚3𝑛) : 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑛+1, (𝑥𝑦)𝑛+1 = 𝑥𝑛+1𝑦, 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑥𝑦𝑡𝑛𝑧𝑡 ;
(𝑚4𝑛,𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2 = 𝑥𝑛+2𝑦 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚5𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦𝑧 = 𝑥𝑦3𝑧, 𝑥6 = 𝑥7 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚6𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2, 𝑥2𝑦2𝑧 = 𝑥𝑦2𝑧2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚7𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦𝑧 = 𝑥𝑦2𝑧2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚8𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚9𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥𝑦 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚10𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚11𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦𝑥 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚12𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚13𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥𝑦 = 𝑦𝑥2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚14𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦2, 𝑥4𝑦 = 𝑦𝑥4 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚15𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦2, 𝑥4𝑦 = 𝑦𝑥4 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚16𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦𝑥 = 𝑥2𝑦𝑥 , 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚17𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚18𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚19𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚20𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦 (𝜋 ∈ ∏

2);
(𝑚21) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥2𝑦𝑧 = 𝑦2𝑧𝑥 ;
(𝑚22) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥2𝑦𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚23) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚24𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

3);
(𝑚25𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

3);
(𝑚26) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚27) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑦𝑧;
(𝑚28) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑧𝑦 = 𝑥𝑧𝑦𝑧;
(𝑚29) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚30) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑦𝑧;
(𝑚31) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑧𝑦 = 𝑥𝑧𝑦𝑧;
(𝑚32) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑥𝑦𝑧𝑥 ;
(𝑚33) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚34) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑧𝑥𝑦𝑧;
(𝑚35) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚36) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚37) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑥𝑦𝑧𝑥 ;
(𝑚38) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚39) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑧𝑥𝑦𝑧;
(𝑚40) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚41) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚42) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑦𝑥𝑡𝑧, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = (𝑥𝑦)2;
(𝑚43) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑦𝑥𝑡𝑧, 𝑥2𝑦 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2;
(𝑚44) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚45) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚46) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚47) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦,
где ∏

1
= {(123), (124), (134), (234), (12) (34), (13) (24), (14) (23)};∏

2
= {(123), (124), (134), (234), (12) (34), (13) (24)};∏

3
= {(123), (124), (134), (234), (12) (34)}.

Планарные автоматы, тесным образом связанные с графами Кэли полугрупп, в частности клеточные
автоматы, тоже имеют множество практических применений и активно изучаются по нескольким
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причинам. Например, они используются для моделирования различных природных и искусственных
систем, таких как распространение огня, рост популяций, распространение болезней и даже поведение
толпы. Планарные автоматы помогают исследовать фундаментальные вопросы в теории вычислений,
такие как универсальность и сложность алгоритмов. Некоторые клеточные автоматы используются в
криптографических приложениях для создания сложных и устойчивых к взлому шифров, а также могут
использоваться для генерации псевдослучайных чисел, что важно для различных приложений, включая
статистику и моделирование.

2. Основной результат.
Определение 2.1. Пусть 𝑆 – полугруппа, а 𝑋 – множество образующих её элементов. Тогда графом

Кэли 𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) полугруппы 𝑆 относительно множества образующих её элементов 𝑋 называем ориентиро-
ванный мультиграф с помеченными ребрами. Множество вершин которого совпадает с 𝑆 , a вершина 𝑎
соединена с вершиной 𝑏 дугой, начинающейся в вершине 𝑎 ∈ 𝑆 , заканчивающейся в вершине 𝑏 ∈ 𝑆 и
помеченной элементом 𝑥 ∈ 𝑋 , если и только если в полугруппе 𝑆 имеет место равенство 𝑎𝑥 = 𝑏.

Определение 2.2.Основой 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) графа Кэли𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) называем обыкновенный граф, полученный
из исходного удалением петель, меток, и заменой всех дуг соединяющих одни и те же пары вершин
одним ребром, соединяющим те же вершины.

Определение 2.3. Согласно известной теореме Понтрягина – Куратовского обыкновенный граф
является планарным тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов гомеоморфных полному
графу 𝐾5 пятого порядка или полному двудольному графу 𝐾3,3, содержащему по три вершины в каждой
из долей.

Определение 2.4. Полугруппа 𝑆 допускает планарный граф Кэли 𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ), если относительно некото-
рого минимального множества неразложимых образующих 𝑋 основа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) является планарным
графом.

Определение 2.5. Пусть V = var{𝜎} – многообразие полугрупп, заданное системой тождеств 𝜎 , а
𝐹𝑛 (V) – свободная полугруппа в многообразииV, порожденная𝑛 образующими элементами. Тогда рангом
планарности многообразия V называется такое натуральное число 𝑟𝜋 (V), что при 𝑛 ≤ 𝑟𝜋 (V) полугруппа
𝐹𝑛 (V) допускает планарный граф Кэли, а при 𝑛 > 𝑟𝜋 (V) полугруппа 𝐹𝑛 (V) не допускает планарный граф
Кэли.

Следующая теорема решает проблему Л. М. Мартынова [4] описания рангов планарности в классе
модулярных многообразий полугрупп и содержит полный перечень рангов планарности этих многооб-
разий.

Теорема 2.1. 𝑟𝜋 (var{𝑚11}) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚1𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 2.
𝑟𝜋 (var{𝑚21}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚22}) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚2𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 3.
𝑟𝜋 (var{𝑚31}) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚3𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 2.
𝑟𝜋 (var{𝑚41𝜋 }) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚4𝑛𝜋 }) = 1, при 𝑛 ≥ 2, 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚5𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚6𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚7𝜋 }) = 1, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚8𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚9𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚10𝜋 }) = 1, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚11𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚12𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚13𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚14𝜋 }) = 3, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚𝑁𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

1, где 𝑁 = 15 ÷ 19.
𝑟𝜋 (var{𝑚20𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚21}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚22}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚23}) = 1, при 𝜋 ∈ ∏

2.
𝑟𝜋 (var{𝑚24𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚25𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

3.
𝑟𝜋 (var{𝑚𝑁 }) = 2, где 𝑁 = 26 ÷ 42.
𝑟𝜋 (var{𝑚43}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚45}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚47}) = 1.
𝑟𝜋 (var{𝑚44}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚46}) = 2.

Доказательство.Основная проблема, которую приходится решать при составлении графов Кэли в общем
случае – это алгоритмически неразрешимая проблема равенства слов в полугруппе. Так, например, запрос
подробного доказательства равенства 𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎 = 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎 элементов свободной полугруппы многообразия,
заданного тождеством (𝑚12) в Prover9 имеет вид:
formulas(assumptions).(x*y)*z=x*(y*z).x1*x2=((((x1*x2)*x1)*x2)*x1)*x2.end_of_list.
formulas(goals).((((c1*c2)*c2)*c1)*c2)*c1=((((c1*c2)*c1)*c2)*c2)*c1.end_of_list.

Полученное подробное доказательство занимает 128 преобразований. Кратко доказательство данного
равенства звучит так:

1. 𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥 ; доказываемое равенство
2. (𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥 (𝑦𝑧); исходное
3. 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦; исходное
4. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦; применили 3
5. 𝑥𝑦𝑧 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑧; применили 2 к 4
6. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑧 = 𝑥𝑦𝑧; применили 5
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7. 𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 2 к 6
8. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 7
9. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦; применили 4 к 8
10. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦 = 𝑥𝑦; применили 4 к 9
11. 𝑥 (𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢)𝑥𝑥 (𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢)𝑥𝑥 (𝑦𝑧𝑢 = 𝑥 (𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢); применили 8 к 10
12. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 2 к 11
13. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 8 к 12
14. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 2 к 13
15. 𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 8 к 14
16. 𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 8 к 15
17. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 ; применили 16 к 6
18. (𝑥𝑦)𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥 ; применили 17, сгруппировав (𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦)𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥

19. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦; применили 18 к 8
20. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦; применили 4 к 19
21. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦; применили 20
22. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 ; применили 21 к 6.
Не будем подробно останавливаться на каждом из возникающих на нашем пути равенстве и

неравенстве, отметимлишь, чтопроверитьихистинность читатель сможет самостоятельно сприменением
таких программных средств специального назначения, как Mace4 и Prover9 соответственно, доступных в
исходных кодах. Последний из которых является удобной надстройкой над системой компьютерной
алгебры LADR Deduction Library, проверка тождеств в которой осуществляется с применением алгоритмов
парамодуляцииидемодуляции термов. Для этого запускается трипараллельныхпотока: Prover9 впопытке
доказательства равенства, одновременно с тем он же запускается в попытке доказательства неравенства,
и третьим потоком запускается Mace4 в попытке найти контрпример равенства для доказательства
неравенства. Решение принимается в зависимости от того, какой поток быстрее останавливается с
найденным ответом. Запуск отдельного потока Mace4 в попытке найти контрпример неравенства не
имеет смысла, так как тривиальный контрпример для неравенства, в виде конкретного равенства 0 = 0,
найти как правило не составляет труда, но его существование не доказывает равенство в общем случае.

Опираясь на Лемму 1, рассмотрим каждое из перечисленных в ней многообразий. Если условие
доказываемой теоремы выполнено, то будет приведена плоская укладка графа Кэли свободной полу-
группы рассматриваемого многообразия с соответствующим числом образующих. При увеличении
числа образующих в основе графа Кэли этой полугруппы обнаруживаются запрещенные конфигурации
типа 𝐾5 или 𝐾3,3, следовательно, по теореме Понтрягина – Куратовского граф будет не планарен. Таким
образом, опираясь на определение, вычислим все ранги планарности. Краткая запись 𝑥 − 𝑦 фрагментов
маршрутов при этом означает, что во множестве образующих существует элемент 𝑧 такой, что 𝑥𝑧 = 𝑦
или 𝑦𝑧 = 𝑥 .

𝑚1:
Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11}), {𝑎,𝑏}) представлена на рис.1.

Рис. 1. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11}), {𝑎,𝑏})
Fig. 1. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11}), {𝑎,𝑏})

Наличие подграфа гомеоморфного графу 𝐾3,3 в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚11}), {𝑎,𝑏, 𝑐}) обусловлено су-
ществованием следующих попарно непересекающихся маршрутов, между вершинами множеств{
𝑎𝑏𝑐𝑏2, 𝑎𝑏𝑐𝑎, 𝑎𝑏𝑐2} и {𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑐𝑏}: 𝑎𝑏𝑐𝑏2 − 𝑎𝑏𝑐𝑏2𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑐𝑏2 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑐𝑏2 − 𝑎𝑏𝑐𝑏;
𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏 − 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑐2 − 𝑎𝑏𝑐2𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑐2 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑐2 − 𝑎𝑏𝑐𝑏.

Так как в каждом полугрупповом многообразии, задаваемом тождеством 𝑥 = 𝑥𝑛 , справедливо
равенство 𝑥𝑦 = (𝑥𝑦)𝑛 , то в силу [5, Теорема] ранг планарности многообразия var{𝑚1𝑚} не превышает 1
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при𝑚 ≥ 2. В частности, граф 𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚12}), {𝑥1, 𝑥2}) содержит представленный на рисунке [5, рис. 2]
подграф, основа которого гомеоморфна графу 𝐾3,3.

𝑚2:
Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚21}), {𝑎,𝑏}) и схема плоской укладки одной из двух изоморфных

связных компонент графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚22}), {𝑎,𝑏}) представлены на рис. 2.
В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚21}), {𝑎,𝑏, 𝑐}) обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾5 на следу-

ющих попарно непересекающихся маршрутах между вершинами, являющимися элементами мно-
жества {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑎𝑐, 𝑎𝑏𝑐𝑎, 𝑎𝑏𝑐𝑏, 𝑎𝑏𝑐2}: 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎𝑐; 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎; 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐2; 𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎;
𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐2; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐2; 𝑎𝑏𝑐𝑏 − 𝑎𝑏𝑐2. Следовательно, граф Кэли свободной по-
лугруппы многообразия var{𝑚21} относительно трех и более образующих не является планарным. В
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚22}), {𝑎,𝑏, 𝑐}) аналогичным образом обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 на
маршрутах между вершинами из множества {𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎2, 𝑎𝑏3} в одной доле и {𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑏𝑐} в другой: 𝑎𝑏−𝑎𝑏𝑎;
𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏2; 𝑎𝑏𝑎2−𝑎𝑏𝑎2𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏3 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏3 − 𝑎𝑏2; 𝑎𝑏3 − 𝑎𝑏𝑐 . А далее в
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚2𝑛}), {𝑎,𝑏}), при 𝑛 ≥ 3, обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3, в частности для
𝑛 = 3 на маршрутах между вершинами из множества {𝑎𝑏2, 𝑎𝑏𝑎2, 𝑎𝑏𝑎} в одной доле и {𝑎𝑏𝑎3, 𝑎𝑏3, (𝑎𝑏)2𝑏} в
другой: 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏3; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏2𝑎 − 𝑎𝑏2𝑎2 − 𝑎𝑏2𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏2𝑎2𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎2 (𝑏𝑎)2 − (𝑎𝑏)2𝑏𝑎2 − (𝑎𝑏)2𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2𝑏;
𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏𝑎3; 𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏𝑎2𝑏𝑎 − 𝑎

(
𝑏𝑎2)2 − 𝑎

(
𝑏𝑎2)2

𝑎 − 𝑎𝑏3𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏3𝑎𝑏 − 𝑎𝑏3𝑎 − 𝑎𝑏3; 𝑎𝑏𝑎2 − (𝑎𝑏)2𝑏2 − (𝑎𝑏)2𝑏;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎3; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏4 − 𝑎𝑏3; 𝑎𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2 − (𝑎𝑏)2𝑏. Интуитивно значение 𝑟𝜋 (var{𝑚2𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 3, обу-
словлено тем, что в каждом многообразии var{𝑚2𝑛}, при 𝑛 ≥ 3, выполнено тождество 𝑥2 = 𝑥𝑛+2, при 𝑛 ≥ 3
приводящее к появлению простого цикла из трех и более элементов, как при выполнении тождества
𝑥 = 𝑥𝑛 , при 𝑛 ≥ 4, для многообразия, порожденного которым ранг планарности равен 1 [3, Теорема].

Рис. 2. Плоская укладка пары изоморфных компонент, формирующих граф 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚21}), {𝑎,𝑏}) [слева] и схема
плоской укладки одной из двух изоморфных компонент, формирующих граф 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚22}), {𝑎,𝑏}) [справа]
Fig. 2. Planar embedding of a pair of isomorphic components forming the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚21}), {𝑎,𝑏}) [left] and a

diagram of the planar embedding of one of the two isomorphic components forming the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚22}), {𝑎,𝑏})
[right]

𝑚3:
Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚31}), {𝑎,𝑏}) представлена на рис. 3.

Рис. 3. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚31}), {𝑎,𝑏})
Fig. 3. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚31}), {𝑎,𝑏})

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚31}), {𝑎,𝑏, 𝑐}) обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3, так как
присутствуют следующие попарно непересекающиеся маршруты между вершинами из множеств
{𝑎2, 𝑎2𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑎} и {𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐𝑏}: 𝑎2 −𝑎−𝑎𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑐𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 −𝑎𝑏𝑐𝑎−𝑎𝑏𝑐 −𝑎𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑐𝑏;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎2𝑐𝑏.

В графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚32}), {𝑎,𝑏}) естьпутимеждувершинамиизмножеств {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2𝑎} и {𝑎3𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏}:
𝑎2−𝑎3−𝑎3𝑏; 𝑎2−𝑎2𝑏; 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎− (𝑎𝑏)2−𝑎2𝑏𝑎2−𝑎2𝑏𝑎−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏; 𝑎𝑏2𝑎−𝑎3𝑏2−𝑎3𝑏; 𝑎𝑏2𝑎−𝑎2𝑏;
𝑎𝑏2𝑎−𝑎𝑏2−𝑎𝑏. В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚33}), {𝑎,𝑏}) соответственно есть пути между вершинами из множеств
{𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝒂𝒃2} и {𝑎4𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏}: 𝑎2 − 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎4𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2 − (𝒂𝒃)2𝒂 − (𝒂𝒃)2𝒂2 −
𝒂3𝒃2𝒂𝒃−𝒂3𝒃2𝒂−𝒂3𝒃2−𝒂3𝒃−𝒂2𝒃3𝒂−𝒂2𝒃3−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏; 𝒂𝒃2−𝒂𝒃2𝒂−𝑎4𝑏2−𝑎4𝑏; 𝒂𝒃2−𝒂𝒃3−𝒂𝒃3𝒂−𝑎2𝑏; 𝒂𝒃2−𝑎𝑏,
с выделенными изменениями. А в общем случае в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚3𝑛}), {𝑎,𝑏}), где 𝑛 > 3, находим
пути между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и {𝑎𝒏+1𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏}: 𝑎2 − 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛+1𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏;
𝑎𝑏𝑎 −𝑎𝑛+1𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2 − (𝑎𝑏)2𝑎 − (𝑎𝑏)2𝑎2 − . . . −𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 −𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − . . . −𝑎𝑛+1𝑏2 −𝑎𝑛+1𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎𝑏3 − . . . −𝑎2𝑏;
𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏.
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𝑚4:

Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎,𝑏}) представлена на рис. 4.

Рис. 4. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎,𝑏})
Fig. 4. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎,𝑏})

Наличие подграфа гомеоморфного графу 𝐾3,3 в основе графа Кэли 3-порожденной полугруппы
𝐹3 (var

{
𝑚41,(123)

}
) обусловлено существованием следующих попарно непересекающихся маршрутов

между вершинами множества {𝑎, 𝑏, 𝑐} и {𝑎2, 𝑏2, 𝑐2}: 𝑎 −𝑎2; 𝑎 −𝑎𝑏 −𝑎𝑏2 −𝑏2; 𝑎 −𝑎𝑐 −𝑎𝑐2 − 𝑐2; 𝑏 −𝑏𝑎 −𝑎2𝑏 −𝑎2;
𝑏 − 𝑏2; 𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐2 − 𝑐2; 𝑐 − 𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2; 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏2𝑐 − 𝑏2; 𝑐 − 𝑐2.

В основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚42,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 формируют

маршруты между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎2𝑏2, 𝑏𝑎} и {𝑎3𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏2}: 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏 − 𝑎3𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;
𝑎2 −𝑎 −𝑎𝑏 −𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 −𝑎3𝑏2; 𝑎2𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 −𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑏 −𝑏2 −𝑏3 −𝑎𝑏3 −𝑎2𝑏3 −𝑎3𝑏3 −𝑎3𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑎2𝑏; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏2.

В основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚43,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 формируют

маршруты между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎4, 𝑎3𝑏 } и {𝑎3, 𝑎2𝑏, 𝑎4𝑏}: 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2 −
𝑎2𝑏2 − 𝑎4𝑏2 − 𝑎4𝑏; 𝑎4 − 𝑎3; 𝑎4 − 𝑎5 − 𝑎2𝑏; 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎3; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎4𝑏. Аналогично в основе графа
Кэли полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚44,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 формируют маршруты между

вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎4, 𝑎3𝑏} и {𝑎3, 𝑎2𝑏;𝑎4𝑏}: 𝑎2−𝑎3; 𝑎2−𝑎2𝑏; 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏2−𝑎2𝑏2−𝒂3𝒃2−𝑎4𝑏2−𝑎4𝑏;
𝑎4 −𝑎3; 𝑎4 −𝑎5 −𝒂6 −𝑎2𝑏; 𝑎4 −𝑎4𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎3; 𝑎3𝑏 −𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎4𝑏, с выделенными отличающимися элементами.
Для каждого 𝑛 > 4 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚4𝑛,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу

𝐾3,3 формируют маршруты между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎4, 𝑎3𝑏} и {𝑎3, 𝑎2𝑏;𝑎4𝑏}: 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;
𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏2 − · · · − 𝑎4𝑏2 − 𝑎4𝑏; 𝑎4 − 𝑎3; 𝑎4 − 𝑎5 − 𝑎6 − · · · − 𝑎2𝑏; 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎3; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏;
𝑎3𝑏 − 𝑎4𝑏.

Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 основа графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var{𝑚41,𝜋 }) изоморфна

𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎,𝑏}), плоская укладка которогопредставленанаРис.4. Апри𝑛 > 1 в 𝐹2 (var{𝑚4𝑛,𝜋 })
обнаруживаются те же запрещенные конфигурации, что и в 𝐹2 (var{𝑚4𝑛,(123) }).

𝑚5:

Более того, для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚5𝜋 }) при-

сутствует гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами
из множеств {𝑎2, 𝑏𝑎, 𝑎2𝑏2} и {𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎4𝑏}: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏;
𝑏𝑎 − 𝑏 − 𝑏2 − 𝑏3 − 𝑎𝑏3 − 𝑎4𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎4𝑏.

𝑚6:

Аналогично для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚6𝜋 }) присут-

ствует гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из
множеств {𝑎2, 𝑏𝑎, 𝑎2𝑏2} и {𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑏3}: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎4 − 𝑎5 − 𝑎5𝑏; 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏;
𝑏𝑎 − 𝑏 − 𝑏2 − 𝑏3 − 𝑎𝑏3 − 𝑎2𝑏3; 𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏3.

𝑚7:

Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚7𝜋 }) присутствует

гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
{𝑎2, 𝑏𝑎, 𝑎2𝑏2} и {𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎4𝑏}:𝑎2−𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏2;𝑎2−𝑎2𝑏;𝑎2−𝑎3−𝑎4−𝑎4𝑏;𝑏𝑎−𝑎𝑏2;𝑏𝑎−𝑎2𝑏;𝑏𝑎−𝑏−𝑏2−𝑏3−𝑎𝑏3−𝑎4𝑏;
𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎4𝑏.

𝑚8:

Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚8𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏
1, представлена

на рис. 5.
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Рис. 5. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚8𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 5. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚8𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

При дальнейшем увеличении числа образующих в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚8𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при 𝜋 ∈∏
1 \ {(234)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между

вершинами из {𝑎2, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏2} и {𝑎3𝑏, 𝑎2𝑏𝑐, 𝑎𝑏}: 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2𝑏𝑐; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐;
𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏. Для исключенного случая, в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚8(234) }), {𝑎,𝑏, 𝑐}),
легко обнаружить гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из
{𝑎2, 𝑎𝑏, 𝑎𝑐} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏2}: 𝑎2 −𝑎; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎3 −𝑎3𝑏−𝑎𝑏2; 𝑎𝑏−𝑎; 𝑎𝑏−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏−𝑎𝑏2; 𝑎𝑐 −𝑎; 𝑎𝑐 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑏;
𝑎𝑐 − 𝑎𝑐2 − 𝑐𝑎 − 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝑏𝑐 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2.

𝑚9:

Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚9𝜋 }) присутствует

гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
{𝑎𝑏,𝑏𝑎, 𝑎3𝑏} и {𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏}: 𝑎𝑏 −𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏 −𝑎𝑏2; 𝑎𝑏 −𝑎 −𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏𝑎; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑏 −𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎𝑏𝑎;
𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏.

𝑚10:

Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚10𝜋 }) присутствует

гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
{𝑎𝑏,𝑏𝑎, 𝑎3𝑏} и {𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏}: 𝑎𝑏 −𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏 −𝑎𝑏2; 𝑎𝑏 −𝑎 −𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑏𝑎 −𝑏 −𝑏2 −𝑎𝑏𝑎; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎𝑏𝑎;
𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏.

𝑚11:

Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚11𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏
1, представлена

на рис. 6.

Рис. 6. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 6. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚11𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1, обнаруживается гомеоморфный графу

𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами, являющимися элементами из множества
{𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏} и {𝑎2, 𝑎3𝑏, 𝑎3𝑐}: 𝑎 − 𝑎2; 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3𝑏; 𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3𝑐; 𝑎3 − 𝑎2; 𝑎3 − 𝑎3𝑏; 𝑎3 − 𝑎3𝑐; 𝑎2𝑏 − 𝑎2;
𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑎2𝑐 − 𝑎3𝑐 .

𝑚12:

Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚12𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏
1, представлена

на рис. 7.
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Рис. 7. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚12𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 7. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚12𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚12𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при каждом значении 𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234)} =∏
1\{(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих

маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎2𝑏} и {𝑎𝑏, 𝑎3𝑏, 𝑎2𝑏𝑐}: 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏; 𝑎2−𝑎3−𝑎3𝑏; 𝑎2−𝑎2𝑐−𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏;
𝑎𝑏𝑎−𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎2𝑏−𝑎𝑏; 𝑎2𝑏−𝑎3𝑏; 𝑎2𝑏−𝑎2𝑏𝑐 . А при оставшихся 𝜋 ∈ {(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)} легко
обнаружить маршруты между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏, 𝑎𝑐} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏𝑎}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏𝑎;
𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎 − 𝑐𝑎 − 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏𝑐𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎.

𝑚13:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚13𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 8. А уже в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, обнаруживается гомеоморфный
графу𝐾3,3 подграфна следующихмаршрутахмеждувершинамииз {𝑎, 𝑏, 𝑐} и {𝑎2, 𝑏2, 𝑐2}:𝑎−𝑎2;𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏𝑎−𝑏2;
𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎 − 𝑐2; 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏 − 𝑎2; 𝑏 − 𝑏2; 𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐𝑏 − 𝑐2; 𝑐 − 𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2; 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏2𝑐 − 𝑏2; 𝑐 − 𝑐2.

Рис. 8. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 8. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚14:
Полугруппа 𝐹3 (var {𝑚14𝜋 }) имеет 34 элемента. Дабы не загромождать доказательство, не будем

приводить плоскую укладку основы графа Кэли этой полугруппы, а воспользуемся инвариантом Колен
де Вердьера [6]. Матрица смежности графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚14𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}) графически изображена на рис. 9,
где в массиве из 34x34 точек черная точка означает наличие ребра, а белая – его отсутствие между
вершинами из соответствующей строки и столбца. Инвариант Колен де Вердьера определяется похожим
на матрицу смежности образом. А именно, для простого графа 𝐺 без петель и кратных ребер на 𝑛
вершинах, инвариантом Колен де Вердьера 𝜇 (𝐺) является наибольший коранг такой квадратной матрицы
𝑀 порядка 𝑛 с действительными коэффициентами, что её недиагональные элементы в строке 𝑖 столбца 𝑗
являются отрицательными числами, когда вершина 𝑖 смежна с вершиной 𝑗 в графе𝐺 , в противном случае
эти элементы равны нулю. Кроме того, матрица𝑀 должна иметь ровно одно отрицательное собственное
значение кратности 1 (то есть быть диагонализируемой) и не существует такой ненулевой матрицы 𝑋 с
действительными коэффициентами, что𝑀𝑋 =𝑂 и𝑋𝑖, 𝑗 = 0 всякий раз, когда 𝑖 = 𝑗 или𝑀𝑖, 𝑗 ≠ 0 (то есть 𝑖 и 𝑗
являются смежными). Максимизация коранга достигается изменением диагональных элементов матрицы
𝑀 в целях минимизации её ранга. Чтобы достичь указанных в определении инварианта Колен де Вердьера
ограничений, можно взять матрицу смежности графа 𝐺 в качестве отправной точки, изменить знаки
всех её элементов на противоположные и на пересечении 𝑖 строки 𝑖 столбца диагональными элементами
поставить 𝑖 , при 𝑖 > 1, и -1 для 𝑖 = 1, это обеспечит дальнейшую диагонализацию получившейся матрицы
𝑀 , то есть приведет к единственному отрицательному собственному числу кратности 1. После этого
минимизировать ранг сформировавшейся матрицы. Граф 𝐺 оказывается планарным тогда и только
тогда, когда 𝜇 (𝐺) ≤ 3. В рассматриваемом случае имеем 𝜇 (𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚14𝜋 }) , {𝑎, 𝑏, 𝑐})) ≤ 3.
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Рис. 9. Матрица смежности графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚14𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐})
Fig. 9. Adjacency matrix of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚14𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐})

𝑚10:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚15𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена
на рис. 10. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚15𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, обнаруживается такой же, как в
графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на маршрутах между вершинами
из {𝑎, 𝑏, 𝑐} и

{
𝑎2, 𝑏2, 𝑐2}.

Рис. 10. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚15𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 10. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚15𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚16:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚16𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена
на рис. 11. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚16𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, обнаруживается гомеоморфный
графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏} и {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎}: 𝑎 − 𝑎2;
𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎; 𝑎3 − 𝑎2; 𝑎3 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎3 − 𝑎𝑐𝑎; 𝑎2𝑏 − 𝑎2; 𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎2𝑏 − 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑐 − 𝑐𝑎 − 𝑎𝑐𝑎.

Рис. 11. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚16𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 11. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚16𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚17:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚17𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 12.

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚17𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234) , (13) (24)} =

=
∏

1\{(12) (34) , (14) (23)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах
между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3;
𝑎𝑐𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3.

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚17(12) (34) }), {𝑎,𝑏, 𝑐}) наличие гомеоморфного графу 𝐾3,3 подграфа обусловлено
существованием маршрутов между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3. А в оставшемся графе
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚17(14) (23) }), {𝑎,𝑏, 𝑐}) наличие гомеоморфного графу 𝐾3,3 подграфа обусловлено существо-
ванием маршрутов между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎} и {𝑎, 𝑎2𝑐, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑐; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐 ; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3.
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Рис. 12. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚17𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 12. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚17𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚18:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚18𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 13.

Рис. 13. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚18𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 13. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚18𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚18𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при каждом значении 𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234)} =∏
1\{(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих

маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и {𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑏𝑐}: 𝑎2 −𝑎 −𝑎𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏𝑎 −𝑎𝑏;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏𝑐; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏𝑐 . А при оставшихся 𝜋 ∈ {(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)}
можно обнаружить маршруты между вершинами из {𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐} и {𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐}: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;
𝑎2 − 𝑎2𝑐 ; 𝑏2 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑎2𝑐 ; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐 .

𝑚19:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚19𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 14.

Рис. 14. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚19𝜋 }), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 14. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚19𝜋 }), {𝑎,𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚19𝜋 }), {𝑎,𝑏, 𝑐}), при каждом значении

𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234)} =
∏

1
\ {(12) (34), (13) (24) , (14) (23)} ,

обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из
{𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐2 − 𝑎3;
𝑎𝑐2−𝑎2𝑏𝑐−𝑎2𝑏. При 𝜋 ∈ {(12) (34) , (13) (24)}, на следующих маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2}
и {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏}: 𝑎2 −𝑎; 𝑎2 −𝑎3; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎𝑏 −𝑎; 𝑎𝑏2 −𝑎3; 𝑎𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎𝑐2 −𝑎𝑐 −𝑎; 𝑎𝑐2 −𝑎3; 𝑎𝑐2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑏.
А при оставшемся 𝜋 = (14) (23), на маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑐}: 𝑎2 − 𝑎;
𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑐 ; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐; 𝑎𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐2 − 𝑎3; 𝑎𝑐2 − 𝑎2𝑐 .
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𝑚20 ÷ 23:
В графах 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚20𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом значении 𝜋 ∈ ∏

2, 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚21}), {𝑎, 𝑏}),
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚22}), {𝑎, 𝑏}) и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚23}), {𝑎, 𝑏}), обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 под-
граф на следующих маршрутах между вершинами из множества

{
𝑎2𝑏, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и

{
𝑏𝑎, 𝑎𝑏, 𝑎3𝑏

}
: 𝑎2𝑏 − 𝑏𝑎;

𝑎2𝑏 − 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑏𝑎; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑏2 − 𝑏 − 𝑏𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3𝑏.
𝑚24:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }), при любой перестановке 𝜋 ∈∏

3\{(12) (34)}, представлена на рис. 15 слева. Заметим, что она изоморфна основе графа Кэли полугруппы
𝐹2 (var {𝑚18𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представленной на рис. 13. А плоская укладка основы графа Кэли
полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚24(12) (34)

}
) представлена на рис. 15 справа.

Рис. 15. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎1}), {𝑎, 𝑏}),
где 𝜎1 ∈ {𝑚24𝜋 ,𝑚27,𝑚28,𝑚32}, при любом 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)} [слева]
и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}), {𝑎, 𝑏}), где 𝜎2 ∈ {𝑚24(12) (34) ,𝑚26,𝑚36} [справа]

Fig. 15. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎1}), {𝑎, 𝑏}),
where 𝜎1 ∈ {𝑚24𝜋 ,𝑚27,𝑚28,𝑚32}, for any 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)} [on the left]
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}), {𝑎, 𝑏}), where 𝜎2 ∈ {𝑚24(12) (34) ,𝑚26,𝑚36} [right]

Увеличив число образующих, в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚24𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)}, обнаруживаем

гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и{

𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑏𝑐
}
: 𝑎2 −𝑎−𝑎𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏2 −𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎2𝑏𝑐 .

А в оставшемся графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}), гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф есть на

следующих маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;

𝑎2 − 𝑎2𝑐 ; 𝑏2 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2; 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑎2𝑐 ; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐 .
𝑚25:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚25𝜋 }), при 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)}, представлена
на рис. 16 слева. Заметим, что она как и в случае 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }) изоморфна основе графа Кэли полугруппы
𝐹2 (var {𝑚18𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представленной на рис. 13. А плоская укладка основы графа Кэли
полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚25(12) (34)

}
) представлена на рис. 16 справа.

Рис. 16. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎1}), {𝑎,𝑏}), для 𝜎1 ∈ {𝑚25𝜋 ,𝑚30,𝑚31,𝑚37,𝑚38,𝑚39,𝑚40}, при любом
𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)} [слева] и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}) , {𝑎, 𝑏}), для 𝜎2 ∈ {𝑚25(12) (34) ,𝑚29,𝑚41} [справа]
Fig. 16. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎1}), {𝑎,𝑏}), for 𝜎1 ∈ {𝑚25𝜋 ,𝑚30,𝑚31,𝑚37,𝑚38,𝑚39,𝑚40}, for any

𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)} [left] and 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}), {𝑎, 𝑏}), for 𝜎2 ∈ {𝑚25(12) (34) ,𝑚29,𝑚41} [right]

Увеличив число образующих, в графах 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚25𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при любой перестановке
𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)}, и в не изоморфном им графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}), обнаружива-

ем гомеоморфный графу 𝐾3,3 один и тот же подграф на следующих маршрутах между вершина-
ми из

{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3; 𝑎𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎;

𝑎𝑐2 − 𝑐𝑎 − 𝑐 − 𝑐2 − 𝑏2𝑐 − 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐2 − 𝑎3.
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𝑚26:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚26}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚24(12) (34)

}
), представлена на рис. 15 справа. А в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚26}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚27 ÷ 28:
Плоская укладка основы графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚27}) и 𝐹2 (var {𝑚28}), совпадающая с плоской

укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }), при любой перестановке 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)},

представлена на рис. 15 слева. И в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚27}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) с графом𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚28}), {𝑎, 𝑏, 𝑐})
обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф такой же, как в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3

(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚29:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚29}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2
(
var

{
𝑚25(12) (34)

})
представлена на рис. 16 справа. И в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚29}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.

𝑚30 ÷ 31:
Плоская укладка основы графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚30}) и 𝐹2 (var {𝑚31}), совпадающая с плоской

укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚25𝜋 }), при каждой перестановке 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)},

представлена на рис. 16 слева. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚30}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) и в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚31}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}
обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф такой же, как в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3

(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.

𝑚32 ÷ 35:
Для всех 𝜎 ∈ {𝑚32,𝑚33,𝑚34,𝑚35} плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝜎}) как и

𝐹2 (var {𝑚27}), 𝐹2 (var {𝑚28}), совпадает с плоской укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }),
при любом 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)}, и представлена на рис. 15 слева. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝜎}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) обна-
руживается гомеоморфный графу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦

(
𝐹3

(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}

)
,

на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚36:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚36}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚24(12) (34)

}
), представлена на рис. 15 справа. А в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚36}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚37 ÷ 40:
Плоская укладка основыграфаКэлиполугрупп 𝐹2 (var {𝑚37}), 𝐹2 (var {𝑚38}), 𝐹2 (var {𝑚39}) и 𝐹2 (var {𝑚40}),

совпадающая с плоской укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚25𝜋 }), при 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)},

представлена на рис. 16 слева. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚37}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚38}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}),
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚39}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚40}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3
подграф как в 𝑆𝐶𝑎𝑦

(
𝐹3

(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}

)
, на маршрутах между вершинами из

{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и{

𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.
𝑚41:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚41}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2
(
var

{
𝑚25(12) (34)

})
, представлена на рис. 16 справа. А в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚41}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.

𝑚42,𝑚44,𝑚46:
Плоская укладка основы графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚42}), 𝐹2 (var {𝑚44}) и 𝐹2 (var {𝑚46}) представ-

лена на рис. 17.

Рис. 17. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎}), {𝑎,𝑏}), при любом 𝜎 ∈ {𝑚42,𝑚44,𝑚46}
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Fig. 17. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎}), {𝑎,𝑏}), for any 𝜎 ∈ {𝑚42,𝑚44,𝑚46}

А при дальнейшем увеличении числа образующих, начиная с трех, в графах 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚42}),
{𝑎, 𝑏, 𝑐}), 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚44}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚46}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) уже обнаруживается гомеоморфный
графу𝐾3,3 подграф на следующих попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎3𝑏

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏2; 𝑎2−𝑎2𝑏; 𝑎2−𝑎3;𝑏2−𝑏−𝑏𝑎−𝑎𝑏2;𝑏2−𝑎2𝑏;𝑏2−𝑏2𝑐−𝑐2−𝑎2𝑐−𝑎3𝑐−𝑎3;

𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎3.
𝑚43,𝑚45,𝑚47:
В основе графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚43}), 𝐹2 (var {𝑚45}) и 𝐹2 (var {𝑚47}) обнаруживается гомео-

морфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих попарно непересекающихся маршрутах между вершинами
из множеств

{
𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и

{
𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏

}
: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3𝑏;

𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑏𝑎 − 𝑏 − 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3𝑏.
Таким образом, было осуществлено обоснование найденных значений рангов планарности представ-

ленных в доказываемой теореме модулярных многообразий полугрупп. Теорема 1 доказана.
3. Заключение. В работе рассмотрены все возможные модулярные многообразия полугрупп, вычис-

лены ранги планарности каждого из них. Как оказалось, значения рангов планарности бесконечного
счетного числа всех возможных модулярных многообразий полугрупп не превосходят 3.
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Аннотация. В настоящей работе исследуются уравнения Коши – Эйлера целого и дробного порядков. Анализируется
и используется тот факт, что операторы, входящие в такие уравнения, тесно связаны с числами Стирлинга второго
рода и их обобщениями дробного порядка. Предложена конечно-разностная интерпретация оператора (𝑥 𝑑

𝑑𝑥
)𝑛 .

Рассмотрено применение преобразования Меллина для решения неоднородных уравнений Коши – Эйлера целого и
дробного порядков.
Ключевые слова: уравнение Коши – Эйлера, дифференциальный оператор Коши – Эйлера, числа Стирлинга
второго рода, функции Стирлинга второго рода, дробные производные Адамара, преобразование Меллина
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Abstract. In this paper, we study the Cauchy-Euler equations of both integer and fractional orders. We analyze and utilize the
fact that the operators involved in these equations are closely related to the Stirling numbers of the second kind and their
fractional generalizations. We propose a finite-difference interpretation of the operator (𝑥 𝑑

𝑑𝑥
)𝑛 . Additionally, we consider the

application of the Mellin transform for solving inhomogeneous Cauchy – Euler equations of both integer and fractional orders.
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1. Введение. Исследование дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами продол-
жается и далеко от завершения. Особенно интересной и насыщенной является теория обыкновенных
линейных дифференциальных уравнений с полиномиальными коэффициентами. Некоторые такие
обыкновенные дифференциальные уравнения эффективно решаются с помощью рядов. Такая простая
ситуация возникает в том случае, когда у уравнения нет особых точек. Если у уравнения есть особые
точки, то, вообще говоря, простой метод поиска решения в виде степенного ряда неприменим напрямую.
Однако, в некоторых случаях, и при наличии у уравнения особых точек простые методы поиска решения
в виде рядов остаются в силе. Такие особые точки уравнения называются регулярными особыми точками.
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Простейшим уравнением с полиномиальными коэффициентами, имеющим регулярную особую
точку 𝑥 = 0, является уравнение Коши – Эйлера. Уравнение Коши – Эйлера отличается тем, что при
некоторых условиях оно имеет несколько независимых полиномиальных решений. Поэтому, построив
полную теорию для уравнений Коши – Эйлера, имеется возможность перенести ее на любое общее
уравнение, имеющее регулярную особую точку. Этот классический подход реализован в [1].

Мы рассмотрим дифференциальное уравнение Эйлера – Коши дробного порядка. Ситуация в этом
случае становится значительно интереснее, поскольку существует, во-первых, много способов обобщения
уравнений такого типа на случай уравнения дробного порядка, а во-вторых, поскольку уравнение типа
Коши – Эйлера тесно связано с числами Стирлинга второго рода, то его дробный аналог оказывается
связан с функциями Стирлинга второго рода (числами Стирлинга дробного порядка). Второе наблюдение
позволит реализовать метод численного решения таких уравнений.

Будем рассматривать функцию одной переменной 𝑦 = 𝑦 (𝑥). Пусть 𝑑
𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
— производная 𝑛-го порядка

функции 𝑦 (𝑥). Неоднородное уравнение Коши – Эйлера порядка 𝑛 имеет вид

𝐿𝑦 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 𝑑

𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1𝑑
𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 𝑓 (𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝑎𝑘 ∈ R, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0

или

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
= 𝑓 (𝑥). (1)

Наиболее популярно у исследователей уравнение Коши – Эйлера второго порядка (см. [2], p. 273).
Заметим, что, в силу основной теоремы алгебры, оператор

𝐿 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘

𝑑𝑥𝑘
(2)

можно факторизовать, то есть записать в виде

𝐿 = 𝑎𝑛

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆1𝐼

) (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆2𝐼

)
...

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆𝑛𝐼

)
,

где 𝐼 – тождественный оператор, 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛 являются корнями соответствующего характеристического
уравнения.

Факторизованное уравнение Коши – Эйлера(
𝑛∏

𝑘=1

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆𝑘

))
𝑓 (𝑥) = 0

рассмотрено в [3, 4].
Центральным моментом при исследовании решения уравнения Коши – Эйлера является то, что

𝐿 𝑥𝑟 = 𝑝 (𝑟 )𝑥𝑟 , (3)

где 𝑝 (𝑟 ) – многочлен. Этот многочлен является характеристическим многочленом оператора 𝐿. Оператор
Коши – Эйлера 𝐿 отображает степень 𝑥𝑟 в многочлен от переменной 𝑟 (характеристический многочлен),
умноженный на ту же степень 𝑥 .

Пример 1.1. Рассмотрим оператор Коши – Эйлера второго порядка:

𝐿𝑦 = 𝑎2𝑥
2𝑑

2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑎1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦.

Тогда

𝐿 𝑥𝑟 = 𝑎2𝑥
2𝑑

2𝑥𝑟

𝑑𝑥2 + 𝑎1𝑥
𝑑𝑥𝑟

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑥

𝑟 = (𝑎2𝑟 (𝑟 − 1) + 𝑎1𝑟 + 𝑎0)𝑥𝑟 = (𝑎2𝑟
2 + (𝑎1 − 𝑎2)𝑟 + 𝑎0)𝑥𝑟 ,

𝑝 (𝑟 ) = (𝑎2𝑟
2 + (𝑎1 − 𝑎2)𝑟 + 𝑎0).

В общем,

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘𝑥𝑟

𝑑𝑥𝑘
= 𝑎𝑘𝑟 (𝑟 − 1) (𝑟 − 2)...(𝑟 − 𝑘 + 1)𝑥𝑟 = 𝑝𝑘𝑥𝑟 , где 𝑝𝑘 = 𝑎𝑘 (𝑟 )𝑘 , (𝑟 )𝑘 − символ Похгаммера.

Таким образом, если мы знаем 𝑝 (𝑟 ) и можем найти корни уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0, то мы можем найти
решение однородного уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0. А именно, справедливо следующее утверждение
(см. [1]).
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1. Если𝑚 ≤ 𝑛 и 𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑚 – различные действительные корни уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0, тогда 𝑥𝑟1 , 𝑥𝑟2 , ..., 𝑥𝑟𝑚

являются линейно независимыми действительными решениями уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0
и

𝑦 (𝑥) = 𝑐1𝑥
𝑟1 + 𝑐2𝑥

𝑟2 + ... + 𝑐𝑚𝑥𝑟𝑚 , 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚 ∈ R

тоже являются решениями уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0. Эти решения определяют𝑚-мерное
подпространство ядра оператора 𝐿.

2. Если 𝑠 корень уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0 кратности 𝑘 , 1 < 𝑘 ≤ 𝑛, то 𝑥𝑠 , 𝑥𝑠 ln𝑥, ..., 𝑥𝑠 (ln𝑥)𝑘−1 – линейно
независимые решения уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0 и

𝑦 (𝑥) = 𝑐1𝑥
𝑠 + 𝑐2𝑥

𝑠 ln𝑥 + ... + 𝑐𝑘𝑥𝑥𝑠 (ln𝑥)𝑘−1, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑘 ∈ R

тоже являются решениями уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0. Эти решения определяют 𝑘-мерное
подпространство ядра оператора 𝐿.

3. Если 𝑟 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 – комплексно-сопряженная пара корней уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0, тогда 𝑥𝛼 cos(𝛽 ln𝑥)
и 𝑥𝛼 sin(𝛽 ln𝑥) – действительные линейно независимые решения, соответствующие паре 𝛼 ± 𝑖𝛽
комплексных корней. Если 𝛼 ± 𝑖𝛽 – пара кратности 𝑘 , то

𝑥𝛼 cos(𝛽 ln𝑥), 𝑥𝛼 ln𝑥 cos(𝛽 ln𝑥), ..., 𝑥𝛼 (ln𝑥)𝑘−1 cos(𝛽 ln𝑥)

и
𝑥𝛼 sin(𝛽 ln𝑥), 𝑥𝛼 ln𝑥 sin(𝛽 ln𝑥), ..., 𝑥𝛼 (ln𝑥)𝑘−1 sin(𝛽 ln𝑥)

являются 2𝑘 действительнымилинейнонезависимымирешениями в ядре оператора𝐿. Их линейные
комбинации охватывают 2𝑘-мерное подпространство ядра оператора 𝐿.

4. Полное описание ядра оператора 𝐿 – это множество всех линейных комбинаций функций, найден-
ных в предыдущих трех случаях.

Оставшаяся часть статьи организована следующим образом. Во втором разделе приводятся основные
определения чисел Стирлинга первого и второго рода, функций Стирлинга второго рода, их обобщение,
а также свойства таких чисел и функций. Также приведено определение преобразования Меллина. В
третьем разделе приведены операторы Коши – Эйлера 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и Шватта

(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
, формулы связи между

ними, а также доказана лемма о конечно-разностном представлении оператора Шватта. Линейные
неоднородные обыкновенные дифференциальные уравнения с операторами Коши – Эйлера и Шватта
рассмотрены в четвертом разделе. Приведены их решения, полученные при помощи преобразования
Меллина. Приведены примеры решения таких уравнений. Пятый раздел посвящен дробным степеням
оператора 𝑥 𝑑

𝑑𝑥
. Его дробная степень сначала построена с помощью полугруппового подхода, затем

приведены известные формулы, определяющие дробную производную и дробный интеграл Адамара и их
обобщение. Дифференциальные уравнения с дробными производными адамаровского типа рассмотрены
в шестом разделе.

2. Основные определения. Приведем необходимые в дальнейшем определения. Числами Стирлинга
первого рода со знаком 𝑠 (𝑛, 𝑘) называются коэффициенты многочлена (см. [5, 6]):

(𝑥)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠 (𝑛, 𝑘)𝑥𝑘 ,

где (𝑥)𝑛 – символ Похгаммера (убывающий факториал):

(𝑥)0 = 1, (𝑥)𝑛 = 𝑥 (𝑥 − 1) (𝑥 − 2) · · · (𝑥 − 𝑛 + 1). (4)

Абсолютные значения 𝑠 (𝑛, 𝑘) называются числами Стирлинга первого рода без знака и обозначают-
ся

[
𝑛
𝑘

]
: [𝑛

𝑘

]
= |𝑠 (𝑛, 𝑘) | = (−1)𝑛−𝑘𝑠 (𝑛, 𝑘).

Эти числа задают количество перестановок множества, состоящего из 𝑛 элементов с 𝑘 циклами. Произво-
дящей функцией

[
𝑛
𝑘

]
является возрастающий факториал 𝑥 (𝑛) = 𝑥 (𝑥 + 1) (𝑥 + 2) · · · (𝑥 + 𝑛 − 1), т. е.

𝑥 (𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=0

[𝑛
𝑘

]
𝑥𝑘 . (5)
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Хорошо известно, что числа Стирлинга первого рода не выражаются формулой с одной суммой.
Формула, определяющая числа Стирлинга первого рода с двумя суммами, имеет вид:[𝑛

𝑘

]
=

2𝑛−𝑘∑︁
𝑗=𝑛

(
𝑗 − 1
𝑘 − 1

) (
2𝑛 − 𝑘
𝑗

) 𝑗−𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚+𝑛−𝑘𝑚 𝑗−𝑘

𝑚!( 𝑗 − 𝑛 −𝑚)! . (6)

Числа Стирлинга второго рода находятся по формуле (см. [5, 6]){𝑛
𝑘

}
= 𝑆 (𝑛, 𝑘) = 1

𝑘!

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘−𝑖
(
𝑘

𝑖

)
𝑖𝑛 =

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘−𝑖
(𝑘 − 𝑖)!𝑖!𝑖

𝑛 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ 1. (7)

Известно, что число Стирлинга второго рода
{
𝑛
𝑘

}
равно количеству неупорядоченных разбиений

множества из 𝑛 элементов на 𝑘 непустых подмножеств. Для чисел Стирлинга второго рода используются
два обозначения

{
𝑛
𝑘

}
и 𝑆 (𝑛, 𝑘).

Другой способ задания чисел Стирлинга второго рода имеет вид{𝑛
𝑘

}
=

1
𝑘!

lim
𝑥→0

Δ𝑘 (𝑥𝑛), 𝑥 ∈ R, 𝑛, 𝑘 ∈ N0, (8)

где Δ задается как Δ𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥), Δ𝑘 𝑓 (𝑥) = Δ(Δ𝑘−1 𝑓 ) (𝑥), 𝑘 ∈ N.
Числа Стирлинга второго рода удовлетворяют соотношению

𝑛∑︁
𝑘=0

{𝑛
𝑘

}
(𝑥)𝑘 = 𝑥𝑛 . (9)

Для рассмотрения уравнения Коши – Эйлера дробного порядка нам потребуются числа Стирлинга
дробного порядка. В [7, 8] классические числа Стирлинга второго рода

{
𝑛
𝑘

}
=𝑆 (𝑛, 𝑘), 𝑛∈N распространены

на более общие комплексные функции
{
𝛼
𝑘

}
=𝑆 (𝛼, 𝑘), 𝛼∈C. Функции

{
𝛼
𝑘

}
=𝑆 (𝛼, 𝑘), 𝛼∈C будем называть

функциями Стирлинга второго рода. Рассмотрим случай вещественного 𝛼 , а именно, формулу (7) можно
обобщить на случай 𝑎≥0, 𝑘 ∈ N0 при помощи равенства

{𝛼
𝑘

}
=

1
𝑘!

𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+𝑗
(
𝑘

𝑗

)
𝑗𝛼 , 𝛼 ≠ 0, 𝑘 ∈ N,{𝛼

0

}
= 0, 𝛼 > 0;

{
0
𝑘

}
= 0, 𝑘 ∈ N;

{
0
0

}
= 1. (10)

Функция Стирлинга второго рода
{
𝛼
0
}
не определена для 𝛼 < 0, 𝑘 ∈ N.

Формула (8) в этом случае примет вид{𝛼
𝑘

}
=

1
𝑘!

lim
𝑥→0

Δ𝑘 (𝑥𝛼 ), при 𝛼 ≥ 0, 𝑘 ∈ N0.

Пусть 𝛼 > 0 и 𝑘 ∈ N таковы, что 𝑘 > 𝛼 . Тогда функции Стирлинга второго рода имеют интегральное
представление (см. [8], Теорема 4)

{𝛼
𝑘

}
=

(−1)𝑘
𝑘!Γ(−𝛼)

∞∫
0

(1 − 𝑒−𝑡 )𝑘 𝑑𝑡

𝑡𝛼+1 .

Для того, чтобы выразить дробные производные и интегралы адамаровского типа в виде суммы в [8],
были введены обобщенные функции Стирлинга вида{𝛼

𝑘

}
𝑐
=

1
𝑘!

𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+𝑗
(
𝑘

𝑗

)
(𝑐 + 𝑗)𝛼 , 𝛼, 𝑐 ∈ R, 𝑘 ∈ N ∪ {0}.

Для таких функций справедливо
lim
𝑐→0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
=

{𝛼
𝑘

}
.

Справедливо равенство {𝛼
0

}
𝑐
= 𝑐𝛼 .
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Определение 2.1. Преобразование Меллина функции 𝑓 : R+ → C имеет вид

𝜑∗ (𝑠) =M[𝜑 (𝑥)] (𝑠) =
∞∫

0

𝑥𝑠−1𝜑 (𝑥)𝑑𝑥, (11)

где 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝜏 ∈ C, такое, что указанный интеграл существует.
В качестве пространства оригиналов выбираем пространство 𝑃𝑏𝑎 , где −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞. Пространство

𝑃𝑏𝑎 является линейным пространством функций R+ → C, таких, что 𝑥𝑠−1𝜑 (𝑥) ∈ 𝐿1 (R+) для каждого
𝑠∈{𝑝∈C:𝑎≤Re 𝑝≤𝑏}.

Если дополнительно𝜑∗ (𝜎+𝑖𝜏) ∈ 𝐿1 (R) относительно 𝜏 , то выполняется комплексная формула обращения:

M−1 [𝜑∗ (𝑠)] (𝑥) = 𝜑 (𝑥) = 1
2𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞∫
𝜎−𝑖∞

𝑥−𝑠𝜑∗ (𝑠) 𝑑𝑠.

3. Операторы Коши – Эйлера иШватта. Приведем операторы Коши – Эйлера и Шватта, а также
некоторые их свойства. Представленные здесь свойства иллюстрируют связь операторов 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и

(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
с числами Стирлинга первого и второго рода.

В книге [1], стр. 241, приведено определение оператора Коши – Эйлера 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и соответствующее

ему уравнение. В [9, 10] изучался оператор
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
, который, как оказалось, имеет большое количество

приложений к различным задачам анализа и теории дифференциальных уравнений.
Определение 3.1. Оператор Коши – Эйлера – это дифференциальный оператор вида 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
, где 𝑛 ∈ N

(см. [1], 242). Простейшим примером является оператор 𝑥 𝑑
𝑑𝑥

, имеющий собственные значения 𝑟 = 0, 1, 2, 3, ...
и соответствующие собственные функции 𝑥𝑟 .

Определение 3.2. ОператорШватта – это дифференциальный оператор вида
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
.

Операторы 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и

(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
тесно связаны с числами Стирлинга первого и второго рода

Для любого 𝑛 ∈ N справедлива формула

𝑥𝑛
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
= 𝑥

𝑑

𝑑𝑥

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 1

) (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 2

)
...

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝑛 + 1

)
=

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)
𝑛

,

где (𝑥)𝑛 – символ Похгаммера (4). Тогда 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
выражается через числа Стирлинга первого рода (6)

𝑥𝑛
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘
[𝑛
𝑘

] (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑓 (𝑥). (12)

Для произвольной бесконечно дифференцируемой функции 𝑓 в [9, 10] методом математической
индукции доказано, что (

𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥), (13)

где
{
𝑛
𝑘

}
– числа Стирлинга второго рода (7).

Получим конечно-разностное представление для оператора
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
.

Лемма 3.1. Справедлива формула(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥) = lim

ℎ→0

𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐸𝑛𝑖
(𝑥
ℎ

)
𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ),

где 𝐸𝑛𝑖 (𝑡) =
𝑛∑
𝑘=𝑖

(
𝑘
𝑖

) {
𝑛
𝑘

}
𝑡𝑘 .

Доказательство. Поскольку
𝑑𝑘 𝑓

𝑑𝑥𝑘
= lim

ℎ→0

Δ𝑘
ℎ
[𝑓 ] (𝑥)
ℎ𝑛

,

где Δ𝑘
ℎ
[𝑓 ] (𝑥) =

𝑘∑
𝑖=0

(−1)𝑘−𝑖
(
𝑘
𝑖

)
𝑓
(
𝑥 + 𝑖ℎ

)
– восходящая конечная разность порядка 𝑘 от функции 𝑓 c шагом ℎ,

взятая в точке 𝑥 ,
(
𝑘
𝑖

)
= 𝑘!

𝑖!(𝑘−𝑖 )! – биномиальный коэффициент, то по формуле (13), учитывая, что
{
𝑛
0
}
= 0,
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имеем(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
𝑥𝑘
𝑑𝑘 𝑓

𝑑𝑥𝑘
= lim

ℎ→0

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

} 𝑥𝑘
ℎ𝑘

𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑘−𝑖
(
𝑘

𝑖

)
𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ) =

= lim
ℎ→0

𝑛∑︁
𝑘=0

{𝑛
𝑘

} 𝑥𝑘
ℎ𝑘

𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
(
𝑘

𝑖

)
𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ) = lim

ℎ→0

𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ)
𝑛∑︁
𝑘=𝑖

(
𝑘

𝑖

) {𝑛
𝑘

} 𝑥𝑘
ℎ𝑘
.

Что и завершает доказательство.
Оператор (2) можно записать в виде

𝐿 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
, где 𝑏𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

{
𝑗

𝑘

}
𝑎 𝑗 .

Следствие 3.1. Уравнение

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝑓 (𝑥)

равносильно уравнению

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝑓 (𝑥), (14)

где

𝑏𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

{
𝑗

𝑘

}
𝑎 𝑗 .

4.ПрименениепреобразованияМеллинакрешениюнеоднородногоуравненияКоши–Эйлера.
В этом разделе рассматриваются линейные неоднородные обыкновенные дифференциальные уравнения
с операторами Коши – Эйлера и Шватта. Уравнение Эйлера – Коши низкого порядка (до второго)
можно решить с помощью различных методов, таких как метод вариации параметров, метод понижения
порядка, метод дифференциального преобразования. В общем же случае наиболее эффективным является
метод интегральных преобразований. С использованием прямого и обратного преобразования Меллина
устанавливаются явные решения таких уравнений. В работе [11] показано, как решать уравнение Коши –
Эйлера при помощи преобразования Меллина. Следуя [12], приведем основные для нас формулы.

Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и

𝑥𝑠−𝑚𝜑 (𝑘−𝑚) (𝑥) |𝑥=0 = 𝑥
𝑠−𝑚𝜑 (𝑘−𝑚) (𝑥) |𝑥=∞ = 0, 𝑚 = 1, 2, ..., 𝑘, (15)

тогда преобразование Меллина 𝑥𝑘 𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝜑 (𝑥) имеет вид:

M
[
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝜑 (𝑥)

]
(𝑠) = (−1)𝑘 Γ(𝑠 + 𝑘)

Γ(𝑠) 𝜑∗ (𝑠). (16)

Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и

𝑥𝑠
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝜑 (𝑥)

����
𝑥=0

= 𝑥𝑠
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝜑 (𝑥)

����
𝑥=∞

= 0, 𝑚 = 0, 1, ..., 𝑘 − 1, (17)

тогда преобразование Меллина
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑘
𝜑 (𝑥) имеет вид:

M
[(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝜑 (𝑥)

]
(𝑠) = (−1)𝑘𝑠𝑘𝜑∗ (𝑠). (18)

Теорема 4.1.
1. Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и выполняется условие
(15), тогда решение неоднородного уравнение Коши – Эйлера вида

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝜑 (𝑥) (19)
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имеет вид

𝑦 (𝑥) =M−1


𝜑∗ (𝑠)

𝑎0 +
𝑛∑

𝑘=1
(−1)𝑘𝑎𝑘 Γ (𝑠+𝑘 )

Γ (𝑠 )

 (𝑥). (20)

2. Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и выполняется условие
(17), тогда решение неоднородного уравнение Коши – Эйлера вида

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝜑 (𝑥) где 𝑏𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

{
𝑗

𝑘

}
𝑎 𝑗 (21)

имеет вид

𝑦 (𝑥) =M−1


𝜑∗ (𝑠)

𝑏0 +
𝑛∑

𝑘=1
(−1)𝑘𝑏𝑘𝑠𝑘

 (𝑥). (22)

Доказательство.
1. Применим к (19) преобразование Меллина:

M[𝐿𝑦 (𝑥)] (𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝑎𝑘M

[
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑦 (𝑥)

]
(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎𝑘
Γ(𝑠 + 𝑘)
Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) = 𝜑∗ (𝑠),

тогда формула (16) дает (20).
2. Применим к (21) преобразование Меллина, получим:

M[𝐿𝑦 (𝑥)] (𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝑏𝑘M

[(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑦 (𝑥)

]
(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑏𝑘𝑠𝑘𝑦∗ (𝑠) = 𝜑∗ (𝑠),

тогда формула (18) дает (22).
В силу следствия 2.1. уравнения (19) и (21) равносильны и выбор уравнения осуществляется в пользу

того уравнения, для которого проще найти обратное преобразование Меллина.
Для иллюстрации этого элементарного метода приведем несколько преобразований Меллина от

функций из [12]:

M [sin(𝑎𝑥)] (𝑠) =
Γ(𝑠) sin 𝑠𝜋

2
𝑎𝑠

, (23)

формула (23) справедлива при 0 < 𝑎, −1 < Re(𝑠) < 1;

M [𝛿 (𝑥 − 𝑎)] (𝑠) = 𝑎𝑠−1, (24)

где 𝛿 (𝑥) – дельта-функция Дирака, формула (24) справедлива при 0 < 𝑎,

M [𝜃 (1 − 𝑥)] (𝑠) = 1
𝑠
, (25)

где 𝜃 (1 − 𝑥) =
{

1, 0 < 𝑥 < 1;
0 1 ≤ 𝑥 < ∞. – функция Хевисайда, формула (25) справедлива при 0 < Re(𝑠).

Пример 4.1. При 𝑛 = 1 уравнения (19) и (21) совпадают и принимают вид 𝑎𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏𝑦 (𝑥) = 𝜑 (𝑥).

Рассмотрим уравнение

𝑎𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏𝑦 (𝑥) = sin(𝛼𝑥).

Применяя преобразование Меллина, при помощи Wolfram Matematica 13.0, получим

−𝑎 Γ(𝑠 + 1)
Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) + 𝑏𝑦∗ (𝑠) = 𝛼−𝑠 sin

(𝜋𝑠
2

)
Γ(𝑠) ⇒ (𝑏 − 𝑎𝑠)𝑦∗ (𝑠) = 𝛼−𝑠 sin

(𝜋𝑠
2

)
Γ(𝑠) ⇒ 𝑦∗ (𝑠) =

sin
(
𝜋𝑠
2
)
Γ(𝑠)

𝛼𝑠 (𝑏 − 𝑎𝑠) .

Применяя обратное преобразование Меллина, будем иметь

𝑦 (𝑥) = 𝛼

𝑎 + 𝑏 𝑥 1𝐹2

(
𝑎 + 𝑏

2𝑎
;

3
2
,
𝑎 + 𝑏

2𝑎
+ 1;−𝑥

2𝛼2

4

)
+ 𝜋

2𝑏𝛼 𝑏
𝑎 Γ

(
−𝑏

𝑎

)
cos

(
𝜋𝑏
2𝑎

) 𝑥− 𝑏
𝑎 .
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При 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝛼 = 3, 𝑥 > 0 получим, что решение уравнения 2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 (𝑥) = sin(3𝑥) имеет вид

𝑦 (𝑥) = 1
2

√︂
𝜋

6𝑥

(
2𝑆

(√︂
6𝑥
𝜋

)
− 1

)
, (26)

где 𝑆 (𝑥) – интеграл Френеля, определяемый как

𝑆 (𝑥) =
𝑥∫

0

sin(𝑡2) 𝑑𝑡, 𝐶 (𝑥) =
𝑥∫

0

cos(𝑡2) 𝑑𝑡 .

График решения (26) изображен на рис. 1.

Рис. 1. 𝑦 (𝑥) = 1
2
√︁

𝜋
6𝑥

(
2𝑆

(√︃
6𝑥
𝜋

)
− 1

)
Fig. 1. 𝑦 (𝑥) = 1

2
√︁

𝜋
6𝑥

(
2𝑆

(√︃
6𝑥
𝜋

)
− 1

)
Пример 4.2. При 𝑛 = 2 уравнения (19) и (21) примут вид, соответственно

𝑎2𝑥
2𝑑

2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑎1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 𝜑 (𝑥),

𝑏2

(
𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)
+ 𝑏1𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏0𝑦 = 𝜑 (𝑥).

Рассмотрим уравнение

𝑎𝑥2𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏𝑥 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑐𝑦 (𝑥) = 𝛿 (𝑥 − 1),

где 𝛿 (𝑥) – дельта-функция Дирака. Применяя преобразование Меллина, при помощи Wolfram Matematica 13.0,
получим

𝑎
Γ(𝑠 + 2)
Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) − 𝑏 Γ(𝑠 + 1)

Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) + 𝑦∗ (𝑠) = 1 ⇒ (𝑎𝑠 (𝑠 + 1) − 𝑏𝑠 + 𝑐)𝑦∗ (𝑠) = 1 ⇒ 𝑦∗ (𝑠) = 1
𝑎𝑠 (𝑠 + 1) − 𝑏𝑠 + 𝑐 .

Применяя обратное преобразование Меллина, будем иметь

𝑦 (𝑥) = 1√︁
(𝑎 − 𝑏)2 − 4𝑎𝑐

(
1 − 𝑥

√
(𝑎−𝑏)2−4𝑎𝑐

𝑎

)
𝑥−

√
(𝑎−𝑏)2−4𝑎𝑐−𝑎+𝑏

2𝑎 .

При 𝑎 = 1
2 , 𝑏 = − 1

2 , 𝑐 = −1, 𝑥 > 0 получим, что решение уравнения 𝑥2𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 −𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 (𝑥) = 2𝛿 (𝑥 − 1), имеет вид

𝑦 (𝑥) = 1
√

3
(𝑥1−

√
3 − 𝑥1+

√
3). (27)

График решения (27) изображен на рис. 2.
Рассмотрим теперь

𝛼

(
𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)2
+ 𝛽𝑥 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝛾𝑦 = 𝛿 (𝑥).

Аналогично предыдущему решению, получим

𝑦 (𝑥) = 1√︁
𝛽2 − 4𝛼𝛾

𝑥−
𝛽+
√
𝛽2−4𝛼𝛾
2𝛼

(
1 − 𝑥

√
𝛽2−4𝛼𝛾

𝛼

)
.
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Рис. 2. 𝑦 (𝑥) = 1√
3
(𝑥1−

√
3 − 𝑥1+

√
3)

Fig. 2. 𝑦 (𝑥) = 1√
3
(𝑥1−

√
3 − 𝑥1+

√
3)

Следующий шаг в решении рассмотренных уравнений – применение теории вычетов и 𝐻 -функций
Фокса для построения конкретных решений более сложных уравнений, чем в приведенных примерах.

5. Дробные степени оператора x d
dx и их обобщения. Пусть {𝑇𝑡 }𝑡≥0 – сжимающая полугруппа

класса 𝐶0 (то есть сильно непрерывная полугруппа) в банаховом пространстве 𝑋 с инфинитезимальным
генератором. Согласно подходу Балакришнана, (см. [13, 14, 15]), дробная степень (−𝐴)𝛼 , 0 < 𝛼 < 1
определяется по формуле

(−𝐴)𝛼 𝑓 =
1

Γ(−𝛼)

∞∫
0

𝑡−𝛼−1 (𝑇𝑡 − 𝐼 ) 𝑓 (𝑥)𝑑𝑡, 𝑓 ∈ 𝐷 (𝐴). (28)

В случае, когда 1 < 𝛼 < ℓ , ℓ = 2, 3, ... эту формулу можно записать с использованием «конечных разностей»
(𝐼 −𝑇𝑡 )ℓ :

(−𝐴)𝛼 𝑓 =
1

𝐶𝛼 (ℓ)

∞∫
0

𝑡−𝛼−1(𝐼 −𝑇𝑡 )ℓ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑡, (29)

где 𝐶𝛼 (ℓ) = Γ(−𝛼)𝐴𝛼 (ℓ), 𝐴𝛼 (ℓ) =
ℓ∑

𝑘=0
(−1)𝑘−1 (ℓ

𝑘

)
=

ℓ∑
𝑘=0

(−1)𝑘−1 ℓ!
𝑘!(ℓ−𝑘 )! .

Отрицательная степень оператора (−𝐴) for 0 < 𝛼 < 1 может быть определена с помощью уравнения:

(−𝐴)−𝛼 𝑓 =
1

Γ(𝛼)

∞∫
0

𝑡𝛼−1𝑇𝑡 𝑓 (𝑥)𝑑𝑡 . (30)

Чтобы получить дробный интеграл порядка 𝛼 > 1, достаточно применить повторный интеграл к
уравнению (30).

В теории групп оператор 𝑥 𝑑
𝑑𝑥

обычно называют инфинитезимальным оператором масштабирующего
преобразования. Инфинитезимальный оператор всегда равен дифференцированию по канонической
переменной и преобразует преобразование в сдвиг. Для инфинитезимального оператора 𝑥 𝑑

𝑑𝑥
полугруппа

имеет вид:
𝑇𝑡 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥𝑡

𝑑
𝑑𝑥 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑒𝑡𝑥).

Если оператор 𝐴 =

(
−𝑥 𝑑

𝑑𝑥

)
, тогда 𝐴 является порождающим оператором сильно непрерывной

полугруппы 𝑇𝑡 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑒−𝑡𝑥) on 𝐿2 [0,∞).
Тогда (28) получим(

𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) = 1

Γ(−𝛼)

∞∫
0

𝑡−𝛼−1(𝑓 (𝑒−𝑡𝑥) − 𝑓 (𝑥))𝑑𝑡, 0 < 𝛼 < 1.

Произведя замену 𝑒−𝑡𝑥 = 𝜏 , 𝑡 = ln 𝑥
𝜏
, 𝑑𝑡 = −𝑑𝜏

𝜏
, получим(

𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) = 1

Γ(−𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝜏

)−𝛼−1
(𝑓 (𝜏) − 𝑓 (𝑥))𝑑𝜏

𝜏
, 0 < 𝛼 < 1,

что совпадает с адамаровской дробной производной в смысле Маршо (см. [16], стр. 252).
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Другая форма записи адамаровской дробной производной осуществляется через дробный интеграл
Адамара.

Дробный интеграл Адамара при 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻ℑ𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
, 𝑥 > 0, (31)

дробная производная Адамара при дробных 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻𝔇𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
(ℑ𝑛−𝛼

0+ 𝑓 ) (𝑥), 𝑥 > 0, (32)

где 𝑛 = [𝛼] + 1. В случае 𝛼 = 𝑛 ∈ N

( 𝐻𝔇𝑛
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥),

( 𝐻𝔇0
0+ 𝑓 ) (𝑥) = ( 𝐻ℑ0

0+ 𝑓 ) (𝑥) = 𝑓 (𝑥).

При 0 < 𝛼 < 1 оператор𝔇𝛼
0+ примет вид:

( 𝐻𝔇𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(1 − 𝛼) 𝑥

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫
0

𝑓 (𝑡)𝑑𝑡
𝑡
(
ln 𝑥

𝑡

)𝛼 .
Еще один способ ввести дробную степень оператора 𝑥 𝑑

𝑑𝑥
– обобщение формулы (13).

Учитывая введенные ранее функции Стирлинга второго рода (10), дробная производная Адамара и
дробный интеграл Адамара в форме Грюнвальда – Летникова примут вид

( 𝐻D𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥), 𝛼 > 0,

( 𝐻 I𝛼0+ 𝑓 ) (𝑥) =
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)−𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{−𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥), 𝛼 > 0.

Буцер, Килбас и Трухильо (см. [8], Теорему 17) показали, что для функции бесконечно дифференциру-
емой функции 𝑓 (𝑥), определенной для 𝑥 > 0, такой, что ее ряд Тейлора сходится во всякой точке 𝑥 > 0,
выполняются при 𝛼 > 0 равенства

( 𝐻ℑ𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
=

∞∑︁
𝑘=0

{−𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) = ( 𝐻 I𝛼0+ 𝑓 ) (𝑥),

( 𝐻𝔇𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
(ℑ𝑛−𝛼

0+ 𝑓 ) (𝑥) =
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) = ( 𝐻D𝛼

0+ 𝑓 ) (𝑥).

Пусть 𝛼 > 0. В силу формулы (12), получим

( 𝐻D𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

} 𝑘∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘−𝑚
[
𝑘

𝑚

] (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝑓 (𝑥). (33)

В статье [8] рассмотрены также следующие обобщения дробных интегралов и производных Адамара.
Дробный интеграл адамаровского типа при 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻ℑ𝛼
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

( 𝑡
𝑥

)𝑐 (
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
, 𝑥 > 0, (34)

дробная производная адамаровского типа при дробных 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻𝔇𝛼
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐 (ℑ𝑛−𝛼

0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥), 𝑥 > 0, (35)
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где 𝑛 = [𝛼] + 1. В случае 𝛼 = 𝑛 ∈ N

( 𝐻𝔇𝑛
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐 𝑓 (𝑥),

( 𝐻𝔇0
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) = ( 𝐻ℑ0

0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) = 𝑓 (𝑥).

При 𝑐 = 0 дробный интеграл адамаровского типа и дробная производная адамаровского типа переходят в
𝐻ℑ

𝛼
0+ и 𝐻𝔇

𝛼
0+, соответственно.

В силу Теоремы 15 из [8] имеем, что для функции бесконечно дифференцируемой функции 𝑓 (𝑥),
определенной для 𝑥 > 0, такой, что ее ряд Тейлора сходится во всякой точке 𝑥 > 0, выполняются при
𝛼 > 0 и 𝑐 > 0 равенства

( 𝐻ℑ𝛼
0+,𝑐𝑦) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

( 𝑡
𝑥

)𝑐 (
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑦 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
=

∞∑︁
𝑘=0

{−𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑥𝑘
𝑑𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
= ( 𝐻 I𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥),

( 𝐻𝔇𝛼
0+,𝑐𝑦) (𝑥) =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐 (ℑ𝑛−𝛼

0+,𝑐 𝑦) (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑥𝑘
𝑑𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
= ( 𝐻D𝛼

0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥).

6. Дифференциальные уравнения с дробными производными адамаровского типа. Решение
и анализ дробных дифференциальных уравнений с дробными производными Адамара привлекает
внимание исследователей как в области чистой математики [17], так и в области их приложений к теории
вероятностей [18]. Здесь мы рассмотрим дифференциальные уравнения с дробными производными
адамаровского типа.

Получим обобщение формулы (3).
Лемма 6.1. Имеют место формулы

𝐻𝔇
𝛼
0+,𝑐𝑥

𝑟 = (𝑐 + 𝑟 )𝛼𝑥𝑟 (36)

и
𝐻𝔇

𝛼
0+𝑥

𝑟 = 𝑟𝛼𝑥𝑟 . (37)

Доказательство. Учитывая формулы (13) и (9), получим

𝐻𝔇
𝛼
0+,𝑐𝑥

𝑟 =
1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐ℑ𝑛−𝛼

0+,𝑐 𝑥
𝑟 =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐

1
Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑥∫
0

( 𝑡
𝑥

)𝑐 (
ln
𝑥

𝑡

)𝑛−𝛼−1
𝑡𝑟−1𝑑𝑡 =

=
1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛 1
Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝑡

)𝑛−𝛼−1
𝑡𝑟+𝑐−1𝑑𝑡 =

{
ln
𝑥

𝑡
= 𝑧

}
=

=
1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑟+𝑐

1
Γ(𝑛 − 𝛼)

∞∫
0

𝑧𝑛−𝛼−1𝑒−(𝑟+𝑐 )𝑧𝑑𝑧 =
(𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛

𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑟+𝑐 =

=
(𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛

𝑥𝑐

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑥𝑟+𝑐 =

(𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛
𝑥𝑐

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
(𝑟 + 𝑐)𝑘𝑥𝑟+𝑐 =

= 𝑥𝑟 (𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛
𝑛∑︁

𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
(𝑟 + 𝑐)𝑘 = (𝑐 + 𝑟 )𝛼𝑥𝑟 .

В частном случае, при 𝑐 = 0, получаем (37).
Рассмотрим теперь, как действует на 𝐻D𝛼

0+,𝑐 преобразование Меллина, следуя [19].
Теорема 6.1. Пусть 𝛼 > 0, 𝑐 ∈ R иM

{
( 𝐻D𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) существует, тогда преобразование Меллина

дробной производной адамаровского типа имеет вид

M
{
( 𝐻D𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) = (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑥).

Доказательство. Известно, что преобразование Меллина (11) от
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑚
𝑦 (𝑥) находится по формуле

M
{(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝑦 (𝑥)

}
(𝑠) = (−𝑠)𝑚𝑦∗ (𝑠).
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В силу формулы (12), получим

( 𝐻D𝛼
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑥𝑘
𝑑𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
=

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐

𝑘∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘−𝑚
[
𝑘

𝑚

] (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝑦 (𝑥).

Применим преобразование Меллина (11) к ( 𝐻D𝛼
0+,𝑐𝑦) (𝑥), получим

M
{
( 𝐻D𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐

𝑘∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘−𝑚
[
𝑘

𝑚

]
(−𝑠)𝑚𝑦∗ (𝑠) = 𝑦∗ (𝑠)

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
{𝛼
𝑘

}
𝑐

𝑘∑︁
𝑚=0

[
𝑘

𝑚

]
𝑠𝑚 .

В силу (5), будем иметь

M
{
( 𝐻D𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) = 𝑦∗ (𝑠)

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
{𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑠 (𝑘 ) .

Между восходящим факториалом 𝑠 (𝑘 ) = 𝑠 (𝑠 + 1) (𝑠 + 2)...(𝑠 + 𝑘 − 1) и нисходящим факториалом
(𝑠)𝑘 = 𝑠 (𝑠 − 1) (𝑠 − 2)...(𝑠 − 𝑘 + 1) существуют простые соотношения:

(𝑠)𝑘 = (−1)𝑘 (−𝑠) (𝑘 ) ,
𝑠 (𝑘 ) = (−1)𝑘 (−𝑠)𝑘 .

Тогда, в силу формулы (см. [8], формула (8.2))

(𝑐 + 𝑧)𝛼 =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
(𝑧)𝑘

получим

M
{
( 𝐻D𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) = 𝑦∗ (𝑠)

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
(−𝑠)𝑘 = (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑠).

Следствие 6.1. Пусть 𝛼 > 0, 𝑐 ∈ R и M
{
( 𝐻𝔇𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) существует, тогда преобразование Меллина

дробной производной адамаровского типа имеет вид

M
{
( 𝐻𝔇𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) = (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑠).

В книге [20], на стр.120, приведено другое доказательство этого следствия.
Теорема 6.2. Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и

выполняется условие (17), тогда решение неоднородного уравнение Коши – Эйлера вида

𝐿 ®𝛼𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 ( 𝐻D𝛼𝑘
0+,𝑐𝑦) (𝑥) = 𝜑 (𝑥), 𝛼𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, 2, .... (38)

имеет вид

𝑦 (𝑥) =M−1


𝜑∗ (𝑠)

𝑛∑
𝑘=0

𝑏𝑘 (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑘

 (𝑥). (39)

Доказательство. Учитывая Теорему 6.1, применяя к (38) преобразование Меллина, получим:

M[𝐿 ®𝛼𝑦 (𝑥)] (𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝑏𝑘M

[
( 𝐻D𝛼𝑘

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
]
(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑘𝑦∗ (𝑠) = 𝜑∗ (𝑠).

Применение обратного преобразования дает (39).
Пример 6.1. Рассмотрим уравнение

( 𝐻D𝛼
0+,𝑐𝑦) (𝑥) = 𝜃 (1 − 𝑥).

Применяя преобразование Меллина, получим

(𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑠) = 1
𝑠
⇒ 𝑦∗ (𝑠) = 1

𝑠 (𝑐 − 𝑠)𝛼 ⇒ 𝑦 (𝑥) =M−1
[

1
𝑠 (𝑐 − 𝑠)𝛼

]
(𝑥).
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При 𝛼 = 1/2

𝑦 (𝑥) = −
erf

(√︁
𝑐 · log(𝑥)

)
√
𝑐

,

где erf (𝑥) – функция ошибок, которая определяется как

erf 𝑥 =
2
√
𝜋

𝑥∫
0

𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡 .
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Аннотация. Рассматривается динамическая система на плоскости, заданная кусочно-гладким векторным полем.
Пусть это векторное поле имеет такую особую точку S на линии L переключения, что в окрестности S с одной стороны
L поле совпадает с гладким векторным полем, для которого S является седло-узлом с устойчивым параболическим
секторомицентральныммногообразием, трансверсальнымL, а с другой стороныLоно совпадает с гладкимвекторным
полем, трансверсальным L. Предполагается также, что из точки S выходит положительная полутраектория Г, не
содержащая особых точек, отличных от S, предельная к S. Рассматривается типичное двухпараметрическое семейство
кусочно-гладких векторных полей – деформация рассматриваемого векторного поля. Описаномножество параметров,
при которых векторное поле из этого семейства имеет устойчивую периодическую траекторию, рождающуюся из
петли Г.
Ключевые слова: кусочно-гладкое векторное поле, седло-узел, петля сепаратрисы, бифуркация, устойчивая
периодическая траектория
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Abstract. We consider a dynamical system on the plane defined by a piecewise smooth vector field. Let this vector field
have a singular point S on the switching line L such that in the neighborhood of S, on the one side of L, the field coincides
with a smooth vector field for which S is a saddle-node with a stable parabolic sector and a central manifold transversal to L,
and on the other side, it coincides with a smooth vector field transversal to L. It is also assumed that from the point S go a
positive semitrajectory Г, which does not contain singular points different from S and is limiting to S. We consider a generic
two-parameter family of piecewise smooth vector fields, a deformation of the vector field under consideration. We describe a
set of parameters for which a vector field from this family has a stable periodic trajectory born from a loop Г.
Keywords: Piecewise Smooth Vector Field, Saddle-Node, Separatrix Loop, Bifurcation, Stable Periodic Trajectory
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1. Введение. Теория бифуркаций гладких динамических систем началась с работ А.А. Андронова
и его сотрудников 1930-х годов. Одной из первых были описаны локальная бифуркация седло-узла,
а также нелокальная бифуркация петли сепаратрисы седло-узла, из которой рождается устойчивая
периодическая траектория [1, 2]. В многомерном случае рождение периодической траектории из петли
сепаратрисы седло-узла было доказаноЛ.П.Шильниковым [3]. Для кусочно-гладких динамических систем
на плоскости бифуркации особых точек рассматривались в работах [4, 5], а также [6, 7, 8, 9] . В частности,
там исследованы и бифуркации особых точек – «сшитых седло-узлов», бифурцирующих аналогично
седло-узлу гладкой динамической системы. Бифуркации рождения периодической траектории из петли
сепаратрисы сшитого седло-узла динамической системы на плоскости, задаваемой соответственно
кусочно-гладким разрывным и непрерывным векторным полем, при типичных однопараметрических
деформациях поля описаны в [10] и [11].
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В настоящей работе рассматриваются бифуркации петли сепаратрисы особой точки на линии 𝑙
переключения, «сшитой» из седло-узла гладкого векторного поля, заданного с одной стороны 𝑙 инеособой
точки гладкого векторного поля, заданного с другой стороны 𝑙 , при типичных двухпараметрических
деформациях кусочно-гладкого векторного поля.

2. Условия и результаты. Пусть компактное множество 𝐺 на плоскости R2 с 𝐶∞-гладкой границей
представлено в виде объединения компактных множеств 𝐺𝑘 (𝑘 = 1, ...,𝑚) с 𝐶∞-гладкими границами
𝜕𝐺𝑘 , таких, что 𝐺𝑖 ∩ 𝐺 𝑗 = 𝜕𝐺𝑖 ∩ 𝜕𝐺 𝑗 при 𝑖 ≠ 𝑗 . Обозначим D разбиение 𝐺 на множества 𝐺𝑘 . Пусть
Vec𝑟 (𝐺) – топологическое векторное пространство 𝐶𝑟 -векторных полей на 𝐺 с 𝐶𝑟 -топологией (𝑟 ≥ 3)
[12]. Кусочно-гладкое векторное поле на 𝐺 с разбиением D, заданное векторными полями v𝑘 ∈ Vec𝑟 (𝐺)
((𝑘 = 1, ...,𝑚) – класс всех векторных полей ṽ : 𝐺 → R2 таких, что ṽ

��int𝐺𝑘
= v𝑘

��int𝐺𝑘
. Отождествим его с

элементом v = (v1, ..., v𝑚) топологического векторного пространства

Vec𝑟 (𝐺,D) := Vec𝑟 (𝐺) ⊕ · · · ⊕ Vec𝑟 (𝐺)︸                           ︷︷                           ︸
𝑚

.

Траектории векторных полей ṽ будем определять по правилу выпуклого доопрелеления в точках
линий переключения𝐺𝑖 𝑗 := 𝜕𝐺𝑖 ∩ 𝜕𝐺 𝑗 ≠ ∅ [5]. Они не зависят от выбора представителя ṽ класса и потому
называются траекториями поля v.

Пусть E0 – окрестность нуля в R2. Рассмотрим семейство кусочно-гладких векторных полей с базой
E0 −𝐶𝑟 -отображение E0 ∋ 𝜀 ↦→ v𝜀 = (v1

𝜀 , ..., v𝑚𝜀 ) ∈ Vec𝑟 (𝐺,D), удовлетворяющее сформулированными ниже
условиям (У1)–(У4).

(У1) Векторное поле v𝑖0 имеет седло-узел 𝑆0 ∈ 𝐺𝑖 𝑗 с устойчивым параболическим сектором.
По теореме о центральном многообразии и теореме редукции [13, глава 5] существуют такие

окрестность нуля E1 ⊂ E0 и координаты (𝑥,𝑦), |𝑥 | < 𝑑0, |𝑦 | < 𝑑1 в окрестности 𝑉𝜀 точки 𝑆0, в которых поле
v𝑖𝜀 , 𝜀 ∈ E1 имеет вид

𝑃 (𝑥, 𝜀)𝜕/𝜕𝑥 +𝑄 (𝑥,𝑦, 𝜀)𝜕/𝜕𝑦, (1)
где 𝑃,𝑄 ∈ 𝐶𝑟−1, 𝑄 (𝑥, 0, 𝜀) ≡ 0, 𝜆 :=𝑄 ′

𝑦 (0, 0, 0) < 0,

𝑃 (0, 0) = 𝑃 ′𝑥 (0, 0) = 0, 𝑎 := 𝑃 ′′𝑥𝑥 (0, 0) > 0. (2)

(У2) При 𝜀 = 0 центральное многообразие, задаваемое уравнением 𝑦 = 0, трансверсально пересекается
с 𝐺𝑖 𝑗 в точке 𝑆0.

При выполнении этого условия координаты (𝑥,𝑦) можно выбрать так, что𝐺𝑖 𝑗 ∩𝑉𝜀 задается уравнением
𝑥 = 𝜉 (𝑦, 𝜀), 𝑦 ∈ (−𝑑1, 𝑑1), где

𝜉 (0, 𝜀) = 0, 𝜉 ′𝑦 (𝑦, 𝜀) < 0. (3)
Будем также считать, что точки центрального многообразия с координатами (𝑥, 0) при 𝑥 < 0 (𝑥 > 0)

лежат в 𝐺𝑖 (𝐺 𝑗 ).
(У3) Вектор v𝑗

0 (𝑆0) не касается 𝐺𝑖 𝑗 и направлен внутрь 𝐺 𝑗 . Положительная полутраектория Γ0 поля v0,
начинающаяся в точке 𝑆0 как положительная траектория поля v𝑗

0, не содержит особых точек кроме 𝑆0 и
𝜔-предельна к 𝑆0, входя в 𝑆0 по направлению оси 𝑥 (рис. 1).

Из (2) по теореме о неявной функции следует, что найдутся такие число 𝑑 ∈ (0, 𝑑0) и окрестность нуля
E2 ⊂ E1, что уравнение 𝑃 ′𝑥 (𝑥, 𝜀) = 0 имеет решение 𝑥 = 𝜌1 (𝜀) ∈ (−𝑑, 𝑑), 𝜀 ∈ E2, где 𝜌1 (·) ∈ 𝐶𝑟−1, 𝜌1 (0) = 0.
Обозначим 𝜌2 (𝜀) := 𝑃 (𝜌1 (𝜀), 𝜀).

(У4) det(𝜕𝜌𝑘 (0)/𝜕𝜀𝑙 ) ≠ 0.
Сделаем в некоторой окрестности нуля E3 ⊂ E2 замену параметров 𝜀𝑘 = 𝜌𝑘 (𝜀), 𝑘 = 1, 2 и вернемся к их

«старым» обозначениям. Теперь можно считать E3 = (−𝛿0, 𝛿0)2, 𝛿0 < 𝑑 ,

𝑃 (𝑥, 𝜀) = 𝜀2 + 𝑎(𝑥 − 𝜀1)2 + 𝑅(𝑥, 𝜀), (4)

где 𝑅 ∈ 𝐶3, и при всех 𝜀 ∈ (−𝛿0, 𝛿0)2

𝑅(𝜀1, 𝜀) = 𝑅′𝑥 (𝜀1, 𝜀) = 𝑅′′𝑥𝑥 (0, 0) = 0, |𝑅(𝑥, 𝜀) | < (𝑎/2) (𝑥 − 𝜀1)2 для 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑑]; (5)

sgn 𝑃 ′𝑥 (𝑥, 𝜀) = sgn (𝑥 − 𝜀1) для 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑑]; (6)
𝑄 (𝑥, 0, 𝜀) ≡ 0 , 2𝜆 < 𝑄 ′

𝑦 (𝑥,𝑦, 𝜀) < 𝜆/2 для 𝑥,𝑦 ∈ [−𝑑, 𝑑] . (7)
Теорема. Пусть выполняются условия (У1)–(У4). Тогда существуют окрестность𝑈 (Γ0) кривой Γ0, число

𝛿 > 0 и разбиение области E := (−𝛿, 𝛿)2 параметров на две части, E+ := (−𝛿, 𝛿) × (0, 𝛿) ∪ {(𝜀1, 𝜀2) : 𝜀1 ∈
(0, 𝛿), 𝛽 (𝜀1) < 𝜀2 ≤ 0}, где 𝛽 : [0, 𝛿) → (−𝛿, 0], 𝛽 ∈ 𝐶1, 𝛽 (0) = 𝛽 ′ (0) = 0, и E− := E\E+ такие, что поле v𝜀 при
𝜀 ∈ E− не имеет в𝑈 (Γ0) периодических траекторий, а при 𝜀 ∈ E+ имеет в𝑈 (Γ0) единственную периодическую
траекторию Γ𝜀 , причем она является устойчивым гиперболическим предельным циклом, ее топологический
предел lt

𝜀→0
Γ𝜀 = Γ0, то есть для любой окрестности 𝑉 (Γ0) кривой Γ0, существует такое число 𝛿 > 0, что

Γ𝜀 ⊂ 𝑉 (Γ0) для всех 𝜀 ∈ E+ ∩ (−𝛿, 𝛿)2.
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Рис. 1. Петля сепаратрисы сшитого седло-узла
Fig. 1. The loop of separatrix of sewn saddle-node

3. Доказательство теоремы. Траектория поля v𝑖0, начинающаяся в точке с координатами (−𝑑, 𝑢),
где −𝑑 < 𝑢 < 𝑑 , задается уравнением 𝑦 = 𝑌 (𝑥,𝑢), −𝑑 ≤ 𝑥 < 0, где 𝑌 ∈ 𝐶𝑟−1, 𝑌 (·, 𝑢) ∈ 𝐶𝑟 ,

𝑌 ′
𝑥 (𝑥,𝑢) =

𝑄 (𝑥,𝑌 (𝑥,𝑢), 0)
𝑃 (𝑥, 0) . (8)

Так как производная

𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢) = exp

𝑥∫
−𝑑

𝑄 ′
𝑦 (𝑠, 𝑌 (𝑠,𝑢), 0)
𝑃 (𝑠, 0) 𝑑𝑠,

то из (4), (5) и (7) получаем 0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢) ≤ 𝐶 exp −𝜆

4𝑎 𝑥 , где 𝐶 = exp −𝜆
4𝑎𝑑 . Поскольку 𝑌 (𝑥, 0) ≡ 0, то |𝑌 (𝑥,𝑢) | ≤

𝐶𝑑 exp −𝜆
4𝑎 𝑥 . Отсюда, из (8), (4), (5) и (7) имеем оценку |𝑌 ′

𝑥 (𝑥,𝑢) | ≤ 𝐶1
𝑥2 exp −𝜆

2𝑎 𝑥 с некоторой постоянной 𝐶1.
Так как

𝑌 ′′
𝑥𝑥 =

𝑄 ′
𝑥 (𝑥,𝑌, 0)
𝑃 (𝑥, 0) +

𝑄 ′
𝑦 (𝑥,𝑌, 0)
𝑃 (𝑥, 0) 𝑌 ′

𝑥 − 𝑄 (𝑥,𝑌, 0)𝑃 ′𝑥 (𝑥, 0)
𝑃2 (𝑥, 0) ,

то |𝑌 ′′
𝑥𝑥 (𝑥,𝑢) | ≤ 𝐶2

𝑥4 exp −𝜆
2𝑎 𝑥 , где 𝐶2 – постоянная. Аналогично получаем неравенство |𝑌 ′′′

𝑥𝑥𝑥 (𝑥,𝑢) | ≤
𝐶3
𝑥6 exp −𝜆

2𝑎 𝑥 с некоторой постоянной 𝐶3. Вследствие полученных оценок

𝑌 (−0, 𝑢) = 𝑌 ′
𝑥 (−0, 𝑢) = 𝑌 ′′

𝑥𝑥 (−0, 𝑢) = 𝑌 ′′′
𝑥𝑥𝑥 (−0, 𝑢) = 0 для всех 𝑢 ∈ (−𝑑, 𝑑). (9)

Если 𝑑 достаточно мало, то траектория Γ0 трансверсально пересекает дугу 𝑥 = −𝑑, , −𝑑 < 𝑦 < 𝑑 . Пусть
(−𝑑, 𝑦0) – координаты точки пересечения. Пользуясь тем, что центральное многообразие и соответственно
координаты (𝑥,𝑦), в которых поле v𝑖0 имеет вид (1), определены не однозначно, покажем, что координаты
(𝑥,𝑦) и число 𝑑 можно выбрать так, что по-прежнему выполняется (3), а 𝑦0 < 0.

Предположим, что при выбранных координатах 𝑦0 ≥ 0. Пусть 𝑦0 < 𝑦∗ < 𝑑 , 𝑌∗ (𝑥) := 𝑌 (𝑥,𝑦∗) при
−𝑑 ≤ 𝑥 < 0 и 𝑌∗ (𝑥) := 0 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑 . Вследствие (9) 𝑌∗ (𝑥) – 𝐶3-функция. Перейдем к координатам 𝑥 = 𝑥 ,
𝑦 = 𝑦 −𝑌∗ (𝑥) и сохраним прежние обозначения координат. Поле v𝑖𝜀 в новых координатах будет иметь вид
𝑃 (𝑥, 𝜀)𝜕/𝜕𝑥 +𝑄∗ (𝑥,𝑦, 𝜀))𝜕/𝜕𝑦, где 𝑄∗ ∈ 𝐶2, 𝑄∗ (𝑥, 0, 0) ≡ 0, то есть 𝑦 = 0 – центральное многообразие поля
v𝑖0. Из доказательства теоремы о центральном многообразии [14, 13] следует, что 𝑑 можно выбрать так,
что векторное поле v𝑖𝜀 при 𝜀, достаточно близких к нулю, имеет центральное многообразие 𝑦 =𝑤 (𝑥, 𝜀),
𝑥 ∈ [−𝑑,𝑑], где 𝑤 – 𝐶2-функция, 𝑤 (𝑥, 0) ≡ 0. Сделаем 𝐶2-замену 𝑦 = 𝑦 − 𝑤 (𝑥, 𝜀), выпрямляющую
центральное многообразие, и вернемся к прежним обозначениям координат. В новых координатах
поле v𝑖𝜀 имеет тот же вид (1), где функция 𝑃 (𝑥, 𝜀) осталась прежняя, а функция 𝑄 удовлетворяет тем же
условиям, что раньше, но теперь мы можем гарантировать только, что 𝑄 ∈ 𝐶1. Поскольку сделанные
замены координат были 𝐶1-близки к тождественному отображению, то 𝛿 можно считать выбранными
столь малым, что пересечение 𝐺𝑖 𝑗 с малой окрестностью точки 𝑆0 задается уравнением вида 𝑥 = 𝜉 (𝑦, 𝜀),
где 𝜉 (0, 0) = 0, а второе условие в (3) сохраняется. Сделав замену 𝑥 = 𝑥 − 𝜉 (0, 𝜀), 𝑦 = 𝑦 и вернувшись к
прежним обозначениям, можно считать, что в новых координатах поле v𝑖𝜀 по-прежнему имеет вид (1), а
уравнение𝐺𝑖 𝑗 в окрестности удовлетворяет условиям (3). Уравнение пересечения Γ0 с окрестностью точки
𝑆0 теперь имеет вид 𝑦 = 𝑌 (𝑥) = 𝑌 (𝑥,𝑦0) − 𝑌 (𝑥,𝑦∗), при этом 𝑌 (−𝑑) = 𝑦0 − 𝑦∗ < 0, чего и хотели добиться.

Из (4) и (5) следуют равенства 𝑃 (0, 0) = 0, 𝑃 ′𝜀2 (0, 0) = 1, 𝑃 ′𝜀1 (0, 0) = 0, из которых по теореме о
неявной функции получаем, что существуют такие число 𝛿 > 0 и 𝐶1-функция 𝛽 : (−𝛿, 𝛿) → (−𝛿, 0],
𝛽 (𝜀1) = −𝑎𝜀2

1 + 𝑜 (𝜀2
1), что

sgn 𝑃 (0, 𝜀) = sgn (𝜀2 − 𝛽 (𝜀1)) для всех 𝜀 ∈ (0, 𝛿) × (−𝛿, 𝛿). (10)
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Выбор 𝛿 будет уточнен в дальнейшем.
Пусть E+

+ := (−𝛿, 𝛿) × (0, 𝛿) , E−
+ := {(𝜀1, 𝜀2) : 𝜀1 ∈ [0, 𝛿), 𝛽 (𝜀1) < 𝜀2 ≤ 0}, E+ := E+

+ ∪ E−
+ , E− := E\E+.

Из (4)–(6) и (10) следует, что при 𝜀 ∈ E−
+ 𝑃 (·, 𝜀) имеет нуль 𝑥0 (𝜀) ∈ (0, 𝜀1] и

𝑃 (𝑥, 𝜀) > 0 для всех 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑥0 (𝜀)), 𝜀 ∈ E−
+ , (11)

𝑃 (𝑥, 𝜀) > 0, для всех 𝑥 ∈ [−𝑑,𝑑], 𝜀 ∈ E+
+, (12)

𝑃 (·, 𝜀) имеет нуль на [−𝑑, 0] для всех 𝜀 ∈ E− . (13)

Пусть Π𝜀 := [−𝑑, 𝑥0 (𝜀)) × [−𝑑,𝑑] при 𝜀 ∈ E−
+ , Π𝜀 := [−𝑑, 𝑑] × [−𝑑, 𝑑] при 𝜀 ∈ E+

+, Π−
𝜀 := {{𝑥,𝑦) ∈ Π𝜀 : 𝑦 ≤

0, 𝑥 ≤ 𝜉 (𝑦, 𝜀)}, а 𝛿 и 𝑑 ∈ (0, 𝑑] выбраны так, чтобы −𝑑 < 𝜉 (𝑦, 𝜀) < 𝑑 при всех 𝑦 ∈ [−𝑑, 𝑑], 𝜀 ∈ E+, и для
любого 𝜀 ∈ E−

+ уравнение 𝜉 (𝑦, 𝜀) = 𝑥0 (𝜀) имело решение 𝑦 = 𝑦0 (𝜀) (рис. 2). Будем отождествлять Π−
𝜀 с

подмножеством в 𝑉𝜀 ∩𝐺𝑖 , состоящим из точек с координатами (𝑥,𝑦) ∈ Π−
𝜀 .

Рис. 2. Множество Π−
𝜀 . Отображение 𝑔(·, 𝜀)

Fig. 2. The set Π−
𝜀 . The map 𝑔(·, 𝜀)

Пусть 𝑇𝜀 – дуга𝐺𝑖 𝑗 , заданная в координатах (𝑥,𝑦) уравнением 𝑥 = 𝜉 (𝑦, 𝜀), 𝑦 ∈ [−𝑑∗, 𝑑∗], где 𝑑∗ ∈ (0, 𝑑].
При достаточно малых 𝑑∗ и 𝛿 траектория поля v𝜀 , 𝜀 ∈ E, начинающаяся в точке этой дуги с координатами
(𝜉 (𝑢, 𝜀), 𝑢), пересекает дугу 𝑥 = −𝑑, 𝑦 ∈ (−𝑑, 0) в точке с координатами (−𝑑, 𝑓 (𝑢, 𝜀)), где 𝑓 ∈ 𝐶1 и

0 < 𝑓 ′𝑢 (𝑢, 𝜀) ≤ 𝑁 (14)

с некоторой постоянной 𝑁 .
Ввиду (11) и (12) для любого 𝜀 ∈ E+ определено дифференциальное уравнение

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑄 (𝑥,𝑦, 𝜀)
𝑃 (𝑥, 𝜀) , (𝑥,𝑦) ∈ Π𝜀 . (15)

Вследствие (7), (11) и (12) оно имеет решение 𝑌 (𝑥,𝑢, 𝜀), определенное при 𝜀 ∈ E−
+ для 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑥0 (𝜀)), а

при 𝜀 ∈ E+
+ для 𝑥 ∈ [−𝑑,𝑑], удовлетворяющее начальному условию 𝑌 (−𝑑,𝑢, 𝜀) = 𝑢, 𝑢 ∈ [−𝑑,𝑑]. Уравнение

𝑦 = 𝑌 (𝑥,𝑢, 𝜀) задает траекторию поля v𝑖𝜀 , в окрестности точки 𝑆0.
Из (3), (7), (11) и (12) получаем

[𝑄 (𝑥,𝑦, 𝜀)) − 𝜉 ′𝑦 (𝑦, 𝜀)𝑃 (𝑥, 𝜀)]𝑥=𝜉 (𝑦,𝜀 ) > 0 для всех 𝜀 ∈ E+, 𝑦 ∈ [−𝑑, 0] . (16)

Ввиду (7), (11) и (16) при 𝜀 ∈ E−
+ граница множества Π−

𝜀 состоит из дуг [−𝑑, 0] × {0} и {𝑥0 (𝜀)} × [−𝑑,𝑦0 (𝜀)]
траекторий поля v𝑖𝜀 , дуг {−𝑑} × [−𝑑, 0] и [−𝑑, 𝑥0 (𝜀)) × {−𝑑} в точках которых траектории поля v𝑖𝜀 входят в
Π−
𝜀 , не касаясь этих дуг, из дуги 𝑙𝜀 : 𝑥 = 𝜉 (𝑦, 𝜀) , 𝑦 ∈ (𝑦0 (𝜀), 0], в точках которой траектории выходят из Π−

𝜀 ,
не касаясь этой дуги (рис. 2). Следовательно, траектория поля v𝑖𝜀 , начинающаяся в точке с координатой
(−𝑑,𝑢), 𝑢 ∈ (−𝑑, 0], выходит из Π−

𝜀 , пересекая дугу 𝑙𝜀 в точке с координатой 𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝜀), 𝑔(0, 𝜀) = 0. При
𝜀 ∈ E+

+ аналогично получаем, что траектория поля v𝑖𝜀 , начинающаяся в точке с координатой (−𝑑,𝑢),
𝑢 ∈ (−𝑑, 0], выходит из Π−

𝜀 , пересекая дугу 𝑙𝜀 в точке с координатой 𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝜀). Из теорем о функциях
соответствия по траекториям [15] следует, что 𝑔 является 𝐶1-функцией от (𝑢, 𝜀) ∈ (−𝑑, 0] × E+.

Производная 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀) удовлетворяет уравнению в вариациях

𝑑

𝑑𝑥
𝑌 ′
𝑢 =

𝑄 ′
𝑦 (𝑥,𝑌 (𝑥,𝑢, 𝜀), 𝜀)

𝑃 (𝑥, 𝜀) · 𝑌 ′
𝑢 .
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и начальному условию 𝑌 ′
𝑢 (−𝑑,𝑢, 𝜀) = 1. Поэтому

𝑌 ′
𝑢 (𝑐,𝑢, 𝜀) = exp

𝑐∫
−𝑑

𝑄 ′
𝑦 (𝑥,𝑌 (𝑥,𝑢, 𝜀), 𝜀)

𝑃 (𝑥, 𝜀) 𝑑𝑥 .

Используя (4), (5), (7) и учитывая, что при 𝑢 ∈ (−𝑑, 0] 𝑐 = 𝑐 (𝑢, 𝜀) := 𝜉 (𝑔(𝑢, 𝜀), 𝜀) ≥ 0, имеем

0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp(𝜆/2)

𝑐 (𝑢,𝜀 )∫
−𝑑

𝑑𝑥

𝜀2 + 2𝑎(𝑥 − 𝜀1)2 ≤ exp(𝜆/2)
0∫

−𝑑

𝑑𝑥

𝜀2 + 2𝑎(𝑥 − 𝜀1)2 . (17)

При 𝜀 ∈ E+
+ отсюда получаем

0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp

𝜆

2
√

2𝑎𝜀2

(
arctg

−
√

2𝑎𝜀1√
𝜀2

+ arctg
√

2𝑎(𝑑 + 𝜀1)√
𝜀2

)
. (18)

При 𝜀1 ≤ 0 из (18) следует, что

0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp

𝜆

2
√

2𝑎𝜀2
arctg

√
2𝑎(𝑑 + 𝜀1)√

𝜀2
.

Поэтому, считая 𝛿 выбранным так, чтобы
√

2𝑎 (𝑑−𝛿 )√
𝛿

> 1, получаем

для всех 𝜀 ∈ E+
+, 𝜀1 ≤ 0 0 < 𝑌 ′

𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)
��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp 𝜆𝐾 (𝜀), где 𝐾 (𝜀) :=

𝜋

8
√

2𝑎𝜀2
. (19)

При 𝜀 ∈ E+
+, 𝜀1 > 0 из (18) имеем

0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp

𝜆

2
√

2𝑎𝜀2

(
arctg

√
2𝑎𝜀2𝑑

𝜀2 + 2𝑎𝜀1 (𝑑 + 𝜀1)

)
. (20)

Покажем, что
для всех 𝜀 ∈ E+

+ 𝜀1 > 0 0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp 𝜆𝐾 (𝜀), (21)

где 𝐾 (𝜀) := min
{

𝑑
4(𝜀2+2𝑎𝜀1 (𝑑+𝜀1 ) ) ,

𝜋

8
√

2𝑎𝜀2

}
.

Действительно, если
√

2𝑎𝜀2𝑑
𝜀2+𝜀1 (𝑑+𝜀1 ) < 1, то из (20) получаем

0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp

𝜆

2
√

2𝑎𝜀2

√
2𝑎𝜀2𝑑

2(𝜀2 + 2𝑎𝜀1 (𝑑 + 𝜀1))
≤ exp 𝜆𝐾 (𝜀),

а если
√

2𝑎𝜀2𝑑
𝜀2+𝜀1 (𝑑+𝜀1 ) ≥ 1, то arctg

√
2𝑎𝜀2𝑑

𝜀2+2𝑎𝜀1 (𝑑+𝜀1 ) ≥
𝜋
4 , и

0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp 𝜆

𝜋

8
√

2𝑎𝜀2
≤ exp 𝜆𝐾 (𝜀).

При 𝜀 ∈ E−
+ из (17) следует оценка

0 < 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

��
𝑥=𝑐 (𝑢,𝜀 ) ≤ exp(𝜆/4𝑎)

0∫
−𝑑

𝑑𝑥

(𝑥 − 𝜀1)2 = exp 𝜆𝐾 (𝜀) , (22)

где 𝐾 (𝜀) := 𝑑
4𝑎𝜀1 (𝑑+𝜀1 ) .

Функция 𝑔(𝑢, 𝜀) удовлетворяет тождеству 𝑌 (𝜉 (𝑔(𝑢, 𝜀), 𝜀), 𝑢, 𝜀) − 𝑔(𝑢, 𝜀) ≡ 0, дифференцируя которое
получаем [

𝑌 ′
𝑥 (𝑥,𝑢, 𝜀)𝜉 ′𝑦 (𝑦, 𝜀)𝑔′𝑢 (𝑢, 𝜀) + 𝑌 ′

𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)
]
𝑥 = 𝜉 (𝑦, 𝜀), 𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝜀) − 𝑔′𝑢 (𝑢, 𝜀) ≡ 0.

Следовательно,

𝑔′𝑢 (𝑢, 𝜀) =
[

𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀)

1 − 𝑌 ′
𝑥 (𝑥,𝑢, 𝜀)𝜉 ′𝑦 (𝑦, 𝜀)

]
𝑥 = 𝜉 (𝑦, 𝜀), 𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝜀) . (23)

При 𝑢 ∈ (−𝑑, 0] 𝑌 (𝑥,𝑢, 𝜀) ≤ 0. Отсюда и из (15), (7), (11) и (12) имеем 𝑌 ′
𝑥 (𝑥,𝑢, 𝜀) ≥ 0. Так как 𝜉 ′𝑦 (𝑦, 𝜀) < 0,

то 1 − 𝑌 ′
𝑥 (𝑥,𝑢, 𝜀)𝜉 ′𝑦 (𝑦, 𝜀) ≥ 1, и из (19), (21) – (23) получаем

0 < 𝑔′𝑢 (𝑢, 𝜀) ≤ 𝑌 ′
𝑢 (𝑥,𝑢, 𝜀) ≤ exp 𝜆𝐾 (𝜀) для всех 𝑢 ∈ (−𝑑, 0], 𝜀 ∈ E+ .
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Так как 𝐾 (𝜀) → +∞ при 𝜀 → 0, а 𝜆 < 0, то 𝛿 можно считать выбранным столь малым, что

0 < 𝑔′𝑢 (𝑢, 𝜀) ≤ min{1/(2𝑑∗), 1/(2𝑁 )} для всех 𝑢 ∈ (−𝑑, 0], 𝜀 ∈ E+ . (24)

Из (24) и равенства 𝑔(0, 𝜀) = 0 следует, что ∀(𝑢, 𝜀) ∈ (−𝑑, 0] × E+ имеем 𝑔(𝑢, 𝜀) ∈ (−𝑑∗, 0]. Функция
𝜒𝜀 := 𝑔(𝑓 (· , 𝜀), 𝜀), 𝜀 ∈ E+, является функцией последования по траекториям поля v𝜀 на дуге 𝑇𝜀 . Она
отображает отрезок [−𝑑∗, 𝑑∗] в (−𝑑∗, 0). Вследствие (14) и (24) 0 < (𝜒𝜀)′ (𝑢) < 1/2 ∀𝑢 ∈ [−𝑑∗, 𝑑∗]. Поэтому
𝜒𝜀 имеет единственную неподвижную точку 𝑢∗ ∈ (−𝑑∗, 0), при этом 0 < (𝜒𝜀)′ (𝑢∗) < 1/2. Соответственно,
дугу 𝑇𝜀 пересекает единственная периодическая траектория поля v𝜀 – устойчивый гиперболический
предельный цикл Γ𝜀 .

Фиксируем число 𝑑∗. Обозначим 𝛾+𝜀 и 𝛾−𝜀 не пересекающиеся между собой простые замкнутые
кривые, состоящие из дуг траекторий поля v𝜀 , начинающихся в точках 𝐴+

𝜀 и 𝐴−
𝜀 дуги 𝑇𝜀 с координатами

соответственно
𝑦 = 𝑑∗ и 𝑦 = −𝑑∗,

и кончающихся соответственно в точках 𝐵+𝜀 и 𝐵−
𝜀 с координатами 𝑦 = 𝑓 (𝑑∗, 𝜀) и 𝑦 = 𝑓 (−𝑑∗, 𝜀), и из дуг

границы области, заданной неравенствами

−𝑑 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉 (𝑦, 𝜀), −𝑑 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑,

между соответственно точками 𝐴+
𝜀 и 𝐵+𝜀 , 𝐴−

𝜀 и 𝐵−
𝜀 . Кривые 𝛾+𝜀 и 𝛾−𝜀 ограничивают связную область𝑊𝜀 , в

которой имеется единственная периодическая траектория Γ𝜀 . При 𝜀 = 0 𝑊0 – окрестность контура Γ0.
Пусть 𝜇 – расстояние от Γ0 до 𝛾+0 ∪𝛾−0 в евклидовой метрике в𝐺 . Тогда для достаточно малого 𝛿 расстояние
от Γ0 до 𝛾+𝜀 ∪ 𝛾−𝜀 при 𝜀 ∈ E+ (𝛿) = E+ больше 𝜇/2 и потому𝑊𝜀 также окрестность Γ0. Пусть 0 < 𝜌0 < 𝜇/2
и 𝑈 (Γ0) – 𝜌0-окрестность Γ0. Тогда 𝑈 (Γ0) ⊂ 𝑊𝜀 для любого 𝜀 ∈ E+ (𝛿). Поскольку при доказательстве
существования траектории Γ𝜀 можно заменить 𝑑∗ на сколь угодно малое число, то можно выбрать
столь малое 𝛿 , что Γ𝜀 ⊂ 𝑈 (Γ0) при 𝜀 ∈ E+ (𝛿). Следовательно, найдены окрестность 𝑈 (Γ0) и число 𝛿 ,
существование которых утверждается в теореме. Аналогично, для любой 𝜌-окрестности𝑈𝜌 кривой Γ0 с
𝜌 ∈ (0, 𝜌0] можно найти такое 𝛿𝜌 ∈ (0, 𝛿), что Γ𝜀 ⊂ 𝑈𝜌 при 𝜀 ∈ E+ (𝛿𝜌 ), то есть lt

𝜀→0
Γ𝜀 = Γ0.

Тот факт, что при 𝜀 ∈ E− в𝑊𝜀 , а потому и в𝑈 (Γ0) нет периодических траекторий, следует из (13).
Все утверждения теоремы доказаны.
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Аннотация. Для распадающегося на линейные множители вырождающегося дифференциального уравнения
второго порядка найдено общее решение, вид которого зависит от знака коэффициентов при первой производной.
Установлена разрешимость задачи Коши с начальным условием в точке вырождения. Определены асимптотики
построенных решений. Приводятся примеры.
Ключевые слова: вырождающееся дифференциальное уравнение, начальная задача, степенные асимптотики
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Abstract. For a degenerate differential equation of the second order that splits into linear factors, a general solution is found
whose form depends on the sign of the coefficients at the first derivative. The solvability of the Cauchy problem with an initial
condition at the degeneracy point is established. The asymptotics of the constructed solutions are determined. Examples are
given.
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1. Введение. Исследование вырождающихся дифференциальных уравнений, допускающих обраще-
ние в ноль коэффициентов при старшей производной, заключается в построении решений и изучении
их гладкости и асимптотики в окрестности точки вырождения. В настоящей работе мы приводим явные
формулы для решений и исследование гладкости решений дифференциальных уравнений, порождённых
произведением операторов вида

𝑝 (𝑡) 𝑑
𝑑𝑡

+ 𝑞(𝑡), 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0.

Полученные в статье результаты являются продолжением исследований по разрешимости вырож-
дающихся дифференциальных уравнений второго порядка, проведённых ранее в работах [1, 2, 3, 4, 5].
Основной особенностью рассматриваемых нами вырождающихся дифференциальных уравнений второго
порядка является не только вырождение коэффициента при второй производной, но также и вырождение
коэффициента при первой производной. Возможность такого исследования обусловлена представлением
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рассматриваемого уравнения в виде композиции. Именно этот факт отличает её от исследования в моно-
графии [6, с. 137], в которой требовалась определённая пропорциональность убывания коэффициента
при первой производной, когда 𝑡 → 0.

2. Асимптотика решений вырождающегося дифференциального уравнения первого порядка.
На промежутке [0, 𝑑], 𝑑 > 0 рассмотрим вырождающееся дифференциальное уравнение первого

порядка
𝑝 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑢 (𝑡) = 𝑔(𝑡). (1)

Условие 1. Коэффициенты и правая часть 𝑔(𝑡) уравнения (1) — действительные функции, причём
𝑝 (𝑡), 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, 𝑞(0) ≠ 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] при некотором𝑚 ∈ N0.

Уравнение (1) ранее было предметом исследования в статьях [6, 7, 8, 9]. Приведём далее необходимые
нам результаты об асимптотике решений уравнения (1), которые не вошли в вышеуказанные работы
[6, 7, 8, 9].

Решение уравнения (1) при 𝑔(𝑡) = 0 имеет вид

𝑢0 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ , 𝑡 > 0. (2)

Лемма 1.Пусть для коэффициентов уравнения (1) выполнено условие 1. Тогда для определяемой равенством
(2) функции 𝑢0 (𝑡) справедливы следующие утверждения.
1◦. При 𝑞(0) > 0 для любого 𝑘 ∈ N0

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) =∞, 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ (0, 𝑑], 𝑢0 (𝑡) ∉ 𝐶 [0, 𝑑] . (3)

2◦. При 𝑞(0) < 0 и 𝑝′ (0) = 0 для 𝜑𝑘 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] и любых 𝑘 ∈ N0

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = lim

𝑡→0+
𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ = 0, где 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑞(𝑡) + 𝑘𝑝′ (𝑡),

𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑢0 (𝑡) = 𝑜
(
𝑡𝑘

)
при 𝑡 → 0 + . (4)

3◦. При 𝑞(0) = 𝑞0 < 0 и 𝑝 (𝑡) = 𝑝1𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑝1 > 0, 𝑞(𝑡) = 𝑞0 + 𝑡𝑂 (1) справедливо

𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑], lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = 0 для любого 𝑘 <

[
−𝑞0

𝑝1

]
, (5)

наконец, 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], если −𝑞0

𝑝1
∈ N.

Доказательство. 1◦. При 𝑡 > 0, продифференцировав равенство (2), будем иметь

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = 𝜙𝑘 (𝑡)

𝑝𝑘 (𝑡)
exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ = 𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) + 𝑘𝑝′ (𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ ,
с некоторыми 𝜙𝑘 (𝑡), 𝜑𝑘 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], и, переходя к пределу при 𝑡 → 0+, получим утверждение (3).

2◦. Аналогично п. 1◦, при 𝑡 > 0 и 𝑞(0) < 0 справедливо предельное равенство

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = lim

𝑡→0+
𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞(𝜉) + 𝑘𝑝′ (𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ = 0,

и, доопределив 𝑢0 (0) = 0, получим утверждение (4).
3◦. Учитывая асимптотику коэффициентов уравнения (1), при 𝑞(0) = 𝑞0 < 0 и 𝑄𝑘 (𝑡) = 𝑂 (1) ∈

𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑘 ∈ N0, после несложных преобразований будем иметь

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = lim

𝑡→0+
𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞0 + 𝜉𝑂 (1) + 𝑘 (𝑝1 + 2𝜉𝑂 (1))
𝑝1𝜉 (1 + 𝜉𝑂 (1) 𝑑𝜉

ª®¬ =

= lim
𝑡→0+

𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«
𝑑∫

𝑡

(𝑞0 + 𝑘𝑝1) (1 + 𝜉𝑂 (1))𝑑𝜉
𝑝1𝜉

ª®¬ = lim
𝑡→0+

𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«𝑞0 + 𝑘𝑝1

𝑝1

𝑑∫
𝑡

𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ exp(𝑂 (1)) =
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= lim
𝑡→0+

𝑄𝑘 (𝑡)𝑡−𝑞0/𝑝1−𝑘 =


0. если 𝑘 < −𝑞0

𝑝1
,

𝑄𝑘 (0), если 𝑘 = −𝑞0

𝑝1
,

∞, если 𝑘 > −𝑞0

𝑝1
.

Доопределив функцию 𝑢0 (𝑡) нулём 𝑢0 (0) = 0, получим утверждение (5). Лемма 1 доказана.
Укажем далее асимптотические свойства при 𝑡 → 0+ частных решений уравнения (1) для различных

значений 𝑞(0).
Лемма 2. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и 𝑞(0) > 0. Тогда

при любой функции 𝑔(𝑡) существует единственное ограниченное на [0, 𝑑] решение 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) этого уравнения,
определённое несобственным интегралом

𝑢+ (𝑡 ;𝑔) =
𝑡∫

0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑚+1(0, 𝑑], (6)

и при этом

𝑢+ (0;𝑔) = 𝑔(0)
𝑞(0) , 𝑢

(𝑘 )
+ (0;𝑔) = 𝑔𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
=
𝑔′
𝑘−1 (0) − 𝑞

′
𝑘−1(0)𝑢

(𝑘−1)
+ (0;𝑔)

𝑘𝑝′ (0) + 𝑞(0) , 1 ≤ 𝑘 ≤𝑚, (7)

𝑔𝑘 (𝑡) = 𝑔′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘 )
+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑔0 (𝑡) = 𝑔(𝑡),

𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑝′ (𝑡) + 𝑞𝑘−1(𝑡) = 𝑘𝑝′ (𝑡) + 𝑞(𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0, 𝑞0 (𝑡) = 𝑞(𝑡).

Доказательство. Нетрудно проверить, что определяемая равенством (6) функция 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) при 𝑡 > 0
удовлетворяет уравнению (1) и 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚+1(0, 𝑑]. Используя правило Лопиталя, вычислим предел

lim
𝑡→0+

𝑢+ (𝑡 ;𝑔) = lim
𝑡→0+

𝑡∫
0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

𝑔(𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏
exp ©­«−

𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬
=
𝑔(0)
𝑞(0) , (8)

и, доопределив 𝑢+ (0;𝑔) = 𝑔(0)
𝑞(0) , получим 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]

⋂
𝐶𝑚+1 (0, 𝑑].

Далее проведём процесс повышения гладкости функции 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) в точке 𝑡 = 0. Если функция 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈
𝐶 [0, 𝑑] ⋂𝐶𝑚+1(0, 𝑑] —решение уравнения (1), то функция𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) = 𝑢′+ (𝑡 ;𝑔) при 𝑡 > 0, 𝑚 ≥ 1 удовлетворяет
уравнению 𝑝 (𝑡)𝑢′1 (𝑡 ;𝑔1) +𝑞1 (𝑡)𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) = 𝑔1 (𝑡), где 𝑞1 (𝑡) = 𝑝′ (𝑡) +𝑞(𝑡), 𝑞1 (0) > 0, 𝑔1 (𝑡) = 𝑔′ (𝑡) −𝑞′ (𝑡)𝑢+ (𝑡 ;𝑔).

Аналогично вычислениям, проведённым ранее в (8), получим

lim
𝑡→0+

𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) =
𝑔1 (0)
𝑞1 (0)

,

следовательно, 𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] и 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶1 [0, 𝑑].
Повторим этот процесс далее для любого 𝑘 ≤ 𝑚. Тогда функция 𝑢𝑘 (𝑡 ;𝑔𝑘 ) = 𝑢 (𝑘 )

+ (𝑡 ;𝑔) удовлетворяет
уравнению 𝑝 (𝑡)𝑢′

𝑘
(𝑡) +𝑞𝑘 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡 ;𝑔𝑘 ) = 𝑔𝑘 (𝑡), где 𝑔𝑘 (𝑡) = 𝑔′𝑘−1 (𝑡) −𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑢𝑘−1 (𝑡 ;𝑔𝑘 ), и при этом справедливо

(7)

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
+ (𝑡 ;𝑔) = 𝑔𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
= 𝑢

(𝑘 )
+ (0;𝑔), 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] .

Следовательно, 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] ⋂𝐶𝑚+1 (0, 𝑑].
Единственность ограниченного решения следует из утверждения 1◦ леммы 1. Лемма 2 доказана.
Таким образом, при 𝑡 > 0 общее решение уравнения (1) для случая 𝑞(0) > 0 имеет вид

𝑢 (𝑡) =𝐶𝑢0 (𝑡) + 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) =𝐶 exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ +
𝑡∫

0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (9)

с произвольной постоянной 𝐶 .
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В отличие от случая 𝑞(0) > 0, при 𝑞(0) < 0 частное решение уравнения (1) следует выбирать в виде

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 . (10)

Лемма 3. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и 𝑞(0) < 0. Тогда
определямая равенством (10) функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) является решением уравнения (1) и справедливы утверждения.
1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑝 (0) = 𝑝′ (0) = 0, для любых 𝑘 ∈ N0, 𝑘 ≤𝑚 выполнено

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑚+1(0, 𝑑], 𝑢 (𝑘 )
− (0;𝑔) = 𝑔𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, (11)

где 𝑞0 (𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝑔0 (𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑝′ (𝑡) + 𝑞(𝑡), 𝑞𝑘 (0) < 0, 𝑔𝑘 (𝑡) = 𝑔′
𝑘−1(𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1(𝑡)𝑢

(𝑘−1)
− (𝑡 ;𝑔). 2◦.

В случае слабого вырождения, если 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) = 𝑝1𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑝1 > 0, 𝑞(𝑡) = 𝑞0 + 𝑡𝑂 (1), 𝑞0 > 0 и

𝑔(𝑡) = 𝑔0 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑚𝑜 (1) при 𝑡 → 0+, то справедливы включения

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑞0

𝑝1
,

𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑞0

𝑝1
, −𝑞0

𝑝1
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≤𝑚, 𝑔 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≤𝑚, 𝑔 (𝑘0 ) (0) = 0.

(12)

3◦. Асимптотика функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) при 𝑡 → 0+ определяется равенствами (11), (12).
Доказательство. Непосредственной подстановкой проверяется тот факт, что функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) удовле-
творят уравнению (1) и, очевидно, что при этом

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑚+1(0, 𝑑],

а гладкость и асимптотика решения 𝑢− (𝑡 ;𝑔) в точке вырождения далее устанавливается, во многом,
аналогично лемме 2.

Используя правило Лопиталя, вычислим предел

lim
𝑡→0+

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = lim
𝑡→0+

−
𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

𝑔(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏
exp

(
−

𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

) =
𝑔(0)
𝑞(0) , (13)

и, доопределив 𝑢− (0;𝑔) = 𝑔(0)
𝑞(0) , получим 𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]

⋂
𝐶𝑚+1(0, 𝑑].

Как и в лемме 2, повторяя процесс повышения гладкости, при 𝑞𝑘 (0) = 𝑘𝑝′ (0) + 𝑞(0) < 0, установим
𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑘 [0, 𝑑].

В случае 1◦ неравенство 𝑞𝑘 (0) < 0 выполняется для любого 1 ≤ 𝑘 ≤𝑚, что и приводит к соотношениям
(11). В случае 2◦ проведём более точные рассуждения, используя асимптотику коэффициентов.

Если 1 ≤𝑚 < −𝑞0

𝑝1
, то при 𝑡 → 0+ для определяемой равенством (10) функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) справедлива

асимптотика

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝑑) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

(𝑞(𝜉) − 𝑝′ (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 × exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ =

= −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝑑) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

(𝑞(𝜉) − 𝑝′ (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 × exp ©­«𝑞0

𝑝1

𝑑∫
𝑡

(1 + 𝜉𝑂 (1)) 𝑑𝜉
𝜉 (1 + 𝜉𝑂 (1))

ª®¬ =

= 𝑡−𝑞0/𝑝1 exp(𝑂 (1)) ©­«− 1
𝑝 (𝑑)

𝑑∫
𝑡

𝜏 (𝑞0−𝑝1 )/𝑝1

(
𝑔0 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝜏
𝑗 + 𝜏𝑚𝑜 (1)

)
exp(𝑂 (1)) 𝑑𝜏ª®¬ =
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= 𝑡−𝑞0/𝑝1 ©­«− 1
𝑝 (𝑑)

𝑑∫
𝑡

𝜏 (𝑞0−𝑝1 )/𝑝1

(
𝑔0 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝜏
𝑗 + 𝜏𝑚𝑜 (1)

)
𝑑𝜏

ª®¬ exp(𝑂 (1)) =

=

(
ℎ0𝑡

−𝑞0/𝑝1 +
𝑚∑︁
𝑗=1

ℎ 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑚𝑂 (1)

)
exp(𝑂 (1))

с некоторыми постоянными ℎ0, ℎ 𝑗 . Следовательно, 𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑], если𝑚 < −𝑞0

𝑝1
.

Если𝑚 > −𝑞0

𝑝1
∈ N, то последние преобразования выглядят иначе. При некотором𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≤𝑚

и 𝑔 (𝑘0 ) (0) ≠ 0 будем иметь

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝑑) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

(𝑞(𝜉) − 𝑝′ (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 × exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ =

= 𝑡−𝑞0/𝑝1 ©­« −1
𝑝 (𝑑)

𝑑∫
𝑡

𝜏 (𝑞0−𝑝1 )/𝑝1 ©­«𝑔0 +
𝑘0−1∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝜏
𝑗 + 𝑔𝑘0𝜏

𝑘0 +
𝑚∑︁

𝑗=𝑘0+1
𝑔 𝑗𝜏

𝑗 + 𝜏𝑚𝑂 (1)ª®¬𝑑𝜏ª®¬ exp(𝑂 (1)) =

=
©­«ℎ0𝑡

−𝑞0/𝑝1 +
𝑘0−1∑︁
𝑗=1

ℎ 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑔𝑘0𝑡

𝑘0 ln 𝑡 +
𝑚∑︁

𝑗=𝑘0+1
ℎ 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑚𝑂 (1)ª®¬ exp(𝑂 (1)) ∈ 𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑] .

Наконец, в случае −𝑞0

𝑝1
∉ N, 𝑚 ≥ −𝑞0

𝑝1
и 𝑔 (𝑘0 ) (0) = 0, очевидно, 𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑], что и завершает

доказательство леммы.
Таким образом, при 𝑡 > 0 общее решение уравнения (1) для случая 𝑞(0) < 0 имеет вид

𝑢 (𝑡) =𝐶𝑢0 (𝑡) + 𝑢− (𝑡 ;𝑔) =𝐶 exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (14)

с произвольной постоянной 𝐶 .
В заключение пункта отметим, что из равенств (8), (9), (13), (14) вытекает, что для любого ограниченного

решения 𝑢 (𝑡) уравнения (1) имеет место предельное соотношение

lim
𝑡→0+

𝑝 (𝑡)𝑢′ (𝑡) = 0.

3. Факторизованное вырождающееся дифференциальное уравнение второго порядка. Введём
в рассмотрение дифференциальные операторы

𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑎1 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑢 (𝑡), 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑎2 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡) + 𝑏2 (𝑡)𝑣 (𝑡), 𝐿𝑣 (𝑡) = 𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡),

и, таким образом, оператор 𝐿 задаётся дифференциальным выражением второго порядка

𝐿𝑣 (𝑡) = 𝑎1 (𝑡)𝑎2 (𝑡)𝑣 ′′ (𝑡) +
(
𝑎1 (𝑡)𝑎′2 (𝑡) + 𝑎1 (𝑡)𝑏2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑎2 (𝑡)

)
𝑣 ′ (𝑡) +

(
𝑎1 (𝑡)𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡)

)
𝑣 (𝑡). (15)

Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝐿𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) (16)

и, используя результаты п. 2, построим решения этого уравнения. В дальнейшем будем предполагать,
что коэффициенты оператора 𝐿 в представлении (15) и в уравнении (16) удовлетворяют следующему
условию.

Условие 2. Для 𝑖 = 1, 2 функции 𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑎𝑖 (0) = 0, 𝑎𝑖 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, 𝑏𝑖 (0) ≠ 0, а
функция 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑], 𝑚 ∈ N0.

При нахождении решений уравнения (16) нам придётся рассмотреть несколько существенно различ-
ных случаев в зависимости от знаков коэффициентов 𝑏𝑖 (0).

Теорема 1. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) > 0. Тогда существует единственное
ограниченное решение 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
1

𝑎2 (𝑡)

𝑡∫
0

exp ©­«
𝑡∫

𝜏

𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ ×

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«

𝜏∫
𝜂

𝑎′1 (𝜉) − 𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜏)

ª®®¬𝑑𝜏, (17)
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и при 𝑡 → 0+ справедлива асимптотика

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
1 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (18)

где 𝑣1 (0; 𝑓 ) = 𝑢+ (0; 𝑓 )
𝑏2 (0)

, 𝑣
(𝑘 )
1 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1(𝑡)𝑣

(𝑘 )
1 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑓0 (𝑡) = 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ),

𝑞0 (𝑡) = 𝑏2 (𝑡), 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑎′2 (𝑡) + 𝑏2 (𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0 для 1 ≤ 𝑘 ≤𝑚,

𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, 𝑢+ (0; 𝑓 ) = 𝑓 (0)
𝑏1 (0)

, 𝑢
(𝑘 )
+ (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
,

𝑞0 (𝑡) = 𝑏1 (𝑡), 𝑓0 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1(𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1(𝑡)𝑢

(𝑘 )
+ (𝑡 ; 𝑓 ),

𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑎′1 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0 для 1 ≤ 𝑘 ≤𝑚.
Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют функции

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ , 𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (19)

причём
lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) =∞. (20)

Доказательство. Решение 𝑣 (𝑡) уравнения (16) будем строить в два этапа. Запишем это уравнение
в виде системы двух уравнений 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑡), 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) и используя леммы 1 и 2, определим
последовательно функции𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) как решения соответствующих вырождающихся дифференциальных
уравнений первого порядка.

Согласно представлению (9), общее решение уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) имеет вид:

𝑢 (𝑡) =𝐶1𝑢01 (𝑡) + 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) =𝐶1 exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ +
𝑡∫

0

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (21)

с произвольной постоянной 𝐶1. При этом для любого 𝑘 ∈ N0

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
01 (𝑡) =∞, 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]

⋂
𝐶𝑚+1 (0, 𝑑], 𝑢+ (0; 𝑓 ) = 𝑓 (0)

𝑏1 (0)
,

𝑢
(𝑘 )
+ (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
=
𝑓 ′
𝑘−1 (0) − 𝑞

′
𝑘−1 (0)𝑢

(𝑘−1)
+ (0; 𝑓 )

𝑘𝑎′1 (0) + 𝑏1 (0)
, 1 ≤ 𝑘 ≤𝑚, (22)

где 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′
𝑘−1(𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘 )
+ (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑝′ (𝑡) + 𝑞𝑘−1(𝑡) = 𝑘𝑎′1 (𝑡) + 𝑞(𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0, 𝑞0 (𝑡) =

𝑏1 (𝑡), 𝑓0 (𝑡) = 𝑓 (𝑡).
Запишем теперь решение уравнения (16), как решение уравнения первого порядка 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑡) с

правой частью, определённой в (21).
Для этого вначале определим частное решение 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) в соответствии с представлением (9), в которое

подставим 𝑢+ (𝑡) из (21). Будем иметь

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

𝑢+ (𝜏)
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«
𝑡∫

𝜏

−𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 = 1
𝑎2 (𝑡)

𝑡∫
0

𝑢+ (𝜏) exp ©­«
𝑡∫

𝜏

(𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
=

1
𝑎2 (𝑡)

𝑡∫
0

©­­«exp ©­«
𝑡∫

𝜏

𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬

𝜏∫
0

exp
©­­«

𝜏∫
𝜂

𝑎′1 (𝜉) − 𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬𝑑𝜏

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜏)

,

что и приводит к (17), (18).
Линейно независимые решения однородного уравнения (16) 𝑣02 (𝑡) и 𝑣12 (𝑡) имеют вид (19) и образуют

фундаментальную систему решений независимо от соотношения знаков 𝑏1 (0) и 𝑏2 (0). При этом для
𝑏1 (0) > 0 и 𝑏2 (0) > 0 после несложных преобразований получим

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ , 𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=
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=
1

𝑎2 (𝑑)
exp ©­«

𝑑∫
𝑡

(
𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

+ 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

)
𝑑𝜉

ª®¬
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

(
𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)

)
𝑑𝜉

𝑎2 (𝜉)
ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

−𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (23)

и 𝑣12 (𝑡) → +∞ при 𝑡 → 0+, что подтверждает справедливость второго соотношения в (20).
Справедливость же первого соотношения в (20) очевидна. Следовательно, определяемая равенством

(17) функция 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) является единственным ограниченным решением уравнения (16), что и завершает
доказательство теоремы 1.

Теорема 2. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) < 0. Тогда существует решение 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈
𝐶𝑚+1 (0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«−

𝜏∫
𝜂

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
. (24)

1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑎2 (0) = 𝑎′2 (0) = 0, функция 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и при 𝑡 → 0+
справедлива асимптотика

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
2 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (25)

где 𝑣2 (0; 𝑓 ) = 𝑢+ (0; 𝑓 )
𝑏2 (0)

, 𝑣
(𝑘 )
2 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) −𝑞

′
𝑘−1(𝑡)𝑣

(𝑘 )
2 (𝑡 ; 𝑓 ), а остальные обозначения введены

в теореме 1. Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют определяемые
равенством (19) функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣02 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N при 𝑡 → 0+
и lim

𝑡→0+
𝑣12 (𝑡) =∞.

2◦. В случае слабого вырождения, когда

𝑎′2 (0) ≠ 0, 𝑎2 (𝑡) = 𝑎21𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎21 > 0, 𝑏2 (𝑡) = 𝑏20 + 𝑡𝑂 (1),

функция 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) допускает асимптотическое представление (25) и

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏20

𝑎21
,

𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏20

𝑎21
, −𝑏10

𝑎11
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
, 𝑘0 ≤𝑚, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0,

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют определяемые равенством (19)

функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑] ⋂𝐶∞ (0, 𝑑] для −𝑏20

𝑎21
∉ N, 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] для

−𝑏20

𝑎21
∈ N, lim

𝑡→0+
𝑣12 (𝑡) =∞.

Доказательство. Как и в теореме 1 построение решения уравнения (16) проводим в два этапа. Вначале
возьмём решение𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), определённое равенством (21) и с той же асимптотикой
(22). Далее, воспользовавшись равенством (9), запишем частное решение 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения первого
порядка 𝐿2 (𝑡) = 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ), которое имеет вид

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑢+ (𝜏 ; 𝑓 ) 𝑑𝜏
𝑎2 (𝜏)

=

= −
𝑑∫

𝑡

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«−

𝜏∫
𝜂

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
,

что и устанавливает представление (24).
Так же как в теореме 1, фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют

определяемые равенством (19) функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡).
Поскольку 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑], то в случае 1◦ сильного вырождения утверждение о гладкости функции

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) в точке 𝑡 = 0 вытекает из леммы3. Кроме того, функция 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] и lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 0 для𝑘 ∈ N0,

что приводит к асимптотике (25).
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В случае 2◦ слабого вырождения утверждение о гладкости функций 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) и 𝑣02 (𝑡) в точке 𝑡 = 0 также
вытекает из лемм 1 и 3.

Рассмотрим, наконец, поведение 𝑣12 (𝑡) при 𝑡 → 0+. Учитывая равенство (23), для сильного и для
слабого вырождения найдём предел, используя правило Лопиталя. Получим

lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = lim
𝑡→0+

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

(
𝑏1 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

− 𝑏2 (𝜂)
𝑎2 (𝜂)

)
𝑑𝜂

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

= lim
𝑡→0+

− exp ©­«
𝑑∫

𝑡

(
𝑏1 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

− 𝑏2 (𝜂)
𝑎2 (𝜂)

)
𝑑𝜂

ª®¬
𝑏2 (𝑡) exp ©­«−

𝑑∫
𝑡

𝑏2 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎2 (𝜂)

ª®¬
= − lim

𝑡→0+

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬
𝑏2 (𝑡)

= +∞,

что завершает доказательство теоремы.
Теорема 3. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) > 0. Тогда существует решение 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈

𝐶𝑚+1 (0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑡∫

0

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
. (26)

1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑎1 (0) = 𝑎′1 (0) = 0, функция 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и при 𝑡 → 0+
справедлива асимптотика

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
3 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (27)

где

𝑣3 (0; 𝑓 ) = 𝑓 (0)
𝑏1 (0)𝑏2 (0)

,

𝑣
(𝑘 )
3 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑣

(𝑘 )
3 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑓0 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ),

𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, (28)

а остальные обозначения введены в теореме 1. Фундаментальную систему решений однородного уравнения
(16) образуют определяемая равенством (19) функция 𝑣02 (𝑡) и

𝑣12 (𝑡) =
𝑡∫

0

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (29)

при этом 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N при 𝑡 → 0+ и lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) =∞.

2◦. В случае слабого вырождения, когда

𝑎′1 (0) ≠ 0, 𝑎1 (𝑡) = 𝑎11𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎11 > 0, 𝑏1 (𝑡) = 𝑏10 + 𝑡𝑂 (1), 𝑏10 < 0,

функция 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) допускает асимптотическое представление (25) и

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏10

𝑎11
,

𝐶 [−𝑏10/𝑎11 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏10

𝑎11
, −𝑏10

𝑎11
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
, 𝑘0 ≤𝑚, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0.

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом

lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) =∞, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏10/𝑎11 ] [0, 𝑑], lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = 0, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] при − 𝑏20

𝑎21
∈ N.
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Доказательство. Как и в предыдущих теоремах построение решения проводим в два этапа. Учитывая
условие 𝑏1 (0) < 0 и лемму 3, вначале построим частное решение 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), которое
имеет вид (28).

В случае 1◦ 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и для любого 𝑘 ∈ N0, 𝑘 ≤𝑚 𝑢 (𝑘 )
− (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, где

𝑓0 (𝑡) = 𝑏1 (𝑡), 𝑞0 (𝑡) = 𝑏1 (𝑡), 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑎′1 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡), 𝑞𝑘 (0) < 0, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘 )
− (0; 𝑓 ).

Далее, в соответствии с представлением (16), запишем решение 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ),
которое имеет вид

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

𝑢− (𝜏 ; 𝑓 )
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
= −

𝑡∫
0

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
,

что и устанавливает представления (26), (27) в случае сильного вырождения.
В условиях теоремы 3 фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют

введённые ранее функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], при этом

lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) =∞, 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N.

В случае 2◦ из лемм 2 и 3 также выводим включения для функции 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 )

𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏10

𝑎11
,

𝐶 [−𝑏10/𝑎11 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏10

𝑎11
, −𝑏10

𝑎11
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
, 𝑘0 ≤𝑚, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0,

а функция 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) сохраняет гладкость функции 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ).
В силу леммы 1 имеем

lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) =∞, 𝑣01 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ ∈ 𝐶 [−𝑏1 (0)/𝑎11 ] [0, 𝑑],

а, следовательно, и

lim
𝑡→0+

𝑣01 (𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = 0, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏1 (0)/𝑎11 ] [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] при − 𝑏1 (0)
𝑎11

∈ N.

Теорема доказана.
Теорема 4. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) < 0, 𝑎′1 (0) = 0. Тогда существует решение

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚+1(0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑑∫

𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
. (30)

1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑎2 (0) = 𝑎′2 (0) = 0, функция 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и при 𝑡 → 0+
справедлива асимптотика

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
4 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (31)

где 𝑣4 (0; 𝑓 ) = 𝑢− (0; 𝑓 )
𝑏2 (0)

, 𝑣
(𝑘 )
4 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′

𝑘−1(𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1 (𝑡)𝑣

(𝑘 )
4 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ), а остальные

обозначения введены в теореме 3. Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют
определяемые равенством (19) функции 𝑣02 (𝑡) и 𝑣12 (𝑡), при этом 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], для функции 𝑣12 (𝑡)
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при 𝑡 → 0+ справедлива асимптотика 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N и lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 0, 𝑘 ∈ N0.

2◦. В случае слабого вырождения, когда

𝑎′2 (0) ≠ 0, 𝑎2 (𝑡) = 𝑎21𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎21 > 0, 𝑏2 (𝑡) = 𝑏20 + 𝑡𝑂 (1), 𝑏20 < 0,

функция 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) допускает асимптотическое представление вида (31) и

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏20

𝑎21
,

𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏20

𝑎1
, −𝑏20

𝑎21
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏20

𝑎21
∈ 𝑁, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏20

𝑎21
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0.

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом

𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑], lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 0 при 𝑘 <

[
−𝑏20

𝑎21

]
,

𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑] при − 𝑏20

𝑎21
∉ N, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶−𝑏20/𝑎21−1 [0, 𝑑] при − 𝑏20

𝑎21
∈ N.

Доказательство. Так же как и в теореме 3, построим частное решение 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡).
Далее, в соответствии с представлением (9), запишем частное решение 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ).
Будем иметь

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

𝑢− (𝜏 ; 𝑓 )
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
=

𝑑∫
𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
.

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют введённые в теореме 1
функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡).

Асимптотика (31) функции 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) в точке 𝑡 = 0 следует из леммы 3 с учётом гладкости решения
𝑢− (𝜏 ; 𝑓 ). В случае сильного вырождения 1◦ из леммы 1 следует 𝑢− (𝜏 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] с асимптотикой (11) и в
силу леммы 3 получим (31).

Асимптотика функции 𝑣02 (𝑡) в точке 𝑡 = 0 установлена в теореме 2, а по лемме 3 функция 𝑣12 (𝑡) ∈
𝐶∞ [0, 𝑑] и для неё справедлива асимптотика вида (11), что завершает доказательство 1◦.

В случае слабого вырождения 2◦ имеем 𝑎2 (𝑡) = 𝑎21𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎21, 𝑏2 (𝑡) = 𝑏20 + 𝑡𝑂 (1), и утверждения
теоремы относительно гладкости и асимптотики (31) функции 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) справедливы в силу леммы 3.
Требуемые утверждения относительно фундаментальной системы решений 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) однородного
уравнения (16) устанавливаются как и в лемме 1, что и завершает доказательство теоремы.

4. Начальная задача дляфакторизованного вырождающегося дифференциального уравнения
второго порядка. Назовём начальной задачей в точке 𝑡 = 0 задачу нахождения решения уравнения (16),
удовлетворяющего условию

lim
𝑡→0+

𝑣 (𝑡) = 𝑣0. (32)

Утверждения теорем 1—4 позволяют установить разрешимость задачи (16), (32).

Теорема 5. Пусть выполнено условие 2. Тогда лишь при единственном значении 𝑣0 =
𝑓 (0)

𝑏1 (0)𝑏2 (0)
задача

(16), (32) имеет решение 𝑣 (𝑡) и для него справедливы следующие утверждения.
1◦. Если 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) > 0, то существует единственное решение 𝑣 (𝑡) = 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) задачи (16), (32), которое
определяется формулой (17), и для этого решения справедлива асимптотика (18).
2◦. Если 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) < 0 и 𝑎′2 (0) = 0, то существует однопараметрическое семейство функций
𝑣 (𝑡,𝐶1) =𝐶1𝑣02 (𝑡) + 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ), где 𝐶1 — произвольная постоянная, 𝑣02 (𝑡), 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) определены соответственно в
(19), (24), каждая функция которого является решением задачи (16), (32). При этом для 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) справедлива
асимптотика (25) и

𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣02 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) при 𝑡 → 0+, 𝑘 ∈ N.

3◦. Если 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) > 0, 𝑎′1 (0) = 0, то существует однопараметрическое семейство функций
𝑣 (𝑡,𝐶2) =𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ), где 𝐶2 — произвольная постоянная, 𝑣12 (𝑡), 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) определены соответственно в
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(29), (26), каждая функция которого является решением задачи (16), (32). При этом для 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) справедлива
асимптотика (27) и

𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) при 𝑡 → 0+, 𝑘 ∈ N.

4◦. Если 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) < 0 и 𝑎′1 (0) = 𝑎′2 (0) = 0, то существует двухпараметрическое семейство функций
𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) = 𝐶1𝑣02 (𝑡) + 𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ), где 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные, 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 )
определены соответственно в (19), (30), каждая функция которого является решением задачи (16), (32). При
этом для 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) справедлива асимптотика (31) и 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣02 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ), 𝑣12 (𝑡) =
𝑜 (𝑡𝑘 ) при 𝑡 → 0+, 𝑘 ∈ N.
Доказательство. Справедливость утверждений во всех случаях 1◦–4◦ вытекает соответственно из теорем
1–4 и того факта, что

lim
𝑡→0+

𝑣𝑖 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (0)

𝑏1 (0)𝑏2 (0)
, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

В случае неограниченности при 𝑡 → 0+функций 𝑣02 (𝑡) и 𝑣12 (𝑡) из фундаментальной системы решений
однородного уравнения (16), в общем решении постоянные перед этими функциями следует положить
равными нулю. Теорема доказана.

Замечание 1. Устранение условия 𝑎′1 (0) = 0 или 𝑎′2 (0) = 0 в случае теоремы 5 приводит лишь к
изменению гладкостифункций 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) в точке 𝑡 = 0 и некоторому усложнениюдоказательства.

5. Примеры. В этом пункте приведём примеры, иллюстрирующие утверждения теорем 1—5. Отметим,
что решения в примерах 1—4 получены с помощью системы Wolfram Mathematica.

Пример 1. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = 1, 𝑏2 = 𝑡 + 1, 𝑓 (𝑡) = 1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и решение 𝑣 (𝑡) начальной
задачи (16), (32) представимы соответственно в виде

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(

1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2 ln 𝑡 − Ei

(
−1
𝑡

))
,

𝑣 (𝑡) = 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) = −1
𝑡

exp
(

1
𝑡

)
Ei

(
−1
𝑡

)
, lim

𝑡→0+
𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1,

где Ei (·) — интегральная показательная функция. Пример является иллюстрацией к теореме 1 и пункту 1◦
теоремы 5.

Пример 2. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = 1, 𝑏2 = 𝑡 − 1, 𝑓 (𝑡) = −1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и однопараметрическое
семейство решений 𝑣 (𝑡,𝐶1) начальной задачи (16), (32) представимы соответственно в виде

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(
−1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2𝑡Ei1

(
2
𝑡

)
+ Ei1

(
1
𝑡

))
,

𝑣 (𝑡,𝐶1) =𝐶1𝑣02 (𝑡) + 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
1
𝑡

exp
(
−1
𝑡

) (
𝐶1 + Ei1

(
1
𝑡

))
, lim

𝑡→0+
𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1,

где Ei1 (·) — модифицированная интегральная показательная функция, которая при действительных
𝑥 > 0 имеет вид

Ei1 (𝑥) = 𝛾 + ln𝑥 +
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛 𝑛!
,

𝛾 = 0, 5772157... — постоянная Эйлера. Пример является иллюстрацией к теореме 2 и пункту 2◦ теоремы 5.
Пример 3. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = −1, 𝑏2 = 𝑡 + 1, 𝑓 (𝑡) = −1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и однопараметрическое
семейство решений 𝑣 (𝑡,𝐶2) начальной задачи (16), (32) представимы соответственно в виде

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(

1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2Ei

(
−2
𝑡

)
− Ei

(
−1
𝑡

))
,

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2025, том 57, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2025, Volume 57, No 3



204 О разрешимости начальной задачи для факторизованного вырождающегося . . .

𝑣 (𝑡,𝐶2) =𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
1
𝑡

exp
(

1
𝑡

) (
𝐶2Ei

(
−2
𝑡

)
− Ei

(
−1
𝑡

))
, lim

𝑡→0+
𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1.

Пример является иллюстрацией к теореме 3 и пункту 3◦ теоремы 5.
Пример 4. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = −1, 𝑏2 = 𝑡 − 1, 𝑓 (𝑡) = 1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и двухпараметрическое
семейство решений начальной задачи (16), (32) совпадают и имеют вид

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(
−1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2 ln 𝑡 − Ei

(
1
𝑡

))
, lim

𝑡→0+
𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1.

Пример является иллюстрацией к теореме 4 и пункту 4◦ теоремы 5.
В следующем примере мы покажем, как находятся решения рассматриваемой задачи с помощью

теорем 4 и 5(4◦).
Пример 5. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡3, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑏2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] .

Для рассматриваемого уравнения, следуя теореме 4, выпишем общее решение уравнения (16). Оно
имеет вид 𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ), где

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉2
ª®¬ = exp

(
𝑏2

𝑡

)
exp

(
−𝑏2

𝑑

)
,

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

𝑑∫
𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 𝑑𝜂

𝜂3
ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉2
ª®¬ 𝑑𝜏𝜏2 =

= exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉2
ª®¬

𝑑∫
𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

(
𝑏1

𝜂3 − 𝑏2

𝜂2

)
𝑑𝜂

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏2 = exp
(
−𝑏1

2𝑑2

)
exp

(
𝑏2

𝑡

) 𝑑∫
𝑡

exp
(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏2

𝜏

)
𝑑𝜏

𝜏2 ,

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑑∫

𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

=

𝑑∫
𝑡

exp
(
𝑏2

𝑡
− 𝑏2

𝜏

) ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝜂3 exp

(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏1

2𝜂2

)
𝑑𝜂

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏2 ,

причём нетрудно убедиться, что
lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = 0,

и при 𝑡 → 0+ справедлива асимптотика 𝑣02 (𝑡) = 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N.
Далее, используя правило Лопиталя, вычислим предел

lim
𝑡→0+

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) = lim
𝑡→0+

𝑑∫
𝑡

exp
(
−𝑏2

𝜏

) (
𝑑∫
𝜏

𝑓 (𝜂)
𝜂3 exp

(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏1

2𝜂2

)
𝑑𝜂

)
𝑑𝜏

𝜏2

exp
(
−𝑏2

𝑡

) =

= lim
𝑡→0+

−
𝑑∫
𝑡

𝑓 (𝜂) exp
(
− 𝑏1

2𝜂2

)
𝑑𝜂

𝜂3

𝑏2 exp
(
− 𝑏1

2𝑡2

) =
𝑓 (0)
𝑏1𝑏2

.

Таким образом, условие (32) будет выполняться для всех функций двухпараметрического семейства

𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) лишь при единственном значении 𝑣 (0) = 𝑓 (0)
𝑏1𝑏2

.
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Замечание 2. Требование 𝑎′1 (0) = 0 в условии теоремы 4 исключает из рассмотрения двойное слабое
вырождение 𝑎′1 (0) ≠ 0, 𝑎′2 (0) ≠ 0. Отметим, что в этом случае гладкость решения уравнения (16) проще
исследовать непосредственно. Процесс исследования покажем на следующем примере.

Пример 6. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑏2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .

Выбрав некоторое𝑑 > 0 и следуя рассуждениям теоремы 4, построим решения полученного уравнения.
Общее решение уравнения (16) имеет вид (30)

𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ).

При 𝑏2 − 𝑏1 ≠ 0 получим

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑑∫

𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓

𝜂
exp ©­«

𝜂∫
𝜏

𝑏1𝑑𝜉

𝜉

ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏 =
𝑓 𝑡−𝑏2

𝑏1

𝑑∫
𝑡

𝜏𝑏2−𝑏1−1
(
𝑑𝑏1 − 𝜏𝑏1

)
𝑑𝜏 =

=
𝑓 𝑑𝑏2

𝑏1 (𝑏2 − 𝑏1)
𝑡−𝑏2 − 𝑓 𝑑𝑏1

𝑏1 (𝑏2 − 𝑏1)
𝑡−𝑏1 − 𝑓 𝑑𝑏2

𝑏1𝑏2
𝑡−𝑏2 + 𝑓

𝑏1𝑏2
,

а при 𝑏2 − 𝑏1 = 0 имеем

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 𝑡−𝑏1

𝑏1

𝑑∫
𝑡

𝜏−1
(
𝑑𝑏1 − 𝜏𝑏1

)
𝑑𝜏 =

𝑓 𝑑𝑏1

𝑏1
𝑡−𝑏1 ln

𝑑

𝑡
− 𝑓 𝑑𝑏1

𝑏2
1
𝑡−𝑏1 + 𝑓

𝑏2
1
.

Таким образом, при 𝑏2 − 𝑏1 ≠ 0

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈


𝐶∞ [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∈ N,

𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∈ N,

𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∉ N,

𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∉ N, −𝑏2 < −𝑏1,

а при 𝑏2 − 𝑏1 = 0

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈
{
𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N,

𝐶−𝑏1−1 [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N.

Образующие фундаментальную систему решений функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) имеют следующий вид:

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ =

(
𝑑

𝑡

)𝑏2

∈
{
𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏2 ∉ N,

𝐶∞ [0, 𝑑], если − 𝑏2 ∈ N,

при 𝑏2 − 𝑏1 ≠ 0

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 𝑑𝜂

𝜂

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏 = 𝑑𝑏1𝑡−𝑏2

𝑑∫
𝑡

𝜏𝑏2−𝑏1−1 𝑑𝜏 =
𝑑𝑏2𝑡−𝑏2 − 𝑑𝑏1𝑡−𝑏1

𝑏2 − 𝑏1
,

следовательно,

𝑣12 (𝑡) ∈


𝐶∞ [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∈ N,

𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∈ N,

𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∉ N,

𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∉ N, −𝑏2 < −𝑏1 .

При 𝑏2 − 𝑏1 = 0

𝑣12 (𝑡) = 𝑑𝑏1𝑡−𝑏1

𝑑∫
𝑡

𝜏−1 𝑑𝜏 = 𝑑𝑏1𝑡−𝑏1 ln
𝑑

𝑡
∈

{
𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N,

𝐶−𝑏1−1 [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N.

Заметим, что в теорему 5 не вошёл случай слабого вырождения, когда в уравнении (16) 𝑎2 (0) ≠ 0.
Также на примере покажем процесс построения решения начальной задачи для этого уравнения.
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Пример 7. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡3, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑏2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑓 = 0.

При сделанных предположениях найдём функцию 𝑣 (𝑡), удовлетворяющую однородному уравнению
(16) и условию (32). Следуя теореме 5 (4◦), запишем общее решение этого уравнения 𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡), где

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ =

( 𝑡
𝑑

)−𝑏2
,

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 𝑑𝜂

𝜂3
ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏 = 𝑡−𝑏2

𝑑∫
𝑡

exp
(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏1

2𝑑2

)
𝑑𝜏

𝜏1−𝑏2
,

при этом для 𝑘 < −𝑏2 lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
12 (𝑡) = 0,

lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) =


0, если 𝑘 < −𝑏2,

𝑑𝑏2 (−𝑏2)!, если 𝑘 = −𝑏2 ∈ N,

∞, если 𝑘 > −𝑏2 ∉ N,

0, если 𝑘 > −𝑏2 ∈ N.

Таким образом, условие (32) выполняется для любого решения уравнения лишь при единственном
значении 𝑣0 = 0. Однако для любой произвольной постоянной 𝑣0 можно найти решение однородного
уравнения (16), удовлетворяющее условию

lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 𝑣0 .

В следующем примере мы покажем, что дифференциальные операторы 𝐿1, 𝐿2 в уравнении (16)
𝐿𝑣 (𝑡) ≡ 𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) совсем не обязательно должны быть вырождающимися.

Пример 8. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (0) = 0, 𝑎1 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, 𝑎′1 (0) = 0, 𝑎2 (𝑡) = 1, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0, 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] .

Тогда уравнение (16) запишется в виде

(𝑎1 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′ +
(
𝑏1 (𝑡) − 𝑎′1 (𝑡) + 𝑏2𝑎1 (𝑡)

)
𝑣 ′ (𝑡) + 𝑏2𝑏1 (𝑡)𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡). (33)

Если 𝑏1 (0) ≠ 0 и 𝑎′1 (0) = 0, то для произвольной функции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] ограниченное на [0, 𝑑]
решение уравнения (33) может быть построено, как и прежде, в два этапа.

Если 𝑏1 (0) > 0, то из уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), учитывая представление (21), определим

𝑢 (𝑡) =
𝑡∫

0

𝑓 (𝑠)
𝑎1 (𝑠)

exp ©­«−
𝑡∫

𝑠

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝑠,
а затем из невырождающегося уравнения 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑡) найдём 𝑣 (𝑡). Получим

𝑣 (𝑡) =𝐶 exp(−𝑏2𝑡) + exp(−𝑏2𝑡)
𝑡∫

0

𝑢 (𝜏) exp(𝑏2𝜏) 𝑑𝜏 =

=𝐶 exp(−𝑏2𝑡) + exp(−𝑏2𝑡)
𝑡∫

0

©­«
𝜏∫

0

𝑓 (𝑠)
𝑎1 (𝑠)

exp ©­«−
𝜏∫

𝑠

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝑠ª®¬ exp(𝑏2𝜏) 𝑑𝜏 .

Функция 𝑣 (𝑡) не зависит от 𝑑 , т. е. определяет ограниченные решения на полуоси. Заметим, что при
𝑡 > 0 существует неограниченное решение однородного уравнения (33), которое имеет вид

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp(𝑏2 (𝜏 − 𝑡)) exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ , lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) =∞.

Полученные в рассматриваемом случае формулы для решений уравнения (33) согласуются с исследо-
ваниями авторов, проведёнными в [3].
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1. Введение. Пусть 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R — функция распределения, определяющая нормированную на
единицу положительную меру множеств (−∞, 𝑥) ⊂ R. Каждая из таких функций определена всюду на
R, неотрицательна и монотонно не убывает. Кроме того, каждая из них стремится к 1 при 𝑥 → ∞ и
к 0 при 𝑥 → −∞. Не ограничивая общности, в дальнейшем, предполагается, что все такие функции
распределения непрерывны справа.

В приложениях особое значение имеют так называемые унимодальные (одновершинные) функции
распределения. Это связано с тем, что нарушение свойства унимодальности у распределения связывается
с наличием какого-то регулярного «физического» механизма, который приводит к появлению на
гистограмме соответствующей случайной величины нескольких максимумов как, например, это имеет
место в статистической физике при описании фазовых переходов [1].

C чисто математической точки зрения, при установлении наличия одновершинности функции
распределения 𝐹 (𝑥), удобно исходить из такого определения этого свойства, которое не связано с
наличием у этого распределения плотности 𝑓 (𝑥), 𝑥 ∈ R, а формулируется в терминах самой функции 𝐹 .

Определение 1. Функция распределения 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R называется одновершинной, если существует
такое число 𝑥∗ ∈ R, называемое вершинной точкой распределения, для которого она выпукла при
𝑥 ∈ (−∞, 𝑥∗) и вогнута при 𝑥 ∈ (𝑥∗,∞).

Класс всех функций распределения, обладающих свойством одновершинности в указанном смысле,
мы будем обозначать посредством 𝔘(R). В приведенной формулировке понятия одновершинности
выбор вершинной точки 𝑥∗ может оказаться не единственным ввиду наличия, например, интервалов
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постоянства у плотности 𝑓 распределения 𝐹 . Поэтому мы, далее, будем оперировать понятием множества
Δ вершинных точек 𝑥∗, обладающих свойством, которое указано в определении.

В этой работе нас будет интересовать сохранение свойства одновершинности распределения 𝐹 при
композиции его с другими одновершинными распределениями 𝑉 . В этой связи И. А. Ибрагимовым [2]
было введено понятие сильной одновершинности.

Определение2.Функцияраспределения𝑉 называется сильно одновершинной, если она одновершинная
и ее композиция

𝐺 (𝑥) = (𝑉 ∗ 𝐹 ) (𝑥) ≡
∫
R
𝑉 (𝑥 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦) (1)

с любой одновершинной функцией распределения 𝐹 снова является одновершинной.
Интеграл в (1) и, далее по тексту, все интегралы такого типа понимаются по Стилтьесу (см., например,

[3]) или, более общо́, по Лебегу – Стилтьесу (см., например, [4]). Интеграл Стилтьеса заведомо существует
в предположении о том, что распределения 𝑉 и 𝐹 непрерывны справа, так как они являются распределе-
ниями статистически независимых случайных величин, а 𝐺 в этом случае представляет распределение
вероятностей их суммы.

В работе [2] посредством довольно тонких построений доказан очень удобный и важный, с точки
зрения приложений, достаточный признак сильной одновершинности функции распределения 𝐹 на
R, который заключается в требовании логарифмической вогнутости ее плотности 𝑓 = 𝑑𝐹/𝑑𝑥 . Там же
утверждается, что это свойство функции распределения 𝐹 является также необходимым для обладания
ею свойством сильной одновершинности. Однако наше исследование показало, что это не так. В связи
с этим в настоящей работе мы усовершенствовали доказательство достаточного признака сильной
одновершинности, установленного в [2].

2. Свойства выпуклых функций. Прежде чем приступить к основному объекту исследования,
приведем некоторые необходимые для дальнейшего изложения простые факты о свойствах выпуклых
(вогнутых) функций.

Определение 3. Функция 𝑝 , определенная на (𝑎, 𝑏), называется выпуклой (вогнутой), если для каждой
пары {𝑥,𝑦} ⊂ (𝑎, 𝑏) выполняется неравенство

𝑝 (𝜉𝑥 + 𝜂𝑦) ≤ 𝜉𝑝 (𝑥) + 𝜂𝑝 (𝑦) ( 𝑝 (𝜉𝑥 + 𝜂𝑦) ≥ 𝜉𝑝 (𝑥) + 𝜂𝑝 (𝑦) ) (2)

для любых неотрицательных 𝜉 и 𝜂 таких, что 𝜉 + 𝜂 = 1.
Это определение допускает эквивалентную формулировку.
Определение 3’. Определенная на (𝑎, 𝑏) функция называется выпуклой (вогнутой), если для любой

линейной функции 𝑙 на (𝑎, 𝑏) имеется такой интервал (𝛼, 𝛽) ∩ (𝑎, 𝑏) ≠ ∅, для которого при любом 𝑧 ∈ (𝛼, 𝛽)
имеют место неравенстсво 𝑝 (𝑧) ≤ 𝑙 (𝑧) (𝑝 (𝑧) ≥ 𝑙 (𝑧)), а при 𝑧 ∉ (𝛼, 𝛽) выполняется 𝑝 (𝑧) ≥ 𝑙 (𝑧) (𝑝 (𝑧) ≤ 𝑙 (𝑧)).

□ Докажем эквтвалентность Определений 3 n 3’, например, в случае выпуклости функции 𝑝 . Для
вогнутой функции аналогичное утверждение следует из того, что для каждой вогнутой функции 𝑝 функ-
ция (−𝑝) является выпуклой, и поэтому доказательство справедливости утверждения об эквивалентности
будет следовать в результате замены 𝑝 на (−𝑝) в доказательстве для выпуклой функции и обращения
всех неравенств на противоположные.

Пусть функция 𝑝 выпукла согласно Определения 2, то есть для каждой пары {𝑥,𝑦} ⊂ (𝑎, 𝑏) выполняется
неравенство (2) для любой пары чисел 𝜉 и 𝜂, обладающих указанными свойствами. На основе этой пары
чисел построим линейную функцию 𝑙 (𝑢) = 𝑘 (𝑢 −𝑥) +𝑝 (𝑥) такую, что 𝑙 (𝑥) = 𝑝 (𝑥) и 𝑙 (𝑦) = 𝑘 (𝑦 −𝑥) +𝑝 (𝑥) =
𝑝 (𝑦) с 𝑘 = (𝑝 (𝑦) − 𝑝 (𝑥))/(𝑦 − 𝑥). Пусть 𝑧 ∈ (𝑥,𝑦). Тогда, положив 𝑧 = 𝜉𝑥 + 𝜂𝑦 ∈ (𝑥,𝑦), имеем для значений
𝑙 (𝑧) следующее неравенство

𝑙 (𝑧) = 𝑙 (𝜉𝑥 + 𝜂𝑦) = 𝜉 (𝑘𝑥 + 𝑝 (𝑥)) + 𝜂 (𝑘𝑦 + 𝑝 (𝑥)) = 𝜉𝑙 (𝑥) + 𝜂𝑙 (𝑦) ≥ 𝜉𝑝 (𝑥) + 𝜂𝑝 (𝑦) ≥ 𝑝 (𝑧) .

Пусть 𝑧 < 𝑥 . Докажем, что в этом случае 𝑙 (𝑧) ≤ 𝑝 (𝑧). Допустим противное, что 𝑙 (𝑧) > 𝑝 (𝑧). Тогда
найдутся 𝜉 и 𝜂 с указанными свойствами такие, что 𝑥 = 𝜉𝑧 + 𝜂𝑦, и для которых, вследствие выпуклости
функции 𝑝 , выполняется

𝑝 (𝑥) ≤ 𝜉𝑝 (𝑧) + 𝜂𝑝 (𝑦) .
Следовательно, воспользовавшись предположением, и учитывая, что 𝑙 (𝑦) = 𝑝 (𝑦), получаем противоречие

𝑝 (𝑥) < 𝜉𝑙 (𝑧) + 𝜂𝑝 (𝑦) = 𝑙 (𝑧) + 𝑙 (𝑦) = 𝑙 (𝑥) = 𝑝 (𝑥) .

Если положить, что 𝑧 > 𝑦, то, допустив, что 𝑙 (𝑧) > 𝑝 (𝑧), и рассуждая аналогичным образом, используя
неравенство 𝑝 (𝑦) ≤ 𝜉𝑝 (𝑥) + 𝜂𝑝 (𝑧) с числами 𝜉 и 𝜂 такими, что 𝑦 = 𝜉𝑥 + 𝜂𝑧, снова получаем противоречие

𝑝 (𝑦) < 𝜉𝑝 (𝑥) + 𝜂𝑙 (𝑧) = 𝜉𝑙 (𝑥) + 𝜂𝑙 (𝑧) = 𝑙 (𝜉𝑥 + 𝜂𝑧) = 𝑙 (𝑦) = 𝑝 (𝑦)

и поэтому должно иметь место 𝑝 (𝑧) ≥ 𝑙 (𝑧). Таким обоазом, для функции 𝑝 выполняются условия
Определения 3’.
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Докажем обратное утверждение. Пусть функция 𝑝 обладает свойствами, сформулированными в
Определении 3’. Тогда, выбрав пару {𝑥,𝑦} ⊂ (𝑎, 𝑏) и определив линейную функцию 𝑙 (𝑢) = 𝑘 (𝑢 − 𝑥) + 𝑝 (𝑥)
с коэфициентом 𝑘 = (𝑝 (𝑦) − 𝑝 (𝑥))/(𝑦 − 𝑥), получаем, вследствие условия 𝑙 (𝑧) ≥ 𝑝 (𝑧) для точки 𝑧 = 𝜉𝑥 + 𝜂𝑦,

𝑝 (𝑧) ≤ 𝑙 (𝜉𝑥 + 𝜂𝑦) = 𝜉𝑙 (𝑥) + 𝜂𝑙 (𝑦) = 𝜉𝑝 (𝑥) + 𝜂𝑘 (𝑦 − 𝑥) + 𝜂𝑝 (𝑥) = 𝜉𝑝 (𝑥) + 𝜂𝑝 (𝑦) ,

то есть выполняется условие Определения 3. ■
Лемма 1. Если 𝑝 определена и выпукла (вогнута) на (𝑎,𝑏), то эта функция непрерывна на (𝑎,𝑏).
□ Пусть 𝑝 – выпуклая функция. Докажем сначала, что в каждой точке 𝑐 интервала (𝑎, 𝑏) выполняется

неравенство lim sup
𝑥→𝑐+0

𝑝 (𝑥) ≤ lim inf
𝑥→𝑐−0

𝑝 (𝑥). Допустим противное, что для некоторой точки 𝑐 ∈ (𝑎,𝑏) имеет
место 𝑝+ ≡ lim sup

𝑥→𝑐+0
𝑝 (𝑥) > 𝑝− = lim inf

𝑥→𝑐−0
𝑝 (𝑥). Это означает, что существуют последовательность ⟨𝑎𝑛 ∈

(𝑎, );𝑛 ∈ N⟩, сходящаяся к точке 𝑐 слева, для которой lim
𝑛→∞

𝑝 (𝑎𝑛) = 𝑝− , и — аналогичная последовательность
⟨𝑏𝑛 ∈ (𝑐, 𝑏);𝑛 ∈ N⟩, сходящаяся к этой точке справа, для которой lim

𝑛→∞
𝑝 (𝑏𝑛) = 𝑝+. Это означает, что для

любого 𝜀 > 0, для последовательности ⟨𝑎𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩ найдется номер 𝐿 такой, что при 𝑛 > 𝐿 имеет место
|𝑝 (𝑎𝑛) − 𝑝− | < 𝜀, и, точно так же, для последовательности ⟨𝑏𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩ найдется номер𝑀 , для которого при
𝑛 > 𝑀 выполняется |𝑝 (𝑏𝑛) − 𝑝+) | < 𝜀. Поэтому для 𝑛 > max{𝐿,𝑀} имеют место неравенства

𝑝 (𝑎𝑛) < 𝑝− + 𝜀 , 𝑝 (𝑏𝑛) > 𝑝+ − 𝜀 .

Выберем число 𝜀 < (𝑝+ − 𝑝−)/2. Затем определим число 𝛿 > 0 и по нему увеличим числа 𝐿 и𝑀 , если
возникнет необходимость, так, чтобы |𝑎𝑛 − 𝑐 | < 𝛿 при 𝑛 > 𝐿 и |𝑏𝑛 − 𝑐 | < 𝛿 при 𝑛 > 𝑀 .

Рассмотрим линейную функцию 𝑙 (𝑥) = 𝑘 (𝑥 − 𝑐) + Δ, Δ = (𝑝− + 𝑝+)/2 с коэффициентом 𝑘 < 𝛿−1 ((𝑝+ −
𝑝−)/2 − 𝜀

)
. Тогда, при таком выборе номера 𝐿, во всех точках 𝑎𝑛 с 𝑛 > 𝐿 выполняется 𝑝 (𝑎𝑛) < 𝑙 (𝑎𝑛), так как

𝑘𝛿 < (𝑝+ − 𝑝−)/2 − 𝜀 и поэтому

𝑙 (𝑎𝑛) = 𝑘 (𝑎𝑛 − 𝑐) + Δ > −𝑘𝛿 + Δ = 𝜀 + 𝑝− > 𝑝 (𝑎𝑛) .

Точно так же, во всех точках 𝑏𝑛 с 𝑛 > 𝑀 выполняется 𝑙 (𝑏𝑛) < 𝑝 (𝑏𝑛), так как

𝑙 (𝑏𝑛) = 𝑘 (𝑏𝑛 − 𝑐) + Δ < 𝑘𝛿 + Δ = 𝑝+ − 𝜀 < 𝑝 (𝑏𝑛) .

Таким образом, существует линейная функция 𝑙 (𝑢) такая, что 𝑙 (𝑎𝐿) = 𝑝 (𝑎𝐿) и 𝑙 (𝑏𝑀 ) = 𝑝 (𝑏𝑀 ), но
на интервале (𝑎𝐿, 𝑏𝑀 ) содержатся как точки 𝑏𝑛 , в которых 𝑝 (𝑏𝑛) > 𝑙 (𝑏𝑛), так и точки 𝑎𝑛 , в которых
𝑝 (𝑎𝑛) < 𝑙 (𝑎𝑛), что противоречит выпуклости функции 𝑝 , согласно Определению 3’. Отсюда следует, что
𝑝+ = 𝑝− .

Таким образом, доказано, что lim sup
𝑥→𝑐+0

𝑝 (𝑥) = lim inf
𝑥→𝑐−0

𝑝 (𝑥). Но, по этой же причине, имеет место

lim sup
𝑥→𝑐−0

𝑝 (𝑥) = lim inf
𝑥→𝑐+0

𝑝 (𝑥). Кроме того, непосредственно из определения верхнего и нижнего пределов

следует, что lim sup
𝑥→𝑐±0

𝑝 (𝑥) ≥ lim inf
𝑥→𝑐±0

𝑝 (𝑥). Тогда, ввиду из получаемой таким образом цепочки отношений

lim sup
𝑥→𝑐+0

𝑝 (𝑥) = lim inf
𝑥→𝑐−0

𝑝 (𝑥) ≤ lim sup
𝑥→𝑐−0

𝑝 (𝑥) = lim inf
𝑥→𝑐+0

𝑝 (𝑥)

следует совпадение верхнего и нижнего пределов в точке 𝑐 , что доказывает утверждение леммы для
выпуклой функции. Доказательство для вогнутой функции получается заменой вогнутой функции 𝑝 на
выпуклую (−𝑝). ■

Теорема 1. Определенная на (𝑎, 𝑏) выпуклая (вогнутая) функция 𝑝 имеет в каждой точке 𝑥 интервала
(𝑎, 𝑏) конечные правую (𝐷+𝑝) (𝑥) и левую (𝐷−𝑝) (𝑥) производные (производные Дини).

□ Пусть 𝑎 < 𝑠 < 𝑡 < 𝑢 < 𝑏. Введем

𝜉 =
𝑢 − 𝑡
𝑢 − 𝑠 > 0 , 𝜂 =

𝑡 − 𝑠
𝑢 − 𝑠 > 0 , 𝜉 + 𝜂 = 1 .

Запишем неравенство выпуклости для функции 𝑝 с коэффициентами 𝜉 и 𝜂

𝑝 (𝜉𝑠) + 𝑝 (𝜂𝑢) ≥ 𝑝 (𝜉𝑠 + 𝜂𝑢) .

Так как
𝜉𝑠 + 𝜂𝑢 =

𝑢 − 𝑡
𝑢 − 𝑠 𝑠 +

𝑡 − 𝑠
𝑢 − 𝑠 𝑢 =

𝑠 (𝑢 − 𝑡) + 𝑢 (𝑡 − 𝑠)
𝑢 − 𝑠 =

𝑡 (𝑢 − 𝑠)
𝑢 − 𝑠 = 𝑡 ,

то
𝑝 (𝑡) ≤ 𝑝 (𝑠)𝑢 − 𝑡

𝑢 − 𝑠 + 𝑝 (𝑢)
𝑡 − 𝑠
𝑢 − 𝑠 . (3)
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Отсюда следует
𝑝 (𝑡) − 𝑝 (𝑠)

𝑡 − 𝑠 ≤ 𝑝 (𝑠)
𝑡 − 𝑠

[𝑢 − 𝑡
𝑢 − 𝑠 − 1

]
+ 𝑝 (𝑢)
𝑡 − 𝑠

𝑡 − 𝑠
𝑢 − 𝑠 =

𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠)
𝑢 − 𝑠 ,

то есть
𝑝 (𝑡) − 𝑝 (𝑠)

𝑡 − 𝑠 ≤ 𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠)
𝑢 − 𝑠 . (4)

Тогда у отношения (𝑝 (𝑡) −𝑝 (𝑠))/(𝑡 −𝑠) в точке 𝑠 , ввиду его монотонного невозрастания при приближении
точки 𝑡 к 𝑠 , имеется предел справа, равный по определению (𝐷+𝑝) (𝑠).

С другой стороны, из неравенства (3) следует

𝑝 (𝑡)𝑢 − 𝑠
𝑢 − 𝑡 − 𝑝 (𝑢)

𝑡 − 𝑠
𝑢 − 𝑡 ≤ 𝑝 (𝑠) , 𝑝 (𝑠) − 𝑝 (𝑢) ≥ 𝑝 (𝑡)𝑢 − 𝑠

𝑢 − 𝑡 − 𝑝 (𝑢)
(
1 + 𝑡 − 𝑠

𝑢 − 𝑡

)
,

𝑝 (𝑠) − 𝑝 (𝑢)
𝑠 − 𝑢 ≤ 𝑝 (𝑡) − 𝑝 (𝑢)

𝑡 − 𝑢 . (5)

Тогда, ввиду монотонного неубывания отношения (𝑝 (𝑡) − 𝑝 (𝑢))/(𝑡 − 𝑢) при приближении точки 𝑡 к 𝑢, у
него существует предел слева в точке 𝑢, равный (𝐷−𝑝) (𝑢).

Приведенное доказательство распространяется на вогнутые функции 𝑝 ввиду замечания, что если
определенная на (𝑎, 𝑏) функция 𝑝 вогнута, то функция (−𝑝) выпукла и, следовательно, она, так же как и
выпуклая функция, имеет в каждой точке 𝑥 интервала (𝑎, 𝑏) правую (𝐷+ (−𝑝)) (𝑥) и левую (𝐷− (−𝑝)) (𝑥)
производные. ■

Следствие 1. Пусть функция 𝑝 выпукла на (𝑎, 𝑏). Тогда для любой пары точек {𝑠,𝑢}, 𝑎 < 𝑠 < 𝑢 < 𝑏

имеют место неравенства

(𝑢 − 𝑠) (𝐷+𝑝) (𝑠) ≤ 𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠) , (𝑢 − 𝑠)𝐷−𝑝 (𝑢) ≥ 𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠) . (6)

Еслиже функция 𝑝 вогнута на (𝑎, 𝑏), то для любой пары точек {𝑠,𝑢}, 𝑎 < 𝑠 < 𝑢 < 𝑏 имеют место неравенства

(𝑢 − 𝑠) (𝐷+𝑝) (𝑠) ≥ 𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠) , (𝑢 − 𝑠)𝐷− (𝑢)𝑝 ≤ 𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠) . (7)

□ Для выпуклой функции 𝑝 первое из неравенств следует из неравенства (3), справедливого для 𝑝
и любой тройки точек {𝑠, 𝑡, 𝑢} ⊂ (𝑎, 𝑏), 𝑠 < 𝑡 < 𝑢. Оно получается переходом в нем к пределу 𝑡 → 𝑠 + 0.
Умножая обе части полученного неравенства на (-1) и пользуясь тем, что (−𝑝) — вогнутая функция,
убеждаемся в выполнимости первого из неравенств для вогнутой функции.

Далее, переходом к пределу 𝑡 → 𝑢 − 0 в неравенстве (5) убеждаемся в справедливости второго
неравенства для выпуклой функции в (6), а затем умножением полученного неравенства на (-1) получаем
второе неравенство для вогнутой функции (−𝑝). ■

Интервал (𝛼, 𝛽) будем называть интервалом постоянства определенной на (𝑎, 𝑏) функции 𝑞, (𝛼, 𝛽) ⊂
(𝑎, 𝑏), если 𝑞(𝑥) = const при 𝑥 ∈ (𝛼, 𝛽). Интервал постоянства назовем максимальным, если он не является
собственным подмножеством никакого другого интервала постоянства.

Лемма 2. Если 𝑞 — выпуклая (вогнутая) на (𝑎, 𝑏) функция, то она имеет на (𝑎, 𝑏) не более одного
интервала постоянства.

□ Пусть имеется два таких непересекающихся интервала (𝛼 𝑗 , 𝛽 𝑗 ) ⊂ (𝑎,𝑏), 𝑗 ∈ {1, 2} с 𝛽1 ≤ 𝛼2, для
которых 𝑞(𝑥) = 𝑐 𝑗 , 𝑥 ∈ (𝛼 𝑗 , 𝛽 𝑗 ) 𝑗 ∈ {1, 2}. Выберем две точки 𝑠1, 𝑠2 так, что 𝑠1 ∈ (𝛼1, 𝛽1), 𝑠2 ∈ (𝛼2, 𝛽2). Тогда
точки ⟨𝑠1 + 𝛿, 𝑐1⟩ и ⟨𝑠2 − 𝛿, 𝑐2⟩ графика линейной функции 𝑞, при достаточно малом 𝛿 > 0, расположены
по разные стороны от прямой, проходящей через точки ⟨𝑠 𝑗 , 𝑐 𝑗 ⟩, 𝑗 ∈ {1, 2}. В этом случае, согласно
Определению 3’, функция 𝑞 не может быть ни выпуклой, ни вогнутой. ■

Число 𝑥∗ ∈ (𝑎,𝑏) является точкой локального минимума (максимума) функции 𝑝 , определенной на
(𝑎, 𝑏), если 𝑝 (𝑥) ≥ 𝑝 (𝑥∗) (𝑝 (𝑥) ≤ 𝑝 (𝑥∗)) при |𝑥 − 𝑥∗ | < 𝜀, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) с достаточно малым 𝜀 > 0. В дальнейшем
мы по отношению к таким числам используем более короткое выражение — точка минимальности
(максимальности).

Лемма 3. Если 𝑝 — выпуклая (вогнутая) на (𝑎, 𝑏) функция, то все ее точки минимальности (макси-
мальности) на (𝑎, 𝑏) составляют множество [𝛼, 𝛽] ∩ (𝑎, 𝑏) с 𝛼 ≥ 𝑎 и 𝛽 ≤ 𝑏.

□ Допустим, что имеется пара {𝑥1, 𝑥2}, 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑏 точек минимума таких, что между ними
обязательно имеется точка 𝑦, в которой 𝑝 (𝑦) > 𝑝 (𝑥1) или 𝑝 (𝑦) > 𝑝 (𝑥2). В противном случае, если такой
точки нет, то в каждой точке 𝑦 ∈ (𝑥1, 𝑥2) выполняется 𝑝 (𝑦) = 𝑝 (𝑥1) и 𝑝 (𝑥2) = 𝑝 (𝑦) и поэтому (𝑥1, 𝑥2) —
отрезок постоянства функция 𝑝 (𝑦) = const. Если 𝑝 (𝑦) > 𝑝 (𝑥 𝑗 ) при каком-то 𝑗 ∈ {1, 2}, то в силу выпуклости
функции 𝑝 , в точке 𝑦 = 𝜉1𝑥1 + 𝜉2𝑥2, 𝜉 𝑗 ∈ (0, 1), 𝑗 ∈ {1, 2}, 𝜉1 + 𝜉2 = 1 должно авполняться неравенство

𝑝 (𝜉1𝑥1 + 𝜉2𝑥2) ≤ 𝜉1𝑝 (𝑥1) + 𝜉2𝑝 (𝑥2) .

Но это неравенство не может быть верным, так как

𝑝 (𝑦) = (𝜉1 + 𝜉2)𝑝 (𝑦) > 𝜉1𝑝 (𝑥1) + 𝜉2𝑝 (𝑥2) .
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Найдем 𝛼 = inf 𝑥1 и sup𝑥2 = 𝛽 , соответственно, левых и правых крайних точек всех таких интервалов.
Тогда интервал (𝛼, 𝛽) является единственным, в силу Леммы 2, максимальным постоянства функции
𝑝 . Если какая-либо из точек 𝛼 ≠ 𝑎, 𝛽 ≠ 𝑏, то значения функции 𝑝 в крайних точках определены по
непрерывности функции 𝑝 и они должны быть включены в состав множества постоянства функции 𝑝 .

Утверждение леммы для вогнутой функции получается заменой 𝑝 на (−𝑝). ■
Таким образом, если функция 𝑝 определена на (𝑎, 𝑏) и выпукла (вогнута), а концы ее интервала

минимальности (максимальности) не совпадают с концамиинтервала (𝑎, 𝑏), то множествоминимальности
(максимальности) является замкнутым отрезком.

Теорема 2. Определенная на (𝑎, 𝑏) выпуклая (вогнутая) функция 𝑝 удовлетворяет условию Липшица
на любом отрезке [𝛼, 𝛽] ⊂ (𝑎, 𝑏).

□ Согласно утверждениям Лемм 2 и 3, интервал определения выпуклой на (𝑎, 𝑏) функции разбивается
на интервал убывания (возрастания), отрезок постоянства и интервал возрастания (убывания). Пусть,
для определенности, функция 𝑝 не убывает в окрестности точки 𝑡 , 𝑝 (𝑡) ≥ 𝑝 (𝑠). Зафиксируем число 𝛿 > 0.
Ввиду непрерывности функции 𝑝 , отношение (𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠))/(𝑢 − 𝑠) является непрерывной функцией
на [𝛼, 𝛽]2 \ {{𝑠,𝑢} : |𝑠 − 𝑢 | < 𝛿}. Тогда, зафиксировав в (4) положительное значение отношения (𝑝 (𝑢) −
𝑝 (𝑠))/(𝑢 − 𝑠) ≡ 𝐴+, получим

𝑝 (𝑡) − 𝑝 (𝑠) ≤ 𝐴+ (𝑡 − 𝑠) , (8)

откуда следует, что для пар точек {𝑠, 𝑡} ⊂ [𝛼, 𝛽] из интервала возрастания функции 𝑝 выполняется
условие Липшица.

Рассмотрим функцию 𝑝 на интервале убывания. Тогда 𝑝 (𝑢) ≤ 𝑝 (𝑠), рассуждая аналогичным образом,
(4) следует

𝐴− ≥ |𝑝 (𝑠) − 𝑝 (𝑡) |
𝑡 − 𝑠 ≥ 𝑝 (𝑠) − 𝑝 (𝑢)

𝑢 − 𝑠 ,

где зафиксировано значение отношения 𝐴− = |𝑝 (𝑠) − 𝑝 (𝑡) |/(𝑡 − 𝑠). Следовательно,

|𝑝 (𝑠) − 𝑝 (𝑢) | ≤ 𝐴− |𝑠 − 𝑢 | (9)

для любых точек 𝑢 и 𝑠 , 𝑠 < 𝑡 < 𝑢, что означает выполнение условия Липшица для 𝑝 для пар точек
{𝑠,𝑢} ⊂ [𝛼, 𝛽], находящихся на интервале убывания.

На интервале постоянства функции 𝑝 условие Липшица выполняется очевидным образом. Для
граничных точек рассмотренных интервалов нужно применить оба неравенства, справедливые на
соседних интервалах, для которых эта точка является граничной.

В частности, если точка 𝑡 является единственной граничной точкой между интервалом неубывания и
невозрастания (единственной точкой минимальности), то условие Липшица имеет место при выборе
постоянной 𝐴 = max{𝐴+, 𝐴−}.

Доказательство распространяется на вогнутые функции 𝑝 при замене ее на (−𝑝). ■
Теорема 3.Производные Дини определенной на (𝑎, 𝑏) выпуклой (вогнутой) функции 𝑝 удовлетворяют

в каждой точке интервала неравенству (𝐷+𝑝)(𝑥) ≥ (𝐷−𝑝) (𝑥) ((𝐷+𝑝) (𝑥) ≤ (𝐷−𝑝 (𝑥)).
□ Рассмотрим три произвольные точки 𝑠, 𝑡, 𝑢 такие, что 𝑠 < 𝑡 < 𝑢. На основе неравенств (4) и (5)

получим
𝑝 (𝑡) − 𝑝 (𝑠)

𝑡 − 𝑠 ≤ 𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑠)
𝑢 − 𝑠 .

Переходя к пределу 𝑠 → 𝑡 − 0 в обоих неравенствах и воспользовавшись непрерывностью функции 𝑝 ,
находим

(𝐷−𝑝) (𝑡) ≤
𝑝 (𝑢) − 𝑝 (𝑡)

𝑢 − 𝑡 .

Далее переходим к пределу 𝑢 → 𝑡 + 0 и получаем требуемое неравенство (𝐷−𝑝) (𝑡) ≤ (𝐷+𝑝) (𝑡) для
производных Дини.

Доказательство распространяется на вогнутые функции 𝑝 при замене вогнутой функции 𝑝 на
выпуклую функцию (−𝑝). ■

Лемма 4. Ограниченная сверху монотонно неубывающая функция 𝑝 , не равная тождественно
постоянной, не может быть выпуклой на интервале (𝑎,∞) при любом 𝑎 ∈ R. И, точно так же, ограниченная
снизу монотонно невозрастающая функция 𝑝 , не равная тождественно постоянной, не может быть
вогнутой на интервале (−∞, 𝑎).

□ Если выпуклая функция 𝑝 не равна постоянной и не убывает, то найдется такая точка 𝑎, в которой
(𝐷+𝑝) (𝑎) ≥ 𝜀 > 0. Тогда из первого неравенства в (6) при 𝑠 = 𝑎 получаем 𝑝 (𝑢) ≥ 𝑝 (𝑎) + 𝜀 (𝑢 − 𝑎), где в
правой части стоит неограниченно возрастающая функция.

Умножая полученные неравенства на (-1), и учитывая, что для неубывающей выпуклой функции 𝑝 ,
функция (−𝑝) вогнутая и невозрастающая, убеждаемся в справедливости второй части утверждения. ■
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Лемма 5. Для того чтобы непрерывная функция 𝑝 (𝑥) была выпуклой (вогнутой) на интервале (𝑎, 𝑏)
необходимо и достаточно, чтобы функция 𝑝 (𝑥 + 𝛿) − 𝑝 (𝑥) была неубывающей (невозрастающей) на
интервале (𝑎, 𝑏 − 𝛿).

□ Пусть 𝑝 — выпуклая функция на (𝑎, 𝑏). Рассмотрим пару точек {𝑥,𝑦} ⊂ (𝑎, 𝑏), 𝑥 > 𝑦. Определим
числа

𝜉 =
𝑥 − 𝑦

𝑥 − 𝑦 + 𝛿 , 𝜂 =
𝛿

𝑥 − 𝑦 + 𝛿
и запишем следующие неравенства (2) выпуклости для функции 𝑝 с крайними точками 𝑦 и 𝑥 + 𝛿 ,
используя коэффициенты 𝜉 и 𝜂,

𝑝 (𝑦 + 𝛿) ≤ 𝜉𝑝 (𝑦) + 𝜂𝑝 (𝑥 + 𝛿) , 𝑝 (𝑥) ≤ 𝜂𝑝 (𝑦) + 𝜉𝑝 (𝑥 + 𝛿) .

Складывая правые и левые части этих двух неравенств, получаем

𝑝 (𝑦 + 𝛿) + 𝑝 (𝑥) ≤ 𝜉 (𝑝 (𝑦) + 𝑝 (𝑥 + 𝛿)) + 𝜂 (𝑝 (𝑥 + 𝛿) + 𝑝 (𝑦)) = 𝑝 (𝑥 + 𝛿) + 𝑝 (𝑦) ,

откуда следует
𝑝 (𝑦 + 𝛿) − 𝑝 (𝑦) ≤ 𝑝 (𝑥 + 𝛿) − 𝑝 (𝑥) . (10)

Это означает, ввиду произвольности точек 𝑥 и 𝑦 на интервале (𝑎, 𝑏 − 𝛿), что на этом интервале функция
𝑝 (𝑥 + 𝛿) − 𝑝 (𝑥) возрастает.

Пусть, наоборот, функция 𝑝 (𝑥 + 𝛿) − 𝑝 (𝑥) возрастает и допустим, что верно утверждение, противопо-
ложное тому, что утверждает лемма. Пусть существует интервал (𝑎′, 𝑏′) ⊂ (𝑎,𝑏), в котором 𝑝 (𝑥 + 𝛿) − 𝑝 (𝑥)
вогнута. Запишем для произвольной пары точек из этого интервала неравенства вогнутости с крайними
точками 𝑦 + 𝛿 и 𝑥

𝑝 (𝑦 + 𝛿) ≥ 𝜉𝑝 (𝑦) + 𝜂𝑝 (𝑥 + 𝛿) , 𝑝 (𝑥) ≥ 𝜂𝑝 (𝑦) + 𝜉𝑝 (𝑥 + 𝛿) .

Суммируя по отдельности правые и левые части этих неравенств получаем неравенство

𝑝 (𝑦 + 𝛿) + 𝑝 (𝑥) ≥ 𝑝 (𝑥 + 𝛿) + 𝑝 (𝑦) ,

которое противоречит возрастанию функции 𝑝 (𝑥 + 𝛿) − 𝑝 (𝑥). ■
Следствие 2. Если 𝑝 — выпуклая (вогнутая) на (𝑎, 𝑏) функция, то производные Дини 𝐷±𝑝 (𝑥) —

неубывающие (невозрастающие) функции на (𝑎, 𝑏).
□ Пусть функция 𝑝 выпукла и имеется пра точек {𝑥,𝑦} ⊂ (𝑎, 𝑏) при 𝑦 > 𝑥 . Неравенство (10) для

выпуклой функции в этом случае записывается в виде

𝑝 (𝑦 + 𝛿) − 𝑝 (𝑦) ≥ 𝑝 (𝑥 + 𝛿) − 𝑝 (𝑥) . (11)

Поделив на 𝛿 и перейдя к пределу 𝛿 → +0, получим неравенство 𝐷+𝑝 (𝑦) ≥ 𝐷+𝑝 (𝑥) для любой пары
{𝑥,𝑦} ⊂ (𝑎, 𝑏) при 𝑦 > 𝑥 , которое означает неубывание правой производной. Заменив в неравенстве
(11) 𝑦 на 𝑦 − 𝛿 и 𝑥 на 𝑥 − 𝛿 и проделав точно такие же операции, получим в результате неравенство
𝐷−𝑝 (𝑦) ≥ 𝐷−𝑝 (𝑥), которое показывает неубывание левой производной. Неравенства для вогнутой
функции получаются умножением полученных неравенств на (-1). ■

Теорема 4. Если 𝑝 выпуклая (вогнутая) монотонно неубывающая функция на (𝑎, 𝑏), то ее производная
𝑝′ на этом интервале существует всюду за исключением не более чем счетного множества точек разрыва
первого рода и ее производные Дини 𝐷+𝑝 и 𝐷−𝑝 являются, соответственно, непрерывными справа и
непрерывными слева неубывающими (невозрастающими) функциями.

□ Из утверждения Следствия 3 получаем, что 𝐷+𝑝 и 𝐷−𝑝 монотонно не убывают (не возрастают).
Следовательно, для этих функций применимо разложение Лебега, в котором дискретная составляющая
имеет не более чем счетное множество точек роста. Из Теоремы 3 следует, что в этих точках функции
𝐷+𝑝 и 𝐷−𝑝 имеют положительные и отрицательные скачки. ■

3. Слабая сходимость распределений. Функции распределения 𝐹 могут обладать интервалами
постоянства. Обозначим посредством C𝐹 подмножество из R, которое является объединением всех
интервалов постоянства фиксированной функции распределения 𝐹 . Сопоставим, далее, каждой функции
распределения 𝐹 множество G(𝐹 ) ее точек роста, определяемое как дополнение R \ C𝐹 . Это множество
назовем носителем распределения 𝐹 .

Заметим, что если последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ непрерывных распределений сходится поточечно
к распределению 𝐹 , то предельное распределение может быть разрывным. В связи с этим вводится
следующее

Определение 4. Последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ функций распределений слабо сходится при 𝑛 → ∞
к распределению 𝐹 , если она сходится поточечно к этому распределению во всех точках непрерывности
этой функции.
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Для слабой сходимости последовательности распределений ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ к распределению 𝐹 необхо-
димо и достаточно, чтобы поточечно сходилась последовательность

⟨𝑄 (𝑛) (−𝑖𝑠) =
∫
R
𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝐹 (𝑛) (𝑥);𝑛 ∈ N⟩

их характеристических функций к характеристической функции 𝑄 (−𝑖𝑠) =
∫
R 𝑒

𝑖𝑠𝑥𝑑𝐹 (𝑥) (см. [5]). Доказа-
тельство эквивалентности этих определений основано на следующих фактах.

Лемма 6. Если последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ функций распределения слабо сходится при 𝑛 → ∞ к
распределению 𝐹 и все функции — компоненты последовательности выпуклы (вогнуты) при 𝑥 ≤ 𝑎 (при
𝑥 ≥ 𝑎), то функция распределения 𝐹 непрерывна при 𝑥 ≤ 𝑎 (при 𝑥 ≥ 𝑎) и последовательность сходится к 𝐹
равномерно на (−∞, 𝑎] (на [𝑎,∞)).

□ Докажем, что имеет место равномерная сходимость на (−∞, 𝑎]. Распределение 𝐹 , которое является
неубывающей функцией наR, может иметь не более чем счетное множество точек разрыва. Поэтому, если
на (−∞, 𝑎] имеется точка 𝑥0 разрыва этого распределения, то при любом 𝜀 > 0 на интервале (−𝜀 +𝑥0, 𝑥0 + 𝜀)
имеется плотное в этом интервале множество точек, в которых функция 𝐹 (𝑥) непрерывна, и поэтому
последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ сходится в каждой такой точке 𝑥 ∈ (−𝜀 + 𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) к 𝐹 (𝑥) при 𝑛 → ∞.
Пусть 𝑥− ∈ (−𝜀 +𝑥0, 𝑥0 и 𝑥+ ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) такие точки. Тогда, ввиду монотонного неубывания функций 𝐹 (𝑛) ,
выполняются неравенства 𝐹 (𝑛) (𝑥+) ≥ 𝐹 (𝑛) (𝑥0) и 𝐹 (𝑛) (𝑥−) ≤ 𝐹 (𝑛) (𝑥0). Из числовой последовательности
⟨𝐹 (𝑛) (𝑥0);𝑛 ∈ N⟩, ввиду ее ограниченности, можно выбрать подпоследовательность ⟨𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑥0);𝑘 ∈ N⟩,
сходящуюся к некоторому числу 𝐹0. Тогда, переходя к пределу 𝑘 → ∞ в вышеприведенных неравенствах,
пользуясь непрерывностью функции 𝐹 в точках 𝑥±, имеем 𝐹 (𝑥−) ≤ 𝐹0 ≤ 𝐹 (𝑥+).

Ввиду произвольности 𝜀 > 0 и, как следствие, выбора точек 𝑥± среди всех точек непрерывности
функции 𝐹 при 𝑥 < 𝑎, переходя к пределу 𝜀 → +0, получаем lim inf

𝜀→+0
𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹∗ ≤ lim sup

𝜀→+0
𝐹 (𝑥), причем, хотя

бы одно из неравенств является строгим, так как, в противном случае, функция 𝐹 является непрерывной
в точке 𝑥0, вопреки предположению. Это означает, что существует линейная функция 𝑙 (𝑥) такая, что для
достаточно больших значений 𝑘 и достаточно малых 𝜀 > 0 в интервале (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀) имеются точки
𝑥 > 𝑥0, в которых 𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑥) > 𝑙 (𝑥), и точки 𝑥 < 𝑥0, в которых 𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑥) < 𝑙 (𝑥), что противоречит выпуклости
этих функций 𝐹 (𝑛𝑘 ) при 𝑥 ≤ 𝑎, согласно Определению 3’. Таким образом, предположение о наличии
точки разрыва 𝑥0 при 𝑥 ≤ 𝑎 неверно. Точно так же устанавливается отсутствие точки разрыва у 𝐹 (𝑥) при
𝑥 ≥ 𝑎 в случае, когда все функции 𝐹 (𝑛) вогнуты на [𝑎,∞). Следовательно, в обоих случаях предельная
функция 𝐹 непрерывна на этих интервалах.

Для доказательства равномерности сходимости последовательности ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ зафиксируем число
𝜀 > 0. Найдется число 𝑀 > 0 такое, что 𝐹 (−𝑀) < 𝜀 и, следовательно, 𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹 (−𝑀) < 𝜀 при 𝑥 < −𝑀 ,
ввиду неубывания функции 𝐹 . Так как числовая последовательность ⟨𝐹 (𝑛) (−𝑀);𝑛 ∈ N⟩ сходится к 𝐹 (−𝑀),
то можно выбрать такой номер 𝐾 , что при 𝑛 > 𝐾 имеет место |𝐹 (𝑛) (−𝑀) − 𝐹 (−𝑀) | < 𝜀. Тогда, ввиду
монотонного неубывания всех функций 𝐹 (𝑛) (𝑥) при 𝑥 < 𝑀 , справедливы оценки

|𝐹 (𝑛) (𝑥) − 𝐹 (𝑥) | ≤ 𝐹 (𝑛) (𝑥) + 𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹 (𝑛) (−𝑀) + 𝐹 (−𝑀) ≤ |𝐹 (𝑛) (−𝑀) − 𝐹 (−𝑀) | + 2𝐹 (−𝑀) < 3𝜀 .

Докажем, что последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ равномерно сходится на конечном отрезке [−𝑀,𝑎].
Допустим противное, что для выбранного числа 𝜀 > 0 имеет место

lim sup
𝑥∈[−𝑀,𝑎]

|𝐹 (𝑛) (𝑥) − 𝐹 (𝑥) | ≥ 𝜀 . (12)

Это означает, что найдется последовательность номеров ⟨𝑛𝑘 ;𝑘 ∈ N⟩ и связанная с ней числовая последо-
вательность ⟨𝑐𝑘 ∈ [−𝑀,𝑎];𝑘 ∈ N⟩, для которых, при всех достаточно больших 𝑘 , имеет место неравенство
|𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑐𝑘 ) − 𝐹 (𝑐𝑘 ) | ≥ 𝜀. Ввиду того, что последовательность ⟨𝑐𝑘 ∈ [−𝑀,𝑎];𝑘 ∈ N⟩ является ограниченной,
можно считать, что она является сходящейся с некоторому числу 𝑐 ∈ [−𝑀,𝑎]. Более того, можно считать,
что она возрастающая, если 𝑐 = 𝑎 и убывающая, если 𝑐 = −𝑀 . Наконец, можно считать, что она выбрана
так, что последовательность ⟨𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑐𝑘 ) ∈ [−𝑀,𝑎];𝑘 ∈ N⟩ также является сходящейся. Переходя к пределу
𝑘 → ∞ в указанном выше неравенстве и пользуясь непрерывностью функции 𝐹 (𝑥) при 𝑥 ≤ 𝑎, находим

| lim
𝑘→∞

𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑐𝑘 ) − 𝐹 (𝑐) | ≥ 𝜀 . (13)

Пусть 𝑐 ∈ (−𝑀,𝑎) (обобщение на случаи 𝑐 = 𝑎 и 𝑐 = −𝑀 осуществляется очевидным образом). Выберем
число 𝛿 > 0 так, что (𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿) ⊂ (−𝑀,𝑎). Тогда, ввиду монотонного неубывания всех функций 𝐹 (𝑛𝑘 ) ,
имеют место неравенства 𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑐 − 𝛿) ≤ 𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑐𝑘 ) ≤ 𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑐 + 𝛿). Перейдем к пределу 𝑘 → ∞ в этих
неравенствах. Пользуясь поточечной сходимостью функций 𝐹 (𝑛𝑘 ) , в результате, получаем 𝐹 (𝑐 − 𝛿) ≤
lim𝑘→∞ 𝐹

(𝑛𝑘 ) (𝑐𝑘 ) ≤ 𝐹 (𝑐 + 𝛿). Ввиду произвольности числа 𝛿 > 0, пользуясь непрерывностью функции 𝐹 ,
перейдем в этих неравенствах к пределу 𝛿 → +0. Тогда получается, что 𝐹 (𝑐) ≤ lim𝑘→∞ 𝐹

(𝑛𝑘 ) (𝑐𝑘 ) ≤ 𝐹 (𝑐).
Но эти неравенства противоречат (13). ■
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Так как 𝐹 – функция распределения, то она, согласно теореме Лебега (см., например, [6]), однозначным
образом представима в виде суммы двух функций распределения 𝐹 = 𝐹𝑐 + 𝐹𝑑 , где 𝐹𝑐 — непрерывная
монотонно неубывающая функция, а 𝐹𝑑 — монотонно неубывающая функция скачков, у которой
множество разрывов первого рода счетно. Следовательно, если последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ слабо
сходится к 𝐹 при 𝑛 → ∞, то она сходится поточечно всюду на R за исключением точек, составляющих
не более чем счетное множество E, которое может быть погружено в множество E𝛿 ⊃ E сколь угодно
малой меры 𝛿 так, что множество R \ E𝛿 представляется в виде дизъюнктивного объединения отрезков
непрерывности распределения 𝐹 .

4. Одновершинные распределения. Используя свойства выпуклых и вогнутых функций, докажем
ряд утверждений об одновершинных распределениях.

Теорема 5. Множество Δ вершинных точек одновершинного распределения 𝐹 состоит либо из одной
точки, либо является отрезком Δ ⊂ R конечной длины.

□ Пусть Δ не является одноточечным множеством и пусть 𝑎 и 𝑏 — две точки, которые являются
вершинными точками одновершинного распределения 𝐹 и 𝑎 < 𝑏. Тогда так как функция 𝐹 выпукла в
точках, меньших 𝑏, то выполняется

𝐹 (𝜉𝑎 + 𝜂𝑏) ≤ 𝜉𝐹 (𝑎) + 𝜂𝐹 (𝑏)

при 𝜂 = 1 − 𝜉 , 0 ≤ 𝜉 ≤ 1. С другой стороны, функция 𝐹 должна быть вогнута в точках, больших 𝑎, и
поэтому для тех же пар ⟨𝜉, 𝜂⟩ выполняется

𝐹 (𝜉𝑎 + 𝜂𝑏) ≥ 𝜉𝐹 (𝑎) + 𝜂𝐹 (𝑏) .

Отсюда следует, что
𝐹 (𝜉𝑎 + 𝜂𝑏) = 𝜉𝐹 (𝑎) + 𝜂𝐹 (𝑏) . (14)

Положим 𝑧 = 𝜉𝑎 + 𝜂𝑏. Тогда из (14) следует, что для каждого 𝑧 ∈ (𝑎, 𝑏) имеет место

𝐹 (𝑧) = (𝑧 − 𝑏) 𝐹 (𝑎) − 𝐹 (𝑏)
𝑎 − 𝑏 + 𝐹 (𝑏) ,

то есть 𝐹 является линейной функцией от 𝑧 ∈ (𝑎, 𝑏). Следовательно, для любой точки 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) функция 𝐹
выпукла при 𝑧 < 𝑐 и вогнута при 𝑧 > 𝑐 . Поэтому каждая такая точка 𝑐 является вершинной. Отсюда, макси-
мально расширяя интервал (𝑎, 𝑏) вершинных точек, получаем, что если вершинная точка распределения
𝐹 не единственна, то все ее вершинные точки образуют интервал в R.

Рассмотрим максимальный интервал (𝑎, 𝑏), составленный из вершинных точек. Тогда крайние точки
𝑎 и 𝑏 также являются вершинными. Докажем это, например, для точки 𝑎. Для любой точки 𝑎 − 𝜀 с
достаточно малым 𝜀 > 0 функция 𝐹 выпукла при 𝑥 < 𝑎 − 𝜀 и, следовательно, она выпукла при 𝑥 < 𝑎. С
другой стороны, так как функция 𝐹 вогнута при 𝑥 > 𝑎 + 𝜀 при любом 𝜀 > 0, то она вогнута во всех точках
𝑥 > 𝑎. Тогда точки в интервале (𝑎 − 𝜀, 𝑎) также являются вершинными для функции распределения 𝐹 , что
противоречит выбору точки 𝑎. Для правого конца интервала (𝑎, 𝑏) доказательство аналогично. При этом
вместе с заменой 𝑎 на 𝑏, нужно рассмотреть интервал (𝑏 − 𝜀, 𝑏) и использовать тот факт, что функция 𝐹
вогнута при 𝑥 > 𝑏. ■

В дальнейшем отрезок Δ будем называть множеством вершинных точек.
Следствие 3. Если 𝑎 — вершинная точка распределения 𝐹 , то функция 𝐹 непрерывна на (𝑎,∞) и

(−∞, 𝑎). Если же множество вершинных точек одновершинного распределения 𝐹 состоит более чем из
одной точки, то 𝐹 — непрерывная функция.

□ Первое утверждение следует непосредственно из Леммы 1, второе же является следствием первого
при рассмотрении каких-либо двух различных вершинных точек 𝑎 и 𝑏 из Δ. ■

Следствие 4. Одновершинная функция распределения 𝐹 имеет в каждой точке 𝑥 правую 𝐷+𝐹 (𝑥) и
левую 𝐷−𝐹 (𝑥) производные, которые конечны за исключением, может быть, одной точки 𝑥∗, которая
является единственной вершинной точкой функции 𝐹 . Для производных Дини справедливы неравенства
𝐷+𝐹 (𝑥) ≥ 𝐷−𝐹 (𝑥) при 𝑥 < 𝑥∗ и 𝐷+𝐹 (𝑥) ≤ 𝐷−𝐹 (𝑥) при 𝑥 > 𝑥∗.

□Доказательство утверждения получается применением Теорем 1 и 3 отдельно к выпуклой и вогнутой
частям функции 𝐹 . ■

Следствие 5. Множество G(𝐹 ) одновершинного распределения 𝐹 является замкнутым отрезком
конечным или бесконечным.

□ Пусть 𝑎 — вершинная точка распределения 𝐹 . Тогда вся действительная ось R представляется в
виде {𝑎} ∪ (−∞, 𝑎) ∪ (𝑎,∞) так, что распределение 𝐹 выпукло на первом интервале и вогнуто на втором.
Согласно Лемме 2, на каждом из них может находиться только один интервал постоянства функции
𝐹 . Так как 𝐹 (𝑥) → 1 при 𝑥 → ∞ и 𝐹 (𝑥) → 0 при 𝑥 → −∞, то на первом интервале (−∞, 𝑎) такой
интервал постоянства либо пуст, либо бесконечен и имеет вид (−∞, 𝑎−). На этом интервале 𝐹 (𝑥) = 0 и,
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следовательно, (𝐷−𝐹 ) (𝑎−) = 0. То же самое справедливо относительно второго интервала (𝑎,∞). Он либо
пуст, либо бесконечен — (𝑎+,∞). В последнем случае на этом интервале 𝐹 (𝑥) = 1 и (𝐷+𝐹 ) (𝑎+) = 0. ■

Замечание 1. Так как множество {𝑥 : 𝐷+𝐹 (𝑥) · 𝐷−𝐹 (𝑥) ≠ 0} открыто, то для любого непрерывного
одновершинного распределения это множество является интервалом (конечным или бесконечным),
который представляет собой внутреннюю часть множества G(𝐹 ) [2].

Замечание 2. Если множество Δ вершинных точек одновершинного распределения 𝐹 одноточечно
Δ = {𝑎}, то в точке 𝑎 распределение 𝐹 может иметь разрыв первого рода. При этом правая и левая
производные распределения в этой точке могут быть как конечными, так и бесконечными.

На основании доказанных свойств одновершинных распределений и Определения 4, сформулируем
Определение 4’. Последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ одновершинных функций распределений слабо

сходится к распределению 𝐹 , если она сходится к функции 𝐹 поточечно во всех точках за исключением,
может быть, вершинной точки 𝑥∗ распределения в том случае, если она единственна и является точкой
разрыва 1-го рода функции 𝐹 .

Нам понадобится далее
Лемма 7. Если 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R— одновершинное распределение, то 𝐹 (𝑥 −𝑐), 𝑥 ∈ R— также одновершинное

распределение при любом 𝑐 ∈ R.
□ Если 𝑎 — вершинная точка распределения 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R, то 𝐹 (𝑥) выпукла при 𝑥 < 𝑎 и вогнута при

𝑥 > 𝑎. Тогда функция 𝐹 (𝑥 −𝑐) выпукла при 𝑥 < 𝑐+𝑎, и вогнута при 𝑥 > 𝑎+𝑐 и поэтому (𝑐+𝑎) — вершинная
точка распределения 𝐹 (𝑥 − 𝑐), 𝑥 ∈ R. ■

Из этой леммы следует следующее утверждение.
Теорема 6. Если 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R — одновершинное распределение, то 𝐹 (𝜆𝑥 − 𝑐), 𝑥 ∈ R — также одновер-

шинное распределение при любых 𝑐 ∈ R, 𝜆 ∈ (0,∞).
□ Достаточно доказать, что из одновершинности распределения 𝐹 (𝑥) следует одновершинность

функции распределения 𝐹 (𝜆𝑥) при 𝜆 > 0. Пусть 𝑎 — вершинная точка распределения 𝐹 . Тогда 𝐹 выпукла
при 𝑥 < 𝑎 и вогнута при 𝑥 > 𝑎. Поэтому функция 𝐹 (𝜆𝑥) выпукла при 𝜆𝑥 < 𝑎, 𝑥 < 𝑎/𝜆 и вогнута при 𝜆𝑥 > 𝑎,
𝑥 > 𝑎/𝜆. ■

Главным достоинством Определения 1 понятия одновершинности распределения оказывается то,
что класс одновершинных распределений оказывается полным относительно применения операции
предельного перехода в смысле слабой топологии. Это открывает возможность создания аналитического
метода установления одновершинности распределений посредством построения последовательных при-
ближений в виде одновершинных распределений для изучаемого распределения. Поэтому утверждение
имеет исключительное значение для теории одновершинных распределений.

Теорема 7.Пусть ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ является последовательностью одновершинных распределений, которая
слабо сходится к функции распределения 𝐹 . Тогда предельное распределение 𝐹 одновершинно. При этом
последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ сходится к 𝐹 поточечно во всех точках, за исключением, может быть,
вершинной точки 𝑥∗ распределения 𝐹 в том случае, если она единственна и в ней предельная функция 𝐹
имеет разрыв первого рода.

□Так как последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ слабо сходится к распределению 𝐹 , то есть сходится поточеч-
но во всех точках его непрерывности, то любая подпоследовательность ⟨𝐹 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩ сходится поточечно
во всех точках множества непрерывности к этому распределению 𝐹 , то есть любая подпоследовательность
⟨𝐹 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩ слабо сходится к 𝐹 .

Положим, что все функции 𝐹 (𝑛) в последовательности ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ одновершинны. Тогда каждая
из этих функций имеет, по крайней мере, одну вершинную точку 𝑎 (𝑛) , 𝑛 ∈ N так, что каждая из функ-
ций 𝐹 (𝑛) выпукла при 𝑥 < 𝑎 (𝑛) и вогнута при 𝑥 > 𝑎 (𝑛) . Рассмотрим последовательность ⟨𝑎 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩.
Эта числовая последовательность ограничена. В самом деле, допустим противное, что в ней имеется
неограниченно монотонно возрастающая подпоследовательность ⟨𝑎 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩. Тогда выберем соответ-
ствующую подпоследовательность ⟨𝐹 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩ функций распределения, слабо сходящуюся к 𝐹 , причем
каждый из членов этой подпоследовательности является выпуклой функцией при 𝑥 < 𝑎 (𝑛𝑘 ) . Так как
последовательность ⟨𝑎 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩ превосходит при достаточно больших 𝑘 любое наперед заданное число
𝑎, то предельная функция 𝐹 , согласно Лемме 4, является непрерывной и выпуклой во всех точках 𝑥 ≤ 𝑎,
а так как 𝑎 может быть выбрано произвольным образом, то во всех точках 𝑥 ∈ R. Но это невозможно,
так как в этом случае 𝐹 является выпуклой и ограниченной сверху на всей оси, что невозможно в
силу Леммы 5. Точно так же разбирается случай, когда имеется неограниченно монотонно убывающая
подпоследовательность ⟨𝑎 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩. В этом случае, согласно той же лемме, не может существовать
предельная функция распределения 𝐹 всюду вогнутая на R и ограниченная снизу.

Так как последовательность ⟨𝑎 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ ограничена, то в ней найдется сходящаяся к некоторой
точке 𝑎 ∈ R подпоследовательность ⟨𝑎 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩. Согласно выбору этой подпоследовательности,
построим соответствующую ей подпоследовательность ⟨𝐹 (𝑛𝑘 ) ;𝑘 ∈ N⟩ функций распределения. Тогда,
согласно сказанному выше, эта подпоследовательность сходится в слабом смысле к распределению
𝐹 . Следовательно, для заданного 𝜀 > 0 найдется такое 𝐾 , что при 𝑘 > 𝐾 выполняется неравенство
|𝑎 (𝑛𝑘 ) − 𝑎 | < 𝜀. Следовательно, при всех 𝑘 > 𝐾 функции 𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑥) непрерывны и выпуклы при 𝑥 ≤ 𝑎 − 𝜀, и
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поэтому, согласно Лемме 4, при таких значениях 𝑥 предельная функция 𝐹 (𝑥) непрерывна и выпукла.
Ввиду произвольности числа 𝜀 > 0, можно сделать вывод о том, что предельная функция 𝐹 (𝑥) непрерывна
и выпукла при всех 𝑥 < 𝑎. По этой же причине, при всех 𝑘 > 𝐾 функции 𝐹 (𝑛𝑘 ) (𝑥) непрерывны и вогнуты
при 𝑥 ≤ 𝑎 + 𝜀. Поэтому предельная функция 𝐹 (𝑥) непрерывна и вогнута во всех точках 𝑥 > 𝑎 + 𝜀 и, ввиду
произвольности 𝜀, получаем, что она непрерывна и вогнута при 𝑥 > 𝑎. Следовательно, во-первых, 𝐹 (𝑥)
непрерывна при 𝑥 ≠ 𝑎. Во-вторых, предельное распределение 𝐹 одновершинно и точка 𝑥 = 𝑎 является его
вершинной точкой.

Если эта вершинная точка не единственна, то есть имеется, по крайней мере, еще одна такая
вершинная точка 𝑎′ ≠ 𝑎, то в этой вершинной точке функция 𝐹 (𝑥), наверняка, непрерывна. Тогда,
например, если 𝑎′ > 𝑎 (либо 𝑎′ < 𝑎), то функция 𝐹 выпукла при всех 𝑥 < 𝑎′ (вогнута при всех 𝑥 > 𝑎′),
и поэтому, согласно Лемме 1, она непрерывна в точке 𝑎. Если вершинная точка 𝑎 единственна, то она
может быть точкой разрыва функции 𝐹 , причем, так как в этой точке у функции 𝐹 существуют и конечны
пределы справа и слева, то в ней эта функция имеет разрыв первого рода. ■

Теорема 8. Пусть ⟨Δ𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩ — последовательность отрезков вершинных точек, каждый из которых
соответствует одновершинной функции распределения 𝐹 (𝑛) , входящей в состав последовательности
⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ функций, которая стремится в слабом смысле к функции распределения 𝐹 . Тогда множество
Δ∞ предельных точек всех сходящихся при 𝑛 → ∞ последовательностей ⟨𝑎 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ вершинных точек
𝑎 (𝑛) ∈ Δ𝑛 функций распределения 𝐹 (𝑛) , 𝑛 ∈ N совпадает с множеством множества Δ вершинных точек
распределения 𝐹 .

□ Для каждого 𝑛 ∈ N рассмотрим правую крайнюю точку 𝑎 (𝑛)+ = inf Δ𝑛 каждого из отрезков Δ𝑛 вер-
шинных точек, соответствующего функции 𝐹 (𝑛) из последовательности в условии теоремы. Для каждого
фиксированного номера 𝑛 ∈ N функция 𝐹 (𝑛) выпукла при 𝑥 < 𝑎

(𝑛)
+ . Пусть, далее, 𝑎− = lim inf𝑛→∞ 𝑎

(𝑛)
+ .

Выберем 𝛿 > 0 и пусть при всех 𝑛 > 𝑁 имеет место |𝑎− − 𝑎 (𝑛)+ | < 𝛿 . Поэтому при всех таких 𝑛 каждая из
функций 𝐹 (𝑛) выпукла при 𝑥 < 𝑎− − 𝛿 . Следовательно, предельная функция 𝐹 выпукла при 𝑥 < 𝑎− − 𝛿 .
Тогда, ввиду произвольности 𝛿 , функция 𝐹 выпукла при 𝑥 < 𝑎− .

С другой стороны, любая точка 𝑎 (𝑛)+ является вершинной для функции 𝐹 (𝑛) , и поэтому функция 𝐹 (𝑛)

вогнута при 𝑥 > 𝑎
(𝑛)
+ . По этой причине для точек 𝑥 > 𝑎+ + 𝛿 при всех 𝑛 > 𝑁 функции 𝐹 (𝑛) являются

вогнутыми. Следовательно, предельная функция 𝐹 также является вогнутой при 𝑥 > 𝑎− + 𝛿 . Опять, в
силу произвольности 𝛿 , функция 𝐹 вогнута при 𝑥 > 𝑎− . Таким образом, 𝑎− является вершинной точкой
функции 𝐹 .

Точно такими же рассуждениями доказывается, что верхний предел 𝑎+ = lim sup𝑛→∞ 𝑎
(𝑛)
− последова-

тельности левых крайних точек отрезков Δ𝑛 является вершинной точкой для предельной функции 𝐹 . Так
как 𝑎+ < 𝑎− , то, согласно Теореме 5, отрезок Δ = [𝑎+, 𝑎−] состоит из вершинных точек распределения 𝐹 .
Если, теперь, ⟨𝑎𝑛 ∈ Δ𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩ — любая сходящаяся последовательность вершинных точек распределений
𝐹 (𝑛) , 𝑛 ∈ N, предел которой равен 𝑎, то для любого 𝑛 ∈ N справедливо неравенство 𝑎 (𝑛)− ≤ 𝑎 (𝑛) ≤ 𝑎

(𝑛)
+ .

Переходя отдельно к нижнему и верхнему пределам при 𝑛 → ∞ в этих неравенствах, находим

𝑎− ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑎 (𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑎 (𝑛) = 𝑎 , 𝑎+ ≥ lim sup
𝑛→∞

𝑎 (𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑎 (𝑛) = 𝑎 ,

то есть предельная точка 𝑎 ∈ Δ и, следовательно, она является вершинной точкой. Ввиду произвольности
выбора предельной точки 𝑎 и определения множества Δ∞, убеждаемся, что справедливо включение
Δ∞ ⊂ Δ. С другой стороны, выбирая в качестве последовательности ⟨𝑎𝑛 ∈ Δ𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩ поочередно
последовательности ⟨𝑎 (𝑛)− ∈ Δ𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩ и ⟨𝑎 (𝑛)+ ∈ Δ𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩, получаем, что их предельные точки 𝑎− и 𝑎+
обязательно принадлежат Δ∞ и поэтому имеет место включение Δ∞ ⊃ Δ. Следовательно, Δ∞ = Δ. ■

Множество Δ вершинных точек предельного распределения 𝐹 может быть одноточечным Δ = {𝑥∗}.
В этом случае любая последовательность ⟨𝑎 (𝑛) ∈ Δ𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩ сходится к 𝑥∗. При этом распределение 𝐹 в
точке 𝑥∗ может иметь разрыв 1-го рода.

Следствие 6. Если множество Δ вершинных точек 𝐹 не является одноточечным, то в каждой точке 𝑎
этогомножества распределение 𝐹 обязательно непрерывно, и поэтому последовательность ⟨𝐹 (𝑛) (𝑎);𝑛 ∈ N⟩
сходится к 𝐹 (𝑎). Кроме того, сходимость последовательности ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ распределений равномерная.

□ Утверждение следует из Леммы 6 и Теоремы 7. ■
Справедливо следующее утверждение.
Лемма 8 [7]. Пусть 𝐹 (𝑥) — одновершинная функция распределения. Тогда существует последова-

тельность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ одновершинных функций распределения, которая слабо сходится к 𝐹 и все ее
компоненты имеют абсолютно непрерывные производные 𝑑𝐹 (𝑛)/𝑑𝑥 , 𝑛 ∈ N.

□ Прежде всего заметим, что если имеется какое-то линейно упорядоченное множество ⟨𝐹𝛿 ;𝛿 ∈ [0, 1]⟩
распределений, слабо сходящееся при 𝛿 → +0 к 𝐹 , и для каждого распределения 𝐹𝛿 этого множества
имеется линейно упорядоченное множество ⟨𝐹𝛿,𝜀 ; 𝜀 ∈ [0, 1]⟩ распределений, слабо сходящееся при
𝜀 → +0 к 𝐹𝛿 и, наконец, для каждого распределения 𝐹𝛿,𝜀 имеется линейно упорядоченное множество
⟨𝐹𝛿,𝜀,𝜀′ ; 𝜀′ ∈ [0, 1]⟩ распределений, слабо сходящееся при 𝜀′ → +0 к 𝐹𝛿,𝜀 , то из этих множеств распределений,
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применяя диагональный процесс, всегда можно выбрать такую последовательность ⟨𝐹 (𝑛) = 𝐹𝛿𝑛,𝜀𝑛,𝜀′𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩
с соответствующими стремящимися к нулю последовательностями ⟨𝛿𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩, ⟨𝜀𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩, ⟨𝜀′𝑛 ;𝑛 ∈ N⟩
при 𝑛 → ∞, которая слабо стремится к распределению 𝐹 при 𝑛 ∈ N. Таким образом, для доказательства
леммы нужно построить указанные семейства.

Если одновершинная функция распределения 𝐹 имеет разрыв в точке 𝑥∗, то всегда имеется после-
довательность ⟨𝐹𝛿 ;𝑛 ∈ N⟩ непрерывных одновершинных распределений, слабо сходящаяся к ней при
𝛿 → +0. Каждая из функций 𝐹𝛿 совпадает с 𝐹 при 𝑥 ∈ [𝑥∗ + 𝛿,∞) ∪ (−∞, 𝑥∗ − 𝛿], а на отрезке [𝑥∗ − 𝛿, 𝑥∗ + 𝛿]
представляется отрезком прямой, соединяющей точки ⟨𝑥∗ − 𝛿, 𝐹 (𝑥∗ − 𝛿)⟩ и ⟨𝑥∗ + 𝛿, 𝐹 (𝑥∗ + 𝛿)⟩. Рассмотрим
фиксированное непрерывное распределение 𝐹𝛿 и построим на его основе для каждого 𝜀 ∈ (0, 1] функцию

𝐹𝛿,𝜀 (𝑥) = 𝜀−1
∫ 𝑥

𝑥−𝜀
𝐹𝛿 (𝑦)𝑑𝑦 .

Она монотонно не убывает, так как

𝑑𝐹𝛿,𝜀 (𝑥)
𝑑𝑥

= 𝜀−1 (𝐹𝛿 (𝑥) − 𝐹𝛿 (𝑥 − 𝜀)
)
≥ 0 , 𝜀 ∈ (0, 1) ,

ввиду монотонного неубывания 𝐹𝛿 . Каждая такая функция стремится к 1 при 𝑥 → ∞, так как, согласно
теореме о среднем значении интеграла, имеем

𝐹𝛿,𝜀 (𝑥) = 𝜀−1
∫ 𝑥

𝑥−𝜀
𝐹𝛿 (𝑦)𝑑𝑦 = 𝐹 (𝑦 (𝑥)) ,

где срединная точка 𝑦 (𝑥) подчинена ограничениям 𝑥 − 𝜀 < 𝑦 (𝑥) < 𝑥 и поэтому

𝐹 (𝑥 − 𝜀) ≤ 𝐹 (𝑦 (𝑥)) ≤ 𝐹 (𝑥).

Переходя к пределу 𝑥 → ∞, получаем 1 ≤ lim
𝑥→∞

𝐹 (𝑦 (𝑥)) ≤ 1. Точно так же устанавливается, что
lim

𝑥→−∞
𝐹𝛿,𝜀 (𝑥) = 0. Следовательно, все функции 𝐹𝛿,𝜀 являются функциями распределения. Каждая из

них непрерывно дифференцируема, то есть имеет непрерывную плотность

𝑓𝛿,𝜀 = 𝐹
′
𝛿,𝜀

(𝑥) = 𝜀−1 (𝐹𝛿 (𝑥) − 𝐹𝛿 (𝑥 − 𝜀)) ≥ 0.

Каждое из этих распределений 𝐹𝛿,𝜀 поточечно стремится к 𝐹𝛿 при 𝜀 → +0.
Определим на основе каждой из плотностей 𝑓𝛿,𝜀 следующие семейства плотностей распределения

𝑓𝛿,𝜀,𝜀′ (𝑥) = 𝜀′−1
∫ 𝑥

𝑥−𝜀′
𝑓𝛿,𝜀 (𝑦)𝑑𝑦 ≥ 0 , 𝜀′ ∈ (0, 1) ,∫

R
𝑓𝛿,𝜀,𝜀′ (𝑥)𝑑𝑥 = 𝜀−1

∫
R
𝑑𝑥

∫ 𝑥

𝑥−𝜀
𝑓𝛿,𝜀 (𝑦)𝑑𝑦 = 𝜀−1

∫
R
𝑓𝛿,𝜀 (𝑦)𝑑𝑦

∫ 𝑦+𝜀

𝑦

𝑑𝑥 =

∫
R
𝑓𝛿,𝜀 (𝑦)𝑑𝑦 .

Эти плотности непрерывно дифференцируемы,

𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝛿,𝜀,𝜀′ (𝑥) = 𝜀′−1 (𝑓𝛿,𝜀 (𝑥) − 𝑓𝛿,𝜀 (𝑥 − 𝜀′))

и для каждой пары ⟨𝛿, 𝜀⟩ плотность 𝑓𝛿,𝜀,𝜀′ (𝑥) стремится поточечно к 𝑓𝛿,𝜀 (𝑥) при 𝜀′ → +0. На основе
плотностей 𝑓𝛿,𝜀,𝜀′ (𝑥) определим соответствующие каждой из них функции распределения

𝐹𝛿,𝜀,𝜀′ (𝑥) =
∫ 𝑥

−∞
𝑓𝛿,𝜀,𝜀′ (𝑦)𝑑𝑦 .

Для каждой пары ⟨𝛿, 𝜀⟩ эти функции поточечно сходятся к функции распределения 𝐹𝛿,𝜀 при 𝜀′ → +0, так
как сходимость интеграла на нижнем пределе равномерная относительно 𝜀′.

Таким образом, мы построили требуемое семейство функций распределения 𝐹𝛿,𝜀,𝜀′ , линейно упорядо-
ченное по каждому из параметров 𝛿, 𝜀, 𝜀′. Применив утверждение, приведенное в начале доказательства
леммы, мы убеждаемся в правильности ее утверждения. ■

5. Cильно одновершинные распределения. Согласно Определению 2, если распределение 𝑉
абсолютно непрерывно, то есть обладает плотностью 𝑣 , то его свойство сильной одновершинности
состоит в том, что для любого одновершинного распределения 𝐹 функция

𝑔(𝑥) = (𝑣 ∗ 𝑓 ) (𝑥) ≡
∫
R
𝑣 (𝑥 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦) (15)
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представляет плотность одновершинного распределения 𝐺 , 𝑔 = 𝑑𝐺/𝑑𝑥 . В частности, если 𝐹 абсолютно
непрерывно с плотностью 𝑓 , то для любой такой плотности плотность 𝑔, определяемая композицией
плотности 𝑣 с плотностью 𝑓 ,

𝑔(𝑥) = (𝑣 ∗ 𝑓 ) (𝑥) ≡
∫
R
𝑣 (𝑥 − 𝑦) 𝑓 (𝑦)𝑑𝑦 ,

соответствует одновершинному распределению 𝐺 .
Для применения сильно одновершинных распределений, при установлении одновершинности

конкретных распределений, являются важными следующие их свойства.
Теорема 9.Множество сильно одновершинных распределений замкнуто относительно операции

композиции.
□ Пусть 𝑉𝑗 , 𝑗 ∈ {1, 2} — два сильно одновершинных распределения. Это означает, что для них, наряду

с их одновершинностью, одновершинными являются композиции 𝑉𝑗 ∗ 𝐹 с любым одновершинным
распределением 𝐹 . Тогда из одновершинности распределения 𝑉2 ∗ 𝐹 следует одновершинность распреде-
ления𝑉1 ∗ (𝑉2 ∗ 𝐹 ) = (𝑉1 ∗𝑉2) ∗ 𝐹 , что означает сильную одновершиннсть одновершинного распределения
𝑉1 ∗𝑉2. ■

Теорема 10. Предел𝑉 в смысле слабой сходимости последовательности ⟨𝑉 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ сильно одновер-
шинных функций распределения является сильно одновершинным распределением.

□Так как компоненты𝑉 (𝑛) последовательности ⟨𝑉 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩—сильноодновершинныераспределения,
то для любого одновершинного распределения 𝐹 последовательность ⟨𝑉 (𝑛) ∗ 𝐹 ;𝑛 ∈ N⟩ состоит из
одновершинных распределений. Так как последовательность ⟨𝑉 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ сходится в слабом смысле к
распределению 𝑉 , то последовательность ⟨𝑉 (𝑛) ∗ 𝐹 ;𝑛 ∈ N⟩ также стремится в слабом смысле к функции
распределения 𝑉 ∗ 𝐹 ,

lim
𝑛→∞

∫
R
𝐹 (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑉 (𝑛) (𝑦) =

∫
R
𝐹 (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑉 (𝑦) ,

где переход под знаком интеграла обоснован второй теоремой Хелли (см., например, [5]). Согласно
Теореме 6, это предельное распределение одновершинно. ■

Установление наличия свойства сильной одновершинности у данного распределения представляет
собой самостоятельную задачу, решению которой посвящена настоящая работа. Ее решение несколько
упрощается, если учесть следующее утверждение.

Теорема 11. Для того чтобы одновершинное распределение 𝑉 c вершинной точкой 𝑎 было сильно
одновершинным, необходимо и достаточно чтобы одновершинной была функция распределения 𝐺 ,
определяемая композицией (1), для любого распределения 𝐹 с той же самой вершинной точкой.

□ Необходимость обладания распределением 𝑉 свойством, указанным в условии теоремы, следует
из Определения 2. Докажем достаточность этого условия. Пусть 𝑉 — одновершинное распределение,
обладающее указанным свойством. Пусть, далее, 𝐹 — произвольное одновершинное распределение с
вершинной точкой 𝑏. Тогда распределение 𝐹 (𝑥 − 𝑎 + 𝑏) является одновершинным, согласно Лемме 7, так
как получается трансляцией одновершинного распределения и обладает вершинной точкой 𝑎. Согласно
Определению 2, распределение, получаемое посредством (1) из распределения 𝐹 (𝑥 − 𝑎 + 𝑏),

𝐺 (𝑥) =
∫
R
𝑉 (𝑥 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦 − 𝑎 + 𝑏)

одновершинно. Следовательно, производя трансляцией замену переменной в интеграле 𝑦 − 𝑎 + 𝑏 ⇒ 𝑦,

𝐺 (𝑥) =
∫
R
𝑉 (𝑥 − 𝑎 + 𝑏 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦)

получаем одновершинное распределение. Отсюда, снова применяя Лемму 7 о трансляции, получаем, что
распределение

𝐺 (𝑥 + 𝑎 − 𝑏) =
∫
R
𝑉 (𝑥 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦)

одновершинно. Таким образом, композиция 𝑉 с любым одновершинным распределением 𝐹 является
одновершинным распределением. ■

Замечание 3. В связи с доказанным утверждением, в дальнейшем, если это не будет оговорено особо,
предполагается, что у рассматриваемых распределений имеется вершинная точка 𝑥∗ = 0. Тогда для
описания класса всех сильно одновершинных распределений достаточно описать класс распределений,
у которых имеется такая вершинная точка и проверять выполнения условия, определяющего свойство
сильной одновершинности, только привлекая одновершинные распределения с вершиной в 𝑥∗ = 0.

Примером сильно одновершинного распределения служит нормальное распределение.
Теорема 12. Пусть 𝐹 (𝑥) — одновершинная функция распределения и

Φ(𝑥) = 1
√

2𝜋

∫ 𝑥

−∞
exp

(
− 𝑦

2

2

)
𝑑𝑦 (16)
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есть функция распределения Гаусса. Тогда функция распределения

𝐺 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) ∗ Φ(𝑥𝜈1/2) ≡
∫
R
Φ((𝑥 − 𝑡)𝜈1/2)𝑑𝐹 (𝑡) (17)

одновершинна.
□ Подставим в формулу (17) явное выражение для функции распределения Гаусса Φ(𝑥𝜈1/2) в форме (16)

и, далее, будем понимать этот интеграл более общо́ — как интеграл Лебега-Стилтьеса по произведению
мер 𝑑𝑦𝑑𝐹 (𝑡). Ввиду измеримости подынтегральной функции exp

(
− 𝜈 (𝑦 − 𝑡)2/2

)
относительно такой

меры, допустима перестановка порядка интегрирований с заменой переменных. В результате таких
операций получим

𝐺 (𝑥) =
√︂

𝜈

2𝜋

∫
R
𝑑𝑦

[ ∫ 𝑥−𝑡

−∞
exp

(
− 𝜈𝑦2

2

)
𝑑𝐹 (𝑡) =

=

√︂
𝜈

2𝜋

∫ 𝑥

−∞
𝑑𝑦

∫
R

exp
(
− 𝜈 (𝑦 − 𝑡)2

2

)
𝑑𝐹 (𝑡) . (18)

Сначала рассмотрим положение, когда одновершинная функция распределения 𝐹 имеет абсолютно
непрерывную производную плотности 𝑓 = 𝐹 ′. В этом случае композиция (17) дается формулой

𝐺 (𝑥) =
√︂

𝜈

2𝜋

∫ 𝑥

−∞
𝑑𝑦

∫
R

exp
(
− 𝜈 (𝑦 − 𝑡)2

2

)
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 .

Так как интеграл сходится равномерно относительно параметра 𝑥 при изменении его в любом конечном
интервале, то, дифференцируя, найдем выражение для плотности 𝑔(𝑥) = 𝑑𝐺 (𝑥)/𝑑𝑥 ,

𝑔(𝑥) =
√︂

𝜈

2𝜋

∫
R

exp
(
− 𝜈 (𝑥 − 𝑡)2

2

)
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 .

Снова, ввиду равномерной сходимости интеграла относительно параметра 𝑥 , используя предположение
об абсолютной непрерывности функции 𝑓 , то есть о существовании почти всюду по мере Лебега 𝑑𝑡
производной 𝑓 ′, дифференцированием по 𝑥 , а затем преобразованием получившегося интеграла по
частям, находим

𝑔′ (𝑥) =
√︂

𝜈

2𝜋

∫
R

[
exp

{
− 𝜈 (𝑥 − 𝑡)2

2

}] ′
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 =

=

√︂
𝜈

2𝜋

∫
R

exp
{
− 𝜈 (𝑥 − 𝑡)2

2

}
𝑓 ′ (𝑡)𝑑𝑡 , (19)

где последний интеграл, в общем случае, нужно понимать в смысле Лебега.
Ввиду утверждения Теоремы 8 и сделанного в связи с ней Замечания 3, достаточно доказать сильную

одновершинность распределения Гаусса в случае, если распределение 𝐹 имеет вершинную точку 𝑥∗ = 0.
В таком случае при 𝑡 > 0 почти всюду выполняется 𝑓 ′ (𝑡) ≤ 0 и 𝑓 ′ (−𝑡) ≥ 0. При этом достаточно доказать,
что из условия 𝑔′ (𝑥∗) = 0, следует 𝑔′ (𝑥∗ + 𝛿) ≤ 0, если только 𝛿 > 0. В самом деле, в таком случае у
распределения 𝐺 отсутствует точка 𝑎, в которой 𝑔′ (𝑎) < 0, 𝑎 < 𝑥∗ и для которой имеется точка 𝑏 ∈ (𝑎, 𝑥∗),
в которой 𝑔′ (𝑏) > 0. Это связано с тем, что при реализации указанного положения, ввиду непрерывности
функции 𝑔′, на интервале (𝑎, 𝑏) найдется точка 𝑥∗∗, в которой 𝑔′ (𝑥∗∗) = 0 и, следовательно, мы приходим
к противоречию.

Положим 𝑥∗ удовлетворяет указанному условию,

𝑔′ (𝑥∗) =
√︂

𝜈

2𝜋

[ ∫ ∞

0
𝑓 ′ (𝑡) exp

(
− 𝜈 (𝑥∗ − 𝑡)2

2

)
𝑑𝑡 +

+
∫ ∞

0
𝑓 ′ (−𝑡) exp

(
− 𝜈 (𝑥∗ + 𝑡)2

2

)
𝑑𝑡

]
= 0 , (20)

𝑔′ (𝑥∗ + 𝛿) =
√︂

𝜈

2𝜋
exp

(
− 𝜈𝛿 (𝑥∗ + 𝛿/2)

)
×

×
( ∫ ∞

0
𝑓 ′ (𝑡) exp

(
− 𝜈 (𝑥∗ − 𝑡)2

2

)
𝑒𝜈𝑡𝛿𝑑𝑡 +

∫ ∞

0
𝑓 ′ (−𝑡) exp

(
− 𝜈 (𝑥∗ + 𝑡)2

2

)
𝑒−𝜈𝑡𝛿𝑑𝑡

)
.
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Воспользовавшись знакопостоянством функций 𝑓 ′ (𝑡) и 𝑓 ′ (−𝑡) на [0,∞), применим теорему о средних
значениях функций 𝑒𝜈𝑡𝛿 и 𝑒−𝜈𝑡𝛿 (см., например, [8]), определив для них, соответственно, точки 𝑡+ и 𝑡− на
[0,∞), в которых эти средние значения реализуются. В результате, находим

𝑔′ (𝑥∗ + 𝛿) =
√︂

𝜈

2𝜋
exp

(
− 𝜈𝛿 (𝑥∗ + 𝛿/2)

)
×

×
(
𝑒𝜈𝑡+𝛿

∫ ∞

0
𝑓 ′ (𝑡) exp

(
− 𝜈

2
(𝑥∗ − 𝑡)2

)
𝑑𝑡 + 𝑒−𝜈𝑡−𝛿

∫ ∞

0
𝑓 ′ (−𝑡) exp

(
− 𝜈

2
(𝑥∗ + 𝑡)2

)
𝑑𝑡

)
≤ 0 ,

где неравенство возникает в связи с тем, что, с учетом (20), сумма интегралов в отсутствии множителей
𝑒±𝜈𝑡±𝛿 равна нулю.

Перейдем к доказательству общего случая. Согласно утверждениям Теоремы 6 и Леммы 8, для любого
одновершинного распределения 𝐹 имеется слабо сходящаяся к нему последовательность ⟨𝐹 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩
одновершинных распределений, которые имеют непрерывно дифференцируемые плотности 𝑓 (𝑛) , 𝑛 ∈ N.
Для каждойиз этихфункций, согласно доказательству, приведенному выше, композицияΦ(𝜈1/2𝑥)∗𝐹 (𝑛) (𝑥)
представляет собой одновершинное распределение при любом 𝜈 > 0. Тогда предельное в слабом смысле
распределение Φ(𝜈1/2𝑥) ∗ 𝐹 последовательности ⟨Φ(𝜈1/2𝑥) ∗ 𝐹 (𝑛) (𝑥);𝑛 ∈ N⟩ распределений также является
одновершинным, согласно Теореме 6. Ввиду произвольности функции распределения 𝐹 (𝑥), согласно
Определению 2, функция распределения Φ(𝜈1/2𝑥) сильно одновершинна при любом 𝜈 > 0. ■

6. Достаточный признак сильной одновершинности. Установим, следуя конструкции работы [8],
достаточное условие сильной одновершинности данного распределения 𝑉 . Докажем, что справедлива
следующая

Теорема 13 [2]. Для того, чтобы одновершинная функция распределения 𝑉 была сильно одновер-
шинной, достаточно, чтобы функция 𝑉 была абсолютно непрерывной, а функция ln𝑉 ′ (𝑥) была вогнутой
функцией на множестве G(𝑉 ).

□ Пусть 𝑉 удовлетворяет условиям теоремы и G(𝑉 ) = R. Для доказательства утверждения теоремы
выберем, в соответствии с Теоремой 11, произвольную одновершинную функция распределения 𝐹 с
вершинной точкой 𝑥∗ = 0. Будем считать функцию 𝐹 двукратно непрерывно дифференцируемой так,
что она обладает непрерывно дифференцируемой плотностью 𝑓 = 𝐹 ′. Это не ограничивает общности
рассуждений, так как в противном случае можно вместо 𝐹 рассмотреть 𝐹 (𝑥) ∗ Φ(𝜈1/2𝑥), 𝜈 > 0, и, после
установления одновершинности композиции 𝑉 (𝑥) ∗ (𝐹 (𝑥) ∗ Φ(𝜈1/2𝑥)), перейти к пределу 𝜈 → ∞. Так как
предельной функцией при таком переходе является распределение𝑉 ∗ 𝐹 , то, воспользовавшись Теоремой
7, тем самым мы докажем, что 𝑉 ∗ 𝐹 — одновершинная функция распределения.

Обозначим 𝑉 ∗ 𝐹 =𝐺 , где распределение 𝐺 обладает непрерывно дифференцируемой плотностью
𝑔 =𝐺 ′. Точно так же, как и при доказательстве Теоремы 12, нам достаточно доказать, что если 𝑔′ (𝑎) = 0,
то для 𝑥 > 𝑎 имеет место 𝑔′ (𝑥) ≤ 0. Пусть 𝑔′ (𝑎) = 0 и 𝛿 > 0. Тогда, воспользовавшись теоремой о
среднем значении рассматриваемых интегралов, что допустимо вследствие постоянства знаков их
подынтегральных выражений, получим следующее выражение для 𝑔′ (𝑎 + 𝛿),

𝑔′ (𝑎 + 𝛿) =
∫ ∞

0
𝑓 ′ (𝑡)𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡)𝑉

′ (𝑎 + 𝛿 − 𝑡)
𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡) 𝑑𝑡 +

∫ ∞

0
𝑓 ′ (−𝑡)𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡)𝑉

′ (𝑎 + 𝛿 + 𝑡)
𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡) 𝑑𝑡 =

=
𝑉 ′ (𝑎 + 𝛿 − 𝑡+)
𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡+)

∫ ∞

0
𝑓 ′ (𝑡)𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑉

′ (𝑎 + 𝛿 + 𝑡−)
𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡−)

∫ ∞

0
𝑓 ′ (−𝑡)𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡)𝑑𝑡 ,

где введены обозначения 𝑡± для точек, в которых реализуются средние значения функций
𝑉 ′ (𝑎 + 𝛿 − 𝑡)/𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡), 𝑉 ′ (𝑎 + 𝛿 + 𝑡)/𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡) от 𝑡 и которые зависят от 𝑥 .

Так как 𝑓 ′ (𝑡) ≤ 0 при 𝑡 > 0, то для выполнимости требуемого неравенства 𝑔′ (𝑎 + 𝛿) ≤ 0 достаточно
доказать, что при любом значении числа 𝑎 и при всех неотрицательных 𝑡+, 𝑡− и 𝛿 > 0 имеет место
неравенство

𝑉 ′ (𝑎 + 𝛿 − 𝑡+)
𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡+)

≥ 𝑉 ′ (𝑎 + 𝛿 + 𝑡−)
𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡−)

. (21)

При его выполнимости требуемое неравенство 𝑔′ (𝑎 + 𝛿) ≤ 0 является следствием условия

𝑔′ (𝑎) =
∫ ∞

0
𝑓 ′ (𝑡)𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡)𝑑𝑡 +

∫ ∞

0
𝑓 ′ (−𝑡)𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡)𝑑𝑡 = 0 .

Положим, 𝑎 − 𝑡+ = 𝑎−, 𝑎 + 𝑡− = 𝑎+. Допустим, существуют такие 𝑡± ≥ 0 и 𝛿 > 0, для которых имеет
место неравенство

𝑉 ′ (𝑎 + 𝛿 − 𝑡+)
𝑉 ′ (𝑎 − 𝑡+)

<
𝑉 ′ (𝑎 + 𝛿 + 𝑡−)
𝑉 ′ (𝑎 + 𝑡−)

.
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Так как обе его части положительны, то, логарифмируя их, получим неравенство

𝐻 (𝑎− + 𝛿) − 𝐻 (𝑎−) < 𝐻 (𝑎+ + 𝛿) − 𝐻 (𝑎+) , (22)

где функция ln𝑉 ′ (·) = 𝐻 (·) вогнута. Для доказательства достаточности условия, сформулированного в
теореме, положим, что (22) имеет место при произвольном выборе чисел 𝑎±, которые подчинены только
условию 𝑎+ > 𝑎− . Тогда из (22) следует, что функция 𝐻 должна быть монотонно возрастающей. Однако
это, согласно утверждению Леммы 5, противоречит ее вогнутости. Полученное противоречие доказывает
справедливость неравенства (21) и, следовательно, справедливость утверждения теоремы в случае, когда
G(𝑉 ) = R.

Пусть теперь G(𝑉 ) ≠ R. Тогда G(𝑉 ) представляет собой, согласно Следствию 5, отрезок на R
конечный или бесконечный. Покажем, что всегда существует последовательность ⟨𝑉 (𝑛) ;𝑛 ∈ N⟩ сильно
одновершинных функций, слабо сходящаяся к распределению 𝑉 с носителем G(𝑉 ) = R.

На основе вогнутой на отрезке G(𝑉 ) функции𝐻 = ln𝑉 ′, для любого номера𝑚 ∈ N определим функции
𝐻𝑚 , продолжив 𝐻 на R, дополняя ее график на G(𝑉 ) прямолинейными лучами ∓𝑚(𝑥 − 𝑐±) +𝑑± (𝑚). Здесь
𝑐+ и 𝑐− — правая и левая точки отрезка G(𝑉 ), соответственно, в том случае если они конечны, а числа
𝑑± (𝑚) соответственно определяются из условия, что вершины лучей должны совпадать с точками ⟨𝑐±, 0⟩
на оси переменной 𝑥 . Причем, в случае, когда отрезок G(𝑉 ) полубесконечный справа или слева, то
соответствующий луч не используется. Функции 𝐻𝑚 непрерывны на R.

Рассмотрим последовательность ⟨𝐻𝑚 ;𝑚 ≥ 𝑀⟩, где число 𝑀 определяется условием
𝑀 ≥ max{|𝐷+𝐻 ) (𝑐+) |, | (𝐷−𝐻 ) (𝑐−) |}. При таком ограничении чисел 𝑚 эта последовательность состо-
ит из вогнутых функций. На ее основе введем последовательность ⟨𝑉𝑚 (𝑥) =

∫ 𝑥

−∞ exp[𝐻𝑚 (𝑦)]𝑑𝑦;𝑚 ≥ 𝑀⟩
непрерывно дифференцируемых функций, которая сходится в слабом смысле к распределению 𝑉 при
𝑚 → ∞, так как в точках 𝑦 ∈ C(𝑉 ) функции 𝐻𝑚 (𝑦) стремятся к −∞ при𝑚 → ∞ равномерно по |𝑦 | > 𝐴

при фиксированном 𝐴 > 0. Это следует из того, что при 𝑦 < 𝑐− , если носитель G(𝑉 ) ограничен снизу,
то выполняется 𝐻𝑚 (𝑦) < 𝑚(𝑦 − 𝑐−), а при > 𝑐+, если носитель G(𝑉 ) ограничен сверху, то выполняется
𝐻𝑚 (𝑦) < −𝑚(𝑦 − 𝑐+). Множество G(𝑉𝑚) для каждой из этих функций распределения совпадает с R, и по-
этому каждая из них является сильно одновершинной, в силу проведенного выше доказательства. Ввиду
сходимости последовательности ⟨𝑉𝑚 (𝑥);𝑚 ≥ 𝑀⟩ в слабом смысле при𝑚 → ∞ к функции распределения
𝑉 , согласно Теореме 11, предельное распределение 𝑉 также сильно одновершинно. ■

7. Заключение. Теорема 13 представляет собой довольно сильный результат, полученный в [2].
Однако ввиду доказанного в разд. 7 утверждения, он представляет только лишь достаточное условие
сильной одновершинности, которое не явлется необходимым, вопреки утверждениютойже работы. В этой
связи представляют интерес дальнейшие исследования класса сильно одновершинных распределений с
целью ослабления достаточного признака, сформулированного в этой теореме.

Заметим также, что если ограничиться рассмотрением только распределений с носителем на полу-
оси [0,∞), отдельное изучение которых очень важно с точки зрения приложений, то возможна иная
постановка задачи о сохранении одновершинности распределений в результате композиций с другими
распределениями и, соответственно, несколько видоизмененное определение сильной одновершин-
ности. А именно, одновершинное распределение 𝑉 с носителем на полуоси [0,∞) назовем сильно
одновершинным, если его композиция (1) с любым одновершинным распределением 𝐹 на [0,∞) снова
является одновершинным распределением. При таком подходе к понятию сильной одновершинности
одновершинность композиции𝑉 ∗𝐹 должна проверяться на более узком классе распределений 𝐹 . Поэтому
возникает задача о нахождении эффективно проверяемых достаточных (и необходимых) условий для
того, чтобы распределение 𝑉 обладало описанным выше свойством, которые в этом случае могут быть
существенно ослаблены по сравнению с теми, которые представляются Теоремой 13.

Наконец, заметим, что изучаемое в настоящей работе понятие сильной одновершинности было
введено для решения задачи об установлении одновершинности распределений, связанных темилииным
образом с суммами независимых случайных величин. Однако имеется класс распределений, который
связан с классической теоретико-вероятностной проблемой — изучение распределений экстремумов
выборок независимых случайных величин, для которых установление условий, при которых они являются
одновершинными, также важно, и для решения этой задачи приходится привлекать совершенно иной
математический подход (см., например, [5], [9]).
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Аннотация. Исследование посвящено задаче существования обобщенных решений анизотропных эллиптических
вариационных неравенств с переменными показателями нелинейностей в неограниченных областях. Основная
цель – установить условия разрешимости для класса неравенств, содержащих младшие члены с нестепенным
ростом, что расширяет известные результаты, ограниченные изотропными случаями или полиномиальным
ростом. Методология основана на применении теории псевдомонотонных операторов, функционального анализа и
свойств анизотропных пространств Лебега и Соболева – Орлича с переменными показателями. Доказана теорема
существования решений анизотропных вариационных неравенств второго порядка для операторов, включающих
старшие члены со степенным ростом переменного порядка и младшие члены с неполиномиальным ростом.
Результаты применимы в качественной теории краевых задач для квазилинейных эллиптических уравнений и
могут быть использованы для дальнейшего развития теории неравенств в неограниченных областях.
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Abstract. The study addresses the problem of the existence of generalized solutions to anisotropic elliptic variational
inequalities with variable nonlinearity exponents in unbounded domains. The primary objective is to establish solvability
conditions for a class of inequalities containing lower-order terms with non-polynomial growth, thereby extending known
results limited to isotropic cases or polynomial growth. The methodology is based on the application of the theory of
pseudomonotone operators, functional analysis, and properties of anisotropic Lebesgue and Sobolev-Orlicz spaces with
variable exponents. An existence theorem is proven for solutions to second-order anisotropic variational inequalities for
operators that include higher-order terms with variable exponent power growth and lower-order terms with non-polynomial
growth. The results are applicable to the qualitative theory of boundary value problems for quasilinear elliptic equations and
can be used for the further development of the theory of inequalities in unbounded domains.
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1. Введение. Пусть Ω — произвольная область пространства R𝑛 = {x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)}, Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 ≥ 2.
В статье рассматривается вариационное неравенство, соответствующее оператору

𝐴𝑢 (x) + 𝐵𝑢 (x) +𝐶𝑢 (x), x ∈ Ω; (1)

где

𝐴𝑢 (x) = −
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖 (x, 𝑢,∇𝑢))𝑥𝑖 − 𝑎0 (x, 𝑢,∇𝑢),

𝐵𝑢 (x) = 𝑏 (x, 𝑢),
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𝐶𝑢 (x) = −
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑖 (x, 𝑢𝑥𝑖 ))𝑥𝑖 .

Предполагается, что функции 𝑎𝑖 (x, 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) имеют степенной рост по переменным 𝑠𝑖 с показателями
𝑝𝑖 (x) ∈ (1,∞), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, и удовлетворяют обобщенным условиям теории псевдомонотонных опе-
раторов. Функции 𝑏 (x, 𝑠0) и 𝑐𝑖 (x, 𝑠𝑖 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 являются сильно нелинейными, т. е. не удовлетворяют
условиям полиномиального роста по 𝑠0 и 𝑠𝑖 соответственно. Условия и примеры на эти функции будут
сформулированы в разделе 3.

Для изотропного уравнения с полиномиальным ростом существование решения задачи Дирихле в
произвольной области установлено Ф. Браудером [1]. В работах Л.М. Кожевниковой [2, 3, 4] для некото-
рого класса анизотропных эллиптических уравнений второго порядка с переменными показателями
нелинейностей найдены условия разрешимости в неограниченных областях и, в частности, во всем
пространстве R𝑛, 𝑛 ≥ 2. В работе [6] М.М. Бокало, О.В. Кушнир в неограниченных областях доказана
однозначная разрешимость анизотропных вариационных неравенств с переменными нелинейностями,
определяемыми монотонными операторами. Отметим, что в работах [3, 4, 6], существование решений
доказано без ограничений на рост данных при x → ∞.

В работе [5] В. Мустонен установлено существование решений вариационных неравенств для опера-
торов высокого порядка со старшими членами степенного роста и младшими членами, допускающими
неполиномиальный рост. В настоящей работе этот результат распространен на анизотропные операторы
второго порядка с переменными показателями нелинейностей.

2. Анизотропные пространства Лебега и Соболева с переменными показателями. Рассмот-
рим произвольную область 𝑄 ⊊ R𝑛 . Введем множество непрерывных функций с ограниченными
показателями:

𝐶+ (𝑄) = {𝑝 ∈ 𝐶 (𝑄) : 1 < 𝑝− ≤ 𝑝+ < +∞},
где 𝑝− = inf

x∈𝑄
𝑝 (x), 𝑝+ = sup

x∈𝑄
𝑝 (x).

Пусть 𝑝 (x) ∈ 𝐶+ (𝑄). Справедливо неравенство Юнга:

|𝑧𝑦 | ≤ |𝑦 |𝑝 (x) + |𝑧 |𝑝′ (x) , 𝑧,𝑦 ∈ R, x ∈ 𝑄, 𝑝′ (x) = 𝑝 (x)/(𝑝 (x) − 1),

кроме того, ввиду выпуклости имеет место неравенство:

|𝑦 + 𝑧 |𝑝 (x) ≤ 2𝑝
+−1 ( |𝑦 |𝑝 (x) + |𝑧 |𝑝 (x) ), 𝑧,𝑦 ∈ R, x ∈ 𝑄. (2)

Пространство Лебега с переменным показателем 𝐿𝑝 ( ·) (𝑄) состоит из измеримых функций 𝑣 : 𝑄 → R
таких, что

𝜌𝑝 ( ·),𝑄 (𝑣) =
∫
𝑄

|𝑣 (x) |𝑝 (x)𝑑x < ∞.

Норма Люксембурга в пространстве 𝐿𝑝 ( ·) (𝑄) задается выражением:

∥𝑣 ∥𝑝 ( ·),𝑄 = inf

{
𝑘 > 0

����� 𝜌𝑝 ( ·),𝑄 (𝑣/𝑘) ≤ 1

}
.

Ниже будут использоваться обозначения ∥𝑣 ∥𝑝 ( ·),Ω = ∥𝑣 ∥𝑝 ( ·) , 𝜌𝑝 ( ·),Ω (𝑣) = 𝜌𝑝 ( ·) (𝑣). Норма пространства
𝐿𝑝 (𝑄), 𝑝 ∈ [1,∞], будет обозначаться как ∥𝑣 ∥𝑝,𝑄 , причем ∥𝑣 ∥𝑝,Ω = ∥𝑣 ∥𝑝 . Пространство 𝐿𝑝 ( ·) (𝑄) является
сепарабельным рефлексивным банаховым пространством [7].

Для любых 𝑢 ∈ 𝐿𝑝′ ( ·) (𝑄), 𝑣 ∈ 𝐿𝑝 ( ·) (𝑄) справедливо неравенство Гельдера�������
∫
𝑄

𝑢 (x)𝑣 (x)𝑑x

������� ≤ 2∥𝑢∥𝑝′ ( ·),𝑄 ∥𝑣 ∥𝑝 ( ·),𝑄 . (3)

В дальнейшем будут использоваться следующие соотношения [7]:

min{∥𝑣 ∥𝑝
−

𝑝 ( ·),𝑄 , ∥𝑣 ∥
𝑝+

𝑝 ( ·),𝑄 } ≤ 𝜌𝑝 ( ·),𝑄 (𝑣) ≤ max{∥𝑣 ∥𝑝
−

𝑝 ( ·),𝑄 , ∥𝑣 ∥
𝑝+

𝑝 ( ·),𝑄 },

min{𝜌1/𝑝+

𝑝 ( ·),𝑄 (𝑣), 𝜌
1/𝑝−

𝑝 ( ·),𝑄 (𝑣)} ≤ ∥𝑣 ∥𝑝 ( ·),𝑄 ≤ max{𝜌1/𝑝+

𝑝 ( ·),𝑄 (𝑣), 𝜌
1/𝑝−

𝑝 ( ·),𝑄 (𝑣)}. (4)

Пусть задан вектор функций −→p (·) = (𝑝1 (·), 𝑝2 (·), . . . , 𝑝𝑛 (·)) ∈ (𝐶+ (𝑄))𝑛 , определим

𝑝− (x) = min
𝑖=1,𝑛

𝑝𝑖 (x), 𝑝+ (x) = max
𝑖=1,𝑛

𝑝𝑖 (x), x ∈ 𝑄.
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Определим анизотропное пространство Лебега L−→p ( ·) (𝑄) = 𝐿𝑝1 ( ·) (𝑄) × . . . × 𝐿𝑝𝑛 ( ·) (𝑄) с нормой:

∥v∥−→p ( ·),𝑄 =

𝑛∑︁
𝑖=1

∥𝑣𝑖 ∥𝑝𝑖 ( ·),𝑄 , v = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ L−→p ( ·) (𝑄).

Рассмотрим расширенный вектор

−→p (·) = (𝑝0 (·),−→p (·)) ∈ (𝐶+ (𝑄))𝑛+1,

предполагая 𝑝+ (·) ≤ 𝑝0 (·). Пространство Соболева с переменными показателями 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(𝑄) определим как
пополнения пространства 𝐶∞

0 (𝑄) по норме

∥𝑣 ∥1
−→p ( ·),𝑄 = ∥𝑣 ∥𝑝0 ( ·),𝑄 + ∥∇𝑣 ∥−→p ( ·),𝑄 .

Пусть

𝑝 (x) = 𝑛
(

𝑛∑︁
𝑖=1

1/𝑝𝑖 (x)
)−1

, 𝑝∗ (x) =
{

𝑛𝑝 (x)
𝑛−𝑝 (x) , 𝑝 (x) < 𝑛,
+∞, 𝑝 (x) ≥ 𝑛,

𝑝∞ (x) = max{𝑝∗ (x), 𝑝+ (x)}, x ∈ 𝑄.

Приведем теорему вложения для пространства 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(𝑄) [8, Теорема 2.5].
Лемма 2.1. Пусть 𝑄 — ограниченная область. Если 𝑞 ∈ 𝐶+ (𝑄) и

𝑞(x) < 𝑝∞ (x), x ∈ 𝑄,

то имеет место непрерывное и компактное вложение 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(𝑄) ↩→ 𝐿𝑞 ( ·) (𝑄).
Важной особенностью изотропного пространства Соболева c переменным показателем

𝑊̊ 1
𝑝 ( ·) (𝑄) = {𝑣 ∈ 𝑊̊ 1

1 (𝑄) : 𝜌𝑝 ( ·),𝑄 ( |∇𝑣 |) < ∞}

является то, что гладкие функции могут не быть плотными в нем без дополнительных ограничений на
показатель 𝑝 (x). Это было отмечено В.В. Жиковым [9] в связи с эффектом Лаврентьева. Однако, если
модуль непрерывности 𝑝 (x) удовлетворяет логарифмическому условию:

|𝑝 (x) − 𝑝 (y) | ≤ − 𝐾

ln|x − y| , x, y ∈ 𝑄, |x − y| ≤ 1
2
,

то гладкие функции плотны в пространстве 𝑊̊ 1
𝑝 ( ·) (𝑄).

3. Формулировка полученных результатов. Пусть −→p (·) = (𝑝0 (·), 𝑝1 (·), ..., 𝑝𝑛 (·)) ∈ (𝐶+ (Ω))𝑛+1. Будем
считать, что

𝑝+ (x) ≤ 𝑝0 (x) < 𝑝∗ (x), x ∈ Ω.

Предполагается, что функции 𝑎𝑖 (x, 𝑠0, s), 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, измеримы по x ∈ Ω для s = (𝑠0, s) = (𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) ∈
R𝑛+1, непрерывны по s ∈ R𝑛+1 для почти всех x ∈ Ω. Кроме того, существуют положительные константы
𝑎, 𝑎 и неотрицательные измеримые функции Φ𝑖 (x) ∈ 𝐿𝑝′

𝑖
( ·) (Ω) и 𝜙 (x) ∈ 𝐿1 (Ω), такие, что для п.в. x ∈ Ω и

любых s, t ∈ R𝑛+1 справедливы неравенства

|𝑎𝑖 (x, 𝑠0, s) | ≤ 𝑎P(x, 𝑠0, s)1/𝑝′
𝑖 (x) + Φ𝑖 (x), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛; (5)

(a(x, 𝑠0, s) − a(x, 𝑠0, t)) · (s − t) > 0, s ≠ t; (6)

a(x, s) · s = a(x, 𝑠0, s) · s + 𝑎0 (x, 𝑠0, s)𝑠0 ≥ 𝑎P(x, 𝑠0, s) − 𝜙 (x). (7)

Здесь P(x, 𝑠0, s) = |𝑠0 |𝑝0 (x) + P(x, s), P(x, s) =
𝑛∑
𝑖=1

|𝑠𝑖 |𝑝𝑖 (x) ; s · t =
𝑛∑
𝑖=1
𝑠𝑖𝑡𝑖 и a(x, 𝑠0, s) =

= (𝑎0 (x, 𝑠0, s), a(x, 𝑠0, s)) = (𝑎0 (x, 𝑠0, s), 𝑎1 (x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎𝑛 (x, 𝑠0, s)). Кроме того, будем использовать обозначе-

ние P′ (x, s) =
𝑛∑
𝑖=1

|𝑠𝑖 |𝑝
′
𝑖 (x) .

Предполагается, что существует положительная константа 𝑏, непрерывная ограниченная функция
𝑓 : R → R+ и неотрицательные функции ℎ1 (x) и ℎ2 (x)∈ 𝐿1 (Ω) такие, что для п.в. x ∈ Ω и любых s0, 𝑡0 ∈ R
справедливы неравенства

|𝑏 (x, 𝑠0) | ≤ ℎ1 (x) 𝑓 (𝑠0), (8)

𝑏 (x, 𝑠0)𝑠0 ≥ 0, (9)
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𝑏 (x, 𝑡0)𝑠0 ≤ 𝑏 (x, 𝑡0)𝑡0 + 𝑏𝑏 (x, 𝑠0)𝑠0 + ℎ2 (x). (10)

Кроме того, предполагается, что 𝑐𝑖 (x, 𝑠𝑖 ) = 𝑞𝑖 (x)𝑔𝑖 (𝑠𝑖 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, с неотрицательными функциями
𝑞𝑖 (x) ∈ 𝐿1 (Ω) и непрерывными неубывающими функциями 𝑔𝑖 : R → R такими, что функции

𝐺𝑖 (𝑠𝑖 ) = 𝑠𝑖 · 𝑔𝑖 (𝑠𝑖 ) ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (11)

выпуклые.
Приведем примеры функций, удовлетворяющих условиям (5)–(11):

𝑎𝑖 (𝑠𝑖 , x) = |𝑠𝑖 |𝑝𝑖 (x)−2𝑠𝑖 + Φ𝑖 (x), 𝑖 = 0, ..., 𝑛, Φ𝑖 (x) ∈ 𝐿𝑝′
𝑖
( ·) (Ω);

𝑔𝑖 (𝑠𝑖 ) =
𝑃𝑖 (𝑠𝑖 )
𝑠𝑖

, 𝑖 = 1, ..., 𝑛,

где 𝑃𝑖 (𝑠𝑖 ) – функции Орлича [10]. В качестве функции Орлича можно выбрать, например: 𝑃 (𝑡0) = 𝑒𝑡
2
0 − 1,

𝑃 (𝑡0) = |𝑡0 |𝛼
𝛼
, 𝛼 > 1, 𝑃 (𝑡0) = 𝑒 |𝑡0 | − |𝑡0 | − 1.

Положим

𝑏 (x, 𝑡0) =
{

1
𝑀 (x,1)

𝑀 (x,𝑡0 )
𝑡0

, |𝑡0 | ≤ 1,
sign 𝑡0, |𝑡0 | > 1,

где𝑀 (x, 𝑡0) — функция Муселяка – Орлича. Примерами функции Муселяка – Орлича являются:𝑀 (x, 𝑡0) =
|𝑡0 |𝑝 (x) ,𝑀 (x, 𝑡0) = |𝑡0 |𝑝 (x) − 1,𝑀 (x, 𝑡0) = 𝑒 |𝑡0 |𝑝 (x) − 1, где 𝑝 ∈ 𝐶+ (Ω) [11].

Поскольку 𝑡0𝑏 (x, 𝑡0) =
{

1
𝑀 (x,1)𝑀 (x, 𝑡0), |𝑡0 | ≤ 1,
|𝑡0 |, |𝑡0 | > 1,

, то условие (9) выполнено.

Проверим условие (10):
1) пусть 0 < 𝑡0, 𝑠0 < 1, тогда применяя неравенство Юнга для функций Муселяка – Орлича, выводим

𝑠0𝑏 (x, 𝑡0) =
𝑀 (x, 𝑡0)
𝑡0𝑀 (x, 1) 𝑠0 ≤

1
𝑀 (x, 1)

(
𝑀

(
x,
𝑀 (x, 𝑡0)
𝑡0

)
+𝑀 (x, 𝑠0)

)
≤

≤ 1
𝑀 (x, 1) (𝑀 (x, 𝑡0) +𝑀 (x, 𝑠0)) = 𝑡0𝑏 (x, 𝑡0) + 𝑠0𝑏 (x, 𝑠0);

2) пусть 1 < 𝑡0, 𝑠0, тогда

𝑠0𝑏 (x, 𝑡0) = 𝑠0 · 1 < 𝑠0 + 𝑡0 = 𝑠0𝑏 (x, 𝑠0) + 𝑡0𝑏 (x, 𝑡0);

3) пусть 0 < 𝑡0 < 1 < 𝑠0, тогда, пользуясь неубыванием функции 𝑀 (x,𝑡0 )
𝑡0

по 𝑡0, выводим

𝑠0𝑏 (x, 𝑡0) = 𝑠0
𝑀 (x, 𝑡0)
𝑀 (x, 1)𝑡0

< 𝑠0
𝑀 (x, 1)
𝑀 (x, 1) = 𝑠0 = 𝑠0𝑏 (x, 𝑠0) < 𝑠0𝑏 (x, 𝑠0) + 𝑡0𝑏 (x, 𝑡0);

4) пусть 0 < 𝑠0 < 1 < 𝑡0, тогда

𝑠0𝑏 (x, 𝑡0) = 𝑠0 < 𝑡0 +
𝑀 (x, 𝑠0)
𝑀 (x, 1) = 𝑡0𝑏 (x, 𝑡0) + 𝑠0𝑏 (x, 𝑠0).

Определим пространство𝑊 −1
−→p ′ ( ·)

(Ω) сопряженное к 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω):

𝑊 −1
−→p ′ ( ·) (Ω) = {𝑓 = 𝑓0 − divf : 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝′

0 ( ·) (Ω), f = (𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑛) ∈ Lp′ ( ·) (Ω)}.

Здесь действие функционала ⟨𝑓 ,𝑤⟩ задается формулой

⟨𝑓 ,𝑤⟩ =
∫
Ω
𝑓0𝑤 𝑑x +

∫
Ω
∇𝑤 · f 𝑑x ∀𝑤 ∈ 𝑊̊ 1

−→p ( ·) (Ω).

Заметим, что для ∀𝑤 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) справедливы неравенства

|⟨𝑓 ,𝑤⟩| ≤ ∥ 𝑓0∥𝑝′
0 ( ·) ∥𝑤 ∥𝑝0 ( ·) + ∥∇𝑤 ∥−→p ( ·) ∥f ∥−→p ′ ( ·) ≤ ∥f ∥−→p ′ ( ·) ∥𝑤 ∥1

−→p ( ·) = ∥f ∥𝑊 −1
−→p ′ ( ·)

(Ω) < ∞,

следовательно 𝑓 ∈𝑊 −1
−→p ′ ( ·)

(Ω) вполне определен.
Применяя (2) из неравенств (5), выводим оценки:

|𝑎𝑖 (x, 𝑠0, s) |𝑝
′
𝑖 (x) ≤ 𝐴 · P(x, 𝑠0, s) + Ψ𝑖 (x), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (5′)
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с неотрицательными измеримымифункциямиΨ𝑖 (x) ∈ 𝐿1 (Ω), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛.Из неравенства (5′), пользуясь
(4), для любого 𝑢 ∈ 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω) выводим оценку

∥a(x, 𝑢,∇𝑢)∥−→p ′ ( ·) =
𝑛∑︁
𝑖=0

∥𝑎𝑖 (x, 𝑢,∇𝑢)∥𝑝′
𝑖
( ·) ≤

𝑛∑︁
𝑖=0

[
𝜌𝑝′

𝑖
( ·) (𝑎𝑖 (x, 𝑢,∇𝑢)) + 1

]1/𝑝′−
𝑖 ≤ (12)

≤
𝑛∑︁
𝑖=0

[
𝐴 · ∥P(x, 𝑢,∇𝑢)∥1 + ∥Ψ𝑖 ∥1 + 1

]1/𝑝′
𝑖
−

< ∞.

Далее, по элементу a(x, 𝑢,∇𝑢) ∈ L−→p ′ ( ·) (Ω) для 𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) определим функционал A(𝑢) равенством:

⟨A(𝑢), 𝑣⟩ =
∫
Ω

(a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑣 + 𝑎0 (x, 𝑢,∇𝑢)𝑣) 𝑑x. (13)

Используя неравенство Гельдера (3), для функций 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) выводим неравенства:

|⟨A(𝑢), 𝑣⟩| ≤ 2
𝑛∑︁
𝑖=0

∥𝑎𝑖 ∥𝑝′
𝑖
( ·) ∥𝑣𝑥𝑖 ∥𝑝𝑖 ( ·) ≤ 2∥a(x, 𝑢,∇𝑢)∥−→p ′ ( ·) ∥𝑣 ∥

1
−→p ( ·) . (14)

Из (12), (14) следует, что функционал A(𝑢), 𝑢 (x) ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω), определяемый равенством (13) в

пространстве 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω), является ограниченным. В анизотропном пространстве 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) определим
полулинейную форму

𝑎(𝑢, 𝑣) = ⟨A(𝑢), 𝑣⟩ ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·) (Ω). (15)

Равенство (15) задает нелинейное отображение A : 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) →𝑊 −1
−→p ′ ( ·)

(Ω).
Определим подпространство:

𝑉1 = {𝑢 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·) (Ω) : 𝑏 (x, 𝑢) ∈ 𝐿1 (Ω), 𝑏 (x, 𝑢)𝑢 ∈ 𝐿1 (Ω)}.

Очевидно, что 𝐶∞
0 (Ω) ⊂ 𝑉1 ⊂ 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω) и определена полулинейная форма

𝑏 (𝑢,𝑤) =
∫
Ω
𝑏 (x, 𝑢)𝑤 𝑑x ∀𝑢 ∈ 𝑉1,𝑤 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (16)

Заметим, что каждому 𝑢 ∈ 𝑉1 сопоставляется элемент B(𝑢) ∈ D′ (Ω) по правилу

⟨B(𝑢),𝑤⟩ = 𝑏 (𝑢,𝑤), ∀𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (17)

которое задает нелинейное отображение B : 𝑉1 → D′ (Ω).
Введем подпространство 𝑉2 так, что

𝑉2 = {𝑢 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·) (Ω) : 𝑞𝑖𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 ) ∈ 𝐿1 (Ω), 𝑞𝑖𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 )𝑢𝑥𝑖 ∈ 𝐿1 (Ω), ∀𝑖 = 1, ..., 𝑛}.

Легко видеть, что 𝐶∞
0 (Ω) ⊂ 𝑉2 ⊂ 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω) и полулинейная форма

𝑐 (𝑢,𝑤) =
∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖 (x)𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 )𝑤𝑥𝑖 𝑑x (18)

корректно определена для всех 𝑢 ∈ 𝑉2 и𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Заметим, что каждому 𝑢 ∈ 𝑉2 сопоставляется элемент C(𝑢) ∈ D′ (Ω) по правилу

⟨C(𝑢),𝑤⟩ = 𝑐 (𝑢,𝑤), ∀𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (19)

которое задает нелинейное отображение C : 𝑉2 → D′ (Ω).
Пусть 𝐾 — замкнутое выпуклое подмножество пространства𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω), содержащее нулевую функцию.

Основным результатом настоящей работы является
Определение 3.1. Решением вариационного неравенства, соответсвующего оператору вида (1), в

области Ω называется функция 𝑢 ∈ 𝑉1 ∩𝑉2 ∩ 𝐾 , удовлетворяющая интегральному неравенству

⟨A(𝑢),𝑤 − 𝑢⟩ + ⟨B(𝑢),𝑤 − 𝑢⟩ + ⟨C(𝑢),𝑤 − 𝑢⟩ ≥ ⟨𝑓 ,𝑤 − 𝑢⟩ ∀𝑤 ∈ 𝐾 ∩𝐶∞
0 (Ω). (20)
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Решением задачи Дирихле
𝐴𝑢 (x) + 𝐵𝑢 (x) +𝐶 (x) = 𝑓 (x), 𝑢 |𝜕Ω = 0 (21)

называется элемент 𝑢 (x) ∈ 𝑉1 ∩𝑉2 такой, что справедливо равенство

⟨A(𝑢),𝑤⟩ + ⟨B(𝑢),𝑤⟩ + ⟨C(𝑢),𝑤⟩ = ⟨𝑓 ,𝑤⟩ ∀𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Теорема 3.1. Если выполнены условия (5)–(11), тогда для любого 𝑓 ∈𝑊 −1
−→p ′ ( ·)

(Ω) существует решение

вариационного неравенства (20). В частности, существует решение задачи Дирихле (21).
4. Доказательство основных результатов. Доказательство теоремы 3.1 основано на утверждении о

псевдомонотонности, коэрцитивности и свойствах абстрактных операторов A, B и C [5].
ПустьV — рефлексивное банахово пространство и W — нормированное подпространствоW ⊂ V ,

плотное вV . Обозначим через ⟨𝑓 , 𝑣⟩ значение 𝑓 из сопряженного пространстваV∗ на элементе 𝑣 ∈ V .
Определение 4.1. Оператор A : V → V∗ называется псевдомонотонным, если

(i) A — ограниченный оператор;
(ii) из условия 𝑢 𝑗 ⇀ 𝑢 слабо вV и lim

𝑗→∞
sup⟨A(𝑢 𝑗 ), 𝑢 𝑗 − 𝑢⟩ ≤ 0 следует, что для любого 𝑣 ∈ V

lim
𝑗→∞

inf ⟨A(𝑢 𝑗 ), 𝑢 𝑗 − 𝑣⟩ ≥ ⟨A(𝑢), 𝑢 − 𝑣⟩.

Определение 4.2. Оператор A называется коэрцитивным, если

∥𝑢∥−1⟨A(𝑢), 𝑢⟩ → +∞ при ∥𝑢∥ → +∞,

то есть существует функция 𝑔 : R+ → Rтакая, что 𝑔(𝑡) → +∞ при 𝑡 → +∞, и для всех𝑢 ∈ V выполняется

⟨A(𝑢), 𝑢⟩ ≥ 𝑔(∥𝑢∥)∥𝑢∥.

Пусть B : V1 → W∗, где W ⊂ V1 ⊂ V . Будем считать, что оператор B удовлетворяет следующим
условиям:

(B1) Для каждого𝑚 ∈ N существует ограниченное отображение B𝑚 : V → V∗, удовлетворяющее
условию ⟨B𝑚 (𝑢), 𝑢⟩ ≥ 0 ∀𝑢 ∈ V . Кроме того, если 𝑢 𝑗 ⇀ 𝑢 в V , то ⟨B𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑢 𝑗 − 𝑢⟩ → 0 и ⟨B𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑣⟩ →
⟨B𝑚 (𝑢), 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ V, 𝑗 → ∞.

(B2) Если 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢 в V и ⟨B𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩ ≤ 𝑐 ∀𝑚 ∈ N, то 𝑢 ∈ V1, lim
𝑚→∞

sup⟨B𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢 − 𝑢𝑚⟩ ≤
0 и ⟨B𝑚 (𝑢𝑚),𝑤⟩ → ⟨B(𝑢),𝑤⟩ ∀𝑤 ∈ W, 𝑚 → ∞.

(B3) Для любого 𝑢 ∈ V1 существует вещественное число 𝜆(𝑢) такое, что 𝜆(𝑢) ≤ lim
𝑚→∞

inf ⟨B𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩
для любой последовательности {𝑢𝑚}, удовлетворяющей (B2). Число 𝜆(𝑢) ∈ R вводится для замены
⟨B(𝑢), 𝑢⟩, которое может быть не определено для произвольного 𝑢 ∈ V1, так как B(𝑢) ∈ W∗ .

Также рассмотрим отображение C : V2 → W∗, W ⊂ V2 ⊂ V . Предполагаем, что оператор C
удовлетворяет условиям:

(C1) Для каждого 𝑚 ∈ N существует ограниченное отображение C𝑚 : V → V∗, которое является
монотонным, полунепрерывным и C𝑚 (0) = 0. Кроме того, если 𝑢 𝑗 ⇀ 𝑢 вV , то lim

𝑗→∞
sup⟨C𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑢 −𝑢 𝑗 ⟩ ≤ 0.

(C2) Если 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢 вV и ⟨C𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩ ≤ 𝑐 ∀𝑚 ∈ N, то 𝑢 ∈ V2 и lim
𝑚→∞

sup⟨C𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢 − 𝑢𝑚⟩ ≤ 0.
(C3) Если 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢 в V , ⟨C𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩ ≤ 𝑐 ∀𝑚 ∈ N и lim

𝑚→∞
sup⟨A(𝑢𝑚), 𝑢𝑚 − 𝑢⟩ ≤ 0, то ⟨C𝑚 (𝑢𝑚),𝑤⟩ →

⟨C(𝑢),𝑤⟩ ∀𝑤 ∈ W .

(C4) Для любого 𝑢 ∈ V2, существует вещественное число 𝜇 (𝑢) такое, что 𝜇 (𝑢) ≤ lim
𝑚→∞

inf ⟨C𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩
для любой последовательности {𝑢𝑚}, удовлетворяющей (C3).

Теорема 4.1. [5, Теорема 1] Пусть 𝐾 — замкнутое выпуклое подмножество пространства V ,
содержащее 0, A – коэрцитивное псевдомонотонное отображение из V в V∗, B – отображение из V1 в
W∗, удовлетворяющие условиям (B1)–(B3), а C – отображение из V2 в W∗, удовлетворяющие условиям
(C1)–(C4). Тогда для любых 𝑓 ∈ V∗,𝑤 ∈ 𝐾 ∩W вариационное неравенство

⟨A(𝑢),𝑤 − 𝑢⟩ + ⟨B(𝑢),𝑤 − 𝑢⟩ + ⟨C(𝑢),𝑤 − 𝑢⟩ − 𝜆(𝑢) − 𝜇 (𝑢) ≥ ⟨𝑓 ,𝑤 − 𝑢⟩

имеет решение 𝑢 ∈ V1 ∩V2 ∩ 𝐾.
Для доказательства основных результатов потребуется следующая лемма о слабой сходимости в

пространствах Лебега с переменным показателем.
Лемма 4.1. Пусть {𝑣 𝑗 } 𝑗∈N, 𝑣 — такие функции из 𝐿𝑝 ( ·) (Ω), что

∥𝑣 𝑗 ∥𝑝 ( ·) ≤ 𝐶, 𝑗 ∈ N,

𝑣 𝑗 → 𝑣, 𝑗 → ∞, п.в. в Ω,
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тогда 𝑣 𝑗 ⇀ 𝑣, 𝑗 → ∞, слабо в 𝐿𝑝 ( ·) (Ω).
Доказательство леммы 4.1 для ограниченной области Ω проведено в [12], для неограниченной области
оно также справедливо.

В настоящей работе для операторов A,B,C доказаны утверждения 4.1–4.3.
Утверждение 4.1. [2] Пусть выполнены условия (5)–(7), тогда оператор

A : 𝑊̊ 1
−→p ( ·) (Ω) →𝑊 −1

−→p ′ ( ·) (Ω),

определяемый равенством (13), является псевдомонотонным, непрерывным и коэрцитивным. Кроме того,
если 𝑢 𝑗 ⇀ 𝑢 в 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω) и lim sup

𝑗→∞
⟨A(𝑢 𝑗 ), 𝑢 𝑗 − 𝑢⟩ ≤ 0, то 𝑢 𝑗 → 𝑢, ∇𝑢 𝑗 → ∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞, для

подпоследовательности.
Введем усеченные функции

𝑣 (𝑚) (x) =

𝑚, 𝑣 (x) > 𝑚,
𝑣 (x), |𝑣𝑚 | ≤𝑚,
−𝑚, 𝑣𝑚 < −𝑚

.

Для любого𝑚 ∈ N определим отображение B𝑚 : 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) →𝑊 −1
−→p ′ ( ·)

(Ω) :

⟨B𝑚 (𝑢), 𝑣⟩ =
∫
Ω
𝜒𝑚𝑏

(𝑚) (x, 𝑢)𝑣 𝑑x, (22)

где

𝜒𝑚 (x) =
{

1, x ∈ Ω(𝑚),
0, x ∉ Ω(𝑚),

Ω(𝑚) = {x ∈ Ω : |x| < 𝑚}.

Утверждение 4.2. Пусть выполнены условия (8)–(10), тогда отображение B : 𝑉1 → D′ (Ω), определяемое
равенствами (16), (17), (22), удовлетворяет условиям (B1)–(B3) c 𝜆(𝑢) = 𝑏 (𝑢,𝑢).
Доказательство. Из условия (9) следует, что ⟨B𝑚 (𝑢), 𝑢⟩ ≥ 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω) и любого𝑚 ∈ N. Кроме

того, из условия (8) следует

|𝑏 (𝑚) (x, 𝑢) | ≤ |𝑏 (x, 𝑢) | ≤ ℎ1 (x) 𝑓 (𝑢) ≤ 𝐷ℎ1 (x), ∀𝑚 ∈ N, x ∈ Ω; (23)

|𝑏 (𝑚) (x, 𝑢) | ≤𝑚𝜒𝑚 (x), ∀𝑚 ∈ N, x ∈ Ω. (24)

Применяя неравенства (24) и Гельдера для любого 𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω), выводим:

|⟨B𝑚 (𝑢), 𝑣⟩| ≤
∫
Ω (𝑚)

𝑚 |𝑣 |𝑑x ≤ 2 ∥𝑚∥𝑝′
0 ( ·),Ω (𝑚) ∥𝑣 ∥𝑝0 ( ·) ≤ 𝐷1 (𝑚)∥𝑣 ∥1

−→p ( ·) .

Последнее влечет ограниченность B𝑚 в пространстве 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω).

Пусть 𝑢 𝑗 — последовательность в 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) и 𝑢 𝑗 ⇀ 𝑢 в 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω). Так как пространство 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω)

рефлексивное, тогда последовательность 𝑢 𝑗 ограничена в 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω). По лемме 2.1 из ограниченности

последовательности {𝑢 𝑗 } в 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) следует сильная сходимость

𝑢 𝑗 → 𝑢 в 𝐿𝑝− ( ·) (Ω(𝑚)), 𝑗 → ∞, (25)

и сходимость
𝑢 𝑗 → 𝑢 п.в. в Ω. (26)

Из (26) следует сходимость

𝑏 (𝑚) (x, 𝑢 𝑗 ) → 𝑏 (𝑚) (x, 𝑢) п.в. в Ω, 𝑗 → ∞. (27)

Применяя неравенство (24) и Гельдера, получаем:

|⟨B𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑢 𝑗 − 𝑢⟩| ≤
∫
Ω
𝜒𝑚 |𝑏 (𝑚) (x, 𝑢 𝑗 ) | |𝑢 𝑗 − 𝑢 | 𝑑x ≤

≤ 2∥𝑚∥𝑝′
− ( ·),Ω (𝑚) ∥𝑢 𝑗 − 𝑢∥𝑝− ( ·),Ω (𝑚) = 𝐷2 (𝑚)∥𝑢 𝑗 − 𝑢∥𝑝− ( ·),Ω (𝑚) .

Тогда, благодаря (25), устанавливаем ⟨B𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑢 𝑗 − 𝑢⟩ → 0, 𝑗 → ∞.
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Ввиду (24), (27), по теореме Лебега о мажорируемой сходимости для 𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) имеем:∫
Ω
𝜒𝑚𝑏

(𝑚) (x, 𝑢 𝑗 )𝑣 𝑑x →
∫
Ω
𝜒𝑚𝑏

(𝑚) (x, 𝑢)𝑣 𝑑x, 𝑗 → ∞.

Это эквивалентно ⟨B𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑣⟩ → ⟨B𝑚 (𝑢), 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω), следовательно (B1) доказано.

Для проверки условия (B2) предположим, что 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢 в 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) и

⟨B𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩ =
∫
Ω
𝜒𝑚𝑏

(𝑚) (x, 𝑢𝑚)𝑢𝑚 𝑑x ≤ 𝑐 для любого𝑚 ∈ N. Из слабой сходимости 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢 в 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) и
компактности вложения для некоторой подпоследовательности имеем:

𝑢𝑚 → 𝑢 п. в. в Ω, 𝑚 → ∞. (28)

Пользуясь (9) и (28), по лемме Фату устанавливаем:∫
Ω
𝑏 (x, 𝑢)𝑢𝑑x =

∫
Ω

lim inf
𝑚→∞

𝜒𝑚𝑏
(𝑚) (x, 𝑢𝑚)𝑢𝑚 𝑑x ≤ lim inf

𝑚→∞

∫
Ω
𝜒𝑚𝑏

(𝑚) (x, 𝑢𝑚)𝑢𝑚 𝑑x ≤ 𝑐.

Принадлежность 𝑏 (x, 𝑢)𝑢 ∈ 𝐿1 (Ω) доказана. Применяя (23), выводим 𝑏 (x, 𝑢) ∈ 𝐿1 (Ω). Таким образом,
𝑢 ∈ 𝑉1.

Применяя (23), выводим

|𝜒𝑚𝑏 (𝑚) (x, 𝑢)𝑤 | ≤ 𝜒𝑚𝐷ℎ1 (x)∥𝑤 ∥
𝐶 (Ω) ≤ 𝐷3ℎ1 (x), 𝑤 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). (29)

Для любого 𝜖 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что:∫
𝐸

ℎ1 (x)𝑑x < 𝜖, для |𝐸 | < 𝛿, где 𝐸 ⊂ Ω.

Тогда, пользуясь (29), для любого 𝜖 > 0 найдем 𝛿 > 0 :∫
𝐸

|𝜒𝑚𝑏 (𝑚) (x, 𝑢𝑚)𝑤 |𝑑x ≤ 𝜖𝐷3, для |𝐸 | < 𝛿.

Отсюда, так как 𝑏 (𝑚) (x, 𝑢𝑚) → 𝑏 (x, 𝑢) п.в. в Ω, применима теорема Витали, следовательно∫
Ω
𝜒𝑚𝑏

(𝑚) (x, 𝑢𝑚)𝑤𝑑x →
∫
Ω
𝑏 (x, 𝑢)𝑤𝑑x, ∀𝑤 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 𝑚 → ∞.

Это доказывает ⟨B𝑚 (𝑢𝑚),𝑤⟩ → ⟨B(𝑢),𝑤⟩, ∀𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) при𝑚 → ∞.

Применяя (10), выводим

𝜒𝑚𝑏
(𝑚) (x, 𝑢𝑚) (𝑢 − 𝑢𝑚) ≤ [𝜒𝑚𝑏 (𝑚) (x, 𝑢𝑚) (𝑢 − 𝑢𝑚)]+ ≤

≤ [𝑏 (𝑚) (x, 𝑢𝑚) (𝑢 − 𝑢𝑚)]+ ≤ 𝑏𝑏 (x, 𝑢)𝑢 + ℎ2 (x) ∈ 𝐿1 (Ω).

С другой стороны, применяя (28), имеем

𝜒𝑚𝑏
(𝑚) (x, 𝑢𝑚) (𝑢 − 𝑢𝑚) → 0 п.в. в Ω, 𝑚 → ∞.

По теореме Лебега заключаем
lim sup
𝑚→∞

⟨B𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢 − 𝑢𝑚⟩ ≤ 0.

Таким образом, условие (B2) выполнено.
Для доказательства условия (B3) достаточно положить 𝜆(𝑢) = 𝑏 (𝑢,𝑢), пользуясь леммой Фату, имеем:

𝜆(𝑢) ≤ lim inf
𝑚→∞

∫
Ω
𝜒𝑚𝑏

(𝑚) (x, 𝑢𝑚)𝑢𝑚 𝑑x = lim inf
𝑚→∞

⟨B𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩.

Для любого𝑚 ∈ N определим отображение C𝑚 : 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) →𝑊 −1
−→
p′ ( ·)

(Ω) :

⟨C𝑚 (𝑢), 𝑣⟩ =
∫
Ω

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜒𝑚𝑞
(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑚𝑥𝑖 )𝑣𝑥𝑖 𝑑x ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·) (Ω), (30)

где 𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑠𝑖 ) := 𝑔𝑖 (𝑠 (𝑚)
𝑖

).
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Утверждение 4.3. Пусть выполнено условие (11), тогда отображение C : 𝑉2 → D′ (Ω), определяемое
равенствами (18), (19), (30), удовлетворяет условиям (C1)–(C4) c 𝜇 (𝑢) = 𝑐 (𝑢,𝑢).
Доказательство. Докажем условие (C1). Покажем, что отображение C𝑚 : 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω) →𝑊 −1

−→
p′ ( ·)

(Ω) является
ограниченным, монотонным, полунепрерывным и C𝑚 (0) = 0.

Применяя (11), выводим оценку

|⟨C𝑚 (𝑢), 𝑣⟩| =
��� ∫

Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜒𝑚𝑞
(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑥𝑖 )𝑣𝑥𝑖𝑑x
��� ≤ 𝑛∑︁

𝑖=1

∫
Ω
𝑚𝜒𝑚𝑔𝑖 (𝑚) |𝑣𝑥𝑖 |𝑑x ≤

≤ 2
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∥𝑔𝑖 (𝑚)∥𝑝′
𝑖
( ·),Ω (𝑚) ∥𝑣𝑥𝑖 ∥𝑝𝑖 ( ·) ≤ 𝐷4 (𝑚)∥𝑣 ∥1

−→p ( ·) , ∀𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·) (Ω).

Из полученной оценки следует ограниченность C𝑚 при фиксированном𝑚.
Применяя монотонность функций 𝑔 (𝑚)

𝑖
(𝑠𝑖 ), 𝑖 = 1, 𝑛, выводим

⟨C𝑚 (𝑢) − C𝑚 (𝑣), 𝑢 − 𝑣⟩ =
∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜒𝑚𝑞
(𝑚)
𝑖

(x)
(
𝑔
(𝑚)
𝑖

(𝑢𝑥𝑖 ) − 𝑔
(𝑚)
𝑖

(𝑣𝑥𝑖 )
)
(𝑢𝑥𝑖 − 𝑣𝑥𝑖 )𝑑x ≥ 0.

Отсюда следует монотонность C𝑚 .
Из условия (11) следует 𝑔𝑖 (0) = 0, 𝑖 = 1, 𝑛, тогда C𝑚 (0) = 0.
Пусть 𝑢 𝑗 → 𝑢 в 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω), тогда существует подпоследовательность такая, что

∇𝑢 𝑗 → ∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞,

cледовательно
𝜒𝑚𝑞

(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢 𝑗
𝑥𝑖 ) → 𝜒𝑚𝑞

(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑥𝑖 ) п. в. в Ω, 𝑗 → ∞.

Заметим, что для 𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) справедлива оценка

��� 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜒𝑚𝑞
(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢 𝑗
𝑥𝑖 )𝑣𝑥𝑖

��� ≤ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝜒𝑚𝑔𝑖 (𝑚) |𝑣𝑥𝑖 | ∈ 𝐿1 (Ω).

Поэтому, применяя теорему Лебега о мажорируемой сходимости, устанавливаем:

⟨C𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑣⟩ → ⟨C𝑚 (𝑢), 𝑣⟩, ∀𝑣 ∈ 𝑊̊ 1
−→p ( ·) (Ω).

Это доказывает полунепрерывность C𝑚 .
Пусть𝑢 𝑗 ⇀ 𝑢 в𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω), так какC𝑚 монотонен, то справедливо неравенство ⟨C𝑚 (𝑢 𝑗 )−C𝑚 (𝑢), 𝑢−𝑢 𝑗 ⟩ ≤ 0,

следовательно ⟨C𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑢 − 𝑢 𝑗 ⟩ ≤ ⟨C𝑚 (𝑢), 𝑢 − 𝑢 𝑗 ⟩. Отсюда следует

lim
𝑗→∞

sup⟨C𝑚 (𝑢 𝑗 ), 𝑢 − 𝑢 𝑗 ⟩ ≤ 0.

Следовательно, условие (C1) доказано.
Условие (C2) доказано в соответствии с леммами 7 и 8 из [13].
Для доказательства условия (C3) пусть 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢 в 𝑊̊ 1

−→p ( ·)
(Ω) и lim

𝑚→∞
sup⟨A(𝑢𝑚), 𝑢𝑚 −𝑢⟩ ≤ 0. Из утвержде-

ния 4.1 следует существование подпоследовательности {𝑢𝑚} такой, что

∇𝑢𝑚 → ∇𝑢 п. в. в Ω, 𝑚 → ∞.

Отсюда, ввиду ограниченности {𝑢𝑚} в 𝑊̊ 1
−→p ( ·)

(Ω) и непрерывности 𝑔𝑖 (𝑠𝑖 ), следует сходимость

𝑔
(𝑚)
𝑖

(𝑢𝑚𝑥𝑖 ) → 𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 ) п. в. в Ω, 𝑚 → ∞, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Тогда из оценки

⟨C𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩ =
∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜒𝑚𝑞
(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑚𝑥𝑖 )𝑢
𝑚
𝑥𝑖
𝑑x ≤ 𝑐,

согласно [13, лемма 3], имеем:

𝜒𝑚𝑞
(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑚𝑥𝑖 ) → 𝑞𝑖 (x)𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 ) в 𝐿1 (Ω), 𝑚 → ∞. (31)

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2025, том 57, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2025, Volume 57, No 3



Кожевникова Л. М., Гилемьянова А. А. 233

Для любого𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) справедливы неравенства

��⟨C𝑚 (𝑢𝑚),𝑤⟩ − ⟨C(𝑢),𝑤⟩
�� ≤ ∫

Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

��𝜒𝑚𝑞 (𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑚𝑥𝑖 ) − 𝑞𝑖 (x)𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 )
��|𝑤𝑥𝑖 |𝑑x ≤

≤ ∥𝑤 ∥∞
𝑛∑︁
𝑖=1

∥𝜒𝑚𝑞 (𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑚𝑥𝑖 ) − 𝑞𝑖 (x)𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 )∥1 .

Отсюда, ввиду (31), для любого𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) устанавливаем сходимость

⟨C𝑚 (𝑢𝑚),𝑤⟩ → ⟨C(𝑢),𝑤⟩, 𝑚 → ∞,

которая завершает доказательство условия (C3).
Докажем (C4). Для любого 𝑢 ∈ 𝑉2 определим 𝜇 (𝑢) = 𝑐 (𝑢,𝑢). Из условия (11) 𝐺𝑖 (𝑠𝑖 ) = 𝑠𝑖 · 𝑔𝑖 (𝑠𝑖 )

неотрицательны, тогда по лемме Фату:

𝜇 (𝑢) =
∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖 (x)𝑔𝑖 (𝑢𝑥𝑖 )𝑢𝑥𝑖𝑑x ≤ lim
𝑚→∞

inf
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜒𝑚𝑞
(𝑚)
𝑖

(x)𝑔 (𝑚)
𝑖

(𝑢𝑚𝑥𝑖 )𝑢
𝑚
𝑥𝑖
𝑑x = lim

𝑚→∞
inf ⟨C𝑚 (𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩.

Из утверждений 4.1–4.3, согласно теореме 4.1, следует существование функции 𝑢 ∈ 𝑉1 ∩𝑉2 ∩ 𝐾 такой,
что справедливо неравенство (20).
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Аннотация. Рассмотрены методы решения задачи с фазовыми переходами при низкотемпературном воздействии
на биоткани. Методом нелинейных вариационных параметров определение свободной границы сведено к задаче
Коши. Проведен сравнительный анализ предложенных методов. Сделанные выводы можно распространить и на
другие, более сложные, многомерные и многофронтовые постановки задачи Стефана. Сделаны выводы о том,
что для одномерных однофронтовых задач Стефана наиболее эффективным из рассмотренных является метод
ловли фронта в узел сетки с использованием неявной схемы. Работа может быть полезна специалистам, которые
занимаются решением задач с фазовыми переходами.
Ключевые слова: математическое моделирование, задачи с фазовыми переходами, низкотемпературное воздей-
ствие, метод нелинейных вариационных параметров, численные методы, однофазная задача, разностная задача
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Abstract.Methods for solving the problem with phase transitions under low-temperature exposure to biological tissues are
considered. A comparative analysis of the proposed methods is carried out. By the method of nonlinear variational parameters,
the determination of the free boundary is reduced to the Cauchy problem for single-phase and two-phase Stefan problems.
To solve the single-phase and two-phase Stefan problem, the method of catching the phase front in a grid node was used.
The conclusions drawn can be extended to other, more complex, multidimensional and multi-front formulations of Stefan’s
problem. The advantages and disadvantages of the method of catching the front in a mesh node and the method of nonlinear
variational parameters are revealed. It is concluded that for one-dimensional single-front Stefan problems, the most effective
of the considered methods is the method of catching the front into a grid node using an implicit scheme, which can be useful
for specialists who solve problems with phase transitions.
Keywords: Mathematical Modeling, Problems with Phase Transitions, Low-Temperature Exposure, Method of Nonlinear
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1. Введение. В настоящее время существуют аналитические и численные методы решения клас-
сической задачи с фазовыми переходами Стефана. Но нахождение решения задачи со свободными
границами типа Стефана в замкнутой аналитической форме является не такой простой проблемой,
решение которой возможно лишь для ограниченного количества случаев, когда рассматривают более
упрощенную постановку задачи.
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Проведен анализ существующих работ, где авторы используют в своих исследованиях численные
методы. По этим методам, чтобы получить результаты в работах, авторы реализуют программы на
различных языках программирования алгоритмы получения решений. По составленным программам
проведены численные расчеты с различными данными.

Приведем некоторые из них. Работа А. М. Онишкова «Численное решение задачи для плоской области
со свободной границей» посвящается построению математической модели некоторого физического
процесса. В данной работе предлагается численный алгоритм для решения двумерной задачи со
свободной границей [1].

В работе Н. А. Пинчук, А. М. Столяр «Решение начально-краевых задач с подвижной границей»
исследуются начально-краевые задачи для уравнений гиперболического типа с подвижной границей. В
данной работе предлагаются численные методы и проводится сравнение асимптотических результатов с
численными [2].

Работа С. Л. Бородина «Численные методы решения задачи Стефана» содержит наиболее известные
численные методы решения задачи Стефана а также новый метод, разработанный авторами, с целью
выбора наиболее эффективного из них с позиций точности и скорости расчетов. В данной работе
приводятся численные методы решения задачи с фазовыми переходами «лед-вода» вертикальной
скважины, проходящей сквозь толщу многолетних мерзлых пород. Здесь автором сделаны выводы,
которые распространяются и на другие многомерные и многофронтовые постановки задачи Стефана [3].

Оказалось, что работ, в которых авторами был проведен сравнительный анализ численных методов,
недостаточно, применительно к задачам с фазовыми переходами, описывающим низкотемпературное
воздействие на биологические ткани. В связи с этим в данной работе проводится такой анализ для
выбора наиболее эффективного численного метода для решения задач Стефана, который бы сочетал
высокую точность и скорость расчетов.

Существующие численные методы можно условно разделить на две группы. К первой группе
относятся методы сквозного счёта, которые позволяют не выделять границу раздела фаз и использовать
общее уравнение во всей расчетной области [3]. А ко второй группе относятся методы, предполагающие
явное определение положения межфазных границ [3].

Главной особенностью методов сквозного счёта является то, что отсутствует необходимость точного
отслеживания положения межфазных границ, и это оказывается достаточно эффективным при решении
многомерных и многофазных задач. Для применения такого подхода исходную задачу необходимо
записать в обобщенной формулировке в виде единого уравнения с разрывными коэффициентами на
межфазных границах. Для построения численного алгоритма решения полученной задачи проводят
процедуру сглаживания разрывных коэффициентов на некотором интервале. Данный подход был
предложен в работах А. А. Самарского [4]. Недостатками такого подхода являются зависимость точности
разностного решения от выбора параметра сглаживания и низкая точность определения положения
межфазных границ.

Основные трудности при решении задач с фазовыми переходами Стефана связаны с тем, что
свободные границы раздела фаз формируют переменные области для вычисления значений температуры
или концентрации, а положение этих границ считается заранее неизвестным и должно определяться
в ходе решения [5, 6, 7]. Аналитическое решение для таких задач можно получить лишь для малого
числа постановок, поэтому в большинстве случаев необходимо применять численные методы, которых
достаточно много [8, 9, 10, 11, 12, 13]. Однако сразу применить существующие численные методы не
удается. Необходимо разработать методы решения и затем уже применять численные методы.

Среди методов сквозного счёта в настоящее время активно развиваются метод функций уровня и
метод фазового поля.

На практике широко применяются такие методы, которые в явном виде отслеживают движение
межфазных границ. В основе всех таких методов данной группы лежит идея использования метода
конечных разностей, когда расчёты проводятся на равномерных или же неравномерных сетках. При
этом всегда определено, между какими узлами расчётной сетки находится подвижная граница, или же
через какой узел она проходит.

Наиболее известными среди них являются метод ловли фронта в узел пространственной сетки и метод
выпрямления фронтов. Еще имеется один подход к решению задачи Стефана, который предполагает
использование метода динамически адаптирующихся сеток. Для решения задачи со свободными
границами типа Стефана также может быть использован и метод конечных элементов.

В статье на примере решения одномерной задачи Стефана, возникающей при низкотемпературном
воздействии на биоткани, проводится сравнение предложенных методов.

Цель настоящей работы – провести сравнительный анализ методов решения одномерной задачи
фазовыми переходами Стефана, возникающей при низкотемпературном воздействии на биологические
ткани. Полученные результаты можно распространить и на многомерные и многофронтовые постановки
задачи Стефана.
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2. Постановка задачи. Определение динамики температурного поля𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡) и свободной границы
𝑠 = 𝑠 (𝑡) в начальный период охлаждения, когда 𝑡 > 𝑡1, при низкотемпературных воздействиях на
биологические ткани сводится к решению следующей задачи [14, 15]

𝑢𝑥𝑥 − 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑢𝛽 , 0 < 𝑥 < 𝑠 (𝑡), (1)

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑠 (0),
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐻𝑢 = −𝐻𝜑 (𝑡), 𝑥 = 0,

𝑢 (𝑠 (𝑡), 𝑡) = 0,
𝜕𝑢 (𝑠 (𝑡), 𝑡)

𝜕𝑥
= 0.

Момент времени 𝑡1 определяется по решению задачи из условия 𝑢 (0, 𝑡) = 1.
При 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2 для определения 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑠 = 𝑠 (𝑡) и границы раздела замороженной и охлажденной

области биологической ткани 𝑥∗ = 𝑥∗ (𝑡) имеем двухфазную задачу Стефана:

𝑢𝑥𝑥 − 1
𝑎2
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑥∗ (𝑡),

𝑢𝑥𝑥 − 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑢𝛽 , 𝑥∗ (𝑡) < 𝑥 < 𝑠 (𝑡),

𝑢 (𝑥, 𝑡1) = 𝑢1 (𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑠 (𝑡1),
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐻𝑢 = −𝐻𝜑 (𝑡), 𝑥 = 0, (2)

[𝑢]𝑥∗ = 0, [𝑢𝑥 ]𝑥∗ = 𝑃𝑥∗, 𝑢 (𝑥∗ (𝑡), 𝑡) = 1,

𝑢 (𝑠 (𝑡), 𝑡) = 0,
𝜕𝑢 (𝑠 (𝑡), 𝑡)

𝜕𝑥
= 0.

Момент времени 𝑡2 определяется по решению задачи из условия 𝑢 (0, 𝑡2) = 𝑢𝑛 .
В задачах (1), (2) 𝐻 – коэффициент теплообмена с окружающей средой, 𝑢0 (𝑥) – начальная температура

биологической ткани,𝜑 (𝑡) – температура внешней среды, 𝑡 – временная переменная,𝑥 –пространственная

переменная, 0 ≤ 𝛽 < 1, 𝑎2 = 𝜆𝑐𝜌/𝜆𝑐𝜌 , 𝑢1 (0) = 1, 𝐻 = 𝛼
𝜆

√︃
𝜆
𝑤
, 𝑤 = 𝑎𝑤0, 𝑤0 = 𝑐𝑘𝑚𝑘 , 𝑎 =

[
𝑇 /(𝑇 −𝑇 ∗)

]1−𝛽
,

𝜑 = 1 +
(
𝜆/𝜆

)
𝑢𝑎 (𝑡) −

(
𝜆/𝜆

)
, 𝑢𝑎 (𝑡) = 𝑢𝑎 (1 − exp (−𝜒𝑡)), 𝑢𝑎 = (𝑇 −𝑇𝑎)/(𝑇 −𝑇 ∗), 𝑃 =

𝑝

𝑐
𝜌 (𝑇 −𝑇 ∗), 𝑃 = Λ𝜌 . Здесь

𝑇 = 36.70𝐶 , 𝑇 ∗ = −3 ÷ 00𝐶 , 𝑇𝑎 – температура аппликатора, 𝜆, 𝑐, 𝛼,Λ, 𝜌 теплофизические характеристики
биоткани, 𝑐𝑘 ,𝑚𝑘 – теплоемкость и скорость потока массы крови, 𝜒 – параметр выхода на заданный
режим охлаждения, 𝛽 – параметр нелинейности, 𝑢𝑛 – температура криопоражения, 𝑢0, 𝑢1, 𝑃, 𝑃1 – заданные
функции, знак черты сверху относится к незамороженной области биоткани, знак черты снизу – к
замороженной области биоткани.

3. Метод нелинейных вариационных параметров. Рассмотрим стационарные задачи, соответ-
ствующие (1) и (2):

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝛽 , 0 < 𝑥 < 𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐻𝑢 = −𝐻𝜑, 𝑥 = 0, (3)

𝑢 (𝑠) = 0,
𝜕𝑢 (𝑠)
𝜕𝑥

= 0.

𝑢𝑥𝑥 = 0, 0 < 𝑥 < 𝑥∗,

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝛽 , 𝑥∗ < 𝑥 < 𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐻𝑢 = −𝐻𝜑, 𝑥 = 0, (4)

[𝑢]𝑥∗ = 0, [𝑢𝑥 ]𝑥∗ = 0, 𝑢 (𝑥∗) = 1,

𝑢 (𝑠) = 0,
𝜕𝑢 (𝑠)
𝜕𝑥

= 0.

Задачи (3), (4) имеют важное значение, т. к. их решения позволяют описать установившиеся состояния,
когда достигаются максимальные размеры охлажденной и замороженной биологической ткани при
заданной криогенной температуре охлаждающей поверхности криоинструмента.

Сначала найдем решение стационарной задачи, соответствующее (3)
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𝑢 (𝑥) = 𝑢
(
1 − 𝑥

𝑠

) 2
1−𝛽

, 𝑠 =
2

1 − 𝛽

√︂
1 + 𝛽

2
𝑢

1−𝛽
2 ,

где 𝑢 = 𝑢 (0) – положительный корень следующего уравнения

𝑢 + 1
ℎ

√︄
2

1 + 𝛽𝑢
1+𝛽

2 − 𝑢𝐴 = 0. (5)

Для удобства вычисления запишем (5) в виде: 𝐹 (𝑢) = 0, где

𝐹 (𝑢) = 𝑢 + 1
ℎ

√︄
2

1 + 𝛽𝑢
1+𝛽

2 − 𝑢𝐴 .

Далее применяем метод нелинейных вариационных параметров. Приближенное решение можно
искать в виде

𝑢 (𝑥, 𝑡) ≈ 𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑢
(
1 − 𝑥

𝑠 (𝑡)

) 2
1−𝛽

,

𝑢 (𝑡) = 𝑢 (𝑠) = (1 − 𝛽)ℎ𝜑𝑠
2 + (1 − 𝛽)ℎ𝑠 . (6)

Краевые условия при этом будут выполняться автоматически для любой функции 𝑠 = 𝑠 (𝑡) ≥ 0.
Потребуем, чтобы конструкция (6) удовлетворяла дифференциальному уравнению в смысле равенства
нулю интегральной невязки ∫ 𝑠

0
(𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡 − 𝑢𝛽 )𝑑𝑥 = 0.

Определяем свободную границу 𝑠 (𝑡), решив задачу Коши:

𝑑

𝑑𝑡
𝑢𝑠 + 3 − 𝛽

1 + 𝛽𝑢
𝛽𝑠 − 2(3 − 𝛽)𝑢

(1 − 𝛽)2𝑠
= 0, 𝑠 (0) = 0.

Заменяя производную 𝑑
𝑑𝑡
(𝑢𝑠) конечной разностью, получаем нелинейное уравнение для определения

значения 𝑠 на данном временном слое 𝐹 (𝑠) = 0, где

𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑢 (𝑠) − 𝜏 2(3 − 𝛽)𝑢
(1 − 𝛽)2𝑠

+ 𝜏 3 − 𝛽
1 + 𝛽𝑢

𝛽𝑠 − 𝑠 ˘̄𝑢.

Алгоритм поиска свободной границы реализован на ЭВМ (рис. 1). Проведены расчеты на ЭВМ для
различных входных параметров.

Рассмотрим применение данного метода к решению двухфазной задачи Стефана (2).
Для определения 𝑥∗ = 𝑥∗ (𝑡) и 𝑠 = 𝑠 (𝑡) решается задача Коши:

𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ 2

1 − 𝛽
𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
+ 3 − 𝛽

1 + 𝛽 (𝑠 − 𝑥∗) − 2 (3 − 𝛽)
(1 − 𝛽)2

1
𝑠 − 𝑥∗ = 0,

𝑑𝑠

𝑑𝑡
+

{[
(𝜑 − 1) 𝑥∗

2𝑎2 (𝐻−1 + 𝑥∗) + 𝑃
]
𝑥∗

}
− 𝜑 − 1
𝐻−1 + 𝑥∗ + 2

(1 − 𝛽)
1

𝑠 − 𝑥∗ = 0.

Используя алгоритм решения задачи Коши, находим 𝑥∗ = 𝑥∗ (𝑡) и 𝑠 = 𝑠 (𝑡).
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Рис. 1. Алгоритм решения задачи Коши для определения свободной границы
Fig. 1. Algorithm for solving the Cauchy problem for determining the free boundary

4. Метод ловли фазового фронта в узел сетки. Рассмотрим вначале однофазную задачу (1).
Строим разностную сетку на отрезке [0,s], где 𝑠 = 𝑠 (𝑡1), 𝑡1 – конечный момент времени, строим
неравномерную пространственную сетку, состоящую из узлов так, чтобы точка совпадала с одним из
узлов 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + ℎ𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑥0 = 0, ℎ𝑖 > 0, 𝑥𝑚 = 𝑠 .

На отрезке [0, 𝑡1] также строится неравномерная сетка

𝑡 𝑗 = 𝑡 𝑗−1 + 𝜏 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑡0 = 0, 𝑡 𝑗0 = 𝑡1, 𝜏 𝑗 > 0.

Шаг сетки по времени выбирается таким образом, чтобы за каждый шаг по времени фронт фазового
перехода перемещался по координате 𝑥 ровно на один шаг, т. е. 𝑥

(
𝑡 𝑗
)
− 𝑥

(
𝑡 𝑗−1

)
= ℎ 𝑗+𝑚 .

Введём обозначения, пусть Δ𝑥 = ℎ𝑖 , Δ𝑡 = 𝜏 𝑗 . Задачу (1) заменим следующей разностной задачей для
определения 𝑢𝑖 , 𝜏 𝑗 :

𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1

Δ𝑥2 − 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
Δ𝑡

= 𝑢
𝛽

𝑖
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑢0
𝑖 = 𝑢0𝑖 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛,

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
Δ𝑥

− 𝐻𝑢𝑖 = −𝐻𝜑 𝑗 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑢𝑛 = 0,
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

Δ𝑥
= 0, 𝑗 = 0, 1, . . .𝑚 − 1.

Предполагая, что искомые величины для всех 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚 − 1, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑛 + 𝑗 найдены, будем
определять их значение на 𝑗-м временном слое. Если известно 𝜏 𝑗0, то методом прогонки определяются
𝑢𝑖+1, а далее следующая итерация и т. д.
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Конец итерационного процесса проверяется условиями:����1 − 𝜏 𝑗

𝜏 𝑗−1

���� < 𝜀1, |𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖 | < 𝜀2,

где 𝜀1, 𝜀2 – достаточно малые числа.
Теперь рассмотрим применение данного метода к решению двухфазной задачи Стефана (2). Анало-

гично предыдущему алгоритму строится разностная сетка с шагами Δ𝑥 = ℎ𝑖 , Δ𝑡 = 𝜏 𝑗 , и пусть 𝑥∗ (𝑡) = 𝑥∗.
Узел, лежащий на фронте фазового перехода, имеет индексы (𝑖, 𝑗). Это будем иметь в виду в

дальнейшем при записи разностных уравнений в охлажденной и замороженной частях области. Для
численного решения задачи возьмем также чисто неявную разностную схему, которую представим в
виде:

𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1

Δ𝑥2 − 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
Δ𝑡

= 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1

Δ𝑥2 − 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
Δ𝑡

= 𝑢
𝛽

𝑖
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑢1
𝑖 = 𝑢1𝑖 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (7)

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
Δ𝑥

− 𝐻𝑢𝑖 = −𝐻𝜑 𝑗 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑢𝑛 = 0,
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

Δ𝑥
= 0, 𝑗 = 0, 1, . . .𝑚 − 1.

Полученная система уравнений (7) является нелинейной и ее решение находится по итерационной
схеме.

Процесс итерации продолжаем до тех пор, пока не выполнится условие����1 − 𝜏 𝑗

𝜏 𝑗−1

���� < 𝜀1, |𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖 | < 𝜀2,

где 𝜀1, 𝜀2 – достаточно малые числа.
Решения системы (7) находятся с помощью метода прогонки.
Таким образом, алгоритм модифицированного метода ловли фронта в узел сетки состоит из следую-

щих этапов: вычисляются прогоночные коэффициенты; вычисляется неизвестныйшаг пространственной
сетки; на последнем этапе по формуле прогонки определяются значения.

Неизвестные величины по модифицированному методу ловли фронта определяются без использо-
вания итерационного процесса. В этом заключается достоинство модифицированного метода ловли
фронта в узел сетки.

5. Сравнительный анализ методов. На основе представленных методов для решения поставленной
задачи были разработаны программы, которые определяют динамику распределения температуры,
границу раздела фаз и свободную границу, а также выдают время расчетов. С помощью этих программ
было проведено сравнение используемых методов.

Оказалось, что метод ловли в узел сетки имеет некоторые недостатки, которые следует учитывать
при решении задач с фазовыми переходами. Это сложность в реализации и в отладке программного
кода для данного метода. Определение свободных границ, имеющие сложные формы, чрезвычайно
сложно. Порядок точности часто приводит к снижению точности решения и зависит от размера сетки.
Еще одним из недостатков является ограничение по выбору шага по времени, шаг по времени нужно
использовать малого размера. Данный метод трудно применить ко всем типам граничных условий.

Из проведенного анализа следует, что метод ловли в узел сетки имеет еще преимущества для
решения исследуемых задач. Основные из них следующие: простота в реализации и понимании;
легкость применения граничных условий; возможность использования более точных численных схем.
Если граница не сложной формы, то данный метод очень эффективен для решения. И еще данный метод
можно адаптировать для различных моделей фазового перехода.

Метод нелинейных вариационных параметров относится к аналитическим методам. Основное пре-
имущество данного метода в возможности получения аналитического или приближенно-аналитического
решения, что позволяет легко изучать влияние различных параметров на процесс фазового перехода.
Для некоторых уравнений, описывающих фазовые переходы, метод является относительно простым
в применении. В отличие от метода ловли в узел сетки, данный метод не требует дискретизации
пространства и времени. Полученное решение методом нелинейных вариационных параметров может
быть использовано для валидации численных методов.

Данный метод имеет и недостатки. К недостаткам можно отнести: ограниченность применимости, не
ко всем задачам может быть применен. Для сложных уравнений применение может быть трудоемким и
требовать значительных математических усилий. В большинстве случаев дает только приближенное
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решение, а не точное. Оценка точности приближенного решения может быть сложной задачей. Метод
требует подходящего параметра для вариации, что влияет на точность и сходимость решения.

6. Заключение. На основе результатов сравнительного анализа методов сделаны следующие выводы.
Метод ловли в узел сетки не является универсальным решением для всех типов задач с фазовыми

переходами, но данный метод может быть хорошим выбором, когда важна простота реализаций, а
требования точности и устойчивости не слишком высоки. Правильная реализация имеет решающее
значение для получения надежных решений.

Метод нелинейных вариационных параметров может быть полезным методом для получения анали-
тических и приближенно-аналитических решений. Однако применимость данного метода ограничена, и
для решения более сложных задач требуются численные методы.
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Аннотация. Проведен анализ российских и зарубежных исследований в сфере производителей мелющих шаров раз-
личных размеров для металлургической, горно-обогатительной и другой промышленности. Рассмотрены основные
направления для улучшения химического состава стали при производстве мелющих шаров, а также исследования,
оптимизирующие термическую обработку мелющих тел для повышения их механических характеристик. Повы-
шение твердости шара при сохранении им стойкости к ударным и абразивным нагрузкам является актуальной
задачей в настоящее время. Основные же дефекты мелющих тел – это трещины внутри шара, различного рода
включения. Дефекты негативно влияют на механические и эксплуатационные характеристики шара, ухудшая их.
Для решения данных задач необходимо оптимальное содержание кислорода, углерода и легирующих элементов
в стали. Моделирование процесса изготовления шаров перед их реальным производством продукции помогает
предварительно высчитать необходимые параметры, что позволяет скорректировать структуру шара.
Ключевые слова: химический состав, термообработка, стальной шар, мелющее тело, шаровая мельница, винтовая
прокатка, измельчение руды
Для цитирования: Великородный П.С. Исследования в области оптимизации химического состава и термической
обработки стальных шаров для мельниц. Прикладная математика & Физика. 2025;57(3):243–248.
DOI 10.52575/2687-0959-2025-57-3-243-248 EDN UBLYMP

Review article

Research in the Field of Optimization of Chemical Composition and Heat Treatment
of Steel Balls for Mills

Pavel V. Velikorodnyy
(Article submitted by a member of the editorial board Nikulicheva T. B.)

Belgorod National Research University,
85 Pobedy St., Belgorod 308015, Russia

pasha.sergeevich.2000@mail.ru

Abstract. The analysis of Russian and foreign studies in the field of manufacturers of grinding balls of various sizes for
metallurgy, mining and processing and other industries is carried out. The main directions for improving the chemical
composition of steel in the production of grinding balls, as well as studies optimizing the heat treatment of grinding media to
improve their mechanical characteristics are considered. Increasing the hardness of the ball while maintaining its resistance to
impact and abrasive loads is an urgent task at present. The main defects of grinding media are cracks inside the ball, various
types of inclusions. They negatively affect the mechanical and operational characteristics of the ball, worsening them. To solve
these problems, the optimal content of oxygen, carbon and alloying elements in steel is necessary. Modeling the process of
manufacturing balls before the production of products helps to pre-calculate the necessary parameters, which allows you to
adjust the structure of the ball.
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1. Введение. Шары для помола из стали являются в настоящее время важным компонентом в
процессе измельчения различных материалов. На сегодняшний день стальные и чугунные шары
занимают существенную долю общего мирового проката, что можно объяснить применением их на
многих производствах, таких как горнодобывающая, цементная, металлургическая, коксохимическая и
другая промышленность, в которой необходимо измельчение материалов [1].

Основными параметрами качества мелющих шаров являются твердость, устойчивость к ударным
нагрузкам и коррозионная стойкость [2]. Технология получения шаров при помощи винтового вида
проката является одной из передовых технологий производства во всем мире, позволяющей получать
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изделия с высокими механическими свойствами и точными геометрическими параметрами [3]. На
качество изделия также сильно влияет химический состав сплава, из которого делаются шары, и режим
термообработки полученного продукта [4].

Производство шаров, которые обладают повышенной износостойкостью и существенной стойкостью
к разрушению, представляет объективную проблему, что можно объяснить сложностью технологии
производства и возможным наличием трещин конечного продукта, что приведет к повышенной
хрупкости. Увеличение ударной стойкости при наличии высокой твердости и прочности стального шара
является актуальной задачей в настоящий момент [5]. Существует много исследований, направленных
на оптимизацию структуры помольных тел, основными же направлениями увеличения твердости и
устойчивости мелющих шаров к ударным нагрузкам являются: совершенствование химического состава
мелющих тел, применение новых технологических решений термообработки. От качества стальных
шаров зависит экономическая эффективность процесса измельчения, ведь на мелющие тела приходится
до 67 процентов затрат при производстве различной продукции [6].

2. Исследования, направленные на улучшение химического состава мелющихшаров высокой
твердости. Исследования химического состава стали для мелющих шаров повышенной твердости
проводят уже многие годы.

В одной из работ рассматривалось количественное воздействие химических элементов сплава
К76Ф на различные характеристики шара. Анализ был проведен при помощи статистического и
металлографического критерия. В результате исследования было установлено, что при содержании в
стали данной марки углерода и водорода выше допустимых расчетных значений ударная стойкость
мелющих тел уменьшается до 50 процентов, что весьма существенно [7].

В статье [8] было установлено влияние химического состава стали на увеличение сопротивления
упругой и пластичной деформации мелющих шаров. Авторами доказано, что увеличение доли хрома,
никеля, марганца и углерода в некоторых диапазонах сильно влияет на сопротивление деформациишара.
Исследование реализовано за счет экспериментальных марок стали, которые получили на основании
анализа уже реализованных исследований в России и за рубежом. Работа проводилась в лаборатории
при помощи прокручивания горячих заготовок из стали в специальной установке. Углерод оказывает
более значительное влияние на свойства шара. Полученные данные дают возможность применения
результатов на металлургических комбинатах, производящих мелющие тела [8].

При наличии таких дефектов, как различного рода включения, флокены, неоднородность структуры
и трещины, шар имеет неудовлетворительные характеристики. Для минимизации подобных нарушений
в компании «ЕВРАЗ» было проведено исследование влияния различных условий производства на харак-
теристики готового продукта. Полученные результаты показывают, что стойкость шара от разрушений
сильно зависит от количества кислорода в жидком металле, количества водорода и серы после внепечной
обработки стали, а также от времени продувки металла специальным газом в ковше.

При сложении всех влияющих на характеристики шара факторов было установлено, что итоговые
значения механических свойств помольных шаров зависят от них на 73 процента. Авторами данной
работы, на основании полученных в результате исследования данных, были разработаны общие
рекомендации для усовершенствования и подбора оптимальной технологии производства стали при
плавке и дальнейшей обработке. Применение данных рекомендаций дало существенные экономические
результаты. При улучшении качества стали качество круглого проката также улучшилось, что снизило
количество некачественных шаров на 3 процента [9].

3. Исследования, направленные на усовершенствование термической обработки мелющих
шаров. Для решения вопроса, связанного с разработкой улучшенной технологии термообработки
шаров для мельниц, необходимо применение компьютерных моделей, которые наглядно показывают
возможные значения механических характеристик стальных мелющих тел, а также протяженность
закаленного слоя вглубь шара при использовании марок стали с различным химическим составом.

В исследовании [10] для улучшения термообработки шаров было проведено моделирование шаров
из стали 70ХГС. Моделирование проводилось в программе Deform-3D. Для реализации эксперимента
был найден заграничный аналог сплава 70ХГС. Температура 1050 °С приведена из физического опыта
при прокатке шаров на стане. По критическим точкам получили температуру 730 °С, что соответствует
температуре помольного тела перед закалкой. Прокаливаемость мелющих шаров рассчитана по методике
ASTMA255 при помощи значений таблицы химического состава стали. Кривые охлаждения при реальном
опыте соответствуют моделированию, что показывает точность готовой модели.

Полученные результаты в Deform-3D показали высокую достоверность и сошлись с результатами
физического опыта как по внешней структуре, так и в центре шара. Модель дает возможность её исполь-
зования для определения времени подстуживания. Экспериментальные данные процесса моделирования
подстуживания и закалки показали выравнивание температуры по объему шара через 300 секунд. При
использовании стали марки 70ХГС данного времени достаточно для того, чтобы произвести закалку и
получить 5-ю группу твердости [10]. Для полученияшаров 5 группы твердости диаметром 120 мм из стали
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ХГС по ГОСТ необходима твердость шара на поверхности HRC=55...58 единиц со структурой мартенсита
и HRC=45...48 в центре со структурой бейнит. Для того чтобы обеспечить подобные характеристики,
авторами была сделана попытка уменьшения скорости охлаждения при помощи использования водного
раствора наиритового латекса во время закалки. При помощи математического моделирования авторы
определили температуру для закалки, которая должна быть равной 830...850◦С, температуру ванны
охлаждения – 20...30◦C. За счет новой технологии скорость охлаждения в центре шаров уменьшилась,
благодаря чему была получена необходимая структура. Благодаря уменьшению толщины прокаливаемо-
сти до 3 см, на поверхности шара образовалась необходимая мартенситная структура, а в сердцевине –
бейнитная. Данная технология обеспечивает заданную твердость по всему объёму шара [11].

Для оценки фазового состава, твердости и прочности мелющих шаров из стали 65С2Х в другой
научной работе было проведено программное исследование термической обработки в JMatPro и Deform.
Моделирование процесса закалки реализовано для шаров 100 мм в диаметре. Результаты полученной
модели показали, что при всех возможных отклонениях химического состава исходной заготовки в
заданных диапазонах расчетная поверхностная твердость мелющих шаров будет не менее 58 HRC, а
твердость в центре – около 46 HRC, что удовлетворяет требованиям 5-й группы твердости в соответствии
с ГОСТ 7524-2015. Расчетная глубина закаливания составит около 1,5 см, что будет зависеть от содержания
в стали легирующих элементов.

Исследование промышленной партии мелющих тел показало твердость на поверхности шара
57–60 HRC, твердость в центре шара – 43–47 HRC. Глубина закаленного слоя 1,5–2,0 см. Полученная
модель дает достоверные данные, исходя из чего был сделан вывод о корректности полученного
эксперимента. Модель позволяет учитывать неравномерность распределения температур по всему шару,
а также она позволяет увидеть влияние разных факторов на процесс термообработки [12].

Еще одна математическая модель была создана для определения зависимости закалочного слоя шара
от температуры аустенизации и размера шара. Полученные значения практически совпали с реальными
экспериментальными данными. В результате были сделаны выводы: температура закалки и размер шара
влияют на прокаливаемость больше, чем охлаждающая среда; перегрев шаров вызывает рост зерна, что в
свою очередь провоцирует неправильную поверхность закалки [13]; повышение температуры закалки
для некоторых видов стали вызывает уменьшение прочности шаров [14].

4. Патенты в области оптимизациипроцесса обработки стальныхшаров.Одним из изобретений
российских ученых является способ обработки, который позволяет получить высокую поверхностную
твердость и хорошую прочность мелющих тел из среднеуглеродистой стали.

Обработка шаров по данной технологии включает следующие этапы: прокатка, штамповка или
повторный нагрев мелющих шаров при температуре 950–1050◦С; подстуживание мелющих шаров до
температуры, примерно равной 770 градусов; закалка шаров в устройстве барабанного типа в течение
180–240 секунд; отпуск, который проводится при температуре 220 градусов ±15 процентов и составляет
от 3 до 5 часов по времени; самоотпуск в бункере в течение 0,5–2 суток. Данная технология может быть
применена к выполненным из стали шарам с диаметром 80–100 мм.

Для шаров же диаметром 110–140 мм применяется следующая технология. После прокатки подстужи-
вание шаров происходит до такой же температуры, как и для шаров меньшего диаметра; последующая
закалка длится от 210 до 300 секунд; дальнейшие операции аналогичны с технологией производства
шаров меньшего диаметра.

Разработанная технология позволяет производить шары с высокими механическими характеристика-
ми за счет получения мартенсита по всему объему шара. Для получения такой структуры необходимо,
чтобы охлаждение происходило при очень высокой скорости и прокаливаемость материала была на
высоком уровне. Глубина прокаливаемости в свою очередь зависит от размера мелющего шара и хими-
ческого состава стали, из которой он сделан. Сложность достижения необходимой скорости охлаждения
заключается в том, что геометрическая форма шара не позволяет отдавать тепло по всему его объему,
особенно плохо остывает центр шара. Для минимизации времени остывания по всему объему необхо-
димо подобрать марку стали, легированную химическими элементами, которые позволяют увеличить
прокаливаемость и достичь желаемого результата.

Однако при высокой прокаливаемости образуется другая проблема, которая заключается в высокой
напряженности в центре шара, из-за чего в шаре могут образовываться трещины, что недопустимо в
данном случае. Для минимизации и устранения всех негативных эффектов была взята сталь 77ХГФМН,
легированная марганцем, кремнием, алюминием, хромом, никелем и молибденом, обладающая высокой
прокаливаемостью. Подстуживание шаров до 770 градусов перед закалкой дает возможность получения
необходимой структуры в центре и на поверхности шара. Время закалки шаров нужно регулировать, так
как оно зависит от размерашара и его состава. Выбор необходимого времени закалки обеспечит требуемые
значения твердости и прочности для помольных тел разного размера. Отпуск при рассчитанной
температуре позволяет уменьшить внутренние напряжения и хрупкость, что дает хорошую защиту от
разрушения шара.
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Все опыты и проверки проводились в Нижнем Тагиле в шаропрокатном цехе АО «ЕВРАЗ НТМК»
при помощи шаров диаметрами 100 и 120 мм, прокатанных на винтовом стане при температуре
нагрева заготовки 950–1050°С. Закалка шаров производилась в воде с температурой 45 градусов, а отпуск
проводился в отпускной печи, работающей на газовом топливе и состоящей из 7 секций. После печи
шары попадали в бункеры для самоотпуска. Твердость на поверхности измерялась на специальной
установке в соответствии с ГОСТ 9013-59. Объемная твердость рассчитывалась по формулам исходя из
полученных опытных значений.

При разделении шаров для опыта на две полусферы трещины на срезе не выявлены, что говорит
о хорошем качестве продукции. Данная технология не совпадает с существующими патентами, что
показывает новизну данного метода. Разработанная технология производства позволяет получить
продукцию с отличной износостойкостью и соответствует ГОСТ 7524-2015 для пятой группы твердости.
При внедрении технологии за первый год использования было реализовано более 1000 тонн данной
продукции [15].

Еще один метод российских исследователей в области термообработки стальных шаров заключается
в подстуживании прокатанных шаров до точки, которая находится ниже фазовых превращений, после
чего происходит последующий нагрев шаров до закалочной температуры. Закалка шаров производится
в устройстве барабанного типа с трубами, которое обеспечивает доступ воды к шарам и имеет винтовую
направляющую в трубе, что обеспечивает закручивание шаров для лучшей терморегуляции. После закал-
ки изделие подвергается отпуску. Цель обработки шаров заключается в придании изделию повышенных
механических свойств.

Недостатки существующих способов закалки заключаются в том, что охлаждениешаров производится
до температуры выше точки мартенситного превращения, что сказывается на его количестве. Разрабо-
танный способ позволяет получать шары с более стабильным высоким качеством за счет изменения
размера зерна и однородности структуры.

Получение необходимой структуры шара объясняется тем, что после подстуживания мелющих
тел аустенит превращается в перлит по всему объему шара, а дополнительный нагрев позволяет
перекристаллизовать полученную структуру еще раз. Вследствие применения такого режима образуется
мелкозернистая основа шара. Во время закалки шары приобретают повышенную износостойкость, при
этом мелкозернистая структура остается. Конечный отпуск шаров снижает остаточные напряжения и
увеличивает их прочность. Данная технология позволяет получить изностойкие мелющие тела, которые
хорошо сопротивляются ударным нагрузкам [16].

5. Заключение. Улучшение механических характеристик мелющих тел является актуальной задачей
в данный момент. Химический состав и режим термообработки влияют на структуру шара, от которой
зависят твердость, прочность и другие характеристики. Рассмотренные исследования позволяют сделать
вывод о зависимости характеристик мелющих шаров от химического состава сплава, из которого они
сделаны, и от режима термической обработки.

Современные способы исследования зависимостей – это компьютерные модели. При помощи
современных программ и экспериментов можно получить модели, которые будут давать результаты,
практически неотличимые от результатов физических экспериментов, что сокращает много времени
при разработке необходимой технологии получения шаров.

Правильный выбор закалочной среды, температуры закалки и других параметров термообработки
существенно влияет на итоговую структуру мелющих шаров. От правильного выбора содержания в стали
углерода, кислорода и легирующих элементов также зависит структура и механические характеристики
конечного продукта.

Анализ исследований даёт возможность оценить текущее состояние производства мелющих шаров
в России и за рубежом. Представленные работы помогают понять данную область и продолжить
исследования мелющих тел для получения новых результатов.

В России, СНГ и Китае производство шаров имеет большие объёмы. В этих странах количество шаро-
прокатных станов только растет, что делает направление исследования шаропрокатного производства
очень перспективным.
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